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Exercice 1.

1.1. Soit P un opérateur différentiel d’ordre 2 a coefficients réels C*° dans R™. Pour x € R™, on pose
é(x) = x, — 22 + Zl<j<n71 x? On suppose qu’il existe un voisinage ouvert ) de 0, des constantes
C >0 et X\g>1 tels que Yw € CX(Q), YA > Xy on ait

(%) Clle™* Pw|| 2 (gny > )\3/2||67)\¢UJHL2(R71) + )\1/2He*’\¢VwHL2(Rn).

Soit u € C*(R"™) telle que suppu C {z € R", x,, > 0} et vérifiant

Ve eR", |(Pu)(2)| < fu(@)] + ) \%(%’)!-

Montrer que u est nulle au voisinage de 0. On applique (*) a yu ou x € C(Q2), égale a 1 au voisinage
de 0. Il vient

)\3/2H€_>\¢XU,HL2(R7L) + >\1/2||6_)\¢VXU||L2(R7L) < Olle™[P, Xul| z2rn) + Clle X Pul| p2(n)
< Olle™*[P, x]ul| L2ny + Cille xull2@ny + Cille X V|| 2(gn)
et donc pour A assez grand

A2 xullaqany < Clle [P, ol ey
On a, en supposant que x est supportée dans {|x,| < 1/2},

supp([P, x]u) C {z, > 0} NsuppVx C {0 <z, < 1/2} Nsupp Vyx = K.
La fonction ¢ est strictement positive sur K: pour z,, € [0,1/2],2 € R* !

p=a,(1—z,)+|7P<0=2=0
et comme 0 ¢ supp Vx (x vaut 1 au voisinage de 0), on a donc ming ¢ = o9 > 0. Il vient avec
w={x €R", ¢(x) < 09/2} (un voisinage de 0)
“xoo/21 y3/2 Lisio) —xe Lisia) —xe —Xoo
e A Ixullzze) < SAT e xull 2wy < SAYE e x| 2@ny < e O, Xull2eny,
et donc .
A lxullzz) < € 2C [P xJull 2o,

ce qui implique yu = 0 sur w et comme Yy vaut 1 au voisinage de 0, on obtient que u est nulle sur un
voisinage de 0.

1.2. Donner un exemple d’opérateur P satisfaisant (x). Le laplacien (cf. cours).

Exercice 2. Soient uy,us des fonctions C™ sur R” telles que

Ve e R",  |[(Aup)(x)

supp uq U Supp usg - {.’E S Rn,xn Z 0}7 {\V/x c R™ ’(Au )(1‘)
y 2



2.1. En utilisant les résultats du cours, donner une inégalité de Carleman satisfaite par le laplacien
2 /|12
pour le poids v avec (x) = x, — p7 + %, ou [ est un parametre strictement positif. On a vu en

cours qu’il existe Q2 ouvert voisinage de 0 tel que pour w € C(Q2), A > A,
Clle™ Awl| > X2 [le*w]|.
2.2. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert de 0, des constantes C' > 0 et \g > 1, tels que pour
)\ Z )\0, w1, W2 € C(?O(Q),
C||e_>‘wAw1||L2(Rn) + C’||e_’\¢Aw2||Lz(Rn) Z )\3/2||6_>\ww1||L2(Rn) -+ )\3/2||e_’\¢w2||L2(Rn).

On ajoute deux estimations ci-dessus.

2.3. Montrer que uy et ug sont nulles au voisinage de {x € R", z,, = 0}. Soit x € C°(f2) égale a 1 au
voisinage de 0. Il vient

N2l x| + A2 e xual| < Clle™ Axu]| + Clle™ Axus|
< Clle™[A, X]ua]l + Clle™ xAul| + Clle™[A, xual| + Clle™ xAug
< Clle™[A, X]urll + Clle™[A, Xuzl + 207X - (Jur] + [ua] )
< Clle™[A, XJull + Clle™ A, Xuzll + 2C[le™ xus || + 2C e ™ xus]|.

Par suite en supposant \ assez grand, il vient
AP xn] + 5 A2l M yun]| < Clle A, Xl + Clle [, xus)
On a, en supposant que x est supportée dans {|z,| < 1/u},
supp([A, xJu) C {z, > 0} Nsupp Vx C {0 <z, < 1/p} Nsupp Vx = K.
La fonction v est strictement positive sur K: pour x, € [0,1/u],2’ € R,
VY =a,(1 — px,/2) + 2?20 <0 = 2=0

et comme 0 ¢ supp Vx (x vaut 1 au voisinage de 0), on a donc ming 1) = o9 > 0. 1l vient avec
w={x € R",¢¥(x) < 0¢/2} (un voisinage de 0)

1 1
6—/\00/25)\3/2”XU1”L2(@ +€—Aao/2§ /\3/2||XU2||L2(w)
1 _ 1 _ “Ao
< X2 x|z + 5 X2 e xual 2y < Cen (1A xunll + 112, xu ),
ce qui démontre que uq, us sont nulles au voisinage de 0.

Exercice 3.
On considere le champ de vecteurs complexes sur R?@ donné par L = D;+it>D, et Uon pose f,(t,z) =

fot s2(1 — s)ds + %, ou j est un parametre > 0.



3.1. Calculer le symbole p(t,x,7,£) du champ L. Calculer le crochet de Poisson {p,p} et montrer qu’il
n’existe pas de voisinage W de 0 dans R? tel que

3C > 0,V(t,x) € W,¥(r,€) € R?, | {p,p} (t,z,7,&)| < Clp(t, =, 1,€)|.
On a % {p,p} = {Rep,Imp} = {7, t3¢} = 2t£ et si on avait
2t€] < C(I7| + ?[¢])

cela impliquerait pour 7 = 0,£ = 1, que 2 < C|t|, ce qui est impossible au voisinage de t = 0.
2

8.2. Calculer Ly, = e MeLeMr. On a f = § _ % + g_#

A\t?
Ly = Dy — M (1 — ) + it*(D, — ide/p) = Dy + = +it* (D, — A+ At)
7

3.3. Montrer que D, + xt® = e~ /3D, /3 Donner une expression de Ly, en fonction de M), =
D, + z’t2<Dx — A AL — i)) 11 vient

\2x

Ly = D+ it} (Dy — A+ ) = e BB 2 (D) — X 4 M)

_ e—i)\xt?’/?)u (Dt + Zt2 (ei)\zt3/3que—i)\a:t3/3p — 24+ )\t)>ei)\xt3/3u
—idzt3/3 -2 t idxt3 /3
=ec “(Dt—i—zt (Dm—)\g——)\—l—)\t))e #
1

2
_ e (D, (D, — A+ (L — ) ) et/
t T 3
1
3.4. Montrer qu’il existe des constantes strictement positives C, i, g et un voisinage Q de 0 dans R?
tels que Yv € C(Q2),VA > Ao, C||Lx 0|2 > ||v]z2. 1l suffit d’examiner, apres une transformation
de Fourier dans la variable x,

N = Dy +it*(n + Xt(1 — et?)), e=1/(3p).
Prenons = 1/3, et examinons

P = Dy +it* (n + At(1 — %))

N

-~

¢
ou n est un parametre réel. On peut supposer que les fonctions u sur lesquelles P agit sont supportées

dans [t| < 1/2, de sorte que 1 — ¢ > 3/4 et Lt(1 —t?) = 1 — 3t* > 1/4. Le signe de ¢ est donc une
fonction croissante. On calcule pour v € C*([—1/2,1/2];C),
2Re(Pv,i (sign¢ +1t) o) > |[v]|> = ||v]| < 3||Pv].
———

de méme signe que ¢
sur [¢] <1/2

3.5. Montrer que si u est une fonction de classe C?(R?), supportée dans le demi-plan {t > 0} et telle
que Lu = 0, alors u est identiquement nulle. On considere x une fonction C2° égale a un au voisinage
de 0 dans R? et supportée dans [t| < 1/2. Avec p = 1/3, il vient

Clle™ Lycul| = [le™ xull,

3



et par conséquent, comme Lu = 0,
le™ xull < Clle™[L, x]ull.

Le support de [L, x]u est un compact K inclus dans 1/2 >t > 0, ne contenant pas Ogz. Par suite, la
fonction f est strictement positive sur ce compact: sinon pour un 1/2>¢>0et un x € R

2

t
3t€[0,1/2],3$€R, /52(1—S>+3%§0:>t:0,37:0
0

Posons ming f = 0¢g > 0. On considere, 'ouvert
w={(t,x) € R?, f(t,x) < 00/2}.
On note que w contient Og2 et est donc un voisinage de Ogz. Il vient
e xul ) < lleMxull ) < leMxull < Clle™V[L xul| < Ce||[L, x]ull

et donc
Ixull 2wy < Ce > |[L, x]ul|

ce qui implique xu = 0 sur w et comme x vaut 1 sur un voisinage de 0, ceci implique donc u = 0
sur un voisinage de 0. Ce probleme étant invariant par translation horizontale (par rapport a z), on
trouve que u est nulle au voisinage de la droite d’équation ¢ = 0. Comme 'opérateur

Q = (D, — it*D,)(D, + it*D,,)

est elliptique sur {t > 0} avec une partie principale réelle et que Qu = 0, le résultat standard
de continuation unique montre que la fonction continue u est nulle sur {¢ > 0} et donc sur R?

(suppu C {t > 0}).



