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Théorie des nombres/iVMmî>£rTheory

Résidu en s= i des fonctions zêta p-adiques
Pierre COLMEZ

Résumé—Nous démontrons que le résidu en s=l de la fonction zêta /)-adique d'un corps de
nombres totalement réel est égal à sa valeur conjecturale.

Residueat s= r ofp-a.âic zêta functions
Abstract— We prove that the residue at s= 1 of the p-adic zêta function of a totally real number

field equals its conjecturedvalue.

Soit F une extension totalement réelle de Q de degré n. Serre [5] a construit une
fonction zêta p-adique que nous noterons ÇF p et qui interpole les valeurs aux entiersnégatifs de la fonction zêta de Dedekindde F. Sa constructionutilise les formes modu-
laires et est en grande partie algébrique. Utilisant les méthodes de Shintani [7], Barsky [3]
et Cassou-Noguès [4] ont donné une constructionplus analytique de ÇF .

Cette fonction
zêta p-adique est holomorphesur Zp—{1} et possède au plus un pôle simple en s=l. Le
but de cette Note est de calculer le résidu en s= 1 de ÇFp. On obtient :
THÉORÈME :

où h est le nombre de classes de F, D son discriminant, Rp son régulateur p-adique, w le
nombre de racines de l'unité contenues dans F(w=2) et Ep(s)= J| (1—(Np)~~s).

v IP
Cette formule est l'analogue exact de la formule classique de Dedekind et avait été

conjecturée depuis longtemps; elle avait été démontrée dans le cas abélien et Serre [6]
avait prouvé que le premier membre de l'égalité a une valuation p-adique au moins égale
à celle du second membre. Il est à noter que, si Rp et /D ne sont définis qu'au signe
près, leur rapport est bien défini (cf. [2]).
COROLLAIRE. — La fonction ÇF,P(S) a un pôle en s=l si et seulement si la conjecture de

Leopoldt est vraie pour (F, p).
1. MÉTHODE DE SHINTANI. — Plongeons F dans R". Soient p un nombre premier, &F

l'anneau des entiers de F et Ûp le groupe des unités de (9F totalementpositives et congrues
à 1 modulo p. On définit la relation d'équivalence suivante sur les idéaux de &F premiers
àp : a=b<=>3aea_1, a totalement positif, oc= 1 (p), tel que b = (a) a. Soient G un système
de représentants pour cette relation d'équivalence et X=(R%)". On définit alors pour
aeG,

cette dernière égalité étant valable pour tout sous-groupe V d'indice fini de Up. Soit

D=X C\\z Yl zi=l > Soient el5 . . ., s„_1; n—\ vecteurs de D et Sn_i le groupe des
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permutationsde w—1 éléments. Si.aeS„.1; on pose/^ a=l et/if a=Y\ %u) Pour2^i^n.
On dit que s1; . . ., &„^1 vérifient (H) si :
1. le groupe multiplicatif V engendré par s1; . . ., sn^1 est discret et libre de rang n— 1.
2. V ce <»,,_!, det(/;i(7) est de même signe que s (a), la signature de o\
Si J est une partie non vide de [1, n], on note CaJ le cône ouvert engendré par les/nj

pour j dans J et on définit une relation d'équivalence ~ par : (o^, J1)~(o2, J2) s'il existe
veY tel que CaiJl =vCa2i2. On note S un système de représentants.
LEMME 1. — Si el3 . . ., s„_1 vérifient (H), alors X/V= CaJ.

(o, J)sS

LEMME 2. — Si U est un sous-groupe discret de D, libre de rang n—l, il existe
sls . . ., SII_1E\J, tels que : V'/c2:l, s\, . . ., s^_1 vérifient (H).Nous pouvons appliquer le lemme 2 à U=Up. Notons alors Vr le groupe engendré
par ef, . . ., sf'_1 pour r^O. Posons aussi fUa,r= (fuy et LftT r(z)=Tr(/iitjrz). Notons

l'ensemble Dn j r a est fini. Posons

[la somme sur J étant prise sur les J tels que (a, J) eS].
LEMME 3 :

2. PROLONGEMENTANALYTIQUEET VALEURSAUX ENTIERSNÉGATIFS.

LEMME 4. — Soient cp une fonction Coe sur (R+)", à décroissance rapide à l'infini et
î£= (L1; . . ., L„) unefamille déformes linéaires à coefficients strictementpositifs. Posons

L'intégrale définissant H(cp, «2f, s) converge pour Re(s)>l et admet un prolongement
méromorphe à tout le plan complexe avec au plus des pôles simples aux pôles de
r(ns—ri)/r(s). Déplus, soit keN et soit Kjc= {ï= (fc1, . . ., k„)\k1+:. . +kn=n(k+l)};il existe alors des constantes (Xj(i?), fractions rationnelles à coefficients dans Q en les
coefficients des L,-, telles que
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La démonstrationde ce lemme repose sur l'idée suivante : on pose X;={z|V/Vi, zj<zi],
r n c

on a = E et on effectue sur X; le changement de variables z,=ut, zJ= uiuJ pourJx ;=iJx,-
j^i, puis on utilise les résultats classiques sur la distributionP/(xs_1/r(s)).

n
Remarque. — Soit <pa air=Fa 0 r JJ L,- a r. Appliquant le lemme 4 à cp = cpa,CiI. et

;=i
L;=L; a r, nous en déduisons la valeur aux entiers

négatifs de Ç0(s), et regardant l'action
de Gal(Q/Q), leur rationalité.

3. DISTRIBUTIONS/>AJDIQUES. — Plongeons F dans C"p et notons X l'adhérencede 6F.
Soit (gu

. . ., gj une base de &F sur Z, X s'identifie alors à Z"p. Si x sX, on a
x= (xls . . ., xJeCp et x=y1g1+ . . .

+y„g„ avec j;eZp. Soit LA l'espace des fonctions
localement analytiques sur X, muni de sa topologie usuelle, et LA' le dual topologique

de LA. Soit T eLA', on définit cpT(z) =T (eTrizx)) que l'on note eTr (sx) dT et

Remarque. - <pT(z)=GT(eTr(9iz)-l, . . ., eTr(9»z)-l).

THÉORÈME [1]. — Soit B (0, 1 ~) = {weCp 11 w \p< 1} et soit TeLA'; alors GT (w) est wne
série entière convergeant pour weB(0, 1~)K et réciproquement, si G(w) est une série entière
convergeant sur B(0, l-)", il existe TeLA' te/7e que G=GT.
LEMME 5. — Il existe Ta[TjreLA', telle que cpTa = <pa.CT,r; de plus 1aar est restreinte
àl+pX.

r,
LEMME 6. — Soit Rkt^(x)= £ ai(-2?) 11*?' (cfi lemme 4), et notons S?aT la famille

déformes linéaires (Liar)1<iSn; on a :

LEMME 8. — Soit \|r (x) la fonction caractéristiquede 1 +/?X et soit /cm= — 1 +(p— 1)/?*".

n
Ecrivons L,(z)= X ai,jzj> ^ exîs£e a/ors tme série entière F(SC) en les (a£j—1), de terme

constant — l/?i! convergeant si, pour tout (i, j), \àitj—1 | 5j/>_1, et te//e <jMe

lim (fcm-i-l)Pfc
_
_2>(x)\|/(x)=F(.S?)\|/(x), /a /imite étant prise pour la topologie de LA.

4. CALCULDURÉSIDU. — Utilisant les lemmes 5, 6, 7, 8, on obtient :
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Le membre de gauche est indépendantde r et est égal à l'opposé du résidu en s= 1 de la
fonction zêta _p-adique partielle Ça

p.
On va faire tendre r vers l'infini dans le second

membre. D'après la construction de F (if), F(«âf0? r) va tendre vers — l/n\, et utilisant
les relations

on obtient :

Rp (V) désignant le régulateur /?-adique du groupe V.
COROLLAIRE:

calcul de Card G en fonction de h nous permet alors d'obtenir la formule annoncée dans
l'introduction.
Reçue le 6 avril 1987.
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