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Théorie des nombres/Number Theory

Le corps des périodes p-adiques
Pierre COLMEZ

Résumé- On démontre que Qp est dense dans l'anneau BQR construit par Fontaine et on en
déduit une nouvelle construction de cet anneau comme complété de Qp pour une certaine topologie.

The fîeld of p-adic periods
Abstract— We prove that Qp is dense in the ring BDR constructed by Fontaine and we use this fuel

to give a new construction of this ring as the completion of Qp for a certain topology.

1. RAPPELSCONCERNANT B+DR. — Rappelons brièvement la construction,due à Fontaine
(cf. [1]), de l'anneau BDR. Soient p un nombre premier, Qp une clôture algébrique de Qp,
(9 l'anneau des entiers de Qp, Qnrpr l'extension maximale non ramifiée de Qp, Cp le complété
p-adique de Qp, tV son anneau d'entiers et vp la valuation de Cp normalisée par v (p)=1.
Soit R l'ensemble des suites x= (x(n)), neN d'éléments de C> vérifiant (x(" + 1>)p = x(n). On
fait de R un anneau de caractéristique p value et complet en posant

Soit W(R) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans R et si xeR, soit [.Y] son
représentant de Teichmüller dans W(R). Soit 8 l'homomorphismede W(R) dans (n qui

CO OO

à (xo, x1,
. . ., xn,. . .)= Y Pn[xpn n] associe Y p"x^\ Alors 0 est surjectif et son noyau

n=0 n=0
I+ est un idéal principal. Notons encore 0 l'homomorphismede W(R)[p-1] dans Cp et
soit B+DR= limW(R) [p-1]/(ker0)n. On peut prolonger 0 par continuité à BDR et on note

n
I son noyau. Alors BDR est un anneau de valuation discrète, d'idéal maximal I et de
corps résiduel Cp. De plus, si pour k, neN, on pose U n,k = pk W(R)+ In, alors BDR est
aussi le séparé complété de W(R) [p- 1] pour la topologie obtenue en prenant comme
système fondamental de voisinages les x+Un k, pour x6W(R)[p- 1] et n, keN. D'après
le théorème de structure des anneaux de valuation discrète complets en égale caractéristi-
que, le morphisme 0 de BpR sur Cp possède une section (non canonique), mais cette
section ne peut être choisie ni continue, ni même compatible à l'action de Gal (Qp/Qp).
Par contre, Qp s'identifie canoniquementà la clôture intégrale de Qp dans BDR.
Si xeBpR, soit Sn (x) = sup{ keZ\xepkW(R)+ ln+1}. On appelle écriture minimale

ce
de x toute série Y xn dont la somme est x et telle que xnepsn(x)In+ (notons que cette

n = 0
condition implique la convergence de la série). Si A est un Zp[Gal(Qp/Qp)]-module, on
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note A (n) le module tordu par la puissance n-ième du caractère cyclotomique. Soient

alors. In/(pmIn+ + In+ 1) s'identifie à (Qp/pma")(n) (cf. [2]). Si Y xn est une écriture
n = 0

minimale de x et si m^Sn_, (x), alors l'image de xn dans (Qp/pma")(n) ne dépend que de
.Y. Pour «eN, on pose 0n = Qp D (W(R)+ In+1); on a 00 = G. Si n^\, si .YSCVI et si
Y xn est une écriture minimale de .Y, l'image c„(x) de xn dans (Qp/a")(n) ne dépend que
n = 0
de x et cn est une dérivation sur On-1 dont le noyau estOn

2. GÉNÉRALITÉSSUR LES ANNEAUX DE SÉRIESFORMELLES. — Soient K un corps commutatif
de caractéristique 0, PeK[X] un polynôme irréductible, K [X]P le complété du localisé
de K [X] en l'idéal engendré par P. L=K[X]/P le corps résiduel de cet anneau de
valuation discrète complet et n l'image de X dans L. Alors Y =X — n est une uniformisante
de K[X]P qui s'identifie donc à L[[Y]]. Notons que si D = d/dP(X) est l'unique dérivation
de K.[X]P de noyau L vérifiant D(P)=1, si veL et si QeK[X] vérifie Q(K)=)\ alors

l'application v-+F = Y ( - 1 )n/« ! Dn (Q) Pn est la section de la projection de K [X]P sur
n = 0

L. En effet, D(F)= 0, ce qui implique FveL et de plus, F (7t)= v.
r.

Tout élément de K [X]P s'écrit de manière unique Y Qn Pn avec Qn€̂ [X] et
n = 0

deg(Q„)<deg(P). Une telle écriture sera dite minimale. Si veL, on note Y $P(y)Pn son
n = 0

écriture minimale.
Supposons dorénavant que K est un corps local de caractéristique 0, que L est une

extension totalement ramifiée de K et que PeK[X] est le polynôme minimal d'une
uniformisante n de L. Soit v la valuation de L normalisée par r(K*)= Z. Si

n
Q= Y «,X'eK [X], soit v (Q)= inf v(ai). Si veR, on note E (x) sa partie entière. Alors

i = 0 0 £ i < n
si deg(Q)<deg(P), on a v(Q)=E(v(Q(n))).

LEMME 1. - Soient A, BeK[X] satisfaisant deg(A)<deg(P), deg(B)<deg(P) et
(A, P)=l. Soient Q et R les éléments de K[X] caractérisés par deg(Q)<deg(P),
deg(R)<deg(A) et B = AQ+ PR. Alors v(Q)^v(B)-v(A)- 1 et v(R)^r(B)-1.
Démonstration. — On a

r(Q)=E(r(Q(Tr))=E(z:(B(7r))-i'(A(Ti)))^E(r(B(7r)))+ E(-v(A(7r)))^^(B)-r(A)-l,

ce qui donne le résultat concernant r(Q). Celui concernant r(R) s'obtient en remarquant
que v (B-AQ)^r(B)- 1 et que la division par P n'introduit pas de dénominateurs car
P est unitaire et v (P)^0.

COROLLAIRE. — Soit Y Qn Pn l'écriture minimale de A- 1 B. Alors
n = 0
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GO

LEMME 2. - Soient QeK[X] avec deg(Q)<deg(P), k^l et Y Fi,kPi l'écriture mini-
i = 0

maie de dkQ/(dP(X))k. Alors on a l'inégalité v(Fik)^v(Q')-kv(P')-i-k.
Démonstration. — Si k=1, c'est une conséquence immédiate du corollaire précédent.

Supposons l'inégalité vraie pour k; on peut alors écrire :

Soit Y H.j, kPJ l'écriture minimale de FJ k/P'; alors on a

et l'inégalité cherchée est une conséquence des inégalités

et

COROLLAIRE. — Si reZ, soit J[r] l'idéal fractionnaire de L des éléments de valuation
supérieureou égale à r. Alors on a, pour n>1.

Démonstration. - On a 8"P(y) = Y (_ O'/*! Fn-k, k et Fo,
n
(n) = dnQ/(dP(X))"(n) et

k=l
on conclut en utilisant les majorationsobtenues au lemme précédent.

3. Qp COMME SOUS-ANNEAUDE BDR. — Nous allons appliquer les résultats précédents à
K = Qnrpr et nous noterons vp au lieu de v la valuation de Qp normalisée par vp(p)= 1.
Soient y e Qp, L #Qpr une extension finie de Qpr contenant y, n une uniformisantede L
et P le polynôme minimal de K sur Qpr.

LEMME 3. — Si 7reW(R) est tel que 0(rc) = 7t, alors P(%) est un générateur de I + .
Démonstration. — Soit ueR tel que u(0) = n. On a n = [u] + (x avec ael+ et si

e = [L : Qpr], alors P ([u]) = [ue] mod /?W(R). Comme vR (ue)= 1 et P([w])el+ , ceci implique
([1], prop. 2.4) que P([u]) est un générateur de I + . On peut donc écrire a=pTJ([w]) avec(3eW(R) et on a P(TÉ)= P([u])(1+ P'([u])P) mod I2+. Pour conclure, il suffit de remarquer
que 0(1 +P'([u])P)=1 + P'(n)Q(fi) est une unité p-adique car L est totalement ramifiée
et donc 1 +P'([u])$eW(R)*.

OO

PROPOSITION 4. —
Y $p(jO(7t)P(7r)n est une écriture minimale de y.
n = 0

Démonstration. — C'est une écriture car P(7t)eI— I2 implique que le morphisme
F -> F(TT) est une injection de Qpr[X]P dans B+DR et donc que Fy(n)=y. Elle est minimale
car P(TC) est un générateur de I+ et deg(ôP(j'))<deg(P).
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Remarque 1. — On peut définir Sn(y) et On sans recours à B+DR : en effet, sn(y) n'est
rien d'autre que le minimum de vp(SP(v)) pour O^i^n et &„ est l'ensemble des .YGQP
vérifiant Sn (x)^0.
Remarque 2. - Si yeC n-1 l'image de 8nP( V)(K)P(n)n dans (Qp/an)(n) est égale à On(y)

et donc ne dépend ni du choix de L, ni du choix de n ni de celui de K.
Soit W= [y.eC \n est une uniformisante de Qpr(a)}. Si aef, soit Ra={.YeR|

.Y(0) = OC}.

LEMME 5. — Soient ae ')/ et x=(x(n))eRJ. Soient P le polynôme minimal de oc sur
Q"p, k e N, / (k) le plus grand entier l tel que p' l k et m e N satisfaisant

Démonstration. - Soit S(X) = Xpm +pX. Alors xn.
m
est une uniformisante de

Q"p (xn m) et son polynôme minimal Pn,
m sur Qpr est égal à P(S(X)pn). On a

P:,m=Pn S' Spn P-1 (Spn) et donc rp(Pn' m) = n + 1 + vp (P'). On a de plus
.Y1"'—pxn,m= Q(xn, m) avec Q(X) = Xpm. On déduit alors du (i) du corollaire du lemme 2 :

v^K„,Jxl")-pxn.J)^vp(Q')-i(vp(PlJ+\)-vp(il)^m-i(n+ vp(P')+ 2)-vp(i\)^l,
si i^k. Soit A'„ meW(R) vérifiant Q(xn m) = xn m.

La proposition 4 alliée à l'inégalité
précédente implique xin)~pxn

m = Q(x„ m) mod pW(R) + Ik+ 1, et comme

on obtient finalement

Le lemme s'obtient en élevant cette congruence à la puissance pn.
COROLLAIRE:. — Si te'lt et xe Ra, alors [x] est dans l'adhérence de Qp dans BDR.
Démonstration. — Si cp (n) est une suite d'entiers vérifiant lim (p(n)/n=oo, la suite

(x(n)-pxn,(„,)""tend vers [x] dans B+DR.

On obtient alors comme corollaire le théorème :

THÉORÈME 6. — Qp est dense dans B+DR.
Démonstration. — Soient nef/ et ueRa. D'après le corollaire précédent, l'adhérence

de Qp dans B+DR contient [u] — ot qui est un générateur de I. D'autre part Qp est dense
dans BDR/I = Cp, ce qui permet de conclure.
COROLLAIRE. — B+DR= lim(Q ® \im (C Jpk On), autrement dit B+DR est le complété de Q

n k

pour la topologie définie par le système fondamental de voisinages Vn, k
de 0, où Vn

k =pk On.
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