C. R. Acad. Sci. Paris, t. 310, Série 1, p. 321-324, 1990 321

Théorie des nombres/ Number Theory

Le corps des périodes p-adiques

Pierre Co1.MEZ

Résumé — On démontre que Q, est dense dans 'anneau Bz construit par Fontaine et on ¢n
déduit une nouvelle construction de cet anneau comme complété de Q, pour une certaine topologic.

The field of p-adic periods

Abstract — We prove that (_),, is dense in the ring Blig constructed by Fontaine and we use this fuct
to give a new construction of this ring as the completion of Q, for a certain topology.

1. RAPPELS CONCERNANT BJ;. — Rappelons briévement la construction, due a Fontaine
(¢f. [1]), de 'anneau Bjg. Soient p un nombre premier, Qp une cloture algébrique de Q,,
¢ I'anneau des entiers de Q,, Q) 'extension maximale non ramifiée de Q,, C, le complete
p-adique de Q,, @ son anneau d’entiers et v, la valuation de C, normalisée par z,(p)=1I.
Soit R I'ensemble des suites x=(x"), ne N d*éléments de ¢ vérifiant (x"*V)?=x"_ On
fait de R un anneau de caractéristique p valué et complet en posant

v (X)= [ (X(O)),

puis
x+y=s avec sM= fim (x"tm 4 pntmyp”
m—
et
xy=t avec (=x"ym,

Soit W (R) ’anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R et si xeR, soit [x] son
représentant de Teichmiiller dans W (R). Soit 8 I'homomorphisme de W (R) dans ¢ qui

¢}

ee]
d (Xgy Xgs « ooy Xy . )= 2. p"[xF " associe Y p"x®. Alors 0 est surjectif et son noyau
n=0 n=0

I, est un idéal principal. Notons encore 6 'homomorphisme de W (R)[p~'] dans C, et
soit B§R=lit_nW(R)[p"]/(ker 0)". On peut prolonger 0 par continuité a Bz et on note

n

I son noyau. Alors Bjg est un anneau de valuation discréte, d’idéal maximal I et de

corps résiduel C,. De plus, si pour k, neN, on pose U, ,=p*W (R)+TI", alors B, est
aussi le séparé complété de W (R)[p~!] pour la topologie obtenue en prenant comme
systéme fondamental de voisinages les x+ U, ,, pour xe W (R)[p~'] et n, keN. D’aprés
le théoréme de structure des anneaux de valuation discréte complets en égale caractéristi-
que, le morphisme 6 de Bg; sur C, posséde une section (non canonique), mais cette
section ne peut étre choisie ni continue, ni méme compatible a I'action de Gal(Q,/Q,).
Par contre, Q, s’identifie canoniquement a la cl6ture intégrale de Q, dans Bg;.

Si xeBfg, soit s,(x)=sup{ keZ|xep*W(R)+I""11. On appelle écriture minimale

w

de x toute série » x, dont la somme est x et telle que x,ep™" T (notons que cette

n=0
condition implique la convergence de la série). Si A est un Z,[Gal(Q,/Q,)]-module, on
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note A (n) le module tordu par la puissance n-iéme du caracteére cyclotomique. Soient

a"= {er,,\v,,(x)g——-'3} et  mel;
p—
alors, I"/(p™ 1", +1""") s'identifie a (Q,/p™a")(n) (¢f. [2]). Si > x, est une écriture
n=0
minimale de v et si m<s, _, (x). alors I'image de x, dans (Q,/p™a") (n) ne dépend que de
x. Pour neN, on pose ¢,=Q,N(W(R)+I1"""); on a Oy=0C. Si n=1, si xe,_, et si

4

x

Y x, est une ¢eriture minimale de x, I'image ¢, (x) de x, dans (Q,/a")(n) ne dépend que
n=0

de x et ¢, est une dérivation sur ¢ dont le noyau est €.

n—1

2. GENERALITES SUR LES ANNEAUX DE SERIES FORMELLES. — Soient K un corps commutatif
de caractéristique 0, Pe K[X] un polynome irréductible, K [X], le compléte du localisé
de K[X] en I'déal engendré par P. L=KI[X]/P le corps résiduel de cet anneau de
valuation discréte complet et ©t I'image de X dans L. Alors Y =X —n est une uniformisante
de K [X]p qui s"identifie donc a L[[Y]]. Notons que st D=d/dP (X) est I'unique dérivation
de K{X]; de noyau L vérifiant D(P)=1. si yeL ct si Qe K[X] vérific Q(r)=y, alors

Papplication y — F,= % (—1)"/n!D"(Q)P" est la section de la projection de K [X], sur
n=0

L. En effet, D(F,)=0, ce qui implique F,eL et de plus, F (m)=y.

Tout élément de K[X], s’écrit de mani¢re unique Y Q,P" avec Q,eKI[X] et
n=0

deg (Q,) <deg (P). Une telle écriture sera dite minimale. Si yeL. on note ) 83 (y)P" son
n=0
écriturc minimale.
Supposons dorénavant que K est un corps local de caractéristique 0, que L est une
extension totalement ramifiée de K et que PeK[X] est le polyndme minimal d’une
uniformisante © de L. Soit © la valuation de L normalisée par v(K*)=Z. Si

Q=) ¢;X'eK[X]. soit ©(Q)= inf z(a;). Si xeR, on note E(x) sa partie enti¢re. Alors
=0

0<i<n

si deg (Q) <deg(P). on a »(Q)=E (z(Q(n))).

LemMme 1. — Soient A, BeK[X] satisfaisant deg(A)<deg(P), deg(B)<deg(P) et
(A, P)y=1. Svient Q et R les éléments de K[X] caractérisés par deg(Q)<deg(P),
deg(Ry<deg(A) et B=AQ+PR. Alors 1 (Q)=v(B)—t(A)—1er c(R)=z(B)—1.

Démonstration. — On a
(Q)=E@Q@)=E@@B(@)-v(AM)ZE(@Bm)+E(-c(A(m)2v(B)—v(A) -1,

ce qui donne le résultat concernant = (Q). Celui concernant ¢ (R) s’obtient en remarquant
que v (B—AQ)=7(B)—1 et que fa division par P n’introduit pas de dénominateurs car
P est unitaire ¢t v (P)=0.

COROLLAIRE. — Soit Y Q,P" l'écriture minimale de A~' B. Alors

n=0

(Q)Zv(B)—v(A)—n—1.
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LemME 2. — Soient Qe K [X] avec deg(Q)<deg(P), k=1 et Y F, P lécriture mini-

i=0
male de d* Q/(dP (X))*. Alors on a I'inégalité v (F; )2v(Q')—kv(P')—i—k.
Démonstration. — Si k=1, c’est une conséquence immédiate du corollaire précédent.

Supposons I'inégalité vraie pour k; on peut alors écrire :

~WEQ4=11<amg>=Z(IFuw+mMP*>
(@ Xyt P dX\(dP (X)) So\P " '

el
Soit Y H; ; , P’ I'écriture minimale de F; ,/P’; alors on a
i=0

Fiva=(+DF,  + Z Hjl- J2.k

ji+ia=i
et P'inégalité cherchée est une conséquence des inégalités
o((i+DF W20Fiyy 020(Q) ke (P)—(i+k+1)
et
v(H;,, 020 - (P)—j,—12e(F; J—eP)—j,—1
2o(Q)—(k+ Do(P)—(j, tj,+tk+1).

COROLLAIRE. — Si reZ, soit J[r] l'idéal fractionnaire de L des éléments de valuation
supérieure ou égale a r. Alors on a, pour n= 1,
® (B (1) 2v(Q)—n(@®P)+)—v(nl);
(S SR

(if) 8¢ (»)(m)= (m) mod J[z(Q)—(n—=Dv(P)~n—v((n—1N).

n!  (dP(X))"

Démonstration. — On a 83(y)= Y, (—1)*/k'F, ., et Fy ,(m)=d" Q/(dP (X)) (n) et
k=1
on conclut en utilisant les majorations obtenues au lemme précédent.

3. Q, COMME SOUS-ANNEAU DE Bf;. — Nous allons appliquer les résultats précédents a
K=Q} et nous noterons v, au lieu de v la valuation de Q, normalisée par z,(p)=1.
Soient yeQ,, L#Q} une extension finie de Q} contenant y, n une uniformisante de L
et P le polyndme minimal de = sur Q7.

LemME 3. — Site W(R) est tel que 0(nt)=m, alors P (%) est un générateur de 1 ..

Démonstration. — Soit ueR tel que ¥@=n. On a n=[u]+o avec acl, et si

e=[L : Qp], alors P ({u]) = [4] mod pW (R). Comme g (u¥)=1 et P([u])e 1., ceci implique
([1], prop. 2.4) que P (Ju]) est un générateur de I,. On peut donc écrire o= BP ([u]) avec
BeW (R) et on a P(m)=P ([u]) (1 + P’ ([u])B) mod I2. Pour conclure, il suffit de remarquer
que 0(1+P (u]) B)=1+P’' (1) 6(B) est une unité p-adique car L est totalement ramifiée
et donc 1+ P ([u]) Be W (R)*.

o8]
ProposITION 4. — Y 83 () ()P ()" est une écriture minimale de y.
n=0
Démonstration. — C’est une écriture car P(n)eI—1I? implique que le morphisme

F — F(m) est une injection de Q) [X]p dans Bg, et donc que Fy(ft)=y. Elle est minimale
car P (m) est un générateur de 1, et deg (8% (y)) <deg(P).
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Remarque 1. — On peut définir s,(v) et ¢, sans recours & B, : en effet, s,()) n'est
rien d'autre que le minimum de ©,(8;())) pour 0=<i<n ct ¢, est I'ensemble des xeQ,
vérifiant s, (x) 20.

Remarque 2. — Si ye(,_,. 'image de 8% ( v)(m) P (n)" dans (Q,/a") (n) est égale a ¢, (y)
et donc ne dépend ni du choix de L, ni du choix de & ni de celui de 7.

Soit #={~e(|x est une uniformisantec de Q¥ (a)}. Si ae#. soit R,={xeR]
XO=qgl

Lemme 5. — Soient oe % et x=(x")eR,. Soient P le polynome minimal de o sur
o, keN, [(k) le plus grand entier [ tel que p'<k et meN satisfaisant
mzk(n+zv, (P)+2)+o, (k)+1.
Soit x,, € C vérifiant (x, )" +px, .=x". Alors
(x" = px, P =(x, )" " est congru a [x)mod p" THEO W (R)+ TET T

Démonstration. — Soit S(X)=X""+pX. Alors x,, est une uniformisante de

Q7 (x, ) et son polynébme minimal P, , sur Q) est égal a P(S(X)"™). On a
P, .=p"S'S”" TP (S et donc v, (P, )=n+1+2,(P). On a de plus

XM —px,  =Q(x, ) avec Q(X)=X"". On déduit alors du (i) du corollaire du lemme 2 :
v, (8 (= px, N2, (Q) =i, (P )+ D)=, ((NZm—i(n+o,(P)+2) =z, (2],

si i<k. Soit x, ,,e W(R) vérifiant 0(X, ,)=x, ,. La proposition 4 alliée a I'inégalité
précédente implique x™ - px, ,,=Q(x, ,) mod pW(R)+T**! et comme

Q(';n. m)v[_x]p' "+p'\n.me I+’

nom

on obtient finalement
X —px, =[x " mod pW (R)+1, +11,

Le lemme s’obtient en ¢levant cette congruence a la puissance p”.

CoRrOLLAIRYE. — Siae et xeR,, alors [x] est dans I'adhérence de Q,, dans Byg.
Démonstration. — Si ¢ (n) est une suite d’entiers vérifiant lim ¢ (n)/n=oc, la suite
n—r

(X" =X, o m)” tend vers [x] dans Bpg.
On obtient alors comme corollaire le théoréme :

THEOREME 6. — Q,, est dense dans By,
Démonstration. — Soient ae # et ue R,. D’aprés le corollaire précédent, I'adhérence

de Qp dans Bp, contient [#]—a qui est un générateur de 1. D autre part Q, est dense
dans Bpe/T=C,. ce qui permet de conclure.

COROLLAIRE. — BSR:“JP Q,® lir_n (C,/p" ), autrement dit Bl est le complété de Qp
n k
pour la topologie définie par le systéme fondamental de voisinages V,, , de 0, ou V, =p*C,.

Note remise le 26 décembre 1989, acceptéc le 4 janvier 1990.
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