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Chapitre 1Algorithmes probabilistes etomplexité1.1 Algorithmes Las Vegas et Monte-Carlo1.1.1 Algorithmes Las VegasLa lasse des algorithmes Las Vegas dé�nit des algorithmes probabilistessans erreur.Un exemple : Quiksort probabiliste.� Entrée : Une liste L d'entiers.� Sortie : Cette liste triée en ordre roissant.Algorithme :1. Choisir aléatoirement de manière uniforme1 un entier x de la liste,2. Déterminer les 2 sous-listes
L1 = {y ∈ L | y > x} et L2 = {y ∈ L | y < x},3. Appliquer la proédure réursivement à L1 et L2,4. Retourner L1 triée , x, L2 triée .Cet algorithme possède les propriétés suivantes :� Il donne toujours un résultat orret (sans erreur),� Le omportement peut varier d'une exéution à l'autre, même sur uneseule entrée, mais le résultat est le même,� Le temps d'exéution devient une variable aléatoire,� On peut montrer que l'espérane du temps d'exéution est en O(n. log2 n).Les avantages prinipaux des algorithmes probabilistes sont :1On suppose que l'on dispose d'un générateur aléatoire uniforme.2



� La performane, pour de nombreux problèmes, ils sont plus rapides queles meilleurs algorithmes déterministes onnus,� La simpliité de desription et d'implémentation (modulo les générateursaléatoires).1.1.2 Algorithmes Monte CarloA ontrario, les algorithmesMonte-Carlo peuvent produire des résultats erro-nés, mais l'on peut borner la probabilité d'erreur et la rendre exponentiellementpetite ave un nombre polynomial d'itérations de l'algorithme.Un exemple : oupure minimale dans un graphe. Un multigraphe estun graphe dans lequel il peut y avoir plusieurs arêtes entre deux sommets.Dé�nition 1. Une oupure dans un multigraphe est un ensemble d'arêtes dontla suppression rend le multigraphe non onnexe.Une oupure est minimale si elle est de taille minimum.Exemple : 54 2 1 3L'opération de ontration d'une arête onsiste à :� hoisir aléatoirement de manière uniforme une arête et la ontrater enidenti�ant les deux extrémités de ette arête,� supprimer toutes les arêtes entre les deux sommets identi�és,� onserver les arêtes existant entre les autres sommets.L'algorithme onsiste à itérer le proessus de ontration jusqu'à e qu'il ne resteque deux sommets et à produire l'ensemble des arêtes entre es deux sommetsomme andidat à être une oupure minimale.Exemple :Proposition 1. L'opération de ontration ne diminue pas la taille d'une ou-pure dans le multigraphe.Preuve. Toute oupure dans le multigraphe à une étape intermédiaire del'algorithme est une oupure dans le multigraphe d'origine.La question de la orretion de l'algorithme probabilite se pose don enes termes : � quelle est la probabilité d'erreur ? �, 'est-à-dire quelle est laprobabilité que la oupure produite ne soit pas minimale.3



54 1,2 3 4,5 1,2 31,2,4,5 3Fig. 1.1 � Contration de 1 et 2, puis 4 et 5, puis 1,2 et 4,5Calul d'une borne de la probabilité d'erreur. Soit C une oupure mi-nimale dans le multigraphe G. On dé�nit l'évènement Ei par � auune arête de
C n'est ontratée à la i-ème itération �.On herhe à borner la probabilité d'erreur, dans le but de la rendre aussipetite que l'on veut.Si l'on onsidère les deux évènementsE1 et E2, qui ne sont pas indépendants :
Prob[E1 ∧E2] = Prob[E1]×Prob[E2 | E1] où Prob[E1]×Prob[E2 | E1] désignela probabilité onditionnelle de E2 étant donné E1. Plus généralement, si l'on a
k évènements E1, E2, . . . , Ek non indépendants :

Prob[

k∧

i=1

Ei] = Prob[E1] × Prob[E2 | E1] × . . . P rob[Ek |
k−1∧

i=1

Ei].Soit k la taille de la oupure minimale C. Le graphe possède au moins k n
2arêtes. En e�et, s'il existait un sommet de degré2 stritement inférieur à k, alorsl'ensemble des arêtes inidentes à e sommet onstituerait une oupure de taillestritement inférieure à k.On va borner inférieurement la probabilité qu'auune arête de C ne soitontratée durant une exéution de l'algorithme. La probabilité que l'arête hoi-sie uniformément à la 1e étape de l'algorithme soit dans C est inférieure à

k
k/(n/2) = 2

n , don
Prob[E1] ≥ 1 − 2

n
et Prob[E2 | E1] ≥ 1 − 2

n− 1
.2degré : nombre d'arêtes inidentes à e sommet.4



La probabilité qu'auune arête de C ne soit ontratée à l'issue de la ième étapeest telle que :
Prob[Ei |

i−1∧

j=1

Ej ] ≥ 1 − 2

n− i+ 1
.Comme il y a n−2 itérations, la probabilité que l'algorithme produise la oupureminimale C peut être bornée inférieurement par l'inverse d'un polyn�me en n :

Prob[

n−2∧

j=1

Ej ] ≥
n−2∏

i=1

(1 − 2

n− j + 1
) =

2

n(n− 1)
≥ 2

n2
.Rédution de la probabilité d'erreur Une méthode lassique onsiste àitérer l'algorithme n2

2 fois (ou plus généralement, un nombre polynomial defois) :
Prob[Erreur] ≤ (1 − 2

n2
)

n2

2 ≃ 1

e
<

1

2
.En fait, si l'on itère l'algorithme préédent n3

2 fois, on rend la probabilité d'erreurexponentiellement petite : Prob[Erreur] ≤ 1
2n .1.2 Classes de omplexité probabilistesOn rappelle que la lasse NP est elle des problèmes de déision véri�ablessur mahine de Turing non déterministe (MTND) en temps polynomial.On peut toujours supposer la mahine préise, 'est à dire que tous les alulssur une entrée X sont de même longueur, polynomiale en |X |.Dé�nition 2 (Classe NP � Nondeterministi Polynomial-Time). Soit Σ unalphabet et L ⊆ Σ∗.On dit que L est dans NP si il existe une MTND N d'alphabet Σ et un polyn�meà oe�ients entiers p bornant le temps de alul de N , tels que :pour tout x de Σ∗,� si x ∈ L, alors il existe y ∈ Σ∗ tel que |y| ≤ P (|x|) et n aepte (x, y),� si x 6∈ L, alors pour tout y ∈ Σ∗, N rejette (x, y).1.2.1 Classes RP et RLPLa lasse RP est la lasse des problèmes de déision pour lesquels il existeun algorithme probabiliste en temps polynomial, ave erreur d'un seul �té : ilpeut y avoir des réponses négatives fausses.Dé�nition 3 (Classe RP � Randomized Polynomial-Time). La lasse RP est lalasse des langages L pour lesquels il existe une mahine de Turing probabiliste

A fontionnant en temps polynomial telle que :pour tout x de Σ∗,� Si x ∈ L alors ProbΩ[A aepte x] ≥ 1
2 ,5



� Si x 6∈ L alors ProbΩ[A aepte x] = 0.
Ω est l'espae probabiliste des tirages de la mahine A.On peut remarquer que :� la lasse RP orrespond aux algorithmes Monte-Carlo (en temps poly-nomial) ave erreur possible lorsque la réponse est négative (x ∈ L et

Arejettex)� la probabilité d'erreur ProbΩ[x ∈ L ∧A rejette x]est stritement inférieure à 1
2 ,� la lasse o-RP est dé�nie omme la lasse des langages (ou des problèmes)dont le omplémentaire est dans RP.Exemple :Le problème de primalité est dans la lasse o-RP.Propriété fondamentale de RP La probabilité d'erreur peut être réduitede manière exponentielle à l'aide d'un nombre polynomial d'itérations : si l'onitère k fois l'algorithme A, on obtient un algorithme A′ tel queProb[x ∈ L ∧A′ rejette x] < 1

2k
.De plus, pour δ arbitraire, si k > ⌈log 1

δ ⌉, la probabilité d'erreur de A′ devientstritement inférieur à δ. Autrement dit :si x ∈ L,Prob[A′ aepte x] ≥ 1 − δ.Classe ZPP Si l'on dé�nit la lasse ZPP (Zero-Error Probabilisti Poly-Time)omme la lasse des problémes pour lesquels il existe un algorithme Las Vegasen temps polynomial, il est possible de montrer que :ZPP ≡ RP ∩ oRP.En e�et, un problème de RP ∩ oRP possède 2 algorithmes Monte-Carlo, l'unsans réponse positive fausse et l'autre sans réponse négative fausse. On peutalors laner les deux algorithmes en parallèle...En�n, il est faile de montrer la relation suivante ave les lasses P et NP :P ⊆ RP ⊆ NP. Pour ela, il su�t de reformuler les 2 onditions de la dé�nitionde la lasse RP :� si x ∈ L, alors la probabilité qu'un hemin soit aeptant pour x est ≥ 1
2 ,� si x 6∈ L, alors il n'existe pas de hemin aeptant x.
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Classe RLP On désire maintenant dé�nir la lasse des langages admettant unalgorithme de Monte-Carlo, ave erreur d'un seul �té, en espae logarithmique.Un premier essai de dé�nition pourrait être le suivant.Dé�nition 4 (Classe RL' � Randomized Logarithmi-Spae' ). RL' est la lassedes langages L pour lesquels il existe une mahine probabiliste M fontionnanten espae logarithmique telle que :pour tout x de Σ∗,� Si x ∈ L alors ProbΩ[M aepte x] ≥ 1
2 ,� Si x 6∈ L alors ProbΩ[M aepte x] = 0.Malheureusement, ette dé�nition permettrait de montrer que NL = RL' :En fait on dé�nit RLP, souvent appelé RL :Dé�nition 5 (Classe RLP � Randomized Logarithmi-Spae). RLP est la lassedes langages L pour lesquels il existe une mahine probabiliste M fontionnanten espae logarithmique et en temps polynomial telle que :pour tout x de Σ∗,� Si x ∈ L alors ProbΩ[M aepte x] ≥ 1
2 ,� Si x 6∈ L alors ProbΩ[M aepte x] = 0.Il est faile de voir que ⊆ RLP ⊆ NL.1.2.2 Classes PP et BPPNotre objetif dans ette setion est de dé�nir une lasse de omplexitéorrespondant aux langages déidables en temps polynomial par un algorithmedu type Monte-Carlo ave erreurpossible des deux �tés.Dé�nition 6 (Classe PP � Probabilisti Polynomial-Time). PP est la lassedes langages L pour lesquels il existe une mahine probabiliste A fontionnanten temps polynomial telle que :pour tout x de Σ∗,� Si x ∈ L alors ProbΩ[A aepte x] ≥ 1

2 ,� Si x 6∈ L alors ProbΩ[A aepte x] < 1
2 .Cette lasse a une dé�nition assez naturelle pour ertains problèmes théo-riques, mais n'a pas vraiment de signi�ation �très pratique�. En e�et, la ondi-tion d'aeptation par majorité est une ondition trop fragile : si le temps de lamahine A est borné par le polyn�me p, une entrée x de taille n peut être dansL ave une probabilité d'aeptationProbΩ[A aepte x] =

1

2
+

1

2p(n)
,'est-à-dire ave seulement 2 hemins aeptant de plus que de hemins rejettant.La lasse BPP est la lasse des problèmes possédant un algorithmes Monte-Carlo en temps polynomial ave erreur des 2 �tés.7



Dé�nition 7 (Classe BPP � Bounded-Error Probabilisti Polynomial-Time).BPP est la lasse des langages L pour lesquels il existe une mahine probabilisteA fontionnant en temps polynomial telle que :pour tout x de Σ∗,� Si x ∈ L alors ProbΩ[A aepte x] ≥ 3
4 ,� Si x 6∈ L alors ProbΩ[A aepte x] ≤ 1
4 .On peut montrer que ette lasse possède la propriété de rédution expo-nentielle de la probabilité d'erreur ave un nombre polynomial d'itérations.En fait, les bornes 3

4 et 1
4 pourraient être remplaées par 1

2 + 1
p(n) et 1

2 − 1
p(n)pour n'importe quel polyn�me p sans a�eter la propriété de rédution de laprobabilité d'erreur.Proposition 1. Les inlusions suivantes se démontrent failement :� RP ⊆ BPP ⊆ PP,� PP ≡ o-PP et BPP ≡ o-BPP.1.3 Tests de primalitéRappels sur les groupes et orps �nis Pour tout entier n ≥ 2, on note

Rn l'ensemble R/nR et R
∗
n l'ensemble suivant :

R
∗
n = {a ∈ R | 1 ≤ a ≤ n et pgd(a, n) = 1}.On onsidère le groupe additif (Rn,+n) et le groupe multipliatif (R∗

n, .n), où
+n et .n sont l'addition et la multipliation modulo n.Proposition 2. Pour tout n ≥ 2, l'inverse multipliatif de z ∈ Rn peut-êtrealulé en temps polynomial.Preuve. En e�et, l'algorithme d'Eulide nous permet de trouver x et y tellesque : pgd(n, z) = zx+ ny.

x est don l'inverse multipliatif de z.Théorème 1. Dans (Z∗
n, ·n), l'exponentiation peut se aluler en temps poly-nomial.Preuve. la stratégie naïve de alul de ak néessite un nombre de multipli-ations proportionnel à k, don exponentiel en ⌈log2 k⌉.La méthode des arrés suessifs permet un alul en temps polynomial. Sil'on veut aluler ak, on onsidère la représentation binaire de k :

k =
t∑

i=0

bi2
i.On remarque que :

ak =

t∏

i=0

abi

i8



En utilisant les valeurs préalulées de la suite (ai)0≤i≤t pour t = ⌈log2 k⌉, leproduit ak peut être alulé en temps O(⌈log2 k⌉).On rappelle également, sans démonstration, le théorème (du reste) hinois.Théorème 2. Soit (ni)1≤i≤k une suite d'entiers 2 à 2 premiers entre eux et
n =

∏k
i=1 leur produit. Alors pour toute suite (ri)1≤i≤k de �résidus� modulo

ni(1 ≤ i ≤ k), il existe un entier r tel que r ≡ ri modulo ni(1 ≤ i ≤ k).Dé�nition 8 (Fontion Φ d'Euler). La fontion indiatrie Φ d'Euler est dé�niepar Φ(n) = |R∗
n|.Exemple :� Si n = 11, R

∗
n = {1, 2, . . . , 10} et |R∗

n| = 10,� Si n = 12, R
∗
n = {1, 5, 7, 11} et |R∗

n| = 4,Théorème 3 (Théorème de Fermat-Euler). Pour tout n ∈ N, et α ∈ R
∗
n,

αΦ(n) ≡ 1 [n].Corollaire 4 (Petit théorème de Fermat). Si p est premier, alors pour tout xentre 1 et p− 1, xp−1 ≡ 1 [p].La fontion d'Euler possède les propriétés suivantes.� Si p est premier, alors Φ(p) = p− 1� Si p est premier et α > 0, alors Φ(pα) = pα−1(p− 1)� Si n,m sont premiers entre eux, alors Φ(nm) = Φ(n)Φ(m)Théorème 5. si la déomposition de n en fateurs premiers est n =
∏k

i=1 p
αi

i ,alors Φ(n) =
∏k

i=1 p
αi−1
i = n

∏k
i=1(1 − 1

pi
)Dé�nition 9 (Résidu quadratique). Un a dans R

∗
n est un résidu quadratique siil existe un x dans R

∗
n tel que a ≡ x2 mod n.Théorème 6 (Critère d'Euler). Soit p premier et a ∈ R

∗
p. a est résidu quadra-tique si a p−1

2 ≡ 1 mod p.Il est faile de voir que :� ap−1 ≡ 1 mod p et a p−1

2 ∈ {1,−1},� a
p−1

2 est alulable en temps polynomial.Dé�nition 10 (Symbole de Jaobi). Soit n impair de déomposition
n =

∏k
i=1 p

αi

i ave les pi premiers. Pour tout a ∈ R
∗
n, le symbole de Jaobide a modulo n est noté [a

n] et dé�ni par :
[
a

n
] =

k∏

i=1

[
a

pi
]αi où [

a

pi
] = a

pi−1

2 est le symbole de Legendre.9



Les propriétés suivantes sont utilisées par le test de primalité de Solovay-Strassen :� La valeur ddu symbole de Jaobi est [ a
n ] = 1 ou − 1,� bien que la dé�nition du symbole de Jaobi utilise la fatorisarion del'entier n, il existe un algorithme en temps polynomial pour aluler [ a

n ].� Cet algorithme utilise les règles de simpli�ation suivantes ainsi que la loide réiproité quadratique :� [a.b
n ] = [ a

n ].[ b
n ],� Si a ≡ b [n], [ a

n ] = [ b
n ],� Si m,n sont premiers entre eux, [m

n ].[ n
m ] = (−1)n−1

2
m−1

2 . C'est e qu'onappelle la loi de réiproité quadratique.� on se ramène ainsi au alul de [−1
n ] et [ 2

n ], qui sont failes.Test de Solovay-Strassen L'idée de et algorithme est la suivante :� Si n est premier, alors pour tout a ∈ R
∗
n

[
a

n
] ≡ a

n−1

2 modn,� Si n est omposé, alors il existe une proportion importante de a ∈ R
∗
n telsque

[
a

n
] 6≡ a

n−1

2 [n].Algorithme de Solovay-Strassen� Entrée : n impair.� Sortie : Premier ou Composé.Algorithme :1. Choisir aléatoirement de manière uniforme un a ∈ Rn \ {0},2. Caluler le pgcd(a, n),3. Si pgcd(a, n) 6= 1 , retourner Composé,4. Caluler [ a
n ] et an−1

2 mod n5. Si [ a
n ] ≡ a

n−1

2 [n], retourner Premier,6. Retourner Composé.L'algorithme est de type RP ar :� l'algorithme est en temps polynomial,� lorsque l'algorithme retourne Composé, la réponse est orrete ; en ef-fet, 'est qu'il a trouvé un a ∈ Rn \ {0} tel que soit pgcd(a, n) 6= 1,soit[ a
n ] 6≡ a

n−1

2 [n],� le lemme suivant montre que la probabilité d'erreur, i.e. elle de retournerPremier alors que n est omposé, est inférieure à 1
2 .On onsidère l'ensemble Jn = {a ∈ R

∗
n | [ a

n ] ≡ a
n−1

2 mod n}.Lemme 1. Si n est omposé, |Jn| ≤ |Z∗

n|
2 .10



Preuve (Lemme 1). En remarquant que (Jn, ·n) est un sous-groupe de
(R∗

n, ·n), il su�t don de montrer que 'est un sous-groupe propre, i.e. Jn 6= Z∗
n,ar l'ordre d'un sous-groupe divise l'ordre du groupe.On suppose qu'il existe un entier n omposé tel que Jn = Z∗

n. La fatori-sation de n peut s'érire de la manière suivante :
n = pα1

1
︸︷︷︸

q

.

k∏

i=2

pαi

i

︸ ︷︷ ︸

m

.'est-à-dire n = q.m ave q et m premiers entre eux.L'appliation du théorème du reste hinois permet d'a�rmer qu'il existeun a ∈ R
∗
n tel que a ≡ g mod q et a ≡ 1 mod m où g est un générateur dugroupe (R∗
q , ·q). On remarque que : a ≡ 1 mod pi pour tout i ≥ 2.On traite séparément les as α1 = 1 et α1 ≥ 2 :� Si α1 = 1, on a n = p1.m :

[
a

n
] =

k∏

i=1

[
a

pi
]αi = [

g

p1
].

k∏

i=2

[
a

pi
]αi

[
a

n
] = [

g

p1
].

k∏

i=2

[
1

pi
]αi = [

g

p1
] = −1ar un générateur de R

∗
q ne peut être résidu quadratique. Par hypothèse

Jn = Z∗
n et an−1

2 ≡1 mod n et don aussi mod m, e qui est impossible(a ≡ 1 mod m).� Si α1 ≥ 2, on a aussi par hypothèse Jn = Z∗
n et an−1

2 ≡1 mod n. On peuten déduire : an−1 ≡ 1 mod n et gn−1 ≡ 1 mod q, ar q divise n et a ≡ gmod q. Puisque g est générateur de R
∗
q , son ordre est Φ(q) = p1α1(p1−1)Comme α1 ≥ 2, p1 divise Φ(q). Par ailleurs, l'ordre de g doit diviser n−1,et alors p1 divise n− 1. Ce qui est impossible ar p1|n. ⊠Corollaire 7. Le problème de primalité est dans o-RP.Test de Rabin-Miller Le test de Rabin-Miller est un ra�nement de elui deSolovay-Srassen qui se fonde sur la remarque suivante : si an−1

2 ≡1 mod n et si
n−1

2 est enore pair, alors an−1

4 est une raine arrée de 1 mod n et doit donêtre égale à 1 ou −1.Si l'on examine les raines suessives de 1 mod n, an−1

2 , an−1

4 ,...,an−1

2r tantque 'est possible, 'est-à-dire jusqu'au plus petit r tel que n−1
2r soit impair, alorssi n est premier, la première raine di�érente de 1 que l'on obtient doit être −1.Algorithme de Rabin-Miller� Entrée : n impair. 11



� Sortie : Premier ou Composé.Algorithme :1. Caluler r, s tels que (n− 1) = 2rs ave s impair,2. Choisir a aléatoirement de manière uniforme dans Rn \ {0},3. Pour i = 0, . . . , r, aluler bi = a2i.s,4. Si an−1 = br 6≡ 1 mod n, retourner Composé,5. Si pour tout 0 ≤ i ≤ r, bi ≡ 1 mod n, retourner Premier,6. Soit j = max{|i| | bi 6≡ 1} mod n,7. Si bj ≡ −1 mod n retourner Composé, sinon Premier.On remarque que :� L'entier n satisfait le test si tous les entiers de la liste (bi)0≤i≤r sont égauxà 1 ou bien si l'un d'entre eux est égal à −1,� si n est premier, alors la réponse de l'algorithme est orrete.Proposition 3. Si n est omposé, alors la probabilité que n satisfasse le testde Rabin-Miller est inférieure à 1
4 .
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Chapitre 2Chaînes de Markov. Analysed'algorithmes. Bornes deCherno�2.1 Variables aléatoires. Espérane. Inégalité deMarkov2.1.1 Espae probabilisteTout énoné de type probabiliste fait référene à un espae probabiliste sous-jaent. Un espae probabiliste est dé�ni en termes d'un espae d'éhantillonnagemuni d'une struture algébrique et d'une mesure de probabilités sur et espae.Un espae d'éhantillonnage Ω est un ensemble arbitraire, éventuellement in-�ni, dont les éléments sont appelés évènements élémentaires. Un sous-ensemble
E ⊆ Ω est appelé un évènement. Cependant toute olletion de sous-ensemblesde Ω ne permet pas d'obtenir un espae probabiliste bien dé�ni.Dé�nition 11. Une σ-algèbre (Ω,F) est la donnée d'un espae d'éhantillon-nage Ω et d'une olletion de sous-ensembles F satisfaisant les onditions sui-vantes :� ∅ ∈ F ,� stabilité par passage au omplémentaire,� stabilité par réunion dénombrable.Dé�nition 12. Etant donné une σ-algèbre (Ω,F , une mesure de probabilités
µ est une fontion : F −→ R

+ telle que :� pour tout ω ∈ Ω µ({ω}) ≤ 1,� µ(Ω) = 1,� pour toute suite d'évènements 2 à 2 disjoints, (E〉)i≥0, µ(∩iE〉) =
∑

i E〉.13



Dé�nition 13. Un espae probabiliste (Ω,F , µ) onsiste en une σ-algèbre (Ω,Fmunie d'une mesure de probabilités µ.Dans la suite, pour faire référene à un espae probabiliste, lorsque la σ-algèbre et la mesure de probabilités assoiées sont évidentes, on utilisera lanotation simpli�ée Ω.2.1.2 Variables aléatoires et espéraneDé�nition 14 (Variable aléatoire). Une variable aléatoire X sur un espaeprobabiliste Ω est une fontion X : Ω −→ R. Une variable aléatoire X estdisrète si l'ensemble de ses valeurs est �ni ou dénombrable.La notation X = a désigne l'ensemble {s ∈ Ω | X(s) = a}.Dé�nition 15 (Variables aléatoires indépendantes). Deux variables aléatoires
X et Y sont indépendantes siProb[X = a et Y = b] = Prob[X = a] × Prob[X = b].Dé�nition 16 (Espérane). L'espérane d'une variable aléatoire X disrète,notée E[X ], est dé�nie par :

E[X ] =
∑

i

i.Prob[X = i].L'espérane est dite �nie si E[X ] onverge. Elle est non bornée sinon.Proposition 4 (Linéarité). Pour tout ensemble �ni X1, . . . , Xn de variablesaléatoires disrètes à espéranes �nies :
E[

n∑

i=1

Xi] =

n∑

i=1

E[Xi],et
E[c.X ] = c.E[X ].Preuve.

E[X + Y ] =
∑

i

(
∑

j

(i+ j)Prob [X = i ∧ Y = j])

=
∑

i

i.




∑

j

Prob[X = i ∧ Y = j]+

∑

i

∑

j

jProb[X = i ∧ Y = j]





=
∑

i

iProb[X = i] +
∑

j

jProb[Y = j]

= E[X ] + E[Y ]14



et
E[c.X ] =

∑

j

j.Prob[c.X = j]

=
∑

j

j.Prob[X =
j

c
]

= c.E[X ]Proposition 5. Pour toute variable aléatoire disrète X, E[X2] ≥ (E[X ])2.Preuve. Soit la variable aléatoire Y = (X − E[X2])2. Cette variable estpositive et son espérane l'est également : E[Y ] ≥ 0

E[Y ] = E[X2 −XE[X ] + (E[X ])2]

= E[X2] − E[X.E[X ]] + (E[X ])2

= E[X2] − (E[X ])2En e�et : E[X.E[X ]] = (E[X ])22.1.3 Inégalité de MarkovThéorème 8. Si X est une variable aléatoire positive, alors pour tout a > 0 :Prob[X ≥ a] ≤ E[X ]

a
.Preuve. Soit Ia la variable (de Bernouilli) dé�nie par

Ia =

{
0 si X ≥ A
1 sinonComme Ia est une variable de Bernouilli, 'est-à-dire à valeurs 0, 1 :

E[Ia] = Prob[X ≥ a] ≤ E[
X

a
] =

E[X ]

a
.On utilise le fait que l'espérane onserve les inégalités pour les variables aléa-toires positives : omme Ia ≤ X

a , E[Ia] ≤ E[X]
a .2.2 Chaînes de MarkovDans ette setion, on se restreint aux les haînes de Markov en temps disretave un ensemble d'états �ni ou dénombrable. Dans le as d'un ensemble d'états�ni, il est alors possible de les représenter aussi bien par des graphes de transitionprobabilistes que par des matries de Markov.15



2.2.1 Dé�nition et représentationDé�nition 17 (Proessus stohastique). Un proessus stohastique est un en-semble {X(t) | t ∈ T } de variables aléatoires, où t représente en général letemps.
X(t) est l'état du proessus à l'instant t, qui sera noté Xt.Remarques :� Si pour tout t,Xt prend des valeurs dans un ensemble �ni ou dénombrable,le proessus est dit en espae disret .� Le proessus est en temps disret si l'ensemble T est dénombrable. Onl'appelle alors une DTMC (Disrete Time Markov Chain).Les proessus onsidérés dans la suite seront toujours en espae et en tempsdisrets.Dé�nition 18 (Chaîne de Markov). Un proessus stohastique en temps dis-ret (Xt)t∈T est une haîne de Markov s'il possède la propriété de Markovd'indépendane par rapport à l'historique :Prob[Xt = ϕt|X0 = a0, . . . , Xt−1 = at−1] = Prob[Xt = ϕt|Xt−1 = at−1].Autrement dit, la probabilité d'être dans un ertain état Xt à l'instant t nedépend que de la probabilité d'être dans un autre étatXt−1 à l'instant préédent,et non pas de l'historique suivant lequel le proessus est arrivé dans l'état Xt−1. L'ensemble des états est disret et peut don être identi�é à un segmentinitial de N.Représentation matriielleOn suppose le nombre d'états �ni, égal à n. On onsidère la matrie suivante :

P = (pi,j)1≤i,j≤n où Pi,j = Prob[Xt = j|Xt−1 = i], dite de Markov. La propriétéaratéristique d'une telle matrie est : pour tout i,
n∑

j=1

pi,j = 1Si l'on note p̄(t) = (p0(t), . . . , pn(t)) la distribution de probabilités à l'instant
t, 'est-à-dire pi(t) est la probabilité d'être dans l'état i à l'instant t, on onstateque : p̄(t) = p̄(t− 1).PLa matrie P t permet d'obtenir la distribution de probabilités à l'instant t.Représentation sous forme de système de transition probabilisteSi l'on se donne un état initial s0, on peut onsidérer le système de transitionprobabiliste M = (S, P, s0) où S est l'ensemble des états et P la fontion detransition probabiliste. 16
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Fig. 2.1 � Système de transition probabilisteLe graphe de transition (S,R) assoié est dé�ni par :
(i, j) ∈ R si et seulement si pi,j > 0.Le système de transition probabiliste peut aussi être représenté par la matriede Markov :
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Problème du marin saoul1Cet exemple illustre la notion de promenade, ou marhe, aléatoire.Préambule : � Une longue saison de pêhe s'ahève. Les gobe-mouhes desports s'esbaudissent devant les traits burinés des revenants du domaine Nep-tunéen. L'un de es forts gaillards, un marin breton retournant fourbu de tantde lutte, se trouva enore la fore de bien vouloir en déoudre ave sa sobriétéontrainte des derniers temps. Ledit marin, empreint d'une inroyable enviequ'elle et sa luidité y trépassassent, se bourra la gueule à grand renfort d'al-ool (breton, ela va de soi). �Cela étant, il lui faut maintenant rentrer hez lui, remerier sa femme deson attente. Sa bioque se situant à un kilomètre du lieu saint d'où le sangdu Christ oule à �ot, il entreprend l'enivrant trajet. Son état (breton aussi)l'amène à se demander tous les ent mètres si il est dans la bonne diretion, etave probabilité 1

2 , à hanger (éventuellement) de diretion (ontinuer ou revenirsur ses pas).1� Marin breton, si vous voulez. � 17
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Fig. 2.2 � Représentation du problèmeL'état n est absorbant2.2.2.2 Algorithme probabiliste pour 2-SAT (C. Papadimi-triou)Problème k-SAT� Entrée : Un ensemble de variables propositionnelles {x1, . . . , xn} et uneformule F sous forme normale onjontive : ∧

j

Cj où Cj est une lause àexatement deux littéraux.� Sortie : Une valuation satisfaisant la formule ou � Non satisfaisable �.Le problème 2-SAT peut être résolu par un algorithme déterministe en tempspolynomial, mais aussi par un algorithme probabiliste en espae logarithmique,du à Papadimitriou :Algorithme Rand2-SAT Algorithme :1. Initialiser une valuation v0 arbitraire,2. Si v0 satisfait F , retourner v0,3. Répéter 2n2 fois :(a) Choisir une lause non satisfaite arbitraire,(b) Choisir aléatoirement de manière uniforme l'un des deux littéraux deette lause et hanger la valeur de la valuation ourante sur ettevariable.4. Si une valuation satisfaisante a été trouvée, retourner ette valuation,5. Sinon, retourner � Formule non satisfaisable �.L'algorithme retourne une réponse orrete si la formule n'est pas satis-faisable. Dans le as ontraire, on va montrer que l'algorithme retourne unevaluation satisfaisante ave probabilité ≥ 1
2 .Lemme 2. Si F est une formule 2-SAT satisfaisable, alors l'espérane dunombre d'étapes de l'algorithme est inférieure où égale à n2.2absorbant : � rien à voir ave l'état du marin. �18



Preuve. On suppose qu'il existe une valuation v satisfaisant F . Soit vi lavaluation obtenue après i étapes de l'algorithme et Xi le nombre de variablespour lesquelles vi oïnide ave v. Si Xi = n, l'algorithme termine ave unevaluation satisfaisant F .Question : Partant deXi < n, ombien d'étapes faut-il pour queXj = n ?On remarque que si Xi = 0, Xi+1 = 1 et Prob[Xi+1 = 1|Xi = 0] = 1, Onsuppose maintenant que 1 ≤ Xi ≤ n−1. A haque étape, on hoisit une lause
C non satisfaite. Comme v(c) = 1, vi et v di�èrent au moins sur une variablede ette lause. Chaque lause ayant exatement 2 littéraux, la probabilitéd'augmenter le nombre d'aords entre vi et v est supérieure à 1

2 :Prob[Xi+1 = j + 1|Xi = j] ≥ 1

2
,Prob[Xi+1 = j − 1|Xi = j] ≤ 1

2
.Le proessus stohastique X0, X1, . . . , Xi, Xi+1, . . . n'est pas néessaire-ment une haîne de Markov. la probabilité d'augmenter Xi dépend du faitque vi et v di�èrent sur 1 ou 2 variables, et don des lauses qui ont étéonsidérées dans le passé.On onsidère la haîne de Markov Y0, Y1, . . . , yi, Yi+1, . . . qui est une version�pessimiste� du proessus préédent :

Y0 = X0 etProb[Yi+1 = j + 1|Yi = j] = Prob[Yi+1 = j − 1|Yi = j] =
1

2
.Le temps moyen pour atteindre la valeur n à partir d'un point quelonqueest plus grand pour la haîne de Markov Y que pour le proesus X . ettehaîne de markov modélise une promenade alétoire sur un graphe non orienté,qui est en fait une droite : 'est elle quui orrespond au problème du marinde la page 18.Soit Zj une variable aléatoire représentant le nombre d'étapes nées-saires pour atteindre n à partir de j et hj l'espérane de ette variable. Si

1 ≤ j ≤ n− 1 :� ave probabilité 1
2 , l'état suivant est j − 1 et Zj = 1 + Zj−1,� ave probabilité 1
2 , l'état suivant est j + 1 et Zj = 1 + Zj+1.On obtient le système d'équations suivant pour hj :� hn = 0,� h0 = h1 + 1,� 1 ≤ j ≤ n− 1 :

hj = E[Zj ] = E[
1

2
(1 + Zj−1) +

1

2
(1 + Zj+1)]

=
hj+1 + 1

2
+
hj−1 + 1

219



Il est faile de montrer par réurrene sur j que hj = hj+1 +2j+1 et donque :
h0 =

n−1∑

i=1

(2i+ 1) = n2.Théorème 9. L'algorithme Rand2-SAT retourne un résultat orret si la for-mule n'est pas satisfaisable. Si la formule est satisfaisable, alors il retourne unevaluation la satisfaisant ave probabilité supérieure à 1
2 .Preuve. On suppose que la formule F est satisfaisable. Soit Z est le nombred'étapes néessaire pour trouver une valuation satisfaisant F :Prob[Z > 2n2] ≤ E[Z]

2n2
=

n2

2n2
=

1

2
.On remarque que et algorithme probabiliste est du type RP et que l'onpeut réduire exponentiellement la probabilité d'erreur en l'itérant un nombrepolynomial de fois.2.2.3 Algorithme probabiliste pour 3-SAT (U. Shönig)La première idée onsiste à réutiliser l'algorithme préédent ave un nombre

m d'étapes, i.e. de mo��ation de la valuation ourante sur une variable. Enreprenant le même type d'analyse que préédemment, on obtient un proessusstohastique (Xi)i ≥ 0 satisfaisant :Prob[Xi+1 = j + 1|Xi = j] ≥ 1

3
,Prob[Xi+1 = j − 1|Xi = j] ≤ 2

3
.La haîne de Markov assoiée (Xi)i ≥ 0 est alors dé�nie par :

Y0 = X0 etProb[Yi+1 = j + 1|Yi = j] =
1

3Prob[Yi+1 = j − 1|Yi = j] =
2

3
.La probabilité de � revenir en arrière � est don de 2

3 et l'espérane hj dunombre d'étapes pour atteindre n à partir de j est donnée par :� hn = 0,� h0 = h1 + 1,� hj = 2
3hj−1 + 1

3hj+1 + 1(1 ≤ j ≤ n− 1)20



La solution de e système d'équations est :
hj = (2n+2 − 2j+2) − 3(n− j).Le nombre moyen d'étapes néessaires serait alors exponentiel (Θ(2n)).La remarque fondamentale de U. Shönig est la suivante :� Après initialisation, le proessus a plus de hanes d'aller vers 0 que vers n.Par onséquent, il peut être meilleur de redémarrer le proessus ave beau-oup de valuations initiales hoisies aléatoirement et de le faire tournerhaque fois ave un petit nombre d'étapes, plu�t que de le faire tourenerun grand nombre de fois ave la même valuation initiale.� Si l'on hoisit une valuation initiale aléatoirement de manière uniforme,alors le nombre de variables sur lesquelles elle oïnide ave la valuationsatisfaisant F admet une distribution binomiale d'espérane n

2 . Ave uneprobabilité non négligeable, le proessus peut être initialisé ave une va-luation oïnidant ave v sur plus de n
2 variables.Algorithme Rand3-SAT� Entrée : Une formule sous forme normale onjontive.� Sortie : Une valuation satisfaisant la formule ou � Non satisfaisable �.Algorithme : Répéter m fois :1. Initialiser une valuation hoisie aléatoirement de manière uniforme,2. Répéter 3n fois :(a) Choisir une lause non satisfaite arbitraire,(b) Choisir aléatoirement de manière uniforme l'un des trois littérauxde ette lause et hanger la valeur de la valuation sur la variableorrespondante.3. Si une valuation satisfaisante a été trouvée, retourner ette valuation,4. Sinon, retourner � Formule non satisfaisable �.Analyse : On suppose qu'il existe v telle que v(F ) = 1. Soit q la probabilitéque l'algorithme atteigne la valuation v, ou une autre valuation satisfaisante, en

3n étapes à partir d'une valuation aléatoire.On note qj une borne inférieure sur la probabilité que le proessus modi�éatteigne la valuation v, ou une autre valuation satisfaisante, en 3n étapes àpartir d'une valuation initiale di�érant de v sur exatement j variables. Onpeut assoier à e proessus une marhe aléatoire qui représente le déplaementd'une partiule sur la droite des entiers ave probabilité 1
3 de déplaement versle haut (↑) et probabilité 2

3 de déplaement vers le bas (↓). La probabilité quedans une suite de (j + 2k) déplaements, il y ait k déplaements vers le bas et
j + k déplaements vers le hautest la suivante :

(
j + 2k

k

) (
2

3

)k (
1

3

)j+k

.21



On obtient ainsi une borne inférieure sur la probabilité que le proessus modi�éatteigne la valuation v, ou une autre valuation satisfaisante, en (j + 2k) ≤ 3nétapes :
qj ≥ max

0≤k≤j

(
j + 2k

k

)(
2

3

)k (
1

3

)j+k

.En partiulier, pour k = j :
qj ≥

(
3j

j

) (
2

3

)j (
1

3

)2j

.Par ailleurs, la formule de Stirling permet d'obtenir une approximation pourles oe�ients du bin�me :Lemme 3 (Stirling).
√

2πm
(m

e

)m

≤ m! ≤ 2
√

2πm
(m

e

)m

.Corollaire 10.
(

3j

j

)

=
(3j)!

(2j)!.j!
≥ c√

j

(
27

4

)j où c =

√
3

8
√
π
.On obtient ainsi une borne inférieure pour q :

q ≥
n∑

j=0

Prob[une valuation aléatoire di�ère de v sur j variables]
≥ 1

2n
+

n∑

j=1

(
n

j

) (
1

2

)n (
c√
j.2j

)

≥ c√
n

(
1

2

)n n∑

j=0

(
n

j

)(
1

2

)j

jn

≥ c√
n

(
1
2

)n

(
3

2

)n

=
c√
n

(
3

4

)nLe nombre de valuations essayés par le proessus avant d'en trouver unesatisfaisante est une variable aléatoire géométrique de paramètre q et dond'espérane 1
q . Le nombre d'étapes de l'algorithme pour haque valuation initialeest en O(n). L'espérane du nombre d'étapes pour trouver une solution est donen O(n

3
2 .

(
4
3

)n
).L'algorithme probabiliste obtenu est un algorithme de Monte-Carlo dont laomplexité en temps est exponentielle, mais dont la omplexité en espae estlogarithmique. 22



2.2.4 Compléments sur les haînes de MarkovClassi�ation des étatsDé�nition 19. On note i→ j si Prob(Xn = j pour un n ≥ 0|X0 = i) > 0,et i↔ j si i→ j et j → i.
↔ est alors une relation d'équivalene.On rappelle qu'une haîne de Markov sur un ensemble d'états S est dé�niepar :� une distribution initiale λ = (λi)i∈S ,� une matrie de Markov P = (pij)i,j∈S .La matrie Pn = (p

(n)
ij ) donne la probabilité p(n)

ij de passer de i à j en nétapes.Proposition 6. Si i 6= j, les onditions suivantes sont équivalentes :1. i→ j,2. Il existe i0 = i, . . . , in = j tels que ∏n−1
i=0 pikik+1 > 0,3. p(n)

ij > 0 pour un ertain n > 0.Preuve.
p
(n)
ij ≤ Prob(Xn = j pour un n > 0|X0 = i) ≤

∑

n≥0

p
(n)
ij

p
(n)
ij =

∑

i0,...,in

n−1∏

k=0

pikik+1Dé�nition 20 (Classe lose). Une lasse d'états C est lose si pour tout i ∈ Cet j ∈ S tels que i→ j alors j ∈ C.États réurrents et transientsDé�nition 21. Soit (Xn)n≥0 une haîne de Markov.� Un état i est un état réurrent si Prob(Xn = i pour un n|X0 = i) = 1,� Un état i est un état transient si Prob(Xn = i pour un n|X0 = i) < 1.Dans une haîne de Markov, on remarque les deux faits suivants :� une omposante réurrente (i.e. une omposante dont tous les états sontréurrents) est lose,� soit on part d'un état réurrent, soit on part d'un étant transient.Proposition 7. Si une haîne de Markov ommene dans une omposante ré-urrente C, alors la haîne visite tout état de C in�niment souvent ave proba-bilité 1. 23



Preuve. Si i est l'état initial, alors la probabilité de l'évènement en dé�nitpar � atteindre l'état j au moins n fois � est de :Prob[atteindre l'état j|X0 = i] × Prob[atteindre l'étatj|X0 = j]n−1 = 1,ar les états sont réurrents.Or, {en|n ∈ N} est un ensemble dénombrable d'évènements tels queProb[en] = 1 pour tout n. Si e = ∩en, alors Prob[e] = 1.En e�et, 1 − Prob[e] = Prob[E − ∩en] = Prob[∪ēn] ≤ ∑Prob[ēn] = 0.Propriété fondamentale des haînes de MarkovDé�nition 22 (Chaîne de Markov irrédutible). Une haîne de Markov estirrédutible si son graphe de transition est fortement onnexe.On note rt
ij la probabilité d'atteindre l'état j, pour la première fois, à partirde l'état i, à l'instant t.On remarque qu'un état i est réurrent si ∑

t≥1

rt
ii = 1 et transient si ∑

t≥1

rt
ii < 1.Dé�nition 23. Un état réurrent i est dit réurrent positif si l'espérane dutemps de retour à l'état i hii =

∑

t≥1

t.rt
ii est bornée.On remarque que si un état i est réurrent, alors une fois que la haîne avisité et état, elle y retournera dans le futur presque surement, 'est-à-dire aveprobabilité 1.Dé�nition 24. Un état j est périodique s'il existe un entier k > 1 tel que

Prob[Xt+s = j|Xt = j] > 0 entraine que s est divisible par k, et apériodiquesinon.Une haîne de Markov est ergodique ssi tous ses états sont ergodiques, 'est-à-direréurrents positifs et apériodiques.Lemme 4. Toute haîne de Markov �nie, irrédutible et apériodique est unehaîne ergodique.Dé�nition 25. Une distribution de probabilités π̄d'une haîne de Markov estdite stationnaire si π̄ = π̄.PThéorème 11 (Propriété fondamentale des haînes de Markov). Toute haînede Markov �nie, irrédutible et apériodique a les propriétés suivantes :� elle possède une distribution stationnaire unique notée π̄ = (π̄0, . . . , π̄n),� pour tout i, j, limt→∞ P t
ji existe et est indépendante de j.� pour tout i, π̄i = limt→∞ P t

ji = 1
hii

, où hii est l'espérane du temps deretour à l'état i.
24



2.2.5 Promenade aléatoire sur un graphe non orientéUne promenade, ou marhe, aléatoire sur un graphe est un as partiulière-ment simple de haîne de Markov, souvent utile dans l'analyse d'algorithmes.Dans la suite, on montre qu'une promenade aléatoire permet d'obtenir un al-gorithme probabiliste de omplexité en temps polynomial et en espae logarith-mique pour le problème de (s, t)-onnexité d'un graphe.Dé�nition 26 (Problème de la (s, t)-onnexité d'un graphe).� Entrée : G = (E,R) un graphe non orienté, ave |E| = n et |R| = m ;ainsi que deux sommets s et t,� Question : existe-t-il un hemin dans G entre s et t ?Le problème de s-t-onnexité ne s'exprime pas en logique du premier ordre,mais en logique du premier ordre ave opérateur de l�ture transitive. On peutmontrer que 'est un problème NL-omplet. De plus, il existe un algorithmedéterministe de omplexité en temps O(n+m) et en espae O(n).Dé�nition 27. Soit G = (E,R) un graphe �ni, non orienté ('est-à-dire Rsymétrique). On suppose E = {1, . . . , n} et |R| = m. La proemnade aléatoiresur G est dé�ni en prenant omme états les sommets de G et omme probabilitésde transition :
pij =

{ 1
d(i) si (i, j) ∈ R

0 sinonoù d(i) est le degré du sommet i, 'est-à-dire le nombre de sommets adjaents à
i.Lemme 5. Une promenade aléatoire sur un graphe G est apériodique ssi legraphe G est non biparti.Preuve. Dans un graphe non orienté, il existe toujours un hemin de longueur
2 d'un sommet vers lui-même. D'autre part, un graphe est biparti ssi il nepossède pas de yle de longueur impaire. Si le graphe G est biparti, alorsla promenade aléatoiore est périodique de période2. Si le graphe G n'est pasbiparti, alors il a un yle de longueur impaire et en traversant e yle, onobtient un hemin de longueur impaire d'un sommet vers lui-même.Théorème 12. Toute promenade aléatoire sur un graphe non orienté �ni, etnon biparti, possède une distribution stationnaire π̄ telle que πi = d(i)

2|R| (1 ≤ i ≤ n).Preuve. On montred'abord que π est bien une distribution de probabilitéssur E : omme ∑

i∈E

d(i) = 2|R|, ∑

i∈E

πi =
∑

i∈E

d(i)

2|R| = 1.Soit P la matrie de transition assoiée à la promenade aléatoire. La rela-tion π̄ = π̄.P est équivalente à πi =
∑

j∈V (i)

1

d(j)
.
d(j)

2|R| , 'est-à-dire πi = d(i)
2|R| .En e�et, V (i) est l'esnemble des sommets adjaents à i et |V (i)| = d(i).25



Corollaire 13. Pour tout sommet i de G, l'espérane du temps de retour à i
hii = 2|R|

d(i) .Lemme 6. Si (i, j) ∈ R, alors hji < 2|R|.Preuve. On peut aluler hii de deux manières dii�érentes :
2|R|
d(i)

= hii =
1

d(i)
.

∑

j∈V (i)

(1 + hji)On obtient ainsi : 2|R| =
∑

j∈V (i)(1 + hji) et hji < 2|R|.Dé�nition 28. Le temps de ouverture d'un graphe est le maximum sur tousles sommets i de l'espérane du temps de visite de tous les sommets par unepromenade aléatoire ommençant en i.Lemme 7. le temps de ouverture d'un graphe G = (E,R) est inférieur à
4|E|.|R|.Preuve. On onsidère un arbre ouvrant G, 'est-à-dire un sous-ensembled'arêtes qui onstitue un graphe sans yle onnetant tous les sommets. Ilexiste un iruit sur et arbre ouvrant parourant haque arête une fois danshaque diretion : un tel iruit peut être trouvé par exemple par un paroursen profondeur d'abord.Soit s0, s1, . . . , s2|E|−2 = s0 l'ensemble des sommets d'un tel iruit. L'es-pérane du temps de parours de es sommets est une borne supérieure dutemps de ouverture du graphe :

2|E|−3
∑

i=0

hi,i+1 < (2|E| − 2).2|R| < 4|E|.|R|L'algorithme probabiliste suivant utilise O(log2n) (n est le nombre de som-mets du graphe). On suppose que le graphe n'a pas de omposantes onnexesbiparties.Algorithme Rand(s, t)-Connexité Algorithme :1. Initialiser une promenade aléatoire au sommet s.2. Si la promenade aléatoire atteint le sommet t en au plus 4n3 étapes, re-tourner �oui�, sinon �non�.Remarques :Théorème 14. L'algorithme retourne une réponse orrete si il n'existe pas dehemin entre s et t. S'il existe un hemin entre s et t, alors il retourne uneréponse orrete ave probabilité ≥ 1
2 . 26



Preuve. S'il existe un hemin entre s et t, l'algorithme ommet une erreur s'ilne le trouve pas en au plus 4n3 étapes. L'espérane du temps pour atteindre t àpartir de s est bornée par le temps de ouverture de leur omposante onnexe,qui est inférieur à 4n.m ≤ 2n3, ar le nombre d'arêtes m ≤ n(n−1)
2

n2

2 . D'aprèsl'inégalité de Markov, la probabilité de ne pas trouver de hamin en 4n3 étapesest inférieure à 1
2 .Corollaire 15. L'algorithme Rand(s, t)-Connexité est du type RLP.2.3 Bornes de Cherno�-Hoe�dingL'objetif de ette setion est de montrer que l'on peut obtenir des bornesplus �nes que simplement en utilisant l'inégalité de Markov pour la partie �nale(�queue�) d'une distribution de probabilité. De plus, es bornes peuvent êtrerendues exponentiellement petites.Théorème 16 (Borne de Cherno�-Hoe�ding, 1963). Soient X1, . . . , Xn desvariables aléatoires indépendantes prenant les valeurs 1 (respetivement 0) aveprobabilité p (resp. 1 − p). Soit X =

∑n
i=1Xi et µ = np. Alors pour tout

0 < ε < 1 : Prob[X ≥ (1 + ε)µ] ≤ e−
ε2

3
µProb[X ≤ (1 − ε)µ] ≤ e−

ε2

2
µDans et énoné, (1 + ε)µ et(1 − ε)µ représentent les bornes sur l'erreurrelative.Preuve. Pour tout t > 0, l'évènement X ≥ (1 + ε)µ est équivalent à l'évène-ment etX ≥ k ave k = et.(1+ε).µ.D'après l'inégalité de Markov :Prob[X ≥ k] ≤ E[X ]

k
d'où,Prob[X ≥ (1 + ε)µ] ≤ E[etX ]

et.(1+ε).µLa linéarité de l'espérane permet d'érire :
E[etX ] = E[et

Pn
i=1

Xi ] = E[
n∏

i=1

etXi ] =
n∏

i=1

E[etXi ].La variableXi prenant les valeurs 1 (respetivement 0) ave probabilité p (resp.
1 − p) : E[etXi ] = (pet + (1 − p)). On obtient alors la borne suivante sur la

27



probabilité onsidérée :Prob[X ≥ (1 + ε)µ] ≤ (1 + p(et − 1))n

et(1+ε)µ

≤ enp(1+ε)

et(1+ε)µ
puisque (1 + a)n ≤ ean si a ≥ 0

≤ [
eet−1

et(1+ε)
]µOn étudie la fontion suivante pour la rendre minimum :

h(t) = e(e
t−1)−t(1+ε)

h′(t) = et − (1 − ε)don h′(t) = 0 si t = ln(1 + ε), et h(t) est un minimum de la fontion h.La borne ainsi obtenue est :Prob[X ≥ (1 + ε)µ] ≤
(

eε

(1 + ε)1+ε

)µ

.On désire montrer que ette borne satisfait :
eε

(1 + ε)1+ε
≤ e

−ε2

3 .Il su�t don de onsidérer la fontion f et de montrer qu'elle est négative :
f(ε) = ε− (1 + ε) ln(1 + ε) +

ε2

3
.

f ′(ε) = 1 − 1 + ε

1 + ε
− ln(1 + ε) +

2ε

3
.

ε 0 1
2 1

f ′′(ε) − 1
3 − 0 + 1

6

f ′(ε) 0 ց ր − ln(2) + 2
3

f(ε) 0 − ց −La fontion f est bien négative sur l'intervalle [0, 1].La borne obtenue est : Prob[X ≥ (1 + ε)µ] ≤ e−
ε2

3 .On peut faire un raisonnement analogue ave t < 0 et obtenir :Prob[X ≤ (1 − ε)µ] ≤ e−
ε2

2 .On onlut que Prob[(1 − ε)µ ≤ X ≤ (1 + ε)µ] ≥ 1 − 2e−
ε2

3
µ.Si n ≥ 3

ε2p ln(2
δ ) alors 2e−

ε2

3
µ ≤ δ. 28



On dispose don de deux paramètres pour quanti�er la qualité de l'estimationobtenue pour la valeur de µ :� un paramètre d'erreur sur l'approximation : ε, par exemple 10−2,� un paramètre de on�ane : (1 − δ) tel que 2e−
ε2

3
µ ≤ δ si n ≥ 2

ε3µ ln
(

1
δ

)où n est la taille de l'éhantillon. Par exemple, on peut prendre δ = 10−8.Théorème 17 (Borne de Cherno�-Hoe�ding ave erreur absolue). Soient X1, . . . , Xndes variables aléatoires indépendantes prenant les valeurs 1 (respetivement 0)ave probabilité p (resp. 1 − p).Soit X = 1
n

n∑

i=1

Xi. Alors pour tout 0 < ε < 1 − p :Prob[X ≥ p+ ε] ≤ e−2nε2Prob[X ≤ p− ε] ≤ e−2nε2

29



Chapitre 3Véri�ation de systèmesprobabilistes3.1 Model Cheking d'un système probabiliste3.1.1 Système de transition probabilisteUn système de transition probabiliste est dérit par un quadruplet
M = (S, P, s0, L).� S est un ensemble d'états (�ni ou dénombrable),� P : S2 → [0, 1] est une fontion de transition probabiliste, 'est-à-dire telleque pour tout s ∈ S, ∑

t∈S

P (s, t) = 1 (propriété de Markov),� s0 ∈ S est un état initial ,� L : S → 2AP est une fontion d'étiquetage des états par des ensembles depropriétés atomiques.Un tel système est en fait simplement une haîne de Markov, munie d'unétat initial et d'un étiquetage des états ; Dans le as où l'ensemble des états est�ni :� P peut être représentée par une matrie de Markov,� M peut être représenté par un graphe de transition probabiliste étiqueté,Exemple de système de transition probabiliste :Dé�nition 29 (Chemin d'exéution). Un hemin d'exéution d'origine s0 estune suite in�nie d'états σ = (s0, . . . , si, si+1 . . .) telle que pour tout i :
P (si, si+1) > 0.Pour tout i > 0, on note σi le hemin (si, si+1 . . .).3.1.2 Mesure de probabilité sur un ensemble de heminsL'ensemble des hemins d'origine s0 est noté Path(s0).30



s0{init} s1 {trans} s2 {suès}
s3 {erreur}1 0.020.981

1Fig. 3.1 � Système de transition probabilisteDé�nition 30 (Probabilité d'un ensemble de hemins). La mesure de proba-bilité Prob est dé�nie d'abord sur les ��nes�, 'est-à-dire sur les ensembles dela forme :
C(π) = {σ ∈ Path(s0) | π est un pré�xe �ni {s0, . . . , sn} de σ}.Prob[{σ ∈ Path(s0) | σ↾n = {s0, . . . , sn}}] =

n−1∏

i=0

P (si, si+1),La mesure de probabilité Prob est étendue à la σ-algèbre engendrée par les �nes.Un ensemble de ette σ-algèbre est dit mesurable. La mesure de probabilité Probest la fontion dé�nie de manière unique par :� Prob[{σ ∈ Path(s0)}] = 1,� si (Xi)i∈I est une famille dénombrable d'ensembles mesurables deux àdeux disjoints, Prob[⋃i∈I Xi] =
∑

i∈I

Prob[Xi],� si X est un ensemble mesurable, Prob[Path(s0) \X ] = 1 − Prob[X ].3.1.3 Logique PCTL (Hansson et Johnson)L'ensemble des formules de hemin est dé�ni omme en CTL à l'aide desdeux opérateurs temporels X (unaire) et U (binaire). L'ensemble des formulesd'état est dé�ni omme le plus petit ensemble :� ontenant true et l'ensemble AP des variables propositionnelles,� los par les onneteurs propositionnels (¬, ∨, ∧, →),� los par appliation de l'opérateur probabiliste [Φ]≥p où Φ est une formulede hemin et p ∈ [0, 1].La satisfation des formules est dé�nie omme pour CTL sauf pour l'opéra-teur probabiliste, qui a remplaé les quanti�ations existentielle et universellesur les hemins. Etant donné un système de transition probabiliste M et unétat s0 :
(M, s0) |= [Φ]≥p ssi Prob[{σ ∈ Path(s0) | (M, σ) |= Φ}] ≥ p31



Il est faile de véri�er (par indution sur la formule Phi) que la mesureProb[{σ ∈ Path(s0) | (M, σ) |= Φ}] est bien dé�nie.3.1.4 Model Cheking de PCTLL'algorithme onsiste à déterminer Sat(ϕ) = {s ∈ S | (M, s) |= ϕ parindution sur la formule d'état ϕ :
Sat(true) = S Sat(a) = {s ∈ S | a ∈ L(s)} si a ∈ AP
Sat(¬ϕ) = S − Sat(φ) Sat(ϕ1 ∨ ϕ2) = Sat(ϕ1) ∪ Sat(ϕ2)...Etant donné une formule de hemin Φ, le veteur x = (xs)s∈S est le veteurde probabilités dé�ni par : xs = Prob[{σ ∈ Path(s0) | (M, σ) |= Φ}].Pour déterminer Sat([Xϕ]≥p) = {s ∈ S | xs ≥ p}, il su�t de résoudre lesystème d'équations linéaires : x = P.b où b = (bs)s∈S est dé�ni par bs = 1 si

(M, s) |= ϕ, 0 sinon, et de omparer ensuite à p.Dans le as de Sat([ϕ1Uϕ2]≥p), on détermine d'abord :
S0 = Sat(ϕ2), S+ = Sat(∃(ϕ1Uϕ2)) omme pour le model heking de CTL,et S− = S − S+.Soit S′ = S−(S0∪S−). le veteur x = (xs)s∈S est alors solution du système :

xs =







1 si s ∈ S0

0 si s ∈ S−

Σt∈SP (s, t).xt si s ∈ S′Le système d'équations linéaires peut s'érire :
xs = Σt∈S′P (s, t).xt + Σt∈S0

P (s, t)

x = A.x+ P.boù A est la matrie P restreinte à l'ensemble S′ et b = (bs)s∈S est dé�ni par
bs = 1 si s ∈ S0, 0 sinon.La omplexité de et algorithme est en temps 0(poly(|S|).|ϕ|) et en espae
0(|S|2). Cette méthode de model heking est utilisée par le model heker pro-babiliste PRISM (Université de Birmingham).3.1.5 Véri�ation probabiliste (Couourbetis, Yannakakis)Le problème de la véri�ation qualitative est elui de la satisfation d'uneformule LTL par un système de transition probabiliste :étant donnés M = (S, P, S0, L) et Φ, existe-t-il un hemin σ d'origine s0 telque (M, σ) |= Φ, i.e. Prob[Φ] = Prob[{σ ∈ Path(s0) | (M, σ) |= Φ}] > 0 ?Le problème de la véri�ation quantitative onsiste à aluler Prob[Φ].Théorème 18. [?℄1. La satisfation d'une formule LTL Φ par une haîne de Markov M peutêtre déterminée en temps O(|M|.2|Φ|), et en espae polylogarithmique parrapport à |M | et polynomial par rapport à |Φ|.32



2. La probabilité de satisfation d'une formule LTL Φ par une haîne deMarkov M peut être alulée en temps polynomial par rapport à |M |,exponentiel par rapport à |Φ|, et en espae polylogarithmique par rapportà |M | et polynomial par rapport à |Φ|.Véri�ation quantitativeL'idée de la méthode onçue par C. Couourbetis et M. Yannakakis onsisteà transformer, étape par étape, la formule Φ et la haîne de Markov M enéliminant un par un les opérateurs temporels de Φ et en onservant la probabilitéde satisfation de la formule Φ. Au ours de ette transformation, une propriétéfondamentale des haînes de Markov est utilisée.Dé�nition 31 (Composante fortement onnexe terminale). Une omposantefortement onnexe C est dite terminale s'il n'existe pas d'arête sortant de C.Proposition 8 (Propriété fondamentale des haînes de Markov). Presque sû-rement, 'est-à-dire ave probabilité 1, tout hemin dans une haîne de Markovatteint �nalement une omposante fortement onnexe terminale C et visite in-�niment souvent tous les états de C.Transformation de la haîne de MarkovIl existe 2 sortes de transformation assoiées respetivement aus opérateurstemporels X et U . On dérit la transformation assoiée à l'opérateur U . Ononsidère la sous-formule (Φ1UΦ2) de Φ �la plus à l'intérieur possible�, 'est-à-dire les formules Φ1,Φ2 ne sont omposées que de propositions atomiques etde onneteurs propositionnels. On peut don évaluer les formules Φ1,Φ2 surtous les états et don déterminer Sat(Φ1) et Sat(Φ2). On va transformer lahaîne de Markov M en une haîne M′ et la formule Φ en une formule Φa surAP′ = AP ∪ {a} de manière à onserver la probabilité de satisfation.Pour ela, on e�etue une partition de S en 3 sous-ensembles disjoints
S0, S

−, S?tels que :� si s ∈ S0, alors Probs[(Φ1UΦ2)] = 1,� si s ∈ S−, alors Probs[(Φ1UΦ2)] = 0,� si s ∈ S?, alors Probs[(Φ1UΦ2)] > 0 et Probs[¬(Φ1UΦ2)] > 0.La onstrution de la partition s'e�etue en 4 étapes :1. S0 = Sat(Φ2), S
− = Sat(¬Φ1 ∧ ¬Φ2) ; on se restreint dans la suite ausous-graphe G sur les états qui satisfont Φ1 ∧ ¬Φ2,2. on met dans S− tous les s ∈ G tels qu'il n'existe pas dans G de heminde s à un état t tel que R(t, u) ave u ∈ Sat(Φ2), 'est-à-dire à partir de

s il n'est pas possible d'atteindre un état u ∈ Sat(Φ2) sans passer par unétat satisfaisant (¬Φ1 ∧ ¬Φ2),3. On met dans S0 tous les s ∈ G tels qu'il n'existe pas dans G de he-min de s à un état t ∈ S− ou qui possède une transition R(t, u) ave
u ∈ Sat(¬Φ1 ∧ ¬Φ2), 'est-à-dire à partir de s il n'est pas possible d'at-teindre un état dans S− sans passer d'abord par un état de S0,33



4. on met dans S? les états restants, 'est-à-dire S? = S − (S0 ∪ S−).Lemme 8. Soit ps = Probs[Φ1UΦ2]. Alors les probabilités (ps)s∈S peuvent êtrealulées à l'aide du système d'équations linéaires :
ps =







1 si s ∈ S0

0 si s ∈ S−
∑

t∈S p(s, t).pt si s ∈ S?De plus, e système admet une solution unique.Preuve. On onsidère les quatre as orrespondant aux étapes de onstrutionde la partition.1. Si s ∈ S0, (M, s) |= Φ2 et (M, π) |= (Φ1UΦ2) pour tout π ∈ Path(s).Si s ∈ S−, (M, s) |= (¬Φ1 ∧ ¬Φ2) et (M, π) |= ¬(Φ1UΦ2) pour tout
π ∈ Path(s).2. Si s ∈ S−, on prend π ∈ Path(s) :(a) soit π reste dans G, ne visite jamais un état satisfaisant Φ2, et don

(M, π) 6|= (Φ1UΦ2),(b) soit π sort de G en un état satisfaisant (¬Φ1 ∧ ¬Φ2).Dans les 2 as, (M, π) |= ¬(Φ1UΦ2).3. Si s ∈ S0, on prend π ∈ Path(s). Presque surement, π atteint �nalementune omposante fortement onnexe terminale C et visite in�niment sou-vent tous les états de C. On suppose que π ne sort jamais de G etdon C ⊆ G. Par onseéquent, tous les états de C ont été lassés dans
S− à la 2e étape, e qui ontredit le fait que s ∈ S0. De fait, π sortde G par une transition R(t, u) vers un état u ∈ Sat(Φ2) et par suite,
(M, s) |= (Φ1UΦ2).4. Si s ∈ S?, alors (M, π) |= (Φ1 ∧ ¬Φ2). Soit π ∈ Path(s) :
(M, π) |= (Φ1UΦ2) ssi (M, π1) |= (Φ1UΦ2)Si t est le premier état de π1, alors soit pt = Probt[Φ1UΦ2]. Il est failede voir que : ps =

∑

t∈S

P (s, t).ptOn onstruit ensuite une nouvelle haîne de Markov M′ = (S′, P ′, L′) et onrajoute une proposition atomique a : AP′ = AP ∪ {a} pour pouvoir remplaer
(Φ1UΦ2) par a dans la formule prinipale Φ.Les états de M′ sont dé�nis en prenant :� pour haque état s ∈ S0, un état (s, a) ∈ S′,� pour haque état s ∈ S−, un état (s,¬a) ∈ S′,� pour haque état s ∈ S?, deux états (s, a) ∈ S′ et (s,¬a) ∈ S′.La distribution initiale p′0 deM′ est dé�nie à partir de la distribution initiale
p0 de M par :

• si s ∈ S0 ∪ S−, p′0((s, εa)) = p0(s),
• si s ∈ S?, p′0((s, a)) = p0(s).ps et p′0((s,¬a)) = p0(s)(1 − ps).34



Les probabilités de transition dans M′ sont dé�nies par :
• si s, t ∈ S0 ∪ S−, P ′((s, εa), (t, ε′a)) = P (s, t),
• si s ∈ S0 ∪ S− et t ∈ S?,
P ′((s, εa), (t, a)) = P (s, t).pt et P ′((s, εa), (t,¬a)) = P (s, t).(1 − pt),

• si s, t ∈ S?,
P ′((s, a), (t, a)) = P (s, t).

(
pt

ps

) et P ′((s,¬a), (t,¬a)) = P (s, t).
(

1−pt

1−ps

),
• si s ∈ S? et t ∈ S0, P ′((s, a), (t, a)) = P (s, t) 1

ps
,

• si s ∈ S? et t ∈ S−, P ′((s,¬a), (t,¬a)) = P (s, t) 1
(1−ps) .La fontion d'étiquetage des états de M′ est dé�nie omme suit :

L′−1(a) = {(s, a) | s ∈ S},
L′−1

(b) = {(s, a), (s,¬a) | s ∈ L−1(b)} pour tout b ∈ AP .La nouvelle formule Φa est obtenue en remplaçant toutes les ourrenes de
(Φ1UΦ2) par a dans la formule Φ.Lemme 9. Tout hemin π′ = (s′0, . . . , s

′
i, . . .) de la nouvelle haîne M′ satisfaitla propriété suivante ave probabilité 1 :

(∀i ≥ 0) s′i satisfait a⇔ (M′, π′i) |= Φ1UΦ2.Preuve. Il su�t de montrer que :� Si s′0 = (s0, a) alors Prob[(M′, π′) |= Φ1UΦ2] = 1,� Si s′0 = (s0,¬a) alors Prob[(M′, π′) |= ¬(Φ1UΦ2)] = 1,Etant donné un hemin π′ dans M′, soit π le hemin dans M obtenu enprojetant les états de π′ sur leur première omposante.Premier as : s′0 = (s,¬a) et s ∈ S−.Soit G′
1 le sous-graphe de M′ restreint aux états dont la première omposanteest dans S− :

• si (M, s) |= (¬Φ1 ∧ ¬Φ2) alors (M′, π′) |= ¬(Φ1UΦ2),
• si (M, s) |= (Φ1 ∧ ¬Φ2) alors :� soit π′ ne sort pas de G′

1 et reste dans une omposante onnexe termi-nale dont tous les états satisfont (Φ1 ∧ ¬Φ2),� soit π′ sort de G′
1 en un état qui satisfait (¬Φ1 ∧ ¬Φ2).Deuxième as : s′0 = (s, a) et s ∈ S0.Soit G′

2 le sous-graphe de M′ restreint aux états dont la première omposanteest dans S0 :
• si (M, s) |= Φ2, alors (M′, π′) |= (Φ1UΦ2),
• si (M, s) |= Φ1 ∧ ¬Φ2, alors il n'existe pas de omposante fortementonnexe terminale dans G′

2, omposée d'états satisfaisants (Φ1 ∧ ¬Φ2)puisqu'une telle omposante serait dans G′
1 ; ave probabilité 1, touthemin π issu de s′0 visite un état satisfaisant Φ2 et satisfait (Φ1UΦ2).Troisième as : s′0 = (s, εa) ave s ∈ S?.SoitG′

3, respetivementG′
4, le sous-graphe induit sur les états (s, a), respetive-ment (s,¬a), ave s ∈ S?. Ces sous-graphes ne ontiennent pas de omposantefortement onnexe terminale de M′ puisqu'une telle omposante serait déjàdans G′

1. On remarque que : 35



• toute transition à l'extérieur de G′
3 apparaît sur un état de G′

2,
• toute transition a l'extérieur de G′

4 apparaît sur un état de G′
1.Soit π′ un hemin partant de G′

3. Ave probabilité 1, e hemin visite unétat de G′
2 ave tous les états préédents dans G′

3. Comme tout état dans G′
3satisfait (Φ1 ∧ ¬Φ2)) et que presque tous les hemins partant de G′

2 satisfont
(Φ1UΦ2), le hemin π′ satisfait (Φ1UΦ2) ave probabilité 1.Lemme 10. Les hemins π et π′ ont la même distribution de probabilité.Preuve. Il su�t de le montrer pour les enembles de base
C(ρ) = {π ∈ Path(s)|ρ = (s′0, . . . , s

′
n) pré�xe �ni de π}.On remarque que si (t, εa) est un état de M′ et qu'il existe une transi-tion R(s, t), alors (t, εa) a exatement un prédéesseur dans M′ de premièreomposante s.Partant d'un état s′n = (sn, εa) on proède � en arrière � pour obtenir ununique hemin s′0, . . . , s′n ave projetion s0, . . . , sn dans M.Il est alors faile de véri�er que :

• si εa = a, ProbM′(s′0, . . . , s
′
n) = ProbM(s0, . . . , sn).psn

,
• si εa = ¬a, ProbM′(s′0, . . . , s

′
n) = ProbM(s0, . . . , sn).(1 − psn

),Proposition 9. La probabilité de satisfation de la formule Φ dans M estpréservée, 'est-à-dire :ProbM[{π ∈ Path(s0) | (M, π) |= Φ}] = ProbM′ [{π′ ∈ Path(s′0) | (M, π′) |= Φa}]Preuve. Comme les hemins π et π′ ont même distribution de probabilités :ProbM[Φ] = ProbM′ [Φ] = ProbM′ [Φa]La seond égalité est une onséquene du fait que la formule (Φ1UΦ2) ≡ a surtout état des3.1.6 Classe RLPhemins de M′ ave probabilité 1.Complexité de l'algorithmeLes di�érentes étapes de l'algorithme d'élimination de la sous-formule (Φ1UΦ2)sont les suivantes.1. Évaluer Φ1 et Φ2 sur tout état de M.2. Initialiser S0 à Sat(Φ2) et S− à Sat(¬Φ1 ∧ ¬Φ2).3. Soit G le sous graphe induit sur les états satisfaisants (Φ1∧¬Φ2). Calulerles omposantes fortement onnexes de G.4. Traiter les omposantes de façon bottom-up : pour toute omposante for-tement onnexe terminale D de G, répartir les états de D dans S0, S− et
S? et supprimer D de G : 36



(a) s'il n'existe pas d'arête de M sortant de D ou si toute arête sortanteva à un état de S−, mettre D dans S−,(b) s'il existe une arête de M sortant de D et si toute arête sortante vaà un état de S0, mettre D dans S0,() sinon mettre D dans S−.Complexité en temps :Soit t le nombre de onneteurs booléen de (Φ1UΦ2). La taille de la for-mule Φa est |Φa| = |Φ| − t. Alors en reprenant la numérotation des étapes del'élimination sous-formule (Φ1UΦ2) :
• l'étape 1 s'e�etue en temps O(t.|M|),
• l'étape 2 s'e�etue en temps O(|M|),
• l'étape 3 s'e�etue en temps O(|M|).La onstrution de la nouvelle haîne M′ se fait en temps O(t.|M|) et l'éli-mination de Φ1UΦ2 au plus double le nombre d'états et d'arêtes.Le temps de onstrution de la haîne �nale est don en O(2|Φ|.|M|).Complexité en espae :La onstrution du graphe de la nouvelle haîne M′ utilise un espae en

O(|Φ| + log2(|M|)). En e�et, le problème d'aessibilité dans un graphe à nsommets utilise un espae O(log2 n).L'algorithme réursif permettant d'engendrer les états et les transitions dela haîne �nale possède les aratéristiques suivantes :
• la profondeur de réursion est |Φ|,
• la taille de la haîne de Markov (au plus) double à haque transformation.L'espae néessaire est don :

O(|Φ|.(|Φ| + log2(2|Φ|.|M|))) = O(|Φ|3 + |Φ|. log2(|M|)).3.2 Méthodes d'approximation pour la véri�a-tion probabilisteL'objetif de ette setion est de montrer plusieurs types de résultats :1. l'un de type négatif qui montre que l'existene d'un algorithme probabi-liste d'approximation (relative) en temps polynomial pour le alul de laprobabilité de satisfation d'une formule LTL entrainerait l'existene d'unalgorithme probabiliste pour déider tout problème de la lasse NP,2. l'autre de type positif qui montre l'existene d'un algorithme probabi-liste d'approximation (absolue) en espae logarithmique pour le alul dela probabilité de satisfation des formules LTL exprimant des lasses depropriétés intéressantes (monotones, anti-monotones),3. ette dernière méthode d'approximation permettant la oneption et l'im-plantation d'un model heker probabiliste (APMC : �Approximate Pro-babilisti Model Cheker�) 37



3.2.1 Problèmes de omptage et approximationIntuitivement, la lasse ♯P rend ompte des problèmes de omptage pour lenombre de solutions des problèmes de la lasse NP . Les problèmes de omptageassoiés à tous les problèmes NP -omplets onnus sont ♯P -omplets.On introduit la notion de shéma probabiliste d'approximation en tempspleinement polynomial qui est du à R. Karp et Luby [?℄. On onsidère un pro-blème de omptage et soit #(x) le nombre de solutions distintes pour uneinstane x de e problème. La taille de ette instane est notée |x|.Dé�nition 32. Un shéma probabiliste d'approximation (RAS) pour un pro-blème de omptage est un algorithme probabiliste A qui prend en entrée x, et2 nombres réels ε, δ > 0, et produit en sortie une valeur A(x, ε, δ) telle que :
Pr

(
|A(x, ε, δ) − #(x)| ≤ ε.#(x)

)
≥ 1 − δ.Un shéma probabiliste d'approximation est dit pleinement polynomial (FPRAS)si son temps de alul est borné par un polyn�me en |x|, 1

ε et log(1
δ ).La probabilité Pr est dé�nie sur les hoix aléatoires de l'algorithme. L'al-gorithme prend non seulement en entrée la donnée du problème, mais aussi 2paramètres : ε le paramètre d'approximation et (1−δ) le paramètre de on�ane.L'approximation est dite relative ar ε est un paramètre multipliatif qui prenden ompte la valeur de #(x).On adapte la notion de shéma probabiliste d'approximation aux problèmesde alul de probabilités. Un problème de alul de probabilités est dé�ni parla donnée d'une representation suinte d'un système probabiliste et d'unepropriété x. On désire aluler la measure de probabilités µ(x) de l'ensembledes hemins d'exéution satisfaisant ette propriété.Dé�nition 33. Un shéma probabiliste d'approximation (RAS) pour un pro-blème de probabilités est un algorithme probabiliste A qui prend en entrée x,et 2 nombres réels ε, δ > 0 et produit en sortie une valeur A(x, ε, δ) telle que :

Pr
(
|A(x, ε, δ) − µ(x)| < ε.µ(x)

)
≥ 1 − δ.Si le temps de alul de A est polynomial en |x|, 1

ε et log(1
δ ), A est dit pleinementpolynomial.Théorème 19. S'il existait un shéma probabiliste d'approximation pleinementpolynomial pour le problème de alul de la probabilité Prob[ψ] de satisfationdes formules ψ de LTL , alors NP ⊆ BPP .Preuve. On onsidère le fragment L(F) de LTL dans lequel F est le seul opé-rateur temporel. Le résultat suivant est dû à Clarke et Sistla [?℄ : le problèmede déider l'existene d'un hemin satisfaisant une formule de L(F) dans unsystéme de transition est NP -omplet. Leur preuve utilise une rédution entemps polynomial de SAT au probléme de déider la satisfation des formulesde L(F). 38



A partir de ette rédution, on peut obtenir une rédution, �solution à so-lution�, du probléme ♯SAT au problème de omptage des hemins �nie, delongueur donnée, dont toutes les extensions in�nies satisfont la formule asso-iée L(F). Soit ∧m
j=1 cj une formule SAT , sur les variables propositionnelles

{xi / i = 1, . . . , n}. On onstruit le système de transition probabiliste suivant
M = (S, P, y0, L) :� AP = {cj / j = 1, . . . ,m} (ensemble de propositions atomiques),� S = {xi / i = 1, . . . , n} ∪ {x′i / i = 1, . . . , n} ∪ {yi / i = 0, . . . , n},� P (yi−1, xi) = 1/2, P (yi−1, x

′
i) = 1/2 pour i = 1, . . . , n,

P (xi, yi) = 1, P (x′i, yi) = 1 pour i = 1, . . . , n, P (yn, yn) = 1,� L(xi) = {cj / xi appears in cj} pour i = 1, . . . , n,
L(x′i) = {cj / ¬xi appears in cj} pour i = 1, . . . , n.Maintenant si l'on onsidére la formule LTL ∧m

j=1 Fcj , il est faile de voirque toute valuation satisfaisant ∧m
j=1 cj orrespond à un hemin �ni allantde y0 à yn, dont toute extension in�nie satisfait la formule LTL ∧m

j=1 Fcj .Par onséquent, le problème de omter les hemins �nis , de longueur 2n,satisfaisant une formule de L(F) est ♯P -omplet.Une onséquene de e résultat est le aratère ♯P -dur du alul des proba-bilités de satisfation des formules LTL. On remarque ainsi que s'il existait unshéma probabiliste d'approximation pleinement polynomial pour le alul de
Prob[ψ] (ψ formule LTL), on pourrait approximer de manière e�ae ♯SAT .Un shéma probabiliste d'approximation en temps polynomial pour ♯SATpourrait alors être utilisé pour distinguer, étant donné une entrée x, entre leas ♯(x) = 0 et the as ♯(x) > 0, e qui fournirait un algorithme probabilisteen temps polynomial pour le problème de déision SAT .�D'après une onséquene d'un résultat de Jerrum, Valiant et Vazirani [?℄ etune remarque de Sinlair [?℄, l'existene d'un shéma probabiliste d'approxima-tion pleinement polynomial pour ♯SAT entrainerait RP = NP , où RP est lalasse des problèmes de déision qui possèdent un algorithme probabiliste entemps polynomial, ave erreur d'un seul �té.3.2.2 Approximation pour le model heking probabilisteDans ette setion, on onsidère ertaines restritions sur la lasse des for-mules LTL, et sur le type d'approximation (absolue), permettant d'obtenir desshémas probabilistes d'approximation e�aes pour le alul des probabilitésde satisfation.Pour de nombreuses propriétés intéressantes, omme l'aessibilité, la satis-fation par un hemin d'exeution de longueur �nie entraîne la satisfation partoute extension de e hemin. De telles propriétés sont appellées monotones.Une autre importante lasse de propriétés, omme les propriétés de sûreté, peutêtre exprimée omme négation de propriétés monotones. On peut ramener lealul de la probabilité de satisfation d'une propriété de sûreté au problèmepour sa négation, qui est une propriété monotone.39



Dans le but d'approximer la probabilité de satisfation Prob[ψ] d'une pro-priété monotone, on onsidère d'abord Probk[ψ], la mesure de probabilité as-soiée à l'espae probabiliste des hemins d'exéution de longueur �nie k. Learatère monotone de la propriété onsidérée permet d'obtenir le résultat sui-vant.Proposition 10. Soit ψ une formule LTL exprimant une propriété monotone et
M un système de transition probabiliste. Alors la suite (Probk[ψ])k∈N onvergevers Prob[ψ].La méthode onsiste à engendrer aléatoirement des hemins de longueur kdans l'espae probabilistie assoié et à aluler une variable aléatoire Y qui ap-proxime p = Probk[ψ]. La qualité de l'approximation sera orrete, i.e |Y −p| < ε(erreur relative), ave on�ane (1 − δ), après un éhantillonnage de taille po-lynomiale en 1

ǫ , log 1
δ . Ce résultat est obtenu à l'aide de la borne de Cherno�-Hoe�ding sur la partie terminale (�queue�) de la distribution de probabilitésd'une somme de variables aléatoires independantes.Le prinipal avantage de la méthode est qu'elle n'utilise seulement qu'unerepresentation suinte du système de transition dans un language d'entrée,omme par exemple Reative modules (PRISM), éliminant ainsi le problème deomplexité en espae, dû au phénomène d'explosion de l'espae des états.Dé�nition 34. Une représentation suinte, ou diagramme, d'un système detransition probabilisteM = (S, P, s0, L) est une représentation qui permet d'en-gendrer aléatoirement, pour tout état s, un état t tel que P (s, t) > 0.La taille d'une représentation suinte est beauoup plus petite que elledu système orrespondant. Par exemple, une representation suinte peut êtrefournie par programme représentant le système dans le language d'entrée d'unmodels hekers probabiliste tel que PRISM or APMC. De manière typique lataille d'une telle représentation suinte est polylogarithmique dans la taille dusystème.La fontion suivante Random Path utilise une représentation suintepour engendrer aléatoirement un hemin de longueur k et véri�er la formule ψsur e hemin :Random PathInput : diagramM, k, ψOutput : valeur de la formule ψ sur un hemin aléatoire π delongueur k1. Engendrer aléatoirement un hemin π de longueur k2. Si ψ est vraie sur π alors retourner 1 sinon 0On onsidère maintenant l'algorithme d'éhantillonnage GAA onçu pourl'approximation de Probk[ψ] : 40



Generi approximation algorithm GAAInput : diagramM, k, ψ, ǫ, δOutput : approximation de Probk[ψ]
N := ln(2

δ )/2ε2

A := 0For i = 1 to N do
A := A+Random Path(diagramM, k, ψ)Return Y = A/NThéorème 20. L'algorithme d'approximation générique GAA est un shémaprobabiliste d'approximation pleinement polynomial, ave erreur absolue, pour lealul de p = Probk[ψ] lorsque ψ est une formule LTL exprimant une propriétémonotone et p ∈]0, 1[.Preuve. On désire estimer p = Probk[ψ] par un éhantillonnage aléatoirede taille N . La variable aléatoire A est la somme de N variables aléatoiresindépendantes suivant haune une distribution de Bernouilli de probabilité p.On utilise la borne de Cherno�-Hoe�ding pour borner la probabilité d'erreur del'algorithme. SoitX1, ..., XN N variables aléatoires indépendantes qui prennentla valeur 1 ave probabilité p et 0 ave probabilité (1−p), et Y =

∑N
i=1Xi/N .Alors la borne de Cherno� donne :

Prob
(
Y < (p− ε)

)
< e−2N ·ε2 et Prob(Y > (p+ ε)

)
< e−2N ·ε2 .Dans l'algorithme préédent, si N ≥ log( 2

δ
)

2ε2 , alors :
Prob

(
p− ε) ≤ A/N ≤ (p+ ε)) ≥ 1 − δ. �On peut obtenir un shéma probabiliste d'approximation pour Prob[ψ] enitérant l'algorithme préédent. Le prinipal avantage de l'approximation ainsiobtenue est que la omplexité en espae est logarithmique.Corollaire 21. L'algorithme de point �xe obtenu en itérant l'algorithme d'ap-proximation GAA est un shéma probabiliste d'approximation, dont la om-plexité en espae est logarithmique, pour le alul de p = Prob[ψ] lorsque laformule ψ est �monotone� et p ∈]0, 1[.Preuve. Pour aluler une ε-approximation de Probk[ψ], on doit stoker les

N := ln(2
δ )/2ε2 résultats booléens de la fontion Random Path. L'espaenéessaire est logN et est indépendant d'une borne appropriée sur la longueur

k des hemins d'exéution engendrés pour obtenir une bonne approximationde Prob[ψ].Dans la suite, on rappelle quelques faits de base de la théorie des haînesde Markov et on donne un ritère sur la vitesse de onvergene de la méthodedans le as important des haînes de Markov irrédutibles et aperiodiques. Soit
P la matrie de transition d'une haîne de Markov �nie, en temps disret. Unehaîne de Markov est dite irrédutible si le graphe de transition sous-jaent estfortement onnexe. Une haîne de Markov est dite primitive si l'une des puis-sanes de la matrie de transition a tous ses éléments positifs. Il est bien onnuqu'une haîne de Markov est primitive ssi elle est irrédutible et aperiodique.41



Proposition 11. Soit P la matrie de transition d'une haîne de Markov pri-mitive et v un veteur de probabilités arbitraire. Alors limk→∞vP
k = u où uest l'unique veteur propre gauhe assoié à la valeur propre λ = 1.Si l'on démarre une haîne de Markov ave probabilités initiales données par

v, alors le veteur de probabilités v.P k fournit les probabilités d'être dans lesdi�érents états après k étapes. La proposition préédente établit le fait que laprobailité d'être alors dans l'état sj est uj.Le théorème suivant, onnu sous le nom de théorème de Perron-Frobenius ,est un résultat lassique de la théorie des matries.Théorème 22. Soit P une matrie primitive non négative d'ordre n. Alors ilexiste une valeur propre relle λ1 de multipliité 1 telle que λ1 > 0 et λ1 > |λj |pour toute autre valeur propre λj . Soit λ2, λ3, . . . , λn les valeurs propres de Pautres que λ1 ordonnées de manière que λ1 > |λ2| ≥ |λ3| ≥ · · · ≥ |λn| et que, si
|λ2| = |λj | pour un j ≥ 3, alors m2 ≥ mj , où mj est la multipliité de λj . Alors

P k = λk
1vu+O(km2−1|λ2|k)où u, v sont les veteurs propres gauhe et droit assoiés à λ1.Si de plus, P est une matrie de Markov, alors λ1 = 1.Ainsi le taux de onvergene est géométrique et le problème est de détermi-ner k tel que O(km2−1|λ2|k) ≤ ε. Si la multipliité de la seonde valeur propre λ2est 1, alors le nombre k d'itérations su�sant pour obtenir une ε-approximationest O(ln(1/ε)). En général, on ne onnaît pas de ritère de onvergene en tempspolynomial. Le model heker probabiliste APMC, qui implémente la méthodeprobabiliste d'approximation préédente, utilise un ritère d'arrêt pratique. Lenombre d'itérations peut être exponentiel dans la taille d'une representationsuinte du modèle. Cependant, la omplexité en espae est logarithmique etla méthode d'approximation peut être utilisée en pratique pour veri�er des sys-tèmes de très grande taille.
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