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I Motivations

Nous commengons ce polycopié en motivant I’introduction des nouvelles notions mathématiques qui
seront présentées en expliquant le role fondamental qu’elles vont jouer dans la modélisation de situations
physiques.

I.1 Quantités physiques et fonctions

Les quantités physiques peuvent étre décrites par des fonctions a une ou plusieurs variables a valeurs
réelles mais aussi vectorielles.
Exemple 1. On donne maintenant quelques exemples de quantités physiques, illustrées par des dessins.

1. Une chute verticale libre est décrite par la fonction h(t) décrivant la hauteur en fonction du temps.

2. La pression dans un tuyau d’air (flute) est décrite par la fonction p(x) donnant la pression en
fonction de la position x dans le tube.

3. La température a la surface du globe est décrite par une fonction T (¢, 8) donnant la température en
fonction de la position déterminée par la longitude ¢ et la lattitude 6.

H
4. La vitesse d’un fluide se déplacant dans I’espace est décrite par un champ de vecteur V(x,y, 7).

1.2 Lois de la physique et calcul différentiel

Depuis Newton (la pomme et la gravité), de nombreuses équations décrivant les lois de la physique
(gravité, mécanique des fluides, électromagnétisme) sont décrites par des équations différentielles, dont
I’objet est de prédire le comportement a long terme d’un objet a partir de son comportement infinitésimal
(a tres court terme). Un exemple important de ces lois est donné par

H
F=md
oul F est la force et @ 1’accélération, qui est la dérivée seconde de la position par rapport au temps :
- M
o’
Comme les quantités physiques font souvent intervenir des fonctions a valeurs vectorielles, il est

nécéssaire de disposer d’un calcul différentiel adapté aussi bien aux quantités scalaires (fonctions a valeurs
réelles) que vectorielles (fonctions a valeurs vectorielles).

I.3 Utilisation des lois et calcul intégral

Pour utiliser les lois décrite par des équations différentielles, on a besoin de les résoudre. Il nous faut
donc disposer d’un calcul d’intégrales fonctionnant aussi bien pour les quantités scalaires que vectorielles.

Remarquons aussi I’analogie entre différents types de quantités physiques : I’aire, la masse, le flux, la
force de pression et la probabilité d’occurence d’un évenement se calculent tous par des intégrales.
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I.4 Invariance par rapport a I’observateur

Depuis Einstein, et tout au long du siecle dernier, un role tres important a été joué dans la formulation
et la découverte des lois de la physique par le principe “relativiste” suivant : “Les lois de la physique ne
doivent pas dépendre de I’observateur”. Une autre manicere de formuler ce principe est de dire que “les
lois de la physique doivent étre formulées d’un point de vue qui est invariant par les symétries du systeme
considéré”.

En mécanique Newtonienne (par exemple la description du mouvement des astres du systeme solaire), la
symétrie qui intervient est la symétrie linéaire donnée par les rotations de 1’espace (transformations linéaires
respectant les longueurs).

En mécanique de la relativité retreinte (petites échelles, par exemple, pour les particules), la symétrie
est un analogue des rotations qui prend en compte la coordonnée temps : les transformations de Lorentz.

En mécanique de la relativité générale (tres grandes échelles, par exemple, I’univers), la symétrie est
donnée par les transformations arbitraires lisses (infiniment dérivables) des parametres (coordonnées de
I’espace temps).

Pour formuler les lois de la physique d’un point de vue ne dépendant pas du choix de 1’observateur (ou
du repere), on a donc besoin d’un calcul différentiel et intégral invariant par changement de coordonnées
arbitraires. C’est le langage des formes différentielles.

I.5 Formule fondamentale

Le lien entre le calcul différentiel et intégral est donné par la formule de Stokes

Sgda)zsg w.
D D

Cette formule est une généralisation de la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral

b
55 df = f f'()dx = f(b) - f(a) ::95 f.
[a,b] a {b+,a—}

.6 Nouveaux opérateurs et nouvelles intégrales

Les liens entre champs de vecteurs et formes différentielles vont permettre d’introduire des opérateurs
induits par I’opérateur de différentiation des formes d :
—
1. f +— grad(f) mesure la variation de la fonction f dans I’espace. Par exemple, si V est le potentiel

. = — :
electrique, £ = —grad(V) est le champ electrique.

2.V diV(T/)) est une fonction qui mesure la contraction ou 1’expansion d’un fluide dont le champ
des vitesses est le champ de vecteur V. Un fluide dont le champ de vitesse est de divergence nulle est
dit incompressible. La divergence est positive si le champ de vecteur ““s’écarte du point” et négative
si il “s’en rapproche”.



= - o ) ) . i

3. V > rot(V) est le champ qui dit a quel point le fluide tourne autour du point considéré. Par exemple,
si on prend un rond de fumée, on obtient un champ circulaire, centre de I’axe de rotation de la fumée.
On peut aussi penser au champ rotationnel du champ de vitesse du vent dans une tornade.

L’intégration des formes différentielles va aussi permettre d’introduire de nouvelles intégrales associées
aux champs de vecteurs : le travail d’un champ de vecteurs Ve long d’une courbe C, donné par I’intégrale
curviligne de la 1-forme associée a 7 et le flux d’un champ de vecteurs ? a travers une surface S, donné
par I'intégrale de la 2-forme associée AV,



II Fonctions d’une variable

(2-3 séances)

II.1 Fonctions et graphes

Définition. Une fonction (partiellement définie) f entre deux ensembles X et Y est la donnée d’un sous-
ensembles D C X (ensemble de définition) et pour chaque x € Dy, d’un unique élément de Y, noté f(x).
Une fonction dont le domaine de définition D est X tout entier est appelée une application.

De maniere équivalente, une fonction entre deux ensembles X et Y est la donnée d’un sous-ensemble
I'y € X X Y (son graphe) dont la projection I'y — X est injective. L'image de cette projection est appelée
son domaine de définition et notée D;.

Concretement, une fonction est souvent donnée par une formule, qui n’a un sens que si son argument
est dans le domaine de définition. Par exemple, la fonction x — 1/x est une fonction (partiellement définie)
de R dans R dont le domaine de définition est R*. La fonction logarithme In est une fonction de R dans R
dont le domaine de définition est R .

Quand on fait de I’analyse, il peut étre utile de s’autoriser a varier le domaine de définition. Par exemple,

1

la fonction x — +/x est une fonction définie sur R,, mais sa dérivée x X n’est définie que sur R?.

II.2 Limites, continuité
Nous allons maintenant nous restreindre aux fonctions d’une variable réelle.

Définition. Une fonction f :la, b[— R admet une limite en un point xy €la, b| si il existe un nombre réel ¢,
qu’on notera aussi lim,_,,, f(x), vérifiant que, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que |x — xo| < n implique

lf(x) =] - €

L’expression ci-dessus signifie en frangais que pour que f(x) soit proche de £ a € pres, il suffit que x soit
proche de xj a i pres.

Par exemple, la limite en 0 de la fonction id : x — x est 0, mais la fonction x — 1/x n’a pas de limite
en 0.
Proposition 1. Si f et g sont deux fonctions et si leurs limites existent en x,, on a

1. lim,,, (f + g)(x) = lim,,,, f(x) + lim,_,,, g(x).

2. Tim o (£-0)(0) = lim, g £(0). 1im, oy, g(2).

3. Silim,,,, g(x) #0,0na

lim (f/g)(x) = lim f(x)/ lim g(x).

Définition. Une fonction f :la, b[— R est dite continue en xy €la, b[ si sa limite en x, existe et si

lim f(x) = f(xo0).



D’un point de vue géométrique, une fonction f (qui est, rappelons-le, donnée par un graphe I'y C
la, b[XR) n’est pas continue en X, si, moralement, son graphe ne peut étre tracé sans lever le crayon. Par
exemple, la fonction qui vaut —1 pour x < 0 et 1 pour x > 0 n’est pas continue.

Proposition 2. Les sommes, produits et quotients de dénominateur ne s’annulant pas de fonctions continues
sont continus.
Exemple 2. 1. La fonction constante x «— c (pour c fixé) est continue.

2. La fonction x — ax est une fonction linéaire (pour a fixé) définie et continue sur R.

3. Les fonctions polynomiales (sommes et produits arbitraires des deux exemples précédents)

n

x> P(x) = Z ax'

i=0
sont continues sur R.

4. Les fractions rationnelles F = P/Q (avec P et Q des polynomes) sont continues en dehors des points
ou elles ont des poles (points ou Q s’annule).

5. Plus généralement, les fonctions analytiques (localement sommes de séries) comme
xn
X et = E -
n>0 n:

ou les fonctions trigonométriques

2n+1 x2n

xbosinx) = Y (<1 et xecos(x) = (<1)'

~ 2n+ 1)! ~ n!

ces formules sont obtenues en appliquant la relation ¢ = cos(x) + i sin(x)) sont continues.
ppliq

6. Plus généralement, les quotients de fonctions analytiques, comme tan(x), sont continues sur leur
domaine de définition (en dehors des points ou le dénominateur s’annule).

II.3 Calcul différentiel
(a) Dérivée, DL a ’ordre 1
On considere une fonction f définie au moins sur un intervalle ]a, b[. Soit x un nombre dans ]a, b|.

Définition. On dit que f est dérivable en x s’il existe un nombre, noté f'(x), tel qu’on puisse écrire

fx+h) = f()+ f/()h+ o(h)

ou o(h) est une quantité négligeable devant h, ce qui signifie qu’il existe une fonction €(h) tendant vers O
quand h tend vers O telle que o(h) = he(h).



Cette écriture est alors appelée DL a ’ordre 1. Elle n’est utile que lorsque 4 tend vers 0 (“infiniment
petit” ou “quantité évanescente”).
Une maniere équivalente de définir la dérivée est la suivante.

Définition. Une fonction f :]a, b[— R est dite dérivable en x, €)a, b| si la limite de I’expression w

existe quand h tend vers 0. Cette limite est notée f'(x,) et appelée la dérivée de f en x,.

Proposition 3. Les dérivées d’une somme, d’un produit, d’un quotient et d’'une composition sont données
par les formules :
I (f +8)(x0) = f'(x0) + &' (x0),
(Af) (x0) = Af"(x0) pour A € R,
(f8) (x0) = f'(x0)8(x0) + f(x0)g’(x0),
(Jgf)l (xo) = 1" (x0)g(x0)—f(x0)g’ (x0) si g(xp) # 0,

g(x0)?

(f 0 g)(x0) = f'(g(x0))g’ (x0)

Démonstration. Le résultat a propos de la somme et de la multiplication par un scalaire découle de la
définition de la dérivée. On a les égalités

SR W

Sfxo+h)g(xo+h)—f(x0)g(x0)
h
Sfxo+h)g(xo+h)—f(x0)g(xo+)+f (x0)g(xo+h)—f (x0)g(xo)

h)— .
(f&)xo+ 1}1 (f&)(x0) limy,_0

limh—>0 h
= lim,_ f(X0+hh)—f(X0)g(x0 + h) + limy,_ g(xo+h})l—8(xo)f(xo)
= limy,o L5 Timy, 0 g(xo + ) + Timy- 050 £(xp)

= f(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0).

La démonstration pour le quotient est donnée par une manipulation similaire. Donnons la démonstration
pour la composée de deux fonctions. Posons k(h) = g(xo+ h) — g(xp). On a limy,_,¢ k(h) = 0. On a les égalités

limy,_,

limy, 0 i Og)(XO+h})l—(f 0g)(xo) limy,_o A (g(XO+h)) f(g(x0))
limy,_o A (g(XO)+k) S (g(x0))
lim, f<g<xo)+k> fgxo) | k
h—0 h
— T f(g(xO)+k) f(g(x0)) k(h)
= limy_ -limy, 0 ==
/4
= f(g(x0))g’ (xO)-
O
Exemple 3. 1. On a (sinx) = cosx, (cosx) = —sinx, (tanx)’ = 1 + tan’> x = ﬁ (X" = nx""!,

(Inx) =1/x.

2. Ona(e) =e*. Si x* := ™ pour x > 0, on a (x*)’ = ax*".

On peut définir la dérivée seconde d’une fonction f en xy, notée f”’(xy) comme la dérivée de la dérivée.
On fait de méme pour les dérivées d’ordres supérieurs.

Exemple 4. Les fonctions de I’exemple 2 sont toutes infiniment continuement dérivables (dérivables a tout
les ordres ; on dit aussi lisses) sur leur domaine de définition.



(b) Différentielles de Leibniz

Définition. Notons dx a la place de h (ce qui nous rappelle qu’on y pense comme un “petit accroissement
de x”). L’égalité donnant le développement limité a ’ordre 1 devient

fx+dx) = f(x) + f'(x)dx + -

On notera df = f'(x)dx. Ceci définit d f comme une fonction des deux variables x et dx, qui est linéaire en
dx, et qu’on appelle différentielle de f.

Pour se préparer aux notations de la suite du cours, nous allons tout de suite parler du formalisme des
formes différentielles, sous-jacent a la manipulation des différentielles de Leibniz, méme si celles ci peuvent
étre vues comme une simple notation tres pratique pour les calculs.

Définition. Soit D C R un domaine. Une fonction
w(x,dx) = g(x)dx

de x € D et de dx € R qui est linéaire en dx est appelée une 1-forme différentielle sur D. L’ensemble des
1-formes différentielles sur le domaine D est noté Q' (D) et I’ensemble des fonctions (infiniment) dérivables
sur D est aussi appelé I’ensemble des O-formes différentielles et noté Q°(D).

La différentielle des fonctions est I’application

d: QD) — Q'(D)
fx) = df(x,dx) = f(x)dx

qui envoie une fonction f sur la 1-forme différentielle différentielle df = f’(x)dx.

Les fonctions peuvent étre additionnées et multipliées (car le produit de deux fonctions dérivables est
dérivable). On peut aussi multiplier une 1-forme w(x,dx) = g(x)dx par une fonction f(x) (a gauche ou a
droite) en posant simplement

(wf)(x,dx) = (fw)(x,dx) := f(x)g(x)dx.

La multiplication des 1-formes est appelée produit extérieur et notée par le signe A pour bien la différencier
de la multiplication des fonctions. En effet, elle donne toujours zéro quand on a une seul variable x :

f(x)dx A g(x)dx = f(x)g(x)dx A dx = 0.
Nous verrons plus loins une explication de ce phénomene étrange.
Regles de calcul sur les différentielles
1. (différentielle et dérivée) df = f’(x)dx (en particulier, d(1) = 0),

2. (somme) d(f +g) =df +dg,
3. (produit par un scalaire) d(Af) = Adf,
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4. (produit) d(fg) = fdg + gdf,
5. (principe de substitution) : si w = g(x)dx est une 1-forme, on peut réinterpréter x comme une
fonction de ¢ pour définir une 1-forme x*w dépendant de ¢, donnée par

x'w = g(x(0)d(x(1) = g(x())x' (H)dt.

On a alors I’égalité¢ x*(df) = d(f(x(¢))), qui correspond au théoreme de dérivation des fonctions
composées

d(f(x(0)) = [ (x@)x'(D)dt = f(x(1))dt.
Exemple 5. d(x*) = xdx + xdx = 2xdx (régle 3). On obtient de la méme fagon I’égalité
d(x") = nx""'dx,

et donc les différentielles de tous les polynomes. '

Exercice 1.— (2 faire en cours) Calculer de méme dx* en utilisant uniquement la régle 3.

Exemple 6. On peut trouver la différentielle de la fonction 1/u en dérivant la relation 1/u -u = 1 et en
utilisant la formule pour la différentielle d’un produit : on a

0=d(1)=d(1/u-u)=d(1/uwu+ (1/u)du

donc

du
d(1/u) = -,
u
soit par remplacement
—u'(x)
1 = .
d(1/u(x)) 20 dx

Exemple 7. Calculons la différentielle de u/v en dérivant la relation u = (u/v).v. On obtient
du = d((u/v).v) = vd(u/v) + (u/v)dv
ce qui implique
vd(u/v) = du — (u/v)dv

donc i J
vdu — udv
d(uv) = ===

soit par remplacement

v(x)du(x) — u(x)dv(x)  u' (x)v(x) — u(x)v'(x) J
v2(x) B Vv2(x) x.

d(u(x)/v(x)) =

1. Remarquer que la différentielle de la fonction x est dx (heureux pour la cohérence de la notation).
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Exemple 8. En utilisant la définition de I’exponentielle e* =}, ’;—T en termes de série (on admet que la
dérivation commute aux séries normalement convergentes), et la relation d(x") = nx""'dx, on obtient

d(x") nx""'dx X" dx
d Xy = = —_— —_— = x_
DT e

On retrouve aussi ainsi les dérivées des fonctions sin(x) et cos(x).

Exercice 2.— (a faire en cours) Calculer de méme la dérivée de ¢* ou u est une fonction de x.

Exemple 9. Le logarithme In(x) est défini comme une fonction inverse a l’exponentielle. On a en particulier
x = "W, En différenciant cette relation, on obtient

dx = d(e™™) = "@d(In(x)) = xd(In(x))

donc 4
d(In(x)) = 7’6

Exercice 3.— Calculer de méme la dérivée de In(u(x)), celle de a* = ¢*™@_ celle de x.

Exemple 10. La fonction racine carrée \x est définie comme I'inverse de la fonction carré u®. On sait en
particulier que x = (\/x)*. En différenciant cette relation, on obtient

dx = 2 xd(Vx)

donc i
X
d(Vx) = m

. A pon 7 —_ 2
Exercice 4.— Calculer de méme les dérivées de Vx2 + a2, e, x*.

Exercice 5.— Excursion en deux variables... Calculer la différentielle de x”, ou x et y sont variables. Retrouver les dérivées de

a*, x%, x*.

Justification mathématiques des regles 1.addition et la multiplication viennent directement des régles
correspondantes pour la dérivée. La substitution vient de la regle de dérivation d’une composée :

d(f(g(x) = (fg) (0dx = f'(g(x))g'(x)dx = f'(g(x))dg

qui est bien I’expression de la différentielle d f dans laquelle on a subtitué g(x) a x.>

2. Justification intuitive des régles : 1’addition est presque évidente, la multiplication en interprétant d(f(x)g(x)) comme
I’accroissement de 1’aire d’une rectangle a 1’ordre 1.

12



(c) Différentielle et dérivée

Le calcul sur les différentielles est completement équivalent au calcul sur les dérivées ; il est plutdt plus
facile a utiliser, parce que la formule de dérivation composée est “‘codée dans le formalisme”. La regle 1 dit
qu’on passe tres facilement de la différentielle de f a sa dérivée et réciproquement : d’ailleurs c’est a cause
de cette relation que la dérivée se note parfois d f/dx. Mais il ne faut pas les confondre, ¢ca conduirait a des
calculs incohérents. Les regles de calcul sur les différentielles de Leibniz sont équivalentes aux regles
de dérivation des fonctions ; en pratique, pour les calculs, on utilisera les unes ou les autres, au choix.

(d) Interprétation géométrique

Considérons I’écriture d(x*) = 3x*dx. Fixons une valeur de x. Alors cette écriture peut s’interpréter
comme I’équation de la tangente 2 la courbe d’équation y = x>, dans un systéme de coordonnées centrées
sur le point choisi. En effet, le coefficient de dx dans I’expression de la différentielle d f est f’(x) qui est le
coeflicient directeur de la tangente.

II.4 Primitives, intégrales
(a) Introduction

Intégrer, c’est ajouter une infinité de morceaux infiniment petits. L’intégrale d’une fonction a une va-
riable f(x) de domain de définition D, doit étre définie comme la surface (orientée) sous son graphe. Pour
donner un sens mathématique a cette définition, on recouvre R par les intervalles de longueur € > 0 donnés
par

P, =[ne,(n+ 1)e]

pour n € Z, et on approche I’aire sous le graphe par la somme des aires de petits rectangles de base
[n€, (n + 1)€e] (de longueur €) et dont le sommet de gauche est f(ne) :

(ne)

ne (n+ e

On peut donc approcher I’aire sous le graphe par la somme

I, = Z €f(ne).

nez, P,LfCDf
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Définition. L’intégrale de f sur Dy est donnée, si elle existe, par la limite

f f(x)dx :=lim ..
Dy e—0

On remarque que la notation pour I’intégrale fait intervenir I’expression f(x)dx, qui est aussi la notation
pour une 1-forme différentielle
w(x,dx) = f(x)dx € QY(D),

dont la variable dx représente la variable € tendant vers O et le produit f(x)dx représente 1’aire d’un rectangle
dont la base est de longueur “infinitésimale” (i.e., tendant vers 0) dx et de hauteur f(x) :

J)

dx

L’intégrale représente moralement la somme des aires de tous ces rectangles infinitésimaux, pour x variant
dans le domaine d’intégration.

Théoreéme 1 (de Riemann). Si Dy = [a, b] et f est continue sur [a, b], I'intégrale fa b f(x)dx existe.

Masse et centre de gravité Supposons maintenant que f représente la densité de masse par unité de
longueur, le long d’un barreau situé entre les abscisses a et b. Un petit morceau de barreau de longueur dx

situé a I’absisse x a donc une masse égale a f(x)dx. L'intégrale fa b f(x)dx est alors égale a la masse totale
M du barreau.

Dans ce modele, comment calculer la position du centre de gravité ?

Rappelons que la position du centre de gravité de masses ponctuelles m, ...m, est donnée par la moyenne
des coordonnées, pondérée par les masses :

1
Xg = (myxy + -+ + myx,).

mp+---+m,
Pour définir la position du centre de gravité du barreau, on approche, 1a encore, la distribution de masse
continue du barreau par une distribution discrete constituée des n masses ponctuelles Axf(x;). L’abscisse
du centre de gravité des n masses est alors

1l b-—a<
— X f ().
M n kzz(;
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N Lo Lz b
D’apres le théoreme précédent, lorsque n tend vers +oo cette somme converge vers % fa xf(x)dx.

Exercice 6.— Faire le calcul pour un barreau situé entre x = 0 et x = 1 avec une densité de masse donnée par p(x) = x.

(b) Intégrale et primitives

La définition de I’intégrale que nous avons donné dans la section précédente est tres générale mais peu
adaptée au calcul. Nous allons maintenant voir comment calculer concrétement des intégrales, en utilisant
le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral.

Définition. Soit f une fonction sur un intervalle la, b[. On appelle primitive de f toute fonction dérivable
F surla, b| telle que
F'(x) = f(x) pour tout x €la, b[.

Si F et G sont deux primitives de f sur |a, b[, la différence F — G est une fonction constante.

Exemple 11. La fonction sin x est une primitive de cos x sur R car (sin x)’ = cos x. Les primitives de cos x
sont sin x + ¢ ou ¢ est une constante. Les primitives de sin x sont — cos x + ¢ ; les primitives de e* sont e*+c;

n+1 . o,
celles de x" sont -— pour n > 0; Les primitives de }C sont In |x| + ¢ sur ]0, +oo[ ou In|x| + ¢, sur ] — o0, 0.

Théoreme 2 (fondamental du calcul différentiel et intégral). Si F' est une primitive quelconque de f, i.e.,
F=f
alors

b b
f dF = f f(Hdt = F(b) — F(a).

Théoreme 3. Si f est continue, F(x) = fa ' f(t)dt est une primitive de f (dessin).

Exemple 12. La distance parcourue est une primitive de la vitesse. Dans une voiture, on a deux cadrans,
un pour la vitesse et I’autre pour une primitive.

(c) Propriétés

Proposition 4. L’intégrale est une opération linéaire en les fonctions : on a

b b b
f [/(0) + g()ldx = f Fdx + f ¢

b b
f Af(x)dx = A f f(x)dx pour toute constante A.

L’intégrale est monotone (elle respecte les inégalités) :

et

b b
Si f(x) < g(x) pour tout x € [a, b] alors f f(x)dx < f g(x)dx.
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L’intégrale est compatible aux découpages du domaine d’intégration (relation de Chasles) : si on définit
par convention fba f(dt .= — fa ’ f(dt, ona

C b c
f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx.
a a b

En intégrant les formules de dérivation d’un produit et d’'une composée, on obtient deux regles de calcul
de primitives.

(d) Intégration par parties

Proposition 5. Pour u et v dérivables de dérivées continues, on a

b b
f udv = [uv]Z—f vdu,

ou de maniere équivalente,

b b
f(uv’)(x)dx = [(uv)(x)]z —f (u'v)(x)dx.

Démonstration. La formule fondamentale du calcul différentiel et intégral appliquée a F' = uv nous donne

b b b
[uv]’ = uv)(b) — (uv)(a) = f d(uv) = f udv + f vdu

b
f udv = [uv]Z - fvdu.

On utilise I’intégration par parties quand vdu est “plus simple” que udv, comme on va le voir dans
I’exemple suivant.

donc

O

Exemple 13. Pour calculer fol xe*dx, posons u(x) = x et v(x) = e*. Ona du = dx et dv = e¢*dx. On a

fol xetdx = fol udv = [luv](l) - fol vdu
[xe*]y — [ €*dx = [xe*]) — [e*]) car e* est une primitive de e*
(lepl —=0e%) — (¢! =) =(e=0)—(e—1) = 1.
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(e) Changement de variables

Si ¢ est une fonction dérivable, on a

0(B) 8
f flp)dp = f Fle@®))¢ (tdt.

e(@)

Un moyen simple d’exprimer la méme regle de calcul est de dire que la valeur de I’intégrale ne change pas
lorsque qu’on ré-interprete x comme une fonction, ou encore que la notation f f(x)dx de l'intégrale est
compatible avec le formalisme des différentielles de Leibniz.

Exemple 14. Pour calculer fol V1 — u*du on pose u(t) = sin(t), on écrit du = u'(t)dt = cos(t)dt, ce qui
nous dit par quoi il faut remplacer le du dans la formule. On obtient donc

PNT=du = [ N1 =sin*tcosde = [ cosX(p)dr

_ /2 1+cos(2t) 3, _ x
= [y A=

Rappel : Les formules suivantes seront utiles dans les calculs d’intégrales :
1 + cos(2¢) _ 1 —cos(2r)

cos’(f) = ————2, sinz(t) = > ,

2 sin(2¢) = 2 sin(?) cos(?).

Exemple 15. Pour calculer fle %du, on pose u(t) = €', donc du = é'dt, ce qui donne

. 1
(lnu)2 f ga’t—f 2dt = [i] _ 1
1 u 3 0 3

(f) Aire sous un graphe et aires dans le plan

On utilise maintenant les intégrales de fonctions a une variable pour calculer des aires.

Aire d’une arche de sinusoide. Considérons le graphe de la fonction y = sin x pour x entre O et &. Cette
fonction est positive sur cet interval. Calculons I’aire de la surface limitée par le graphe de cette fonction et
I’axe Ox. Cette aire a pour valeur

S = f sin xdx = [—cos x]§ = (—cosm) — (—cos 0) =
0

car — cos x est une primitive de sin x.
Aire d’une ellipse. Considérons la surface bordée par la courbe

2 2

Xy

—+ﬁ—1@y—ib 1-—

ol a et b sont strictement positifs. C’est une ellipse. La demie-ellipse supérieure est limitée par I’axe Ox et

le graphe de la fonction positive
2

y=fx)=b 1—%
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qui est définie sur [—a, a]. Donc la surface de I’ellipse est donnée par

S =2 f f(x)dx.
On effectue le changement de variables
x=acosty=bsint;t € [0,n].
Ilestclairquesit =m,onax=—aetsit=0,onax=a.Donc

S

2 [*bsintyd(acos ) = 2 [ (bsint)(~asin s
~2ab [ sin’ tdt = 2ab [ sin® tdt = ab [ 2 sin® tdt

ab (1 = cos 20)dt = ab [t — 52| = nab.

Pour a = b = r, on obtient que I’aire d’un disque de rayon r est 772
Rappel. 2sin’ 7 = 1 — cos 21.

(g) Bonus : intégrale et probabilités

Mon RER est censé arriver a la station Saint-Michel a 8h05. En pratique, il arrive parfois a 8h07, parfois
plus tot ou plus tard, en gros entre 8h00 et 8h10. En notant chaque jour, pendant une longue période, les
heures réelles d’arrivée, on observe un certain nombre de trains arrivés entre 8h00 et 8h01, un autre nombre
entre 8h01 et 8h02, etc. On peut modéliser ceci par une certaine fonction f appelée densité de probabilité,
en disant que la probabilité qu’un train arrive entre xk et (x + dx)h est donnée par f(x)dx. La probabilité
que mon RER arrive entre les temps 7, et ¢, est alors données par

f fdt,

En pratique (et on peut le justifier théoriquement) il arrive souvent que la densité de probabilité suive une

courbe de Gauss, autrement dit que
1

o V2

ou 7y, est I’heure moyenne d’arrivée, et o I’ écart-type.

e_%( _(r

J@ =

II.5 Courbes paramétrées

Dans ce cours, nous utiliserons deux manieres de définir des courbes : I’une par les équations, 1’autre par
les paramétrisations. Le lien entre ces deux approches est donnée par le théoreme des fonctions implicites,
que nous verrons plus loin.

Par exemple, le cercle S! peut étre défini par I’équation

S'={(xy), ¥ +y* =1},
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qu’on peut voir en physique comme le systeme de contraintes imposé au mouvement d’un objet qui est
attaché a un axe fixe a I’aide d’une barre métallique rigide de longueur 1.
D’autre part, le cercle S peut aussi étre défini comme I’'image de la paramétrisation

M(t) = (cost,sint) pour ¢ € [0, 2n],

qu’on peut voir en physique comme le mouvement d’un mobile donné par ses coordonnées en fonction du
temps.

Remarquons que cette paramétrisation n’est pas la premiere qui saute aux yeux quand on regarde le
cercle défini par son équation. Il est ainsi plus naturel (car généralisable) de paramétrer le cercle en résolvant
(localement) I’équation x*>+y? = 1 en fonction d’une des deux variables, pour décrire, par exemple, le demi-
cercle supérieur par la paramétrisation

M(x) = (x, V1 — x?)

pour x € [—1,1]. Ce type de paramétrisation des solutions d’une equation existe toujours localement

dans des situations tres générales, grace au théoreme des fonctions implicite, qui donne un lien entre pa-

ramétrisations (mouvement d’un mobile en physique) et équations (contraintes sur le mouvement).
Revenons maintenant au point de vue paramétré.

(a) Définition, exemples

Définition. Soit I un intervalle de R. Une courbe du plan de paramétres dans I est une fonction
M: I — R?
t = (x(0),y(0)

De méme, une courbe paramétrée de l’espace de paramétres dans I est une fonction

M: I — R3

t = (x(0), (), 2(1))
Exemple 16. La courbe définie par les fonctions x(t) = at + by et y(t) = axt + b, avec (a,,a;) # (0,0) et
t € R est une droite dans le plan. Si a; = 0, c’est la droite verticale x = by, et si a, = 0, c’est la droite
horizontale y = b.
Exemple 17. On peut paramétrer une méme courbe C de plusieurs manieres différentes. Par exemple, la
droite y = x peut étre paramétrée par
x(t) =1t, ¥ =t, teR,
mais aussi par
x(t) = 2t, y(t) = 2t, teR.

Exemple 18. La courbe définie par x(t) = cost et y(t) = sint pour t € [0, 2n] est le cercle de centre O et de
rayon 1.
Exemple 19. La courbe définie par x(t) = cosInt et y(t) = sinlnt pour t € [1, ] décrit le méme cercle,
mais avec une vitesse différente.

Exemple 20. Le mouvement d’un mobile dans le plan peut étre modélisé par une courbe paramétrée du
plan.
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(b) Vecteur vitesse et droite tangente

Définition. Le vecteur vitesse d’'une courbe M(t) = (x(t),y(t)) du plan (ou d’une courbe M(t) =
(x(2), ¥(1), z(t)) de ’espace) est le vecteur des dérivées T/)(t) = (X' (1), y' (1)) (ou V(t) = (X'(1),y'(1),7(1))
de ses coordonnées par rapport a la variable t des parametres. Le vecteur accelération est le vecteur vi-
tesse du vecteur vitesse, c’est a dire le vecteur des dérivées secondes des coordonnées de la courbe par
rapport au parametre.

Définition. Un point d’une courbe paramétrée C est dit stationnaire si le vecteur vitesse de la courbe
s’annule en ce point. Il est dit ordinaire sinon. Un paramétrage (resp. une courbe paramétrée) dont tous les
points sont ordinaires est dit régulier (resp. réguliere). Si My = M(ty) est un point ordinaire d’'une courbe
paramétrée, la droite paramétrée par

T(t) = M(tg) + - V(1)

est appelée tangente de la courbe C en le point M(ty). Plus précisément, si My := M(ty) = (x(ty), y(t))
est un point ordinaire d’une courbe paramétrée dans le plan, la droite tangente a la courbe en M, est
paramétrée par

xr(1) = x(to) + X'(to)t yr(t) = y(t0) + y'(to)t.
De méme, si My := M(ty) = (x(ty), y(ty), 2(ty)) est un point ordinaire d’une courbe paramétrée dans [’espace,
la droite tangente a la courbe en My, est la droite paramétrée par

xr (1) = x(to) + X' (o)t yr(t) = y(to) + y' (o)t zr(1) = z(to) + 2 (to)t.
Exemple 21. Le cercle unité C paramétré par
x(f) = cost y(t) = sint t € [0,2n]

a pour tangente en My = M(r/4) = (1/ V2, 1/ \/E) la droite tangente définie par

S PR S S

V2 V2 2

&l-

soit

x+y= V2.

(c) Longueur

Définition. La longueur d’une courbe paramétrée C est ’intégrale de la longueur de son vecteur vitesse

by
longueur(C) ::f |V ()dt.

Dans le cas d’une courbe M(t) = (x(t),¥(t)) : [a, b] — R? du plan, ceci donne

b
longueur(C) = f V)2 + (7 ()2
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Dans le cas d’une courbe M(t) = (x(1), y(t), z(t)) : [a,b] — R de I’espace, ceci donne

b
longueur(C) = f V() + (7 (0))* + (Z(1))2.

Proposition 6. La longueur d’une courbe réguliere ne dépend pas du paramétrage.

Démonstration. Ceci découle de la formule de changement de variable dans I'intégrale : si M,(r) et M,(¢)
sont deux paramétrages réguliers, on peut passer de I'un a ’autre par un changement de variables @ :
[a, b] — [c,d] de dérivée strictement positive. On a alors (par exemple en dimension 2)

bff VO @))% + O ((0))2 P (1)t
[V (@O + O DUV (1)ds
[ V&50)7 + (4(0))%dt.

[* V@Y + o @) du

Exemple 22. Le cercle paramétré C(t) = (cost,sint) est de longueur
21
L= Veos? 1 + sin®t = 2.
0

Exemple 23. Calculer la longueur du segment passant par le point M(0) = (xo, o) et de vecteur vitesse
(u,v), dont la paramétrisation est donnée par

M(1) = (xo0,y0) + 1 - (u, V).

(d) Exemple d’étude complete d’une courbe paramétrée

Nous allons étudier et tracer la courbe paramétrée

M) = (x(t), y(1)) = (cos ¢, sin é) .

Période : Les fonctions x et y sont définies sur R. Or cos ¢ est de période 27 et sin(z/3) est de période 6,
donc M(¢) est de période 6, i.e.,
M(t + 6m) = M(1).

Symétries et parité des coordonnées : On se place sur I’intervalle [-37, 37]. L’application @ : ¢ +— —t
est une bijection entre [0, 3] et [-37,0], eton a

x(=1) = x(1) et y(=1) = =y(@).

La courbe est donc symétrique par rapport a I’axe Ox. On I’étudie sur [0, 37] est on completera par la
symétrie S| par rapport a Ox. L’application ®, : T +— 37 — ¢ est une bijection de [0, 37/2] sur [37/2, 37], et
on a

x(3m —t) = —x(¢) et y3r — 1) = y(¢).
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La courbe est symétrique par rapport a Oy. On 1’étudie sur [0, 37/2] et on completera par la symétrie S ,
par rapport a Oy.

Vecteur vitesse : On a de maniere immédiate
(1) = —sint et y (1) = x cos &
X' (t) = —sinte = —COoS —.
Y 393
Sur I'intervalle [0, 37/2], x" s’annule en O et 7, et y’ en 37/2.

Tableau de variation :

t 0 V4 3m/2

x'(t) - 0 +

I

1
y(®) V3/2
0
Y () + 0
(Y /x)®) | o 00 0

Intersection avec Oy : L’équation x(¢) = 0 a comme solutions ¢ = 37/2 et t = n/2. Cette deuxieme
valeur donne, par symétrie, un point double de coordonnées (0, 1/2).

Tracé de la courbe :

On trace I’arc de courbe obtenu lorsque ¢ varie de 0 a 37”, et on complete par les symétries par rapport
aux axes.
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III Fonctions de plusieurs variables

(2-3 séances)

III.1 Calcul vectoriel

7’ o 0 pd . H
Définition. Un vecteur de R" (n = 1,2,3) est la donnée de deux points A et B de R". On notera AB le
vecteur d’origine A et d’extrémité B. Deux vecteurs sont considérés comme égaux si on peut obtenir [’un
par ’autre en utilisant une translation.

Définition. Si (x4,y,) et (xp,yp) sont les coordonnées de deux points A et B dans le plan, alors les coor-

— — —
données (xg — x4, Vg — Ya) Sont appelées les composantes du vecteur AB. La norme de AB, notée ||AB||, est
définie par

—

IABll = /G = x4)* + (v5 = ya)*-
C’est la longueur du segment joignant A a B. De méme, si (X, ya,24) et (Xp, Vg, 2p) sont les coordonnées
de deux points A et B dans [’espace, alors les cooordonnées (xg — xa,Yp — Ya, 2B — Za) Sont appelées les

— — = o
composantes du vecteur AB. La norme de AB, notée ||AB||, est définie par

—>
IABI| = V(xp — x4) + (5 = ya)* + (25 = 22)*.
Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont les mémes composantes.

— —
Remarque 1. Les vecteurs AB et CD sont égaux si et seulement si le polygone (ABDC) est un pa-
rallelogramme.

Exemple 24. Soient A = (1,1), B=(2,3), C =(3,2) et D = (4,4).

% D

X

— =
Alors AB et CD sont égaux car ils ont comme composantes (1,2).

Définition. Soient V; et 72 deux vecteurs du plan de composantes (ay, b;) et (a», by) respectivement. La
somme?l) +V; est un vecteur de composantes (a, + a,, by + b,). Si A est un nombre réel, on définit v, comme
un vecteur de composantes (day, Aby). Le produit scalaire de Vf et72> est le nombre

- -
Vi Vs = aja; + b1b;.
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A —> — .
De méme, si vi et v, sont deux vecteurs de l’espace de composantes (a,, by, cy) et (as, bs, cy) respectivement,
_) % . 7 Ve .
la somme vi + Vv, est un vecteur de composantes (a, + ay, by + by, ¢y + ¢3). Si A est un nombre réel, on définit
—> . . - =
Avi comme un vecteur de composantes (day, Aby, Acy). Le produit scalaire de vi et v; est le nombre

- —
V1 - Vs = ayay + b1by + crcs.

Deux vecteurs vy et vy sont dits orthogonaux si vi - vo = 0. Si v et v; sont non nuls, le cosinus de [’angle

—
. > —> L . . . .
orienté vi,v; est le nombre vérifiant I’égalité

- - = >
795 = il el - cos (V33
Proposition 7. On a
- — - —
Vi -V2 = VooV
G1+M) V3 = Vi -V3+V 73
—\ — -
() -vy, = A(] -3)

Démonstration. (premiere partie) On écritﬂ> = (ai, by) et72 = (ay,b).Ona

T - =
ViV =aiap + b1b2 = ara; + bzb] =V V.

O

On admet que le déterminant de trois vecteurs i, v, W est le volume orienté du parallélépipede engendré
(signe positif si la base est directe). On peut le calculer par “développement selon la premiere colonne”, et
. . . . - P
il apparait alors comme le produit scalaire de # par un vecteur noté v A w.

Définition. Le vecteur V AW est appelé produit vectoriel de V parw. C’est I'unique vecteur tel que pour

- .
tout vecteur u, on ait
det((Z,V, W) =1 - (W AW).

En coordonnées, ona

-, o
Vi Avy = (bicy = byey, ciay — cray, a1by — axby).

Proposition 8. Le produit vectoriel vérifie les propriétés suivantes :

(antisymétrie) 71) A 72) = —7; A 71)
(associativité) Vi A (Vs AV3) V1 AV3) A Vs
(bilinéarité) (V1 + Lvs) A Vs AV AV + v AT,

Démonstration. L’ antisymétrie et la bilinéarité découlent directement des propriétés analogues pour le
déterminant (multilinéarité et antisymétrie). L’associativité découle aussi de la définition ou se démontre
a partir de la formule. |

Etant donnée I’interprétation en termes de volume, le déterminant est nul si et seulement si les trois
vecteurs sont liés, donc
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L= — ., . - -
1. si V et w sont colinéaires, alors v A w = 0.
, . — —_ . . —> — sz .
2. réciproquement, v A w = 0 si et seulement si v et w sont colinéaires.
LD - . L= £ - >
3. dans le cas contraire, i - (V AW) = 0 si et seulement si % est dans le plan engendré par v et w.

On en déduit que V A W est orthogonal au plan engendré par v et w. D’autre part, si # est orthogonal &
3 AW de norme 1, le volume du parallelepipéde vaut I’aire de la face engendrée par v et w. On en déduit
que la longueur de vV A W est I’aire de cette face.

On a donc démontré le résultat suivant :

.o S — - > — . NPT
Proposition 9. Le vecteur vi A v; est orthogonal aux vecteurs vi et v5. La norme ||71) A V|| est égale a l’aire

N " = = - = = . - > .
du parallelogramme de cotés vi et v;. On a vi A vy, = 0 si et seulement si v et v, sont proportionnels,
y N . ) d —> — — ~
c’est-a-dire qu’on a vi = Av; ou v, = Avy avec A une constante réelle.

III.2 Fonctions et graphes

Définition. Soit n et k deux entiers. Une fonction f de a n variables et k coordonnées est une fonction
(partiellement définie) de R" dans R, dont le domaine de définition sera noté D; C R". Rappelons que
la donnée de f est la donnée de Dy C R" et d’un sous-ensemble Ty C Dy x R appelé le graphe de f et
Vvérifiant que la projection I'y — Dy est une bijection. Ceci signifie que pour chaque x € Dy, on se donne
un unique élément, noté f(x) de R¥, tel que (x, f(x)) € Iy

Par convention, on appelera souvent fonction une fonction a valeur réelle (k = 1).
Si M est le point du plan (resp. de I’espace) de coordonnées (x, y) (resp. (x, y, 7)), on peut noter par f(M)
ou par f(x,y) (resp. f(x,y,z)) la valeur de f au point M.

Exemples.

1. La température sur une plaque rectangulaire peut étre modélisée par une fonction 7 définie sur un
rectangle du plan a valeurs dans R.

2. La fonction f(x,y) = x*> — 3y est a valeurs dans R.

3. La fonction f est dite linéaire si ses accroissements sont proportionnels aux accroissements des
variables, autrement dit si elle est du typef(x,y) = ax + by (on parle aussi de forme linéaire =
application linéaire de R? dans R).

Dessins En une variable, le graphe d’une fonction f a valeurs réelles était I’ensemble des points du plan
de coordonnées (x, f(x)); c’est une courbe. Le graphe de la fonction f : D; — R de deux variables a
valeurs réelles est la partie

{(X,y’f(xa)’)) (X’)’) € Df}

de I’espace R*. On I’appelle aussi surface représentative de f (dessins).

Remarque 2. En physique, il est fréquent de travailler avec des fonctions ayant plus de trois variables.
Par exemple, le Boson de Higgs, qui est |’élément donnant leur masse aux particules du modele standard
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des particules élémentaires, est modélisé par une fonction ¢ des quatres variables (x,y, z,t) de coordonnées
I’espace temps. Un autre exemple de fonctions de quatres variables (a valeur vectorielle) jouant un role
important en physique est donnée par le champ potentiel electromagnétique

Z:R4—>R4.

III.3 Limites, continuité

Définition. Soit f(xi,...,x,) une fonction a n variables, définie au voisinage d’un point My = (y1,...,y,)
sauf peut-étre en My. On dit que f(M) = f(xi,...,x,) tend vers £ quand M tend vers My si la propriété
suivante est satisfaite : quel que soit € > 0, il existe un nombre a > 0 tel que

sipourtouti=1,...,n |x;—y| < a,x; #y;alors |f(x,...,x,) — L| < €.

En dimension n = 2, la propriété précédente dit que f(M) appartient a I’intervalle |L — €, L + €[ des que
M est dans le carré de centre M, et de taille 2a X 2a et M # M,.

Comme pour les fonctions a une variable, les limites ont de bonnes propriétés de commutation aux
opérations standards sur les fonctions.

Proposition 10. Le passage a la limite commute a la somme, au produits par un scalaire, au produit et au
quotient (de dénominateur non nul) de fonctions.

Démonstration. On ne va démontrer le résultat que pour la somme, les autres démonstrations €étant simi-
laires. Posons
L= lim f(M)etH = lim g(M).
M— M, f( ) M- M, g( )

Par définition de la limite, pour tout € > 0, il existe a; > 0 et @, > 0 tels que
VYi=1,...,n, |xi—yl <a; = |f(x1,....,x,) — L| <€/2

et
Vi=1,....n, |xi—yil <a; = |gx1,...,x,) — H| <€/2.

Si on pose @ = min(a, @), on a

Vi=1,...,n, |[xi—yil<a=|f(x1,...,x,) — L <€/2et|g(xy,...,x,) — H| <€/2
donc par I’inégalité triangulaire

fCes e X)) + 8(xg, .0, x0) = (L+ H)| < | f(x1,. .00 ) = L+ [g(x1, ..., x) — H,

on obtient
Vi=1,...,n |xi—yl<a

U
lf(xt,...,x) +8(x1,...,x,) —(L+ H)| <€/2+¢€/2 =€
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Définition. On dit que f est continue en M, si
Jim f(M) = £(o)

On dit que f est continue si elle est continue en tout point de son domaine de définition.

Corollaire 1. Si f et g sont continues en My et A € R, alors f + g, Af, fg sont continues en M. Si de plus
g(My) # 0, alors f|g continue en M.

Proposition 11. Si f est une fonction a n variables continue en M, et g est une fonction a une variable
continue en f(My) alors g o f est continue en M.

Démonstration. Comme f est continue en M, on a
lim f(M) = f(M,).
Jim ) = f(My)
Comme g continue en f(M,), on a aussi

lim M) = g(M,).
lim g(') = g(My)

En combinant ces deux résultats, on obtient
A}L%O(g o fY(M) = (g o f)(Mop).
O

Exemple 25. La fonction e~ est continue en tout point car (x,y) = x* + y* est continue partout (somme
et produits de fonctions continues) et x — e* aussi.

Exemple 26. Soit f la fonction définie par :

f,y) =4 ¥ +y2 si (x,y) # (0,0)

0 sinon.

Cette fonction est continue en (0,0) sur toute droite passant par l’origine, mais pas continue le long de la
parabole y = x?, donc elle n’est pas continue en (0, 0).

Remarque 3 (changement de variables). Soient u(x,y) et v(x,y) deux fonctions de deux variables x et y, et
f(u,v) une fonction de deux variables u et v. Si on remplace les variables u et v par les fonctions u(x,y) et
v(x,y), on obtient une fonction des deux variables (x,y) :

F(x,y) = f(u(x,y), v(x,y)).

Si f, u et v sont continues, F est aussi continue.
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III.4 Dérivées partielles, différentielle

(a) Dérivées partielles d’ordre 1

Définition. Soit f(xi,..., x,) une fonction a n variables définie au voisinage d’un point My = (y1,...,Y,).
On appelle dérivée partielle de f en M relativement a la variable x; la dérivée (si elle existe) de la fonction
Fix)=fO1yeees X ,ueis V)

Elle est notée %(y], .o+> Yn) ol encore fi(yi,...,Yn)

Exemple 27. Soit f(x,y) = x> +y* + xy. Ona
af af

—(x,y)=2x+y et —(x,y) = 3y* + x.
0x ay
Proposition 12. Les dérivées partielles commutent aux sommes et produits par un scalaire. On a aussi les
formules
aof dg
8f 6x,g f Ox;
—(fg)——g f— et —(f/ )= ———>—

pour les dérivées partielles d’un produit et d’un quotient (bien défini) de fonctions.

Définition. Les dérivées partielles d’une fonction a n variables sont des fonctions a n variables qu’on peut

a nouveau dériver. En continuant ce processus, on arrive a définir les dérivées partielles d’ordre supérieur
o 7 0 0

ﬁx,-l s 6xik axil ax,-k

f.

Un des théoremes fondamentaux sur les dérivées partielles, qui est a la base du formalisme des formes
différentielles et de la dérivation extérieure, est le suivant :

Théoreme 4 (de Schwarz). Soit f(x,y) une fonction a deux variables, et supposons que les dérivées par-
tielles secondes de f existent et soient continues. Alors, le résultat d’une dérivation a ’ordre 2 ne dépend
pas du sens de dérivation, i.e., on a l’égalité

O f 3 f
Oxdy  Oyox
Ce résultat se généralise a une fonction f(xy,...,x,) a n variables : si ses dérivées partielles a I’ordre k

existent et sont continues, alors le résultat d’une dérivation partielle a I’ordre k ne dépend pas du sens dans
lequel se font les dérivations.

Exemple 28. Soit f(x,y) = x’y*. On a

o f >f o f »f
— = 6y7, = 12xy, = 61> 2L
o Y ox?0y v *
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(b) Développement limité a I’ordre un et 1-formes différentielles

Théoreme 5. Soit f une fonction de deux variables dont les dérivées partielles existent et sont continues
en (x,y). Alors, il existe une fonction o(h, k) telle que

f(x+hy+k) = f(x,y)+ a—f(x, y)h + 0—f(x, Yk + o(h, k)
ox ay

iy : h.k
et vérifiant lim, x)—0.0) % =0.

On généralise maintenant ce qu’on a fait en une variable : notons dx et dy pour & et k. Le terme

0 0
df = —f(x, y)dx + —f(x, y)dy
0x ay

s’appelle différentielle de f au point (x,y). C’est une fonction des variables x,y, dx, dy qui est linéaire en
dx et dy.

Exemple 29. La différentielle de la fonction f(x,y) = xy* est donnée par
d(xy*) = ydx + 3y*xdy.

Les différentielles de Leibniz peuvent €tre vue comme une simple notation qui permet de faciliter les
calculs, mais il sera utile pour la suite du cours de bien comprendre leur formalisation mathématique précise,
qui est donné par les 1-formes différentielles. On adapte ici la définition des 1-formes différentielles en
dimension 1 a la dimension supérieure.

Définition. Soit D C R" un domaine. Une fonction

WXy eeey Xpydxy, ..., dx,) = fi(x1, ..., x)dx; + -+ fu(x1,...,x,)dx,

du point x = (x1,...,x,) € D et du vecteur cﬁc = [dxy,...,dx,] € R", qui est linéaire en cz)c est ap-
pelée une 1-forme différentielle sur D. L’ensemble des 1-formes différentielles sur le domaine D est noté
QY(D) et I’ensemble des fonctions (infiniment) dérivables sur D est aussi appelé I’ensemble des O-formes
différentielles et noté Q°(D).

La différentielle des fonctions est I’application
d: QD) — Ql(D)
Ty - Of of
f(x) = df(x,dx):= E(xl’ ces X)dxy e+ (X, X)d X,

qui envoie une fonction f sur la 1-forme différentielle différentielle

a’f:ﬁdxl + 4t or
0x X,

dx,.

Calculer la différentielle d’une fonction revient donc tout simplement a calculer ses dérivées partielles au
premier ordre.
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Exemple 30. Voyons quelques exemples de formes différentielles définies sur D = R>.
1. La 1-forme différentielle w = 2xdx + 2ydy est la différentielle de la fonction f(x,y) = x* + y*.
2. La 1-forme différentielle w = ydx + xdy est la différentielle de la fonction f(x,y) = xy.

3. On verra plus tard que la 1-forme différentielle w = ydx — xdy n’est pas la différentielle d’une
fonction f définie sur R?, mais il nous faudra pour cela étendre la différentielle aux 1-formes pour
obtenir des 2-formes différentielles.

Les fonctions peuvent étre additionnées et multipliées (car le produit de deux fonctions dérivables est

_)
dérivable). On peut aussi multiplier une 1-forme w(x, dx) = fidx, + - -- f,dx, par une fonction g (a gauche
ou a droite) en posant simplement

(wg)(x, dx) = (gw)(x, dx) 1= gfidx, + - gfdxy.

La multiplication des 1-formes est appelée produit extérieur et notée A. C’est une opération ayant notam-
ment la propriété d’anticommutativité

dx,- A dxj = —d)Cj A dx,-
et en particulier
dxi A Xm' =0.

Nous verrons plus tard comment manipuler les formes différentielles générales, obtenues par produits de
1-formes.

Regles de calcul sur les différentielles  Les régles de calcul en une variable restent valables en plu-
sieurs variables, et c’est ce qui rend la notation des différentielles de Leibniz et des 1-formes différentielles
agréable.

Théoreme. Les regles sur les différentielles en une variables restent valables en deux variables ou plus (on
développe la substitution plus loin) :
1. (différentielle et dérivées partielles) df = %dxl +- 4 %dxn (en particulier, d(1) = 0),
(somme) d(f +g) =df +dg,
(produit par un scalaire) d(Af) = Adf,
(produit) d(fg) = fdg + gdf,

(principe de substitution ou composition) dans 1’égalité df = %dxl + -0+ (%fdx,,, on peut ré-
interpréter x comme une fonction.

Sk WD

Remarquons que la relation d(xy) = xdy + ydx a maintenant deux interprétations : (1) x et y sont des
variables, (2) x et y sont des fonctions, et on retrouve alors la regle de diftérentiation d’un produit.

(c) Composition

La regle de substitution donne 1’effet d’une composition sur les dérivées partielles :
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1 - Composition d’une courbe paramétrée et d’une fonction de deux variables (par exemple la
température au point M(t)) Calcul de la différentielle de f(x(¢), y(¢)) : On écrit la différentielle de la fonction

Sy, 5 5
df(x,y) = a—f(x, y)dx + —f(x, y)dy
X ay

et dans cette expression on interprete x et y comme des fonctions, avec dx = x'(¢)dt et dy = y'(t)dt, ce qui
donne
f

) )
df(x(t),y) = a—if(x(t),y(t))x’(m 6—y(x(t),y(t))y’(t) dt.

Le terme devant le dr doit donc étre la dérivée de la fonction composée ¢ — f(x(), y(?)) :

d 0 0
Ef(X(l),y(t)) = 6—f(X(l),Y(l))X'(t) + —f(X(l),y(t))Y'(l)-
X oy

Exercice 7.—(vitesse et accélération en polaires) Soit M(¢) un point mobile donné par ses coordonnées polaires (r(¢), 6(¢)). 1.

.
Exprimer le vecteur vitesse M’ (t) = (x'(1),y’(t)) a I’aide des fonctions r(¢) et 8(¢). 2. Exprimer de mé&me le vecteur accélération.

2 — Changement de variables On trouve de méme la formule pour les dérivées partielles de

fu(x, y), v(x, ).

Onadf(u,v) = %du + %dv, donc la regle de substitution nous donne

dfu(x, ), v(x,y)) S (u(x,y), v, ) | 340x, ) + 34Cx, y)dy |

; 3, ), v, 7)) | §2x, )doe + G, y)dy |

|2, 9, v, D206, ) + S, ), v, 32 )|

u

| 5 e, ), v, 39) 3408, 3) + F (e, ), v, 30) 326 )] | .

+

Pour démontrer que cette reégle de substitution reste valide, on compose les développements limités a
I’ordre 1 ; la difficulté consiste a montrer que les restes des développements limités se comportent comme
il faut.

(d) Différentielle et plan tangent

0 0
df = —8f(x, V)dx + o (x,y)dy
X ay

est I’équation du plan tangent au graphe de f, dans les coordonnées (df, dx, dy) dont I’ origine est au point
M = (x,y, f(x,y)).
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(e) Différentielle d’un changement de variables

Considérons I’application @ : (x,y) = (u(x, ), v(x,y)), qui va de R? dans R? (et qui interviendra souvent
par la suite comme un changement de variables). Sa différentielle est une fonction des quatre variables
x,y,dx,dy qui a deux composantes (du, dv), ¢’est-a-dire qu’elle arrive a nouveau dans R?. Lorsqu’on fixe
les valeurs de x et y, on obtient une application linéaire de R? dans R>

(dx) R (%(x, Y)dx + Gi(x, y)dy) _y (dx)
dy (6, y)dx + G(x,yydy) 7 \dy

ou J est la matrice jacobienne de ®. (Cette application est appelée application différentielle de ® au point
(x,y) et notée DD(x,y).)

Si maintenant (x(¢), y(#)) est une courbe paramétrée dans le plan, I’image de cette courbe est la courbe
(u(x(t), y(1)), v(x(1), y(1)). Les formules de composition permettent donc de calculer la vitesse de la courbe

: < ) — , e e
image a I’aide de du, dv et du vecteur vitesse M’(t) = (x'(¢),y’(¢)) de la courbe initiale il s’agit exactement

du vecteur J.Z\_)/I’(t). En résumé, la différentielle de ® en un point x,y fixé donne l’effet de ® sur le vecteur
vitesse d’une courbe passant par ce point.

Image d’un petit rectangle. Considérons le rectangle de sommets (x, y), (x+dx, y), (x,y+dy), (x+dx, y+
dy). Lorsque dx et dy sont tres petits, on a (d’apres le développement limité a I’ordre 1)

O(x +dx,y) =~ O(x,y) + J. (aé)x)

0
O(x,y + dy) ~ O(x,y) + J. (dy)

O(x + dx,y + dy) = D(x, y) + J. (Z;C) = D(x,y) + J. (‘f)x) +J. (C?y)

Les quatre points images sont donc les sommets d’un petit parallélogramme... (suite dans la formule de
changement de variables dans les intégrales multiples).

Exemple 31. Considérons le changement de variables donné par les coordonnées polaires

O: R, x[0,271] — R?
(r,0) — (rcosf,rsinf)

La différentielle de ® en (r, 0) vaut
DCI)(r, 9) — [cos€ —rsin@] .

sinf rcos6

(f) Principe de substitution pour les 1-formes différentielles

Du principe de substitution pour les différentielles de fonctions, on tire un principe de substitution plus
général pour les 1-formes différentielles que nous formulons maintenant car il sera utile par la suite. Ce
principe de substitution tres général peut étre pensé d’un point de vue physique en disant que le formalisme
des 1-formes différentielles est invariante par des transformations quelconques du domaine. On peut penser
a ce type d’invariance du domaine comme a I’invariance présente dans le formalisme de la relativité générale
d’Einstein.
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Théoréme. Soit D C R" un domaine et w € Q' (D) une 1-forme différentielle donnée par
H
w(x,dx) = fidxy + -+ f,dx,.
Supposons que x = (xy, ..., X,) Soit une fonction

x(uy,...,u) :A—> D

de variables (uy, .. .,u;) dans un domaine A de R, dont les coordonnées sont des fonctions x;(uy, ..., ux)
pouri=1,...,n. Alors, on peut définir une 1-forme x*w sur A en replagant x; par x;,(uy, ..., uy) et dx; par
ox; ox;
dx;(uy, ... u) = —duy + - + —duy
(9141 auk

dans ’expression
w = fi(xg, ..., x)dxy + -+ fu(xy,. .., x)dx,.

Cette 1-forme x*w est la différentielle de la fonction composée
fx(uy,...,up)) : A—> R
lorsque w = df est la différentielle d’une fonction f € Q°(D).
Exemple 32. Prenons la 1-forme w définie sur D = R? par
w = ydx — xdy.
Les coordonnées polaires sur R? (changement de variable) sont données par deux fonctions
x(r,0) = rcos(0) et y(r,0) = rsin(0)

sur A = R, X [0, 2n]. Elles définissent une application M : A — D. Leur différentielle est donnée par

0 0
X ar + 226 = cos(0)dr - rsin(0)do

dx(r.0) =
Mr6) = Jodr+ 2

et

oy 0
dy(r,) = d—idr + d—Zd@ = sin(0) + r cos(6)de.

Le principe de substitution nous fournit donc une 1-forme différentielle M*w sur A = R, X [0, 2] donnée
par
M*w = rsin(0)[cos(@)dr — rsin(0)db] — r cos(6)[sin(0)dr + r cos(6)d6]
= r[sin(6) cos(8) — cos() sin()]dr + r[cos2(8) + sin*(6)]d6
= rd6

Exemple 33. Si on souhaite se restreindre aux coordonnées polaires M : [0,2n] — R? sur le cercle
St ={(x,y) € R, x* +y* = 1} (courbe paramétrée), données par

x(6) = cos(6) et y(0) = sin(h),
on obtient (en posant r = 1 et dr = 0 dans les calculs précédents)
M w = db.

Ceci signifie que sur le cercle de rayon 1 en coordonnées polaires, la forme différentielle w = ydx — xdy
correspond simplement a la forme coordonnée d, dérivée de I’angle 6.
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III.5 Allure des lignes de niveau
On peut aussi représenter une fonction f par ses lignes de niveau.

Définition. Soit f une fonction a 2 variables. La ligne de niveau c € R est I’ensemble L. = {M, f(M) = c}
des points M en lesquels [ prend la valeur c. Plus généralement, si f est une fonction a n variables,
I’hypersurface de niveau ¢ € R est I’ensemble L. = {M, f(M) = c} des points M en lesquels f prend la
valeur c. Pour n = 2, on parle simplement de la surface de niveau c.

Exemple 34. La ligne de niveau c est, de maniere générique, une courbe, mais pas généralement. Par
exemple, si f(x,y) = x> +y? et ¢ > 0, la ligne de niveau L, est le cercle de centre (0,0) et de rayon +c, mais
la ligne de niveau L est simplement le point (0,0), et la ligne de niveau ¢ < 0 est [’ensemble vide.

La notion de ligne de niveau joue un role important en physique.

Exemple 35. Sur une carte topographique, les lignes de crete sont tout simplement les lignes de niveau de
la fonction altitude h(x,y) en fonction des coordonnées (x,y) sur la carte.

Exemple 36. Quand on étudie le mouvement d’un solide dans I’espace, la loi de conservation de |’énergie
peut se formuler en disant que le systéme évolue sur une ligne de niveau de la fonction énergie E.

Exemple 37. La surface de niveau ¢ > 0 de la fonction f(x,y,z) = x> + y* + 2> est la sphére de rayon +c,
mais la surface de niveau ¢ = 0 est le point (0,0, 0) et la surface de niveau ¢ < 0 est ’ensemble vide.

III.6 Champs de vecteurs et gradient
Définition. Un champ de vecteurs 7 sur D est une fonction
_)
V: D — R”
('xl""’xn) H (Vl(-xl""’xn)""’vl’l(x17"'7'xl’l))
On note X(D) I’ensemble des champs de vecteurs sur D.

Les champs de vecteurs peuvent étre multipliés par des fonctions (on multiplie simplement leur coor-
données), et additionnés.

Exemple 38. Un champ de vecteur du plan est une fonction définie sur un domaine D C R?* du plan et a
valeurs dans I’ensemble de vecteurs du plan

V. D - R?
M=(y) > V= (Py),0xy)

Un champ de vecteur de I’espace est une fonction définie sur un domaine D C R3 de I’espace et a valeurs
dans I’ensemble des vecteurs de [’espace

_)
vV D — R3
_) .
M=(xy2 v V(2 =(PkxYy,2),00xy2),R(Xx,Y,2)
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Exemple 39. Champ du flot de chaleur; champ des vitesses d’un corp solide en rotation, d’un liquide
(est-ce que tout champ de vecteurs peut étre le champ des vitesses d’un liquide ?...).

Il y a un lien fondamental et indépendant du choix de coordonnées entre champs de vecteurs et 1-formes
différentielles : ils sont en dualité.

Proposition 13. I/ existe un accouplement naturel
t: X(D)xQYD) — QD)

— - -
(V,w(x,dx)) pw = w(x, V(X))

En coordonnées, si?(x) =Vi(x),...,V,(x)) et w = fidx; + - + fodx,, on aura
va:fl-V1+---+fn-Vn.

Comme on a choisit un systeme de coordonnées D C R" pour D, on obtient un résultat plus fin qui saute
aux yeux : se donner un champ de vecteur revient a se donner une 1-forme différentielle, i.e., se donner
leurs n fonctions coordonnées.

Proposition 14. Champs de vecteurs et 1-formes différentielles sur D sont en bijection par I’application
X(D) - QYD)
- -
V=WV,..,LV) — a)V::V~(dx1,...,dxn)=Vldx1+-~-+V,,dxn

Définition. Par la bijection entre champs de vecteurs et formes différentielles, on obtient I’opérateur gra-
dient sur les champs de vecteurs, donné par

df = oy

ou encore en coordonnées

grad(f) = (

o o,
ax;” " Ox,

pour f une fonction de n variables.

Exemple 40. Si f : D — R est une fonction définie et ayant des dérivées partielles sur un domaine D C R?,
son champ de gradient est le champ de vecteurs défini sur D donné par

af 8f)

grad(f) = (a W

Si f : D — R est une fonction définie et ayant des dérivées partielles sur un domaine D C R3, son champ
de gradient est le champ de vecteurs défini sur D donné par

of of of
ox’ 0y’ 0z)

Remarque 4. Le champ de gradient est orthogonal aux lignes de niveau. Il mesure la direction et l'intensité
de variation de la fonction considérée. Par exemple, quand on fait du ski, on a tout intérét a suivre la

direction donnée par le champ de gradient a la fonction altitude h(x,y) relativement aux coordonnées (x,y)
sur la carte.

grad(f) = (
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II1.7 Intégrale curviligne

Nous allons utiliser le principe de substitution pour les 1-formes pour définir leur intégrale le long d’une
courbe paramétrée, appelée I’intégrale curviligne.

Si M(t) = (x(t), y()) : A = [a,b] — R? est une courbe paramétrée C du plan et w = gdx + hdy € Q'(D)
est une 1-forme définie sur D = R?, on obtient la 1-forme M*w € Q'([a, b]) par remplacement

M w = g(x(1), y()d(x(1)) + h(x(1), ()d(y(1)) = g(x(®), y(@))x"()dt + h(x(2), y(®))y' ()dt.

Siw =df = %dx + ‘;—fdy est la différentielle d’une fonction f(x,y), on retrouve bien la formule pour
la différentielle d(f(x(¢), y(#))) de la fonction a une variable obtenue en composant f : D — R avec M :
[a,b] — D. L’intégrale curviligne §Cw est définie comme I'intégrale de Riemann a une variable de la
1-forme M*w € Q!([a, b]) donnée par la formule

b b
Séw:f M*w=f [8(x(@), y(@)x' (1) + h(x(®), y(®)y' ()] dt.

Plus généralement, on a la définition suivante.

Définition. Soit D un domaine de R", et soit M = (x(t),...,x,(t)) : [a,b] —» D C R" une courbe pa-
ramétrée C de D, et w = fdx| + --- + fdx, une forme différentielle définie sur D. L’intégrale curviligne de
w le long de C est définie comme l’intégrale de Riemann classique

b b
56 w= f M w:= f L@, - X (O)x1 (D) + -+ + fulx1 (), - xa (D)X, ()]
C a a

En pratique, en dimension 3, si C est définie par la paramétrisation M(t) = (x(¢), y(¢),z(¢)) et w =
fdx + gdy + hdz, on obtient

b
9§C w= f Lf (x(0), (1), 2(0) X’ (1) + g(x(2), y(©), 2(D)y’ (1) + h(x(D), y(©), 2())2 (D)]d1.

Théoreme. Si w = df est la différentielle d’une fonction et C est une courbe paramétrée par M : [a,b] —
R”, alors

9§w = f(M(b)) - f(M(a)).

En particulier, si M(a) = M(b), i.e., si la courbe est fermée, alors l’intégrale curviligne est nulle :

SszO.
c

Exemple 41. On va montrer que la forme w = % définie sur R* — {(0,0)} n’admet pas de fonction

primitive f (telle que w = df) en montrant qu’elle a une intégrale non nulle sur le cercle. Soit M(6) =
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(x(8), y(8)) = (cos(#), sin(®)) : [0, 2] — R? la paramétrisation standard du cercle S'. Sur S', on a x> +y* =

1. On a alors
1@ = 9%0,2”] M w
ﬁo,zn] x(0)d(y(9)) + y(0)dx(6)
[ X0y (©0)d + y(O)x (6)do
foh[cosz(e) + sin’(0)]d6
= 2.

Donc w n’est pas exacte, i.e., n’a pas de fonction primitive f, car sinon, on aurait (par la formule fonda-
mentale du calcul différentiel et intégral)

& df

f(1,0) = f(1,0)
= 0

ce qui n’est pas le cas car 0 # 2.

III.8 Surfaces paramétrées

Définition. Soit A un domaine de R*. Une surface paramétrée S de I’espace, de parametres dans A, est la
donnée d’une fonction

M : A - R3
u,v) > Mu,v):= (x(u,v), y(u,v),z(u,v))

Définition. Les dérivées partielles de la paramétrisation M : A — R sont les vecteurs de composantes

— —
OM _ Ox dy 0Oz . oM _ 0x dy Iz

_( ) av _(53575

o~ ow on ou )

et d’origine M(u,v). Le vecteur orthogonal a la surface S paramétrée par M(u, v) est le vecteur

— —
N GMAGM
m=—A—.
ou ov

On dit que la surface est réguliere si ce vecteur est partout non nul. Le plan tangent a la surface réguliere
S paramétrée par M(u,v) en M(uy, vo) est le plan paramétré
T: R> — R}
oM oM
(u,v) = T(u,v):= M(uo, vo) + u5 (uo, vo) + v, (4o, vo)-
Le vecteur normal a la surface réguliere S est le vecteur

H
N m

n:m.
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Une surface paramétrée de R® est munie d’une orientation naturelle, donnée par son vecteur normal.
Plus généralement, on appelera orientation d’une surface (par exemple, donnée par une équation) de R? la
donnée d’un champ de vecteur normal (orthogonal et de norme 1) a la surface.

Exemple 42. Un ruban de mobius ne peut étre orienté, alors qu’un ruban sans twist (cylindre) admet pour
orientation, soit la normale extérieure, soit la normale intérieure.

Proposition 15. Soit My = M(uy, vy) un point de S correspondant au point (uy, vy). Soit mq le vecteur
orthogonal a S en M. Alors le plan tangent a S en My admet pour équation

(X_XO’y_yOaZ_ZO)'%ZO'

Démonstration. Le plan défini par 1’équation précédente est orthogonal a my. En particulier, il contient les
deux vecteurs tangent a la surface en M,. On a supposé que mg n’est pas nul, ce qui signifie que les deux
vecteurs tangents sont linéairement indépendants. Le plan considéré est donc le plan tangent a la surface en
M,. O

III.9 Théoreme des fonctions implicites

Il existe un lien entre équations et paramétrisations donné par le théoreme des fonctions implicites, qui
permet de montrer 1’existence de solutions aux équations. Nous allons le formuler en montrant comment
paramétrer les lignes de niveau d’une fonction sur R? et les surfaces de niveau d’une fonction sur R?.

Théoreéme 6 (Fonctions implicites dans R?). Soit f(x,y) une fonction de deux variables telle que f(xo,yo) =
0. Supposons que f admette des dérivées partielles d’ordre 1 et qu’elles soient continues au voisinage de
(x0, y0). Supposons aussi que

0 0
df(XO, )’0) = l(x09y0)dx + l(x09y0)dy * 0
0x oy

Alors soit %(xo, vo) # 0 et il existe un voisinage I de x, et une fonction y = ¢(x) définie sur ce voisinage
tels que

@(x0) = Yo et f(x,(x)) = 0 pour tout x € 1,

soit g—f(xo, vo) # 0 et il existe un voisinage I de y, et une fonction x = ¢(y) définie sur ce voisinage tels que
¢(yo) = Xo et fle(y),y) = 0 pour touty € I.

Dans les deux cas, la fonction ¢ satisfaisant a ces conditions est unique.

Définition. La fonction ¢ du théoreme 6 s’appelle la fonction implicite définie par I’équation f(x,y) = 0 et
la condition initiale y, = ¢(xg) ou xo = @(yo).

Proposition 16. Sous [’hypothese du théoréme 6, la fonction ¢ est dérivable et dans le cas ‘;—J; #0,0na

F ()

¢'(x) = :
5 (6 ()
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Démonstration. 11 suffit de différencier la relation f(x, ¢(x)) = 0 en utilisant la loi de dérivation des fonc-
tions composées. Cela donne

d(f () = L% gy 0100

0
dx=0
0x 0x 0y 0x *

ce qui implique le résultat souhaité. O

Corollaire 2. Soit f(x,y) une fonction de deux variables telle que f(xy,yo) = 0. Supposons que f admette
des dérivées partielles continues au voisinage de (xy, yo). Supposons aussi df + 0. Alors la droite tangente
a la courbe d’équation f(x,y) = 0 en (xo, yo) admet comme équation

0 0
a—f(xo,)’o)(x — Xo) + —f(xo,)’o)(y —y0) = 0.
X ay

Démonstration. On considere le cas ou g—f(xo, vo) # 0, I’autre étant traité de la méme maniere. Au voisinage
de (xo, o), la courbe f(x,y) = 0 est le graphe de la fonction y = ¢(x). Sa droite tangente en (xy, yo) admet
comme équation

¥ = Yo = ¢ (x0)(x — Xo).
D’apres la proposition 16, la derniere équation est équivalente a
300,30

(x — xo)
2L(x0, y0)

Y=Y =

ou encore of of
——(x0, yo)(x = x0) + ——(x0,y0)(y — y0) = 0.
0x ay

O

Théoréme 7 (Fonctions implicites dans R?). Soit f(x,y,z) une fonction de trois variables telle que
f(x0,¥0,20) = 0. Supposons que f admette des dérivées partielles d’ordre 1 et qu’elles soient continues
au voisinage de (xo, o, 20). Supposons aussi que

df(xo,¥0,20) # 0.

Alors, localement au voisinage de (xy,yo,20) I’équation f(x,y,z) = 0 peut étre résolue par une fonction
implicite de deux des coordonnées (x,y, 7). En particulier, si %(xo, Yo, 20) # 0, il existe ¢(x,y) vérifiant

Qo(xo,y()) =20 et f(X,y, SD(x,)’)) =0
pour tout (x,y) au voisinage de (xo, yo).
Définition. La fonction ¢ du théoréme 7 s’appelle la fonction implicite définie par I’équation f(x,y,z) =0

et la condition initiale zo = ¢(xo, Yo).
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Proposition 17. Les dérivées partielles de la fonction implicite ¢(x,y) sont données par les formules

dp % (x,y,¢(x,)) y dp _ %(X, ¥, ¢(x,y))

0x  Z(x,y,¢(x,)) Ly
Démonstration. 11 suffit de différencier la relation f(x,y, ¢(x,y)) = 0. |

Corollaire 3. Soit f(x,y,z) une fonction de trois variables telle que f(xo,y0,20) = 0. Supposons que f
admette des dérivées partielles d’ordre 1 continues au voisinage de (xy, Yo, 20). Supposons aussi que df + 0.
Alors, le plan tangent a la surface d’équation f(x,y,z) = 0 en (xo, yo, 20) admet comme équation

Z_ic(XOvYO’ZO)(x - Xo) + %(XO,YO,ZO)(Y —Yo) + (Z_JZC(XO’)’O’ZO)(Z —20) =0.
Exemple 43. Le plan tangent a la sphere
¥+ +72-1=0
en (1/3,2/3,2/3) est d’équation
2/3(x—=1/3)+4/3(y-2/3)+4/3(z-2/3)=0

soit
X+2y+2z=3.

Exercice 8.— (cf Pham, p206) Tangente a la courbe x* + 2xy + 5y* —y = 1 au point (1, 0).
1) En explicitant y fonction de x et en dérivant.

2) En différentiant la relation. On différencie la relation, ce qui donne une relation différentielle, qu’on interpréte comme une
égalite valable entre toutes fonctions x et y vérifiant la relation. En particulier pour x = x et y = g(x) fonction implicite de x.

Idée de preuve pour le théoréme des fonctions implicites dans R?. On a une fonction f(x,y), et un point
(x0,y0) en lequel la deuxieme dérivée partielle est non nulle. Pour fixer les idées, on la suppose stricte-
ment positive (la preuve serait completement analogue dans le cas contraire) :

0
a—f(xoa)’o) > 0.
y

D’autre part, I’hypothese du théoreme nous dit aussi que les dérivées partielles sont des fonctions continues :
il existe donc un petit carré C, centré sur le point (xo, yo), tel qu’on ait aussi

of

a_y(xay) > 0

pour tous les points (x, y) de C. Dans la suite, on considere seulement les points de C. On note C = I X J ou
I est un petit intervalle pour la variable x et J un petit intervalle pour la variable y.
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La valeur de x étant fixé, on considére la fonction (d’une seule variable !)

fxo Ly f(x09y)-

Par définition des dérivée partielle, cette fonction est dérivable et sa dérivée est la dérivée partielle par
rapport a y, qui est strictement positive sur J : cette fonction d’une variable est donc strictement croissante
sur J. Comme elle s’annule pour la valeur y = yj, elle est strictement négative au début de J et strictement
positive a la fin : en notant J = [yy — 8, yo + 5], on a

J(xo0,y0 =) < Oet f(xo0,y0 + ) > 0.

On utilise maintenant la continuité de f : il existe un petit intervalle autour de x, tel qu’on ait encore

f(x’)’O _IB) < Oetf(xa)’O +ﬁ) > 0.

pour tout x dans ce petit intervalle. (Pour ne pas multiplier les notations, on va encore noter / cet intervalle,
bien qu’a priori il soit plus petit que I’intervalle I que nous avions choisi; ceci ne devrait pas étre un
probleéme puisque ce petit intervalle a toutes les propriétés de 7).

Fixons maintenant un x dans /, et considérons la fonction

friy e f(xy).

(auparavant on a considéré cette fonction mais seulement pour la valeur x = Xx,; maintenant on prend
n’importe quel x dans , qui est un petit intervalle autour de x). Cette fonction d’une variable vérifie les
trois propriétés suivantes :

L fivo =B <0,

2. fx(yO +ﬁ) > 0’
3. la dérivée de cette fonction est strictement positive sur I’intervalle J.

On en déduit qu’il existe un unique y dans J tel que f,(y) = 0. On a donc montré que pour tout x dans un
petit intervalle autour de x, il existe un unique y dans un petit intervalle autour de y, tel que f(x,y) = 0.
Ceci permet de définir la fonction ¢ recherchée en posant y = ¢(x). O
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IV Intégrales multiples

(2 séances)

IV.1 Définition, propriétés

Sin=1,2,3et P C R" est un domaine borné, on peut tenter d’approximer P en utilisant un découpage
de R” en pavés (intervalles, carrés, cubes) de taille e. En dimension 1, on recouvre la droite réelle R par les
petits intervalles

Pre = ke, (k + 1)€]

pour k entier. En dimension 2, on recouvre le plan réel R? par les petits carrés
P := ke, (k + 1)e] X [le, (I + 1)e]
pour k et [ entiers. En dimension 3, on recouvre 1’espace réel R* par les petits cubes
Prime = ke, (k + 1)e] X [le, (I + 1)e] X [me, (m + 1)€]

pour k, [ et m entiers.

Pour bien visualiser la situation, on dessinera le graphe d’une fonction positive a deux variables et un
exemple de pavé approchant le volume sous ce graphe.

Etant donnée une fonction f : P — R avec P C R” borné, on peut approcher son intégrale en faisant
la somme de ses valeurs aux sommets inférieurs des pavés de taille € contenus dans P, pondérée par la
“taille” du pavé (i.e., sa longueur, sa surface, ou son volume). Plus précisément, on approche I’intégrale, en
dimension 1, par la somme

Ie=" ) eflke),

k€Z,PyCP

en dimension 2, par la somme

I = Z E f(ke, Ie)

(k,l)EZz,Pkl’GCP

et en dimension 3, par la somme

I, = Z € f(ke, le, me).

(k,1,m)€Z3 ,Pyjpy CP

Définition. L’intégrale de la fonction f sur le domaine P de R", est donnée par la limite (si elle existe)

ff(M)dM = lim /..
P e—0

On notera I’intégrale par
[, fdx = [, f(MydM en dimension 1,
ff [ y)dxdy == [, f(M)dM en dimension 2,
f ff)P f(x,y,2)dxdydz = fP f(M)dM en dimension 3.

43



Théoreme 8. Soit f une fonction continue définie sur un domaine fermé (i.e. pouvant étre défini par une
équation g = 0) et borné (i.e., inclus dans un grand pavé [-M, M1") P de R" pour n = 1,2,3. L’intégrale
[, f(M)dM existe.

Remarque 5. Si P C R" est défini par un nombre fini d’équations f; = --- = f, = 0 alors il est défini par
une seule équation g = f2+---+ f2 =

Proposition 18. L’intégrale vérifie les propriétés suivantes :

1. (linéarité) Si A est une constante et f et g sont des fonctions, on a
f(/lf+g)(M)dM = /lff(M)dM+ fg(M)dM.
P P P

2. (additivité ensembliste) Si P = Py U P, est une union de domaines suffisamment réguliers obtenus
en recollant le long des bords. Alors

fp f(M)AM = f F(M)dM + f f(M)dM.

P Py

IV.2 Intégrale et mesures

Une maniere de voir I'intégrale est de la penser comme un moyen de calculer des longueurs, aires et
volumes. Le calcul intégral permet aussi de calculer la masse totale d’un domaine a densité variable, un
centre de gravité, ou une probabilité (intégrale d’une densité de probabilité).

Rappelons la définition de la longueur d’une courbe paramétrée donnée dans la Section II.5 (c).

Définition. La longueur d’une courbe paramétrée C du plan ou de I’espace est donnée par l’intégrale de
la longueur de son vecteur vitesse

by
longueur(C) ::f |V (0)||dt.

Définition. Si S est une surface paramétrée par M(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u, v)) avec (u,v) € A, son aire

est donnée par
aire(S) := f f

Exemple 44. Supposons que la surface S soit le graphe d’une fonction z(x,y) au-dessus d’'un domaine A
de R?, i.e., que S soit paramétrée par

6M (’)M

dudv = f \milldudy.

X=X, Y=Y, z=2zx,y) (x,y) €A.

aire(S) = ff \/1 + y) dxdy.

L’aire de la surface S vaut




En effet, on a

oM o oM 9
o102 et = =[0,1,=
dy Ay

donc

— —

oM \ oM ( 0z Oz |

dx  dy | ax’ a9y’
ce qui donne le résultat, par définition de ’aire dans le cas général d’une surface paramétrée.

Définition. Le volume d’un domaine D de R? est I'intégrale

volume(D) = f f f dxdydz.
D

IV.3 Premiere méthode de calcul : théoreme de Fubini

Théoreéme 9. Supposons que le domaine P C R? soit un domaine délimité par les graphes de deux fonctions
wo(y) et @1(y) définies sur un intervalle [a, b]. Alors l’intégrale double se calcule a I’aide de deux intégrales

simples :
b 01()
f f fx,y)dxdy = f ( f(x, y)dx)dy.
P a o)

Démonstration. (idée) Il s’agit de décomposer la somme de Riemann

L= Y  éflkele)

(k,Z)GZZ,Pkl’ECP

sous la forme d’une double somme

I= > € > eflkele.

kEZ,ﬂPkaCP [GZ,PkaCP

1)

La somme intérieure tend vers |

f(x,y)dx et la somme extérieure tend vers fa ’ ( L ﬁgj) fx, y)dx) dy. O

Théoreéme 10. Supposons que le domaine P C R? soit un domaine délimité par les graphes de deux fonc-
tions ¢o(y, z) et ¢1(y, ) définies sur un domaine A du plan des coordonnées (y, z). Alors l’intégrale triple se
calcule a I’aide d’une intégrale double et d’une intégrale simple :

01(y,2)
f f f(x,y,2)dxdydz = f f ( f f(x,y, z)dx) dydz.
P A\ po(y,2)

Démonstration. (idée) Il s’agit de décomposer la somme de Riemann

I, = Z € f(ke, le, me)

(k,l,m)€Z3 ,Pklm,ECP
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sous la forme d’une double somme

I, = Z € Z ef(ke, le, me).

(k,l)EZZ,HP/{[mYECP mEZ,PklmeP

1(1,2)

La somme intérieure tend vers 20(r.2) fty,2)dx et la somme extérieure tend vers
¢01(y,2)
‘HA (fsﬁo(y,z) Sy, Z)dx) dydz. D

Exemple 45. Soit P = {(x,y) € R?, 0<y <1, 0 < x <y} et f(x,y) = x>. L’intégrale de f vaut par Fubini

1 )
ff(x,y)dxdy = f (f} xzdx) dy = i
P 0o \Jo 12

Théoréme 11. Supposons que pour (x,y,z) € P C R, z varie sur un intervalle fixe [zo,2,], et que pour
Z fixé, (x,y) varie dans un domaine A(z) qui dépend de z. Alors l'intégrale triple se calcule a l’aide d’une
intégrale simple et d’une intégrale double :

f f f(x,y, 2)dxdydz = f ' ( f fx,y, z)dxdy) dz.
P 20 A(z)

Démonstration. (idée) Il s’agit de décomposer la somme de Riemann

le= > Eflkele,me)

(lﬂl,m)ezjj :Pklm,ECP

sous la forme d’une double somme

I, = Z € Z € f(ke, le, me).

(k)ez’apklm,ecp (Z,m)ezzapklm,eCP

La somme intérieure tend vers f fD(Z) f(x,y,2)dxdy et la somme extérieure tend vers

Lil (ffA@ Jxy, Z)dxdy) dz. D

3

Exemple 46. Soit P = {(x,y,2) €R?, 0<z<1, 0<y <z 0<x<y}et f(x,y) = 2xyz. L'intégrale de f

vaut par Fubini
1 Z y 1
f f(x,y,2)dxdydz = f ( f ( f 2xyzdx) dy) dz = —.
P o \Jo \Jo 24
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IV.4 Deuxieme méthode de calcul : changement de variables
(a) Aire d’un parallélogramme et déterminant

Considérons le parallélogramme (ABCD) dessiné ci-dessous :

B C

A D

L’aire du parallélogramme (ABCD) est égale au produit de la longueur de la base [AD] par la hauteur 4,
car elle est égale a celle du rectangle ayant ces dimensions (il suffit de découper le triangle de gauche de la

figure et de le recoller a droite de la figure). Si on note 6 I’angle entre les vecteurs AB et zﬁ, on sait que la
hauteur est égale a

— .
h = ||AB|| - sin(0).

On obtient donc
— —
aire(ABCD) = ||AB]| - |AD|| - sin(8).

Par la définition géométrique du sinus de 1’angle 6, cette expression est exactement égale au déterminant
. —_— —
aire(ABCD) = '[AB,AD]'

de la matrice dont les colonnes sont les deux vecteurs donnés.
Maintenant, si on se donne une application linéaire T de R? vers R?, I’aire de I’image du carré C = [0, 1]?
par T est Iaire du parallélogramme 7 ([0, 1]?), qui vaut

aire(T([0, 11)?) = | det(T)|.
De maniére plus générale, si on considere le carré [0, €], alors I’aire de son image par T est
aire(T'([0, €]%)) = €| det(T)|.

(b) Aire de ’image d’un carré élémentaire par un changement de variable

Considérons maintenant une application de changement de variable

(O P - A
(x,y) = O(x,y) = (ulx,y), v(x,y))
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d’un domaine P C R? dans un domaine A C R? qu’on suppose bijective, dérivable et de dérivée continue,
telle que la matrice jacobienne

o ou
_ ox dy
ch_(&@)

soit inversible en tout point (x, y).

Supposons que le petit carré P,; . de sommet (ne, l€) pour (n,[) € Z*> donné et de coté € soit inclus dans
P. Par définition, 1’application @ est bien approchée au premier ordre par I’application linéaire donnée par
sa matrice différentielle. Plus précisément, on a

O(x + hy,y + hp) = ©(x,y) + DO(x, y) - (h1, hp) + o(hy, hy).
L’image par @ du petit carré P, (dont I’aire était €?) a donc pour aire

aire(P(P,;)) = | det(DD(x, y))le2 + 0(€, €).

(c) Changement de variable en dimension 2

Théoreme 12. Soit ® : P — A un changement de variable entre deux domaines P et A de R?, comme dans
la section précédente, et f une fonction sur A. On a alors [’égalité

fff(x,y)dxdy: fff((l)(u,v))ldet(Dd)(u, v)|dudv.
A P

Le déterminant qui apparait dans la formule est appelé déterminant jacobien.

Démonstration. (idée) Par définition, I’intégrale de droite est approchée par la somme

I = Z F(D(ne, le))| det(DD(ne, l€))|€%,

Pnl£CP

qui correspond a approcher le volume sous le graphe de la fonction (f o @) - det(D®) par de petits pavés
dont les bases sont des carrés de taille € et de sommet (ne, le) pour (n,[) € Z*. On utilise alors le calcul de
la section précédente qui nous dit que

aire(D(P,;)) = | det(DD(x, y))Ie2 + 0(€, €).

Il est raisonnable de considérer (comme @ est continuement différentiable inversible, recouvrir P par les pe-
tits carrés P, qu’il contient revient a recouvrir A par leurs images ®(P,,; ), qui sont des versions déformées
de ces petits carrés) que I’intégrale de f sur A peut étre calculée comme limite des sommes

Z aire(D(Py)) - f(D(ne, l€)).

(n,1)€Z2,d(P,l)cA

Par passage a la limite et utilisation de I’estimation ci-dessus pour 1’aire de ®(P,;.), on obtient le résultat
voulu. ]
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Exemple 47 (Calcul en coordonnées polaires). On souhaite calculer I’intégrale double

1
I = ——dxdy,
f£1+x2+y2 xay

ot A est le disque de rayon 1, i.e., A = {(x,y) € R%, x> +y*> < 1}. On utilise le changement de variable donné
par les coordonnées polaires

®: P=[0,11x[0,27] — A
(r,®) — (rcosf,rsind)

Le déterminant jacobien vaut

cosf —rsinf

sinf rcosf | — r.

det(DD(r, §)) =

En termes abrégés, on écrit souvent dxdy = rdrd. Par ce changement de variables, l’'intégrale qu’on

souhaite calculer devient {
I = f f 2ralmle.
[0.1]x[027) 1+ 7

En utilisant le théoreme de Fubini, on obtient

o 1 1
d d
I:f (f ik rz)dHZZﬂ'f ik r2.
0 o 1+r o 1L+r

2

On applique ensuite le changement de variable u = r~ en utilisant du = 2rdr pour conclure que

1 2 1
d d
I:nf (—r):nf L~ alin(1 + )|} = 7 In(2).
0 0 1+u

1472

(d) Changement de variable en dimension 3

Un raisonnement similaire a celui fait dans la sous-section (c), basé sur 1’approximation au premier
ordre

- - —
O (06,0 + ) = f(5.3,2) + DO(x3,2) - +0 ()
d’un changement de variable par sa différentielle, permet d’obtenir le résultat suivant :

Théoréeme 13. Soit
oD : P — A

(u,v,w) —  (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w))

un changement de variable entre deux domaines P et A de R?, i.e., une application bijective dérivable et de
dérivées partielles continues telle que la différentielle
o oy B
D@zxgz]

dw dw dw
ox dy 0z
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soit une matrice inversible (i.e. de déterminant non nul) en tout point de P. Soit f : A — R une fonction
intégrable. Alors on a

ff f(x,y,2)dxdydz = ff f(D(u, v, w)|DDO(u, v, w)|dudvdw,
A P

ot |DO(u, v, w)| désigne la valeur absolue du déterminant jacobien.

Exemple 48 (Calcul du volume d’un tore de révolution). On souhaite calculer le volume d’une roue de vélo
R,

qui est le domaine de ’espace décrit par
R=1{(x,y.2) eR> (P+y —a)P+7 <R

avec a > R > 0 des constantes données. 1l s’agit donc du domaine engendré par la rotation autour de 1’ axe
Oz d’un cercle du plan Oxz de centre (a,0) et de rayon R.

ah
N
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On désire calculer

I = volume(R) = f f f dxdydz.
R

On utilise le changement de variables en coordonnées polaires en (x,y), ce qui donne par le théoreme de

Fubini -
I = f f f rdrdédz = f ( f f drdz) d0 = 21J(a, R)
Dr(a)x[0,27] 0 Drg(a)
J(a,R) := ff rdrdz
Dg(a)

et Dg(a) le disque de centre (a,0) et de rayon R, c’est a dire

avec

Dr(a) :={(r,2) € R%, (r—a)*+ 7" < R*.

On remarque ensuite que Dg(a) est symétrique par rapport a la verticale passant par (a,0) et r — a est

impaire, ce qui implique
ff (r—a)drdz = 0.
Dr(a)

J(a,R) = aff drdz = anR?.
Dg(a)

Le volume de la roue de vélo est donc

On a donc

volume(R) = 27°aR>.
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V Formes différentielles générales

(3-4 séances)

V.1 Motivations pour passer aux formes différentielles

Définition intuitive : Les formes différentielles sont les objets naturels qu’on peut intégrer sur des
domaines non plats (courbes, surfaces, volumes).

But de leur introduction : Développer un systeme de notation permettant au calcul vectoriel et intégral
d’étre invariant par changement de repere (formule du changement de variable automatique). Cette inva-
riance par rapport au repere est fondamentale dans la formulation mathématique des lois de la physique.

Intérét : Simplifier les calculs, et donner une formule d’intégration (formule de stokes) générale

fa)zfdw,
oD D

qui implique toutes les formules intégrales utilis€es en mécanique des fluides et en électromagnétisme et
généralise la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral

b
f df = f Fodx = fB) - fla) = f =
[a,b] a {b+,a-} dla,b]

au cas d’une surface D = S bordée par une courbe D = C, et a celui d’un volume D = V bordé par une
surface dD = §'.

Précautions : Toutes les fonctions utilisées dans ce texte sont supposées infiniment continument
dérivables sur leur domaine de définition.

V.2 Formes différentielles : généralités

On va commencer par une définition un peu abstraite, mais qui permet de vraiment comprendre le
lien profond entre formes différentielles et intégrales, pour ensuite décrire plus concretement les choses en
dimension 1, 2 et 3.

Afin d’étre complet, on donne la définition (difficile a comprendre) des k-formes différentielles, qui sont
des objets qu’on va intégrer sur des domaines de dimension k.

Définition. Une k-forme différentielle sur D C R" est une application

w: Dx®Y - R

- - - -
(x,dx',....dx - w,dx',..., dx"
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qui est linéaire en chacune des composantes dx' = [dx\, ..., dx,] et alternée, i.e., qui change de signe quand

3 -, —. o
on échange dx' avec dx’ pouri + j:
—)i —)J —)J _>i
w(x,...,dx',....dx,...) = —w(x,...,dx,...,dx',...).

Une forme différentielle générale est une somme de formes différentielles de degrés éventuellement
différents.

Plus concretement, une k-forme est une somme finie de la forme

ou le produit extérieur A est une multiplication qui vérifie des propriétés similaires a celles du produit
vectoriel :

(antisymétrie) dx; A dx; = —dx; Adx;,
(associativité) wi A (wy A w3) = (w1 A wy) A wsz,
(bilinéarité) (f] w1 + fza)z) ANwy = f] w1 N\ ws + fg.wz A ws3.

De la premiere regle, on déduit dx; A dx; = 0. Si f € Q" est une fonction et w est une forme, leur produit
extérieur sera

fARw=fw=w-f=wANf

(on dit que les fonctions, i.e., les O-formes, commutent a toutes les autres formes pour le produit extérieur).

Exemple 49. La forme différentielle w = dx sur R est définie par
w((x), [dx']) := dx".

Elle donne la longueur (orientée) du vecteur dx' = [dx'] de R. La forme différentielle w = dx A dy sur R?
est définie par
(%, y), [dx', dy'], [dx*, dy*]) = dx'dy* — dy'dx*.

Elle est donc simplement donnée par le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les deux vecteurs
cﬁcl = [dx',dy'] et CZ? = [dx?, dy?]. Elle donne donc exactement la surface du parallélogramme engendré
par ces deux vecteurs. Plus généralement, tous les produits extérieurs de formes coordonnées sont donnés
par des sous-déterminants de matrices de la forme [E}c1 Si E}ck], et les formes différentielles générales sont
des sommes de telles expressions donc les coefficients sont des fonctions de x. Le lien entre le changement

de variable dans les intégrales et le déterminant est ce qui explique [’origine conceptuelle du formalisme
des formes différentielles.

Définition. On définit la différentielle extérieure d : QX(D) — Q¥ Y(D) par les régles suivantes :
1. La différentielle df € Q! d’une O-forme (fonction) f est la 1-forme différentielle définie par les

dérivées partielles de la fonction :

0 0
df = a—){ldxl +---+a—£dx,,.
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2. Si f est une fonction et w est une forme différentielle produit extérieur des formes coordonnées dx;,
(par exemple w = dx,, w = dx; A dx;) alors

d(f -w)=df N w.
3. La différentielle est linéaire par rapport aux contantes : pour tous 1,4, € R, on a
d(/lla)] + hw,) = Aidwy + Adws

Exemple 50. La forme différentielle w = xydx + x*z3dx A dy sur R? a pour différentielle

do = d(xy) Adx +d(x*23) Adx A dy
[ydx + xdy] A dx + [2xz°dx + 322x*dz) A dx A dy
= ydx Adx + xdy A dx + 2xz°dx A dx A dy + 3722x*dz A dx A dy
= xdy A dx + 2x*z%dz A dx A dy
= —xdx A dy + 2x*Z2dx A dy A dz

Remarque 6. On peut montrer a partir des regles de calculs les propriétés suivantes de la différentielle
extérieure :

1. La différentielle du produit d’une fonction f € Q° et d’une k-forme w € QF est donnée par
df Nw)=df Nw+ f ANdw.

2. Plus généralement, la différentielle du produit de w € QF et n € Q! vérifie la régle de dérivation
graduée
dwAn) =dwAn+(=Dfw A dn.
3.0nad*=dod=0,ie.,ddw) =0
La derniere relation d(d(w)) = 0 découle du théoreme de Schwarz (théoreme 4) et n’est valide que quand
les fonctions coefficients sont deux fois continuement dérivables en les paramétres.

Regardons pourquoi d” = 0 sur un exemple.

Exemple 51. Soit f(x,y) une fonction sur R*> qu’on suppose deux fois continuement dérivable. La
différentielle de sa différentielle est

d(df) d[%dx + & dy]

= d( )/\dx+d(af)/\dy

= [Ldx+ dey] Adx + [axf dx+ & Shdyl A dy
= 8y6xd)2) ANdx + 5 dx A dy
= [gxgy (9y6x]dx A dy
= 0
a cause du théoreme de Schwarz qui dit que
O’ f f
Axdy  Oyox’
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Définition. Une forme différentielle w € QF(D) est dite fermée si
dw =0,

et exacte si elle admet une primitive, i.e., si il existe n € Q¥1(D) telle que
dn = w.

La relation d(dw) = 0 implique que toute forme exacte est aussi fermée. Le résultat suivant est une
réciproque partielle.

Théoreme 14 (Lemme de Poincaré). Soit D C R" un domaine sans trou. Toute forme fermée sur D est aussi
exacte.

Exemple 52. La forme différentielle du plan w = 2xydx + x*dy a pour différentielle

dw dQ2xy) Ady + d(x*) A dy
2ydx Ndx + 2xdy N dy + 2xdx A dy + Ody A dy
[—2x + 2yldx A dy

0

donc elle est fermée sur R. Le lemme de Poincaré nous dit qu’elle est exacte, i.e., qu’il existe f telle que
df = w. En résolvant le systeme
df = 2xydx + x*dy,

on trouve f(x,y) = x*y + ¢ avec ¢ une constante réelle.
Exemple 53. La forme différentielle du plan w = 2ydx + 3xdy n’est pas fermée car

dw =2dy Ndx +3dx Ndy = dx A dy.

Remarque 7. Attention, sur un domaine a trou, comme par exemple le plan privé de ’origine D = R? —
{(0,0)}, il existe des formes fermées qui ne sont pas exactes. Par exemple, la forme w = xig;i 4 st bien
définie sur D, et elle y est fermée car

dow = d(Z5) Ady—d(2z) Adx
L2 +yH)—x.(2%) L2 4yH)-y.2y)
%dx Ady — Wdy A dx

—A -2+ 32 + x> —y?ldx A dy

(x2 +y2)2

= 0
On a vu qu’elle ne peut étre exacte car son intégrale le long du cercle unité est non nulle.

Pour définir I'intégrale, on aura besoin de tirer les formes différentielles le long d’applications
différentiables.

Définition. Soit f : X — Y une application différentiable entre un domaine de R" et un domaine de R™ et
w € QX(Y). On définit le tiré en arriére f*w € QX(X) en utilisant les régles de calcul suivantes :
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1. Ona
Jlwnn)=f(w)Afm.
2. Si g € Q° est une fonction, on pose f*(g) = f o g.
3. Ona
fdw) = d(f w).
4. Ona
[flw+n=fw+fn

Sur les 1-formes coordonnées, le tiré en arriere correspond a la regle de remplacement
d(x(t)) = xX'(t)dt
pour les différentielles de Leibniz, utile pour calculer la diftérentielle d’une fonction composée.

Exemple 54. Soit M : [0,1] — R?, avec M(t) = (x(t), y(t)) une courbe paramétrée et w = fdx + gdy une
1-forme de R? définie sur la courbe. Alors en utilisant les régles de calcul successivement, on obtient
M (w) M*(f) A M*(dx) + M*(g) A M*(dy)
foMAdAM'x)+go fAdMy)
JFx(@), y(0)d(x(1)) + g(x(2), y())d(y(1))
Jx(@), y(0))x' (D)dt + g(x(1), y())y ()dt.

On définit d’abord tres facilement I’intégrale des k-formes différentielles sur un domaine A de dimension
k de R*, en utilisant I’intégrale de Riemann.

Définition. Soit A un domaine de dimension k de R¥, dont les coordonnées sont notées (dans I’ordre, et cela
a une importance) (xi, ..., xy), et w € QX(A) une k-forme définie sur A, qu’on écrit sous sa forme standard
(toujours dans [’ordre)

w = fdx; A Ndxy.

L’intégrale de w sur A est définie comme l’intégrale de Riemann de la fonction f :

950) = ff(xl,...,xk)dxl coodxy.
A A

On définit maintenant les paramétrisations, qui permettent de définir I'intégrale des k-formes
différentielles sur des domaines de dimension k de R".

Définition. Un domaine paramétré de dimension k dans R" est une application
M:A—> R,

dont I’'image est notée D, avec A C R¥, qui est deux fois continuement différentiable et vérifie

1. M est injective,
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2. la différentielle DM(x) = [‘;—Zf](x) de M est une matrice injective (i.e., de noyau nul) en tout point
x €A '

Si M : A — D est un domaine paramétré de dimension k et w € QF(D) est une k-forme, I'intégrale
correspondante est définie par
56 w:= 56 M w.
DM A

La justification de la notation 55D w pour 'intégrale d’une forme diftérentielle, vient essentiellement du
fait suivant :

on peut “oublier” la paramétrisation M dans la notation 9§D 4, @ st on se souvient de I’orientation
correspondante.

Ce fait, et I’'intérét du formalisme des formes différentielles, résident dans le résultat suivant, qui dit que ce
formalisme ne dépend pas du choix des coordonnées, ou encore qu’il donne des résultats qui sont invariants
par les symétries données par les changements de variables préservant I’ orientation.

Théoreme 15. L’intégrale d’une k-forme sur un domaine paramétré M : A — D ne dépend pas de la
paramétrisation de I’'image D = M(A). Plus précisément, si M’ : A’ — D est une autre paramétrisation,
et qu’on suppose que le changement de variables ® = M~ o M’ : N — A entre le deux paramétrisation
vérifie det(D®) > 0 en tout point (on dit qu’il préserve ’orientation), alors, puisque M’ = M o @, on a

¢ o= o
D.M DM’

Démonstration. Ceci découle de la formule du changement de variable dans I’intégrale de Riemann pour le
changement de variable @ : A’ — A. En effet, si dx; A- - - Adx; est la k-forme volume sur A et duy A- - - Aduy
est la k-forme volume sur A’, la relation ®(uy, ..., u;) = (x1, ..., x;) donne (calcul qu’on fera en dimension
2et3)

O (dx; A --- Ndxy) = det(DD) - duy A -+ - A duy.

Donc si on écrit en coordonnées
Mw = fdx A--- ANdxy,

on obtient
M w = det(DD) - f(D(uy, ..., u)) - dug A--- A duy.

En utilisant ce calcul explicite et le théoréme de changement de variable sur un domaine de R¥ (valable
puisque le déterminant du changement de variables est positif), on obtient

SEM*w = M (®*(w)) = SE M w.
A (A) X
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V.3 Questions d’orientations

On termine cette section en s’intéressant de plus pres aux questions d’orientations sur des domaines
définis par des équations. En effet, les domaines définis par des contraintes en physique, sur lesquels on
souhaite intégrer, sont souvent définis par des équations/inéquations. D’un point de vue pratique, on les
parametre en appliquant le théoréme des fonctions implicites, mais la théorie ne doit pas vraiment dépendre
de la paramétrisation : seule I’orientation, i.e., le sens possible de parcours de la paramétrisation, doit jouer
un role : celui de déterminer le signe de I’intégrale.

Une orientation sur un domaine D C R” défini par une famille d’équations est donnée par le choix
d’un signe pour le déterminant d’une base de 1’espace tangent 7, P au domaine, en chaque point x, et
variant continuement par rapport au point. On va voir concretement comment définir une telle orientation
sur I’ensemble D C R” des zéros d’une fonction f : R" — R?.

Les généralités abordées ici sont difficiles d’acces, et le lecteur pourra s’en passer, puisqu’on verra plus
concrétement ce qu’elles signifient dans le cas simple d’une courbe dans R? ou d’une surface dans R>.

Définition. Une sous-variété D = Z(f) de R" est un sous-ensemble défini comme [’ensemble des zéros
d’une fonction f : R" - R?, i.e., D = {x € R", f(x) = 0}. L’espace tangent en x € D est le noyau T, D de
la différentielle en x, i.e.,

T.D :=Ker(Df(x) : R" = R?).

On dit que la sous-variété est lisse si la différentielle Df(x) est une application linéaire surjective en tout
point x de D. Ceci revient a dire (théoreme du rang) que T,D est de dimension n — p en tout point x de D
(il n’y a pas de saut dans la dimension de [’espace tangent).

Exemple 55. Voici deux exemple de sous-variétés de dimension 1 (courbes) de R>.
1. Le cercle S' := {(x,y), x* +y?> = 1} est une sous-variété lisse de R? (on dit plutét courbe lisse). En
effet, la différentielle de f(x,y) = x*> + y* — 1 vaut
df =2xdx + 2ydy

et ceci ne s’annule jamais sur S' car le seul point (0,0) d’annulation n’est pas dans le cercle.

2. La courbe C := {(x,y), ¥* = x’} n’est pas lisse en (0,0) car la dimension de son espace tangent est

2 en ce point : si on pose f(x,y) =y* —x°, ona

df = 2ydy — 3x*dx

et df(0,0) = 0 donc la différentielle n’est pas surjective en ce point, puisqu’elle est nulle. Lorsqu’on
dessine la courbe, on peut voir qu’elle est “pointue” en (0,0). Ceci s’explique aussi par le calcul
qui dit que ’espace tangent en ce point est de dimension 2 (alors que sur une courbe lisse, i.e., bien
arrondie, la dimension de [’espace tangent est toujours 1 : la tangente est une droite).

Proposition 19. Si D = Z(f) est une sous-variété lisse de R", elle est canoniquement munie d’une orienta-
tion définie de la maniere suivante : si{ey, ..., e,_,} est une base de I’espace tangent T.D en x € D, on dit
qu’elle est directe si, quand on la complete en une base directe (de déterminant positif) de R", son image
par la différentielle D f(x) : R" — RP? est directe (de déterminant positif).
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Définition. Soit M : A — D une paramétrisation d’une sous-variété lisse D = Z(f) de R" de dimension
k, avec A C R* (par exemple définie localement & I'aide du théoréme des fonctions implicites). On dit
que la paramétrisation M respecte I’ orientation naturelle de D si I'image d’une base directe de R* par la
différentielle DM(x) : R — Ty P en x € A est une base directe de T P.

Remarque 8. Une paramétrisation M : A — D = Z(f) respecte l’orientation naturelle de Z(f) si et
seulement si pour tout x € A, la réunion ordonnée (placée dans I’ordre) de I'image de la base naturelle de R
par DM(x) : RF — R" et I’image inverse de la base naturelle de R” (p + k = n) par D(f)(M(x)) : R* — R?
forme une base directe (de déterminant positif) de R".

Maintenant qu’on a parlé de la notion d’orientation, on peut écrire les intégrales de formes différentielles
en utilisant une notation qui ne dépend pas du choix de la paramétrisation du domaine d’intégration, mais
seulement de son orientation.

Définition. Soit D = Z(f) C R" une sous-variété de dimension k de R" et w € Q¥(D). Supposons qu’il
existe une paramétrisation M : A — D de D respectant [’orientation naturelle de D. L’intégrale de w sur

D est définie par
9§w::9§ w:zng*w.
D DM A

V.4 Formes différentielles en dimension 1, 2 et 3

On décrit maintenant plus concretement les formes différentielles de degré k = 0,1,2,3 sur D c R”
pourn =1,2,3.

Proposition 20. 1. Une O-forme différentielle w € Q°(D) est une fonction f des coordonnées.

2. Une 1-forme différentielle w € Q' (D) est une expression de la forme

w = fdx (sur D CR)
w = fdx + gdy (sur D C R?)
w = fdx + gdy + hdz (sur D C R?)

avec f, g et h des fonctions des coordonnées.

3. Une 2-forme différentielle w € Q*(D) est une expression de la forme

w = fdx Ndy (sur D c R?)
w= fdyNdz+gdz Ndx+hdx Ady (surDcCR?)

avec f, g et h des fonctions des coordonnées.

4. Une 3-forme différentielle w € (D) est une expression de la forme
w = fdx Ndy A dz.

Définition. On définit la différentielle extérieure d : Q*(D) — QX Y(D) par les reégles suivantes :
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1. La différentielle df € Q' d’une O-forme (fonction) f est la 1-forme différentielle définie par les
dérivées partielles de la fonction :

dfzf”a'x ' (sur D C R)
df = Ldx + %dy (sur D C R?)
df = ‘;—j:dx + %dy + %dz (sur D C R?)

2. Si f est une fonction et w est une forme différentielle produit extérieur des formes coordonnées dx,
dy, dz (par exemple w = dx, w = dz A dx ou w = dy A dx A dz) alors

d(f Nw) =df N w.
3. La différentielle est additive : d(w, + w,) = dw; + dw,.

Par exemple, sur R, si w = fdx est une 1-forme différentielle, sa différentielle extérieure est donnée par
dw=df ndx+ f Ad*x = f'(x)dx Adx +0 = 0.
De méme sur R?, si w = fdx + gdy est une 1-forme différentielle, sa différentielle extérieure est donnée par

dw = df Adx +dg A dy
- ‘;—};dy/\dx+%dx/\dy

- dg _ of
= i a)dx A dy

De méme sur R?, si w = fdx + gdy + hdz est une 1-forme différentielle, sa différentielle extérieure est
donnée par

dw

df Ndx+dg Ndy+dh Adz
= (Ldy ndx+Zdz Adx)+ (Ldx A dy + Bdz Ady) + (Ldx A dz+ Ldy A d2)
(%_%ﬁ)dyAdz+(%—%)dzAdx+(%—%)dX/\dy

V.5 Opérateurs différentiels et différentielle extérieure

On montre maintenant que du point de vue des formes différentielles, les opérateurs différentiels
classiques sur les champs de vecteurs (gradient, rotationnel, divergence) s’identifient a la différentielle
extérieure. IR

On note V I’espace des champs de vecteurs, qui sont des fonctions V : R" — R" pour n = 2,3, qu’on
peut écrire en coordonnées

f(x, ») (f(x,), 8(x, ) (sur R2)
Vx,y,2) = (f(xy,2),8(xy,2),h(x,y,2) (surR?).

On note ¥ I’espace des fonctions f des coordonnées.

On va symboliser le lien entre les opérateurs du calcul vectoriel et la différentielle extérieure par des
diagrammes d’applications et d’équivalences. Ce lien permet de retrouver toutes les formules différentielles
et intégrales pour ces opérateurs.
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- -
Définition. Sur R?, si V = (f, g) est un champ de vecteurs, la 1-forme associée a 'V est la 1-forme

wy = fdx + gdy.

_)
Le rotationnel de V est la fonction

ox Oy’
On a alors le diagramme

v
I .
grad (fii) rot %
ol 1 d 02

fdx+gdy fdxndy
|
[0=1

On a déja vu par un calcul dans la section précédente que
_)
d(fdx + gdy) = rot(V)dx A dy.
g egs . . —
Définition. SurR3, si V = (f, g, h) est un vecteur, la 1-forme associée a V est la 1-forme
wy = fdx+ gdy + hdz,
et la 2-forme (dite forme de flux) associée dT/) est la 2-forme

&y =*wy = fdy Ndz+ gdz Adx + hdx A dy.

ﬁ
Le rotationnel de V est le champ de vecteurs

— =
rot(V) G 3y 3 A (o8 h)
oh _0g of on g _ Of

ﬁ
La divergence de V est la fonction

div(V) = (aﬁ 29

S|

61



Remarquons que la 2-forme de flux *wy est obtenue a partir de la 1-forme wy; par le remplacement
suivant, appelé opérateur étoile de Hodge :

dx +— =dx:=dyANdz
dy +— xdy:=dzANdx
dz v+ sdz:=dxANdy

On peut maintenant expliquer la relation entre la notation A pour le produit vectoriel des vecteurs et la
notation A pour le produit extérieur des formes différentielles.

Proposition 21. Soitv et W/ deux champs de vecteurs. On a alors I’égalité

= k
Wy AWy = * Wy o,

i.e., la 2-forme de flux associée au produit vectoriel des deux vecteurs est égale au produit extérieur des
1-formes de travail correspondantes.

Démonstration. On a

(Vidx + Vydy + V.dz) N (Wdx + Wydy + W.dz)

I
VWydx Ndy + V.W.dx Ndz+ VW, dy ANdx + VW dy ANdz+ V.Wdz Adx + V,Wydz A dy

I
(V,W. = V.W,)dy A dz + (V.W, — ViW.)dz A dz + (V. W, — V,W,)dx A dy
I

% (D=
VAW

O

Il existe une autre maniere d’associer une 2-forme a un champ de vecteur : si on note la 3-forme volume
- . e =
n = dx Ady A dz, on peut associer a V = (f, g, h) une 2-forme 71 appelée produit intérieur de V' avec .

. . . Va . ~ . N . H
Le produit intérieur est défini tres simplement de la maniere suivante pour V = (V,, V,, V,) : on pose
Lv(du) =V,pouru = x,y,z,

et
Lv(du Aw) = p(du) Nw - du A by W

Attention : On utilise la regle de dérivation de Leibniz par rapport au produit extérieur, mais avec un signe
négatif.

On peut ainsi calculer pour 7 = dx A dy A dz, 1a 2-forme associée au champ de vecteur V = (f, g, h) pour
obtenir

ty(dx Ady A dz) tp(dx) Ady Adz = dx A p(dy A dz)
fdy Ndz —dx A [(dy) A dz — dy A 15(d7)]
fdyAndz—dxANgAdz+dxNdyAh

fdy Ndz+ gdz Adx + hdx A dy
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ce qui permet d’obtenir I’identification
tp(dx A dy A dz) = xwy.

L’avantage de 1'utilisation du produit intérieur est qu’il se généralise aux formes différentielles de degré
quelconque et en dimension quelconque. Ceci permet d’obtenir une version vectorielle de la formule de
Stokes en dimension quelconque (utile en physique).

On a alors le diagramme

— -
\% \%
| I
—_—
(f:8.h) = (f.g:) . f
grad rot div
— % a
Qo 4. 0! _d 02 _d O3
fdx+gdy+hdz [fdyAdz+gdzAdx+hdxAdy fdxndyndz
I Il
vy roy

Vérifions que la divergence en dimension 3 s’identifie a la différentielle en utilisant les regles duAdu = 0
et du A dv = —dv A du pour annuler des termes. On a

d(xwy) = d(fdy ANdz+gdz Adx+ hdx A dy)
= df Ndyndz+dg Ndz ANdx+dh ANdx A dy
= g—gdx/;dy/\dz+g—fdy/\dz/\dx+g—’;dz/\dx/\dy
= (%:a—§+g—i‘)dx/\dy/\dz
= div(V)dx Ady Ndz

Vérifions de méme que le rotationnel en dimension 3 s’identifie a la différentielle. On a

d(fdx + gdy + hdz)

= df Ndx+dgAdy+dhAdz

= (%dy ndx+ Ldz A dx) + (FEdx Ady + Fdz A dy) + (Sdx A dz + Sy A d2)
— g_z_‘;;z’)dy/\dz+(g—£—%)dzAdX+(%—?)—£)dXAdy

= ES
WSy

d(wy)

avec

— N 4 9 9
rot(V) = (35550 5) A8 )
= (&b_% 9 _oh s oy
dy 0z 0z 0x? dx oy’

La regle de calcul d o d = 0 implique les regles
r_)otoai:O et div o rot = 0.

Rappelons le résultat suivant :
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Théoreme 16 (Lemme de Poincaré). Soit w une forme différentielle sur R". On a I’équivalence
do=0 — dn, w =dn.
En utilisant le dictionnaire avec le calcul vectoriel en dimension 2 et 3, on obtient les résultats suivants.
Corollaire 4. Soit V un champ de vecteurs sur R%. On a I’équivalence
— — -

rot(V)=0 < 3f, grad(f)=V.
Soitv un champ de vecteurs sur R3. On a les équivalences

—_ = 1 —

rot(V) =0 & 3f, grad(f) =V
et

" - = =

div(V) =0 < AW, rot(W) = V.

V.6 Intégration des formes différentielles

On va négliger les questions d’orientation, en supposant que tous les domaines sont orientés positive-
ment dans les conventions usuelles et que les paramétrisations respectent ces orientations.

On commence par définir I’intégrale des formes différentielles sur des domaines de pavés (produits
d’intervalles). Ceci est fait en utilisant I’intégrale de Riemann.

Définition. L’intégrale d’une 1-forme différentielle fdt (resp. 2-forme différentielle fds A dt, resp. 3-forme
différentielle fds A dt A du) sur un domaine borné de R (resp. R?, resp. R3) est définie comme la valeur
de l'intégrale de Riemann de f sur le méme domaine (attention a bien prendre les coordonnées dans leur
ordre habituel).

Rappelons que si f est continue et P est un domaine suffisamment régulier, 1’intégrale de f sur P existe.

Remarque 9. D’apres les regles de calculs qu’on a fixé pour les formes différentielles, qui donnent dy A
dx = —dx N\ dy, on aura par définition, en cas d’échange des variables d’intégration, par exemple

ﬁfdt/\ds:—\(}ggfds/\dt.
P P

Définition. Soit P un domaine suffisamment régulier de R" pour n = 1,2,3. Une paramétrisation d’un
domaine de R” de parametres dans P est la donnée d’une application injective

o:P—>R"

continuement différentiable par morceaux et dont la différentielle (matrice des dérivées partielles) est in-
Jective (i.e., de noyau nul) en tout point. L’'image D = o (P) est le domaine paramétré et la source P est le
domaine des parametres.
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Par exemple, une courbe paramétrée C (dimension 1) dans R? de paramétres dans un pavé est une
application
o = (x(t),y(t)) : P = [a,b] = C Cc R?

dont le vecteur dérivé n’est jamais nul. Une surface paramétrée S (dimension 2) dans R? de parameétres dans
un pavé est une application

o = (x(s,0),5(5,1),2(5, 1)) : P = [a,b] X [¢,d] = S CR’

dont le vecteur normal n’est jamais nul. Un volume paramétré V (dimension 3) dans R* de paramétres dans
un pavé est une application

o = (x(s, 1, ), y(s, 1, ), 2(s, t,w)) : P = [a,b] X [c,d] X [e, f] > V C R’
dont la différentielle (matrice jacobienne) est une application linéaire injective (i.e., de noyau nul).

Exemple 56. On donne ici plusieurs exemples de domaines paramétrés.

1. Le cercle d’équation x* + y* = 1 orienté dans le sens direct est la courbe paramétrée de R* donnée
par
o = (cos(?), sin(?)) : [0, 27] — R

2. On peut aussi décrire le cercle comme ['union de deux demi-cercles. Le demi-cercle supérieur a
pour paramétrisation

o=(-x, V1 -x2):[-1,1] » R?,

et le cercle inférieur a pour paramétrisation
o=x-V1I-x):[-1,1] > R,
3. Les paramétrisations du demi-cercle supérieur données par
o = (cos(t), sin(?)) : [-m, 7] - R?

et

o=(x, V1-x2):[-1,1] » R?
ne sont pas orientées dans le méme sens.

4. La sphere d’équation x* + y* + 7% = 1 est la surface paramétrée orientée (coordonnées sphériques)
de R? donnée par

o = (sin(¢) cos(h), sin(¢p) sin(H), cos(¢)) : [0, 7] X [0, 2] — R3.

5. Le cylindre plein d’équation x* + y* < R, z € [0, 1] est le volume paramétré (coordonnées cylin-
drigues) de R® donné par

o = (rcos(p), rsin(p), z) : [0, R] x [0,27] x [0, 1] = R,
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6. La boule pleine d’équation x* + y* + x> < R est le volume paramétré (coordonnées sphériques) de
R? donné par

o = (rsin(p) cos(), r sin(p) sin(h), r cos(y)) : [0, 7] X [0,27] X [0, R] — R3.

L’intégrale d’une forme différentielle sur un domaine paramétré général se ramene a celle de son tiré en
arriere sur le domaine des parametres.

Définition. Notons o : P — D une domaine paramétré de dimension k. L’intégrale d’une k-forme
différentielle w € QF sur D est définie par
56 w = 9€ o w.
D P

Pour que la définition ci-dessus prenne sens, il faut définir le tiré en arriecre 0w d’une forme
différentielle le long d’une paramétrisation o : P — D. Ceci peut se faire de la maniére implicite sui-
vante, qu’on va expliciter sur les exemples.

Définition. Si o : P — D est un domaine paramétré de dimension k, et w A n est un produit de formes
différentielles, on pose
ol (AR =d(w) Ad ().

Si f € Q° est une fonction, on pose
*
oc'f=foo.
On a aussi la regle
oc'dw = do'w.

Le coeur de la théorie d’intégration des formes différentielles est le théoréme de changement de variables
suivant, qui garantit que 1’intégrale ne dépend pas de la paramétrisation :

Théoreme 17. Soit ¢ : Py — P, un changement de variable, i.e., une application continuement
différentiable bijective de jacobien strictement positif en tout point, o : P, — D un domaine paramétré de
dimension k et w € QF une k-forme différentielle. On a alors 1’égalité

56 (Cop)w= 96 ow,
P P>

qui signifie aussi que l’intégrale ffb w ne dépend pas de la paramétrisation choisie.

Démonstration. Ce résultat découle directement de la définition de I’intégrale des formes différentielles sur
les pavés en termes d’intégrale de Riemann et du théoreme de changement de variable (voir les théoremes
I1.4 (e), IV (c) et IV (d)) pour cette intégrale. O
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Exemple 57. Si C est une courbe paramétrée par o = (x(t), y(t)) dans R?, on voit que
odx = do*x = d(x(t)) = X' (t)dt.

De méme, on obtient
o*dy =y (t)dt.

Si f est une fonction, on obtient
o (1) = f(x(2), y(1)).
Ceci donne par exemple

o' (fdx) = o7 (f).07(dx) = f(x(@), y(®)x' ()dt.

Proposition 22. L’intégrale curviligne d’une 1-forme différentielle w = fdx + gdy le long de la courbe C
est donnée par la formule

b
5@ w = S§ ) ow = f Jx@), y@0)x'(0)dt + g(x(0), y(@)y' (1)dr.

Moralement, lors d’un changement de variable (x(s, t), y(s, 7)), I’expression dx A dy est multipliée par
le déterminant du changement de variables dans la nouvelle coordonnée ds A dt. La théorie des formes
différentielles est entierement développée autour de ce point crutial, qui permet de la rendre invariante par
changement de coordonnées. On va redémontrer rapidement cette formule par un petit calcul.

Exemple 58. Si S est une surface paramétrée par o = (x(s,t),y(s,1),z(s,t)), on peut calculer I’image
inverse de la 2-forme dx A dy sur le pavé des parametres (s,t) de la maniere suivante :

oc*(dxNdy) = o*dxANo*dy

do*x Ndo*y

dx(s,t) Ady(s,t)

(Zds + Sdr) A (Bds + Fdr)

D(x,y)
DGD ds A dt,

avec D
ox Ox

Dx,y) _ det(gg g)
D(s, 1) 5 @

ds ot
le déterminant jacobien de la paramétrisation.

Exemple 59. Plus généralement, si w = fdx A dy + gdy N dz + hdz A dx est une 2-forme différentielle sur
R3, et o = (x(s,1), y(s, 1), 2(5, 1)) est une surface paramétrée, on obtient pour o*w la forme différentielle sur
le rectangle [a, b] X [c, d] donnée par

c'w = o'f.o'(dx ANdy)+og.o*(dy ANdz) + c*h.o*(dz A dx)

_ . D(xy) D) D)
= [foa Den T8°C D(m+h00' D(M)]ds/\dt.
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Proposition 23. L’intégrale d’une 2-forme différentielle
w = fdx Ndy + gdy AN dz + hdz A dx
sur une surface S paramétrée par o : P = [a, b] X [c,d] — R? est donnée par la formule
D(x, D(y, D(z,
#wz#[]‘og (*x,7) +goo G2) +hoo @ x) ds A dt.
s P D(s, 1) D(s, 1) D(s, 1)
On démontre par un calcul tres similaires aux précédents que si V est un volume paramétré par o :

la,b] X [c,d] X [e, f] = R, ona

D(x,y,z2)

“(dx ANdy Ndz) = ———
o7(dx A dy A dz) D(s,t,u)

ds Ndt A du,

avec

ds ot du
dz Oz

D y,2) _ ol i
D(s, t,u)

Sy

ot ou

le déterminant jacobien de la paramétrisation.

Proposition 24. L’intégrale d’une 3-forme différentielle w = fdx A dy A dz sur un volume V paramétré par
o : P=la,b]x][c,d] xe, f] = R? est donnée par la formule

D
5@@&0: ff(s,t,u)(x’—y’z)ds/\dt/\du.
v j2 D(s,t,u)

V.7 Travail et flux

q
Définition. La travail (dit aussi circulation) d’un champs de vecteurs V le long d’une courbe C est défini
par

. —>
travailc(V) := Sng
c
Proposition 25. On peut évaluer le travail (par exemple en dimension 2) par la formule

travailo(V) = 957(M(r)) M
1

avec d_l\>4 = (X' (1), Y (t))dt et I I'intervalle des paramétres de la courbe M : I — R>.

On a déja vu que I’'intégrale d’une 1-forme sur une courbe ne dépend pas du paramétrage de la courbe.
Ceci implique que le travail ne dépend pas non plus du paramétrage. Intuitivement, le travail mesure a quel
point le champ a tendance a pousser le long de C.

—
Exemple 60. La formule de Stokes en dimension 1 implique que si V= grad(f), alors le travail de V est
nul le long de toute courbe fermée.
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ﬁ
Exemple 61. En physique, il est fréquent de travailler le travail d’un champ de force F le long d’une
trajectoire. Si la force dérive d’un potentiel, i.e., est un champ de gradient (comme la force de gravitation
ou la force électrostatique), son travail est nul le long de toute courbe fermée.

Définition (dimension 3 uniquement). Le flux d’'un champ de vecteur7 le long d’une surface S de ’espace

est défini par
ﬁ
fluxg(V) := #*wv
s

Exemple 62. En mécanique des fluides, le flux du champ de vitesse d’un fluide a travers une surface décrit
la quantité de fluide traversant la surface.

Proposition 26. Soit S une surface paramétrées par M(u,v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). On peut calculer le

flux par la formule
— -
fluxg (V) = V- rdo,
s

avec
— —
oM A oM

—_— dud
ou ov uav

do =

la 2-forme différentielle d’aire de la surface S et

— —
oM\ oM
e ] v
ST N
“m Ao

son vecteur normall.

Démonstration. On se contente (pour simplifier) de considérer le cas ou § est le graphe d’une fonction
H
z(x,y) avec (x,y) € A. Notons V = (P, Q, R). On a alors

On a aussi
oM 0z oM 0z
_:(1,0,_) et —:(0,1,—).

Leur produit vectoriel vaut

et est de norme
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ce qui donne

V Tdo = ff( P——Q—+R)dxdy.

Comme d’autre part, dz = £dx + g—;dy, on obtient que * w- est égale sur S a
k (,()7

l
Pdy A (g—idx + g—;dy) + Q(azdx + ‘9Zdy) ANdx+ Pdx Ndy = ( QaZ + R)dx A dy.

- —
V. -ndo = wy = fluxg (V).
s s

Ceci permet de conclure que
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VI Formule de Stokes et applications

(2-3 séances)

On va maintenant décrire la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral a valeurs scalaires et
vectorielles, qui généralise la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral pour les fonctions a une
variable. Nous donnerons aussi ses différents corollaires (formulations en termes de champs de vecteurs) et
ses applications.

VI.1 Cellules et chaines singulieres

Définition. Soit D un domaine de R". Un k-cube singulier de D est une application lisse o : [0,1]* — D,
avec une orientation fixée au départ (pour k = 0, on obtient, par convention, un point). L’intégrale d’une
k-forme différentielle w € QX(D) le long de o est I'intégrale

Sgw = f o w.
o [0,1]¢

Pour décrire le bord d’un k-cube singulier en tenant compte de son orientation, il est nécessaire de
travailler avec des objets plus généraux, qui sont les k-chaines singulieres.

Définition. Une k-chaine singuli¢re dans un domaine D de R" est une somme formelle

’
Cc = E ajO'j
=1

avec a; € Z des entiers relatifs et o; des k-cubes singuliers. Le bord d’un k-cube singulier o est la k — 1-
chaine singuliere donnée par

Le bord d’une k-chaine singuliére c = ) ajo; est la k-chaine singuliére

dc = Z a;0o ;.
Sio : [0,1] — D est un intervalle singulier (1-cube singulier), son bord est donné par
oo = {o(1)} = {c(0)}.

Par exemple, le bord de I’intervalle singulier o-(6) = (cos(6r), sin(frr)) décrivant le demi-cercle est donné

par o<(1) — o7(0) = {(—1,0)} - {(1,0)}.
Sio :[0,1] X [0, 1] — D estun carré singulier (2-cube singulier), son bord est donné par

do

(o(1, x2) = 0(0, x2)) = (0°(x1, 1), =(0(x1, 0))
o(l,x) = 0(0,x) —o(x1, 1) + 0(x1,0).
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Par exemple, le bord du carré singulier donné par la paramétrisation du disque
o(r,0) = (rcos(26n), r sin(26r))
est donné par
0o = (cos(20r), sin(26m)) — (0,0) + (r,0) — (r,0) = (cos(26r), sin(267)) — (0, 0).
De méme, si on s’intéresse seulement au demi-disque, paramétré par
o(r,0) = (rcos(6n), r sin(0n)),

on obtient
0o = (cos(On), sin(0r)) — (0,0) + (r,0) — (—=r,0).

Si o est un 3-cube singulier, son bord est donné par
do = (o(1, x2, x3) = 07(0, x2, x3)) — (0(x1, 1, x3) — 07°(x1, 0, x3)) + (0°(x1, %2, 1) — 0°(x1, %2, 0)).

On pourra décrire la cellule donnée par le bord de la demi-sphere paramétrée par les coordonnées
polaires, ainsi que le bord de la sphere dans les mémes coordonnées.

Théoreme 18. Si o est une k-cellule singuliere, on a

0(0o) = 0.

VI.2 Décompositions cellulaires des domaines

Nous allons nous intéresser a des décompositions de domaines (courbes, surfaces, volumes) de R" en
petits cubes, qu’on pourra obtenir en utilisant le théoreme des fonctions implicites.
Prenons par exemple une courbe bornée C du plan d’équation f(x,y) = 0, bord d’'un domaine D. On

suppose que cette courbe est non singuliere, i.e., que gr—agl( f) n’est jamais nul sur C. On suppose qu’il y
a un nombre fini de points en lesquels I’une des dérivée partielles de f s’annule (tangentes verticales ou
horizontales) et on prend un nombre fini de points les séparant (faire un dessin de patatoide). On trace toutes
les verticales et horizontales passant par ces points. Ceci donne un cadrillage du plan dont I’intersection avec
D est descriptible, grace au théoreme des fonctions implicites, comme la réunion de domaines D’ donnés
par la surface comprise entre le graphe de deux fonctions ¢ et ¥ (d’une des deux coordonnées, disons par
exemple x), les rectangles étant des cas particuliers. Un tel domaine

D’ ={(x,y),¥(x) <y < @(x), x € [a,b]}

peut étre identifié avec I’'image du carré singulier

o (u,v) = (x(u), (1 = v)e(xu)) + vip(x(w))),

avec
x(u) = (1 —u)a+ ub
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la paramétrisation standard du segment [a, b] par le segment [0, 1].

On peut procéder de méme pour décomposer un domaine D de R? borné par une surface S d’équation
f(x,y,2) = 0 : on considere tous les points de la surface S en lequel I’espace tangent est parallele a un des
plans de coordonnées, et en chacun de ces points, on translate tous les plans de coordonnées. Ceci permet de
décomposer le domaine D en domaines D’ qu’on pourra décrire comme le volume compris entre le graphe
de deux fonctions ¢ et i (de deux coordonnées, disons par exemple x et y). Un tel domaine

={(x,y,2,¥(x,y) <2< ¢(x,y), x € [a,D], y € [c,d]}

peut étre identifié avec I’image du cube singulier

o(u, v, w) = (x(u, v), y(u, v), (1 = w)e(x(u, v), y(u, v)) + wip(x(u, v), y(u, v))),

avec
[0,1]x[0,1] — [a,b] X [c,d]

(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) = (1 —u)a + ub, (1 —v)c +vd)

la paramétrisation standard du pavé [a, b] X [c,d].
Dans la plupart des cas pratiques, les constructions ci-dessus permettent ainsi de décrire le domaine
considéré D (supposé de dimension r) comme 1’image d’une chaine singuliere de la forme

k
S
i=1

avec o; des carrés singuliers (de dimension r) dont les intersections sont des réunions de composantes de
leur bord (de dimension r — 1), et le bord dD du domaine comme I’image d’une chaine singulicre

/

dont les composantes s’intersectent seulement le long de leur bord (de dimension r — 2). Ces dernieres
composantes ne jouent pas de role dans I’intégration des r-formes et des r — 1-formes, car elles sont de
mesure nulle.

V1.3 Formule de Stokes

Théoreme 19. Soit o une (k + 1)-cellule singuliére de R" de bord la k-cellule do. Soit w € QF une k-forme
différentielle définie au voisinage de o et dw € QM sa différentielle. On a alors I’égalité

Sgdw:‘gg w
o do

Démonstration. Comme toute k-cellule singuliere est somme de k-cubes singulier, on peut se ramener au
cas d’un k-cube singulier o : [0, 1]¥ — R”. On obtient alors

Sgda) —96 G(du))—ss d(c*w).
[0,1]% [0,17%
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Comme o*w € Q1([0, 1]¥), on peut I’écrire

k
O'*a):Zgidxl/\dxz/\-~-/\dx,-/\---/\dxk
i=1

avec g; des fonctions sur [0, 1]%. On a alors

5€dw

S By dgidxy Ao Adig A+ A dx)

k [ B,’
Zi=1(_1)l+1 0.1 6_i dx; A -+ ANdxg.

Le théoréme de Fubini appliqué a la décomposition [0, 1]* = [0, 1] x [0, 1]*~! correspondant au choix de la

variable x; nous donne

9% - 98i gy ...
0.1 Bx,-d'xl A Adx, = 0.1t 6x,-d'x1 dx;

= [0,1]k(f[0,1] dx;)dx; dx;---dx.

()xi

Le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral nous donne ensuite

0gi
f —gdx,- =gilxn,.... L. x0) —gilxr,...,0,. .., x0).
[

0,1] Ox;

Ces deux résultats combinés nous donnent 1’égalité

0gi .
ﬁalxl codxg = C; W — C; W
[0,1]% 6xl' [0,1]&1 ’ ’

ou on note ¢;, : [0,1]*"" — [0, 1]* Papplication (xi,..., X, ..., %) & (X1,...,0,...,X), pour p € {0,1}.

En effectuant les identifications

fcdw

k i+1

Zi=l(_l)l+ ﬁ(),l]k—l C;il(l) - C?,Ow
k :

Zi:] Zp:O,l (_1)l+p %0’1]%1 C;'k,pw
k ]
i:l Zp:o,l(_l)l+p Ci,p (,l)

; w
{'6:1 Zp:(),] (_l)Hpci,p

w

oc

on obtient bien le résultat souhaité.

O

Exemple 63. Si le domaine est donné par un intervalle D = [a,b] de R, son bord est la donnée de deux
points {b,a} munis chacun d’une orientation, qui vient de [’orientation naturelle de D donnée par son
inclusion dans R. On notera donc ce bord {b+,a—}. La formule de Stokes est dans ce cas équivalente a la

formule fondamentale du calcul différentiel et intégral

b
55 df = f f'()dx = f(b) - f(a) ::95 f.
[a,b] a {b+,a—}
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VI.4 Applications

On retrouve facilement les formules fondamentales du calcul vectoriel a partir de la formule de Stokes
en utilisant les relations entre champs de vecteurs et formes différentielles explicitées dans la section V.5.

Tous les domaines considérés dans cette section sont supposés admettre une paramétrisation par une
chaine singuliere compatible a une paramétrisation de leur bord par le bord de la chaine.

(a) Aire d’un domaine dans le plan

Corollaire 5. L’aire d’'un domaine D du plan de bord une courbe 0D = C est donnée par

1
aire(D) := ﬁdx ANdy = ngdy = - 9§ydx =5 9§[xdy — ydx].
D c c c

Démonstration. Ceci découle de la formule de Stokes et des identités

d(xdy) = dx A dy,
d(—ydx) = —dy Ndx = dx A dy,
etd(xdy — ydx) =dx Ndy —dy Ndx =2dx A dy.

(b) Volume d’un domaine dans I’espace

Corollaire 6. Soit D un domaine de R? limité par une surface S. Supposons que la surface S est orientée
de facon a ce que les vecteurs normaux soient extérieurs a D. Le volume de D, défini par volume(D) :=
f fD dx A dy A dz, est aussi donné par

volurne(D):ffxdy/\dzzffydz/\dx:ffzdx/\dy.
s s s

Démonstration. Ceci découle de la formule de Stokes et des identités

d(xdy Ndz) =dx ANdy Ndz,
diydz Ndx) =dy Ndz ANdx =dx ANdy A dz,
etd(zdx Ndy) =dzANdx ANdy =dx Ndy Adz.

(¢) Formule de Green-Riemann

H
Si S est une surface de R? bordée par une courbe C et V est un champ de vecteurs, de 1-forme associée
H
wy € Q!, on a montré que d(wv) =rot(V)dx A dy donc

H
95(1)7 = S@grot(V)dx/\ dy.
c S

Ceci nous donne le corollaire suivant de la formule de Stokes :
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Corollaire 7 (Formule de Green-Riemann). Si V estun champ de vecteur sur une surface de R* bordée par
une courbe C, on a la formule

> —
travailc(V) := 56(1)7 = #rot(V) dx A dy,
s

C

H
i.e., le travail du champ de vecteur V le long de la courbe C est égal a l’intégrale sur la surface S de son
rotationnel.

(d) Formule de Stokes-Ampeére

. 7’ H .z
Si S est une surface de R? bordée par une courbe C et V est un champ de vecteurs, de 1-forme associée
wy € Q!', on a montré que dwy) = *w—= € Q? (2-forme de flux associée au champ de vecteur rotationnel

rot(V)
ﬁ
de V), donc on a
%CUV = # *k wr—&(T})
c s

Corollaire 8 (Formule de Stokes-Ampere). Si T} est un champ de vecteur de R3 et S est une surface de R?
bordée par une courbe C, on a la formule

e = —
travailo(V) := Sng = #*wr—w) =: fluxg (rot(V)),
S

C

ﬁ
i.e., le travail (la circulation) de V le long de la courbe C est égal au flux de son rotationnel a travers la
surface S bordée par C.

(e) Formule de Stokes-Ostrogradsky

_)
Si V est un volume bordé par une surface S dans R? et V est un champ de vecteurs, de 2-forme de flux

H
associée * wy, ona montré que d(* “)7) =div(V)dx A dy A dz, donc on a

9@6*% - ﬁ@gdiv(%dmdy/\dz.
N 14

Corollaire 9 (Formule de Stokes-Ostrogradsky). Si V est un champ de vecteurs de R> et V est un volume
de R? bordé par une surface S, on a la formule

— e
fluxg(V) := #*“)7 = ﬁ@gdlv(V)dx/\dy/\dz,
s v
%

i.e., le flux du champ de vecteurs V a travers la surface S est égal a I’intégrale de sa divergence sur le
volume V.
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Puisqu’on a I’égalité
*wy = tp(dx A dy A d),

on peut aussi écrire la formule ci-dessus sous la forme

956 o (dx A dy A d2) = 5@56 div(V) dx A dy A dz.
S \%

Cette formule a 1’avantage de se généraliser aux variétés de dimension supérieure (par exemple, on
peut utiliser ’espace temps de la relativité restreinte, utile d’apres Einstein pour formuler les lois de
I’électromagnétisme, et qui a trois coordonnées d’espace et une coordonnée de temps).

Ce résultat est utilisé en électromagnétisme, dans la formulation de la loi d’Archimede, ainsi qu’en
mécanique des fluides.
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