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Controle continu 3, sujet A : corrigé

Exercice 1.—
a) Donner un paramétrage du demi-cercle C = {(x,y € R? |z > 0 et 2% + y? = 4}.
b) Calculer la circulation du champ de vecteur V (z,y) = (y,y — ) le long de C.

Corrigé. a) Ce demi-cercle est paramétré par le point (2cost,2sint) ou ¢ décrit [0, 7.

b) Par définition, la circulation de Vle long de C est l'intégrale de la 1-forme w = ydz+ (y — x) dy
le long de C, c’est-a-dire, en utilisant le paramétrage de la question précédente :

s ™
/ 2sintd(2cost) + (2sint — 2cost) d(2sint) = 4/ (1 +sint cost)dt = 4.
0 0

Exercice 2.— Calculer les intégrales multiples suivantes :
a) ffDmdxdy, ot D={(r,y) eR?|0<2<1,0<y<x}.
b) [[p(x+y)dedy, ouD={(z,y) eR?|z>0,y>02*+y> <1}

fffD\/mdxdydz ot D= {(z,y,2) € R3|1 < 2% +y?+ 22 <4}
Corrigé. a) D’apres le théoréme de Fubini, l'intégrale & calculer vaut :

1 z 1 Larctanx 1 Log2
dy) dv= | =——-dr=|=(arctanz)?| = —.
/0 (/0 (T+22)(1+9?) y) ! /0 T+ {2(‘”6 am)]o 32

b) On fait un changement de variable en coordonées polaires :

// x+y) dwdy—// rcos@—l—rsm@)rdrd@
[0,1]x[0

1 2 2

—/ / r%(cos 0 + sin 0)df dr—/ 2% dr = =,

0 0 0 3

¢) On fait un changement de variable en coordonées sphériques :

/// 1dxdydz=/// 1fr’2singpd@alnpalr
Va2 +y?+ 22 [0,27]x[0,7]x[1,2] T

2 g 2
:27r/ </ rsingpdgp) dr:47r/ rdr = 6m.
1 0 1

Exercice 3.—
a) Calculer le jacobien de I'application de R? dans R3 donnée par <I>(:c y,2) = (x,2y,3z).
b) Calculer le volume de l'ellipsoide € = {(z,y,2) € R*|2? + 4 + ® < 1}.




Corrigé. a) La matrice jacobienne, dont les colonnes sont les dérivées partielles ‘g—f, g—‘i, %—f est :

1 00
DP=10 2 0
00 3

Le jacobien est donc det(D®) = 6.

b) On remarque que ®(x,y, z) € £ si et seulement si (z,y, z) appartient a la boule de centre 0 et
de rayon 1 (que 'on notera B), autrement dit que ®(B) = £. D’apres la formule du changement

de variable,
Vol(€) = // drdydz = /// 6 dx dy dz = 6 Vol(B) = 8.
& B

Exercice 4.— Calculer les produits extérieurs suivants :
a) a = (3dz +dy) A (3dx — dy).
b) 8= (dx+dy) Ndz A (2dy + dx).

Corrigé. a) On développe, puis on utilise les regles de calcul dz Adx = dy Ady =0 et dy Adx =
—dx N dy. On obtient :

a =9dx Ndx — 3dx N dy + 3dy A dx — dy A dy = —6dx A dy.
b) De méme :

B =dxANdz A2dy+dx Ndz Ndx +dy Ndz A2dy + dy N\ dz A dx
=2dz Ndz Ndy +dy Ndz N\ dx.

Or,de ANdzANdy = —dx NdyANdz et dy Ndz Ndx = —dy ANdx ANdz =dx ANdy Adz. D’ou :

B =—dx ANdy Ndz.



