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Corrigé du controle Continu du 24 novembre 2015

Exercice 1. Soit ¢: R* — R* ’endomorphisme de R* donné par la matrice

21 0 1
4 6 -8 4
A= 4 5 —6 5
00 0 2

dans la base canonique.

1. Déterminer le polynome caractéristique de A, ses valeurs propres et leur multiplicité algébrique.
La matrice A est-elle trigonalisable ? Justifiez votre réponse.

Déterminer les espaces propres de A, leur dimensions et en donner une base.

La matrice A est-elle diagonalisable 7 Justifiez votre réponse.

Existe-il v € R* tel que ¢(v) # 0 mais ¢(¢p(v)) = 0?7 (Indication : pensez a calculer le noyau de A?) Si
oui, calculer ¢(v).

AN

6. Déterminer une base B de R? telle que la matrice de ¢ dans la base B soit

a1 0 0
0 a 0 0
00 B8 0
00 0 B

avec «, 3 € R.

Corrigé. Nous ne détaillerons pas les calculs dans le corrigé de cet exercice.

1. Le polynome caractéristique est dét(A — X 1) = (2 — X)2X2. Les valeurs propres de A sont donc 0 et 2;
elles sont toutes deux de multiplicité algébrique 2.

2. Comme le polynéme caractéristique est scindé sur R, A est trigonalisable dans R.

1

0
3. Apres calcul, on obtient ker(A) = vect < _%) qui est donc de dimension 1, et ker(A—214) = vect (< S ) , (
-1

0
qui est de dimension 2.

4. Les multiplicités alégébriques et géométriques de 0 different donc A n’est pas diagonalisable.

5. Le calcul de A% donne

8 8 —8 8
> |00 0 -4
A=14 4 24 4

00 0 —4

1 0 1
Son noyau est ker(AQ) = vect ((7)1) , (%)) . On remarque que le vecteur <_01> appartient a ker(AQ)
0 0 0

1 1
mais pas a ker(A). De plus, A (01) = <_%>
0

1
6. On note vy = (_% le vecteur propre pour 0 obtenu & la question 3, on note vy le vecteur obtenu a la

0
question précédente et qui vérifie Avo = v1, et enfin on note vs, v4 deux vecteurs qui engendrent 1’espace
propre pour 2.

Alors, dans la base (v1, ve, v3,v4), la matrice de ¢ est

o o oo
oS o o
o N OO
N O OO
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Exercice 2. On considere la permutation suivante :
o 1 2 3 45 6 78
~\3 1 8 6 4 7 5 2
1. Déterminer la décomposition en cycles et la signature de o.
2. Quel est le plus petit entier n > 1 tel que ™ =id?
3. Expliciter I'inverse 7 de o, c’est-a-dire la permutation 7 telle que 7o o = id.
4. Déterminer la décomposition en cycles et la signature de .
Corrigé. 1. On obtient o = (1,3,8,2) o (4,6,7,5). La signature d’un 4 cycle est (—1)*"' = —1 donc la

signature de o est le produit (—1) - (—1) = 1.

2. Intuitivement, chacun des deux 4-cycles font permuter de maniere circulaire les 4 éléments qui composent
leur support en les décalant d’un “cran”; en appliquant deux fois, on les décale de deux crans; en
appliquant trois fois, on les décale de trois crans; enfin en appliquant quatre fois, chaque élément a fait
un “tour”, on est revenu & la situation de départ : 0% = id.

Ceci peut aussi se vérifier par le calcul en explicitant successivement ce que valent o2, 0%, 0.

L’entier n recherché est donc 4.

3. On explicite 7 élément par élément :
(1 2 3 4 5 6 7 8
"2 815746 3

4. La signature de I'inverse d’'une permutation est toujours égale a la signature de la permutation considérée,
en effet :

l=c(0 oo)=c(c 1 )e(0)
Donc g(7) = 1.

Exercice 3. Pour tout n € N*, soit

3 2 0 0
1 3 2

An=10 1 0| € Ma(R),
: . . .2
0 -~ 0 1 3

i.e. les coefficients diagonaux valent 3, ceux juste en-dessous valent 1, ceux juste au-dessus valent 2, et tous les
autres sont nuls. On pose D,, = dét(A,).

1. En développant par rapport a la premiere colonne, montrer que D,, = bD,,_1 4+ c¢D,,_s, pour deux entiers
b,c € Z que 'on déterminera.

On consideére 'espace vectoriel E formé par les suites v = (u;);en vérifiant w; = bu;—1 + cu;—o pour tout i > 2,
E = {u= (w)ien : u; = buj_1 + cu;_o pour tout i > 2}.

On rappelle que E est un espace vectoriel de dimension 2 (sans besoin de le montrer).
2. Trouver A, pu € R tels que les suites géométriques u = ()\l) et v= (/ﬂ) appartiennent a F.
3. En utilisant que E est de dimension 2, justifier pourquoi u, v forment une base de E.

4. En utilisant les valeurs Dy = 3 et Dy = 7 en déduire, en résolvant un systéeme linéaire, une formule exacte
donnant la valeur de D,, pour tout n € N*.

5. Calculer Dg et Dg.
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Corrigé. 1. On développe par rapport a la premiere colonne :
2 0 0 0
1 3 2
Dn=3Dn1— 10 1 0
: . . .2
o --- 0 1 3

Puis on développe par rapport a la premieére ligne le déterminant dans le deuxieme terme : On obtient

D,, =3D,_1 — 2D, _o.

2. On cherche les suites de la forme (A") et telles que A" = 3A" " — 2X"~2 pour n > 2. En mettant \" ™2

en facteur, on voit que c¢’est équivalent & A =0 ou \> =3\ +2=0donc & \ € {0,1,2}.

3. Les suites (1™) = (1) et (2") sont linéairement indépendantes car elle ne sont pas colinéaires (ce qui
se vérifie sur les deux premiers termes). Elles forment une famille libre & 2 éléments dans un espace de

dimension 2, donc une base.

4. Comme (D,,) € E, la suite (D,,) est combinaison linéaire de (1) et (2"). Il existe donc deux réels a, b tels

que pour tout entier n, D,, = a + b2". En particulier, en n = 1,2, on obtient le systéme :

3=D1=a+2b
7=Dy=a+4b

ce qui se résout en a = —1 et b = 2.
On a donc calculé notre déterminant : pour tout entier n, D,, = —1 + 2"*1
5. D% =2 —1=511et D? =2' — 1 =1023.

Exercice 4. Soient n > 1 un nombre entier et eq, ..., e, la base canonique de C™.
Pour toute permutation o € &,, on considere 'application linéaire ¢, : C" — C™ définie par

bo(ei) = ex(s pour tout i =1,...,n.
1. Montrer que pour tout o,7 € &,, on a ¢, © ¢ = Ppor-
(1 2 3 4 -+ n—-1 n
“\2 345 .. n 1)

2. Ecrire la matrice J de 'application ¢ (dans la base canonique). Montrer sans calculs que J" = id.

On consideére la permutation

2k l . . 7’
3. Soient k € {0,...,n — 1} et wy =e™ " ol ¢ € C est une racine carrée de —1. Montrer que le vecteur

n

i—1

vk:E wy e
i=1

est un vecteur propre pour J et déterminer la valeur propre correspondante.
(Indication : on remarquera wj = e*™ =1.)

On rappelle la formule pour le déterminant de Vandermonde (qu’on utilisera sans besoin de la montrer) :

ai,...,a, sont des nombres complexes, on a

1 1 e 1

ay az Qn

’ 2 2 2

(%) dét | a1 az 0 Gy | = H (a; — a;).

. : . 1<i<j<n

n—1 n—1 n—1

ay s an

4. En utilisant (%), justifier pourquoi les vecteurs vy sont linéairement indépendants.
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Pour tout xg,...,x,_1 € C on considere la matrice
n—1
C(.’KQ,...,ZL’n_l) = QC“] .
i=0

5. Ecrire la matrice C(xo, x1, T2, T3).

6. En utilisant la question (3), montrer que, pour tout k¥ = 0,...,n — 1, v est un vecteur propre de
C(zo,...,Tn—1). Déterminer la valeur propre correspondante.
(Indication : il suffit de calculer C(zg, ..., Tn_1)vk.)
7. En utilisant que le déterminant est le produit des valeurs propres, calculer dét C(xg, ..., Zpn_1).
Corrigé. 1. Il suffit de vérifier 'identité sur chaque vecteur de la base canonique. Or on a bien pour tout
i=1,...,n:

bo 0 dr(e;) = ¢0(67—(i)) = €gor(i) = boor(€i)-

2. La matrice J est donnée par

0 0 0 1

1 0 0
J=10 1

: " w0 0

0 ... 0 1 0

Comme ¢" = id, on déduit de la question 1 que ¢ = Id donc que J" = I,,.
3. On calcule Juvy, :
n—1
Jor — i1, n—1
Vp = W €i+1 tw Cer.
i=1
n
En faisant le changement de variable j = ¢ + 1 dans la somme, on obtient : Juy = g w‘,i_er + w,’;*lel.
Jj=2
n
Puis en remarquant que wg_l = wlzl, Jug = g wi_er, et donc en mettant wk_l en facteur, Ju, = wk_lvk.
j=1
—1
Le vecteur vy, est donc propre pour la valeur propre w, .
4. La matrice de la famille (vg)k=o0,..n—1 dans la base canonique est une matrice de Vandermonde avec
ar = wg. Comme les wy sont deux a deux distincts, son déterminant est non nul, donc la matrice est

inversible et la famille est libre.

o T3 T2 I
1 Xo X3 T2
T2 T1 To T3
I3 T2 T1 Lo

C($07$1,3€279€3) =

6. C’est immédiat :
n—1 n—1
; —i
C(zgy. -y Tp_1)vg = E ziJ' v, = E iwy " | Vg
i=0 i=0

7. Les vy étant linéairement indépendants, et au nombre de n ils forment une base de vecteur propre. Donc

C(zo,...,x,) est diagonalisable et son déterminant est le produit des valeurs propres :
n—1 /n—1
dét(C(zo, ..., Tpn-1)) = H <Z aciwk_’> )
k=0 \i=0



