2M270 Algebre linéaire 11 2016-17

Devoir d’entrainement : corrigé

Exercice 1. 1. Trouver une base du noyau de la matrice
11 0 -1
A= (() 1 -1 0 ) '
2. Soient /1 et /3 les formes linéaires sur R* données pour tout (z,y, z,t) € R* par :

Uz, y,z,t) =z +y—t
52(377,%2’775) =Yy — =z

A Taide de la question précédente, donner une base de vect(¢1,¢3)°, lorthogonal de
vect(f1, f2) dans R*. Justifier.

Corrigé. 1. Il y a deux manieres de répondre a cette question. On peut faire des opérations

sur les colonnes de la matrice par blocs ( ﬁ ), comme vu a de nombreuses reprises en TD.

On peut aussi faire le raisonnement suivant.

La matrice A est de rang 2 car ses deux lignes ne sont pas colinéaires. Par le théoreme du

rang, son noyau est donc de dimension 2. Par ailleurs, on peut vérifier que les vecteurs
1 0
8 et | 1) appartiennent au noyau de A. Comme ils ne sont pas colinéaires et que le
i 1

noyau est de dimension 2, ils en forment une base.

2. Un vecteur (z,y,z,t) appartient a vect(f1,¢2)° si et seulement si ¢i(x,y,z2,t) = 0 et
ly(x,y, z,t) = 0. On remarque que les lignes de la matrice A sont les matrices de {1, {2
dans la base canonique. D’ou le produit matriciel :

A1) = ().

On en déduit que (z,y, z,t) appartient a vect({1,f2)° si et seulement si (2) appartient
t
au noyau de A, et donc que ((1,0,0,1),(0,1,1,1)) est une base de vect(¢1,¢2)°.

Exercice 2. On note E 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et de degré inférieur
ou égal & 2. On note B la base de E formée des polynémes 1,X,X? et B* la base duale de B. On
considere les trois formes linéaires sur E suivantes :

6L(P) = P(1)
t2(P) 1)

P(
1
fg(P):/O P(x)dz

1. Quelles sont les coordonnées de ¢y, o, 3 dans B*?
2. Montrer que ({1, ¢2,¢3) est une base du dual E*.

3. Trouver trois polynémes qui forment une base de E dont ({1, f2,¢3) est la base duale.



Corrigé. 1. Les coordonnées de /; dans la base duale de (1, X, X?) sont obtenus en calculant
05(1),£;(X),£;(X?). En effet, si 'on note (¢o, @1, ¢2) la base duale de (1, X, X?) (ce qui
signifie que pour tous 0 < i,j < 2, ¢;(X*) = 1sii=j et ¢;(X") =1 = 0 sinon), et si
apj, aij, az; sont les coefficients de £; dans (¢o, ¢1, ¢2), alors :

(XT) = agj ¢o(X*) + ar; ¢1(X7) + az; $2(X') = ayj.

On obtient :
(1) =1,0,(X) =1,6(X?) =1,
lo(1) = 0,05(X) = 1,05(X?) =1,
l3(1) = 1,05(X) = 3, 65(X?) = 2

2. Pour montrer que 'on obtient une base, il suffit de vérifier que la matrice composée des
coefficients calculés dans la question précédente,

11 1
01 2],
1 1
L 3 3

est inversible, c’est a dire de rang 3. Ceci peut se faire en appliquant l'algorithme du
pivot de Gauss.

3. Notons B’ la base de E que 'on cherche, de sorte que sa base duale est B = ({1, /o, (3).
D’apres le cours,

101 -2 1 3
MatgB =" (MatpB*)' =1 1 | =6 -2 —6
12 5 -3 3 3

Par conséquent, B = (—3X?+6X —2, 3X2—2X +3,3X?—6X +3) est la base recherchée.



