UPMC-4M049  Théorie Analytique des équations différentielles ordinaires ~ 05/05/2015

Examen premiere session

Exercice 1. 1. Expliciter les solutions et représenter ’allure du portrait de phase du systeme
différentiel dans R? suivant :

{x’(t) = —5x(t) — 12y(¢)
y(t) =2a(t) = 5y(t)

2. Vérifier que le point (0,0) est un point d’équilibre du systeme différentiel suivant.
2(t) = =5a(t) — 12y(t) + Tsin(((t) — y(£))?)
y'(t) =2x(t) — by(t) — cos(z(t)) + 1 '

Que peut-on dire des solutions de condition initiale proche de 07 Justifier & ’aide d’un
résultat du cours.

Exercice 2. Soient A : R — M,,(R) et p: R — R™ deux applications continues telles que

+00 +oo
/ [[|A@®)]|] dt < 400 et / lp(t)|| dt < +oc.
0 0

Démontrer que toutes les solutions de I’équation différentielle
'(t) = A(t)z(t) + p(t)
sont définies a tout temps et bornées dans le futur.

Exercice 3. Soient p et f deux fonctions continues sur l'intervalle [0,1]. On cherche & savoir
s'il existe une application z : [0,1] — R de classe C? solution du probléme suivant

{w € [0,1], —2"(t) + p(t)=(t) = f(t) (1)

z(0) =z(1) = 0.

1. Les théoremes du cours s’appliquent-ils directement au probléme (1) ?

2. Justifier que chacun des deux problemes

{w € 0.1, —a"(t) +pr®) =0 {w € [0,1], —a"(t) + p(t)z(t) = f(t)
2(0) =0, 2/(0) = 1 2(0) = 2/(0) = 0,

admet une unique solution de classe C2. On notera respectivement y et z ces solutions.

3. Montrer x est solution de (1) si et seulement si il existe A € R tel que x = \y + z et
Ay(1) 4+ 2(1) = 0.

4. En déduire que si le probleme homogene

{w € [0,1], —2"(t) + p(t)z(t) = 0
z(0)=2z(1)=0

admet une unique solution alors il en est de méme pour (1).

5. Montrer que si p(t) est positif pour tout ¢, (1) posséde une unique solution.



Exercice 4. On considere I’équation différentielle définie sur R? suivante :

y(t) =1 —2(t)? —y)*)y(t) — x(t).

1. Expliciter la solution qui passe par le point (0,1) a ¢t = 0. Indication : elle est périodique
et reste a distance constante de I'origine! On note u cette solution.

2. Calculer la matrice dans la base canonique de la différentielle du champ de vecteur associé
a cette équation différentielle. On note A(t) cette matrice, au point u(t).

3. On note R(t) la résolvante de ’équation linéaire X'(t) = A(t)X(t), entre les temps 0 et
t. Donner une équation différentielle vérifiée par det R(t). Calculer det R(2).

4. Justifier que 'application de premier retour sur ’axe des y est bien définie et contractante
au voisinage de (0,1). En déduire le comportement des solutions voisines de l'orbite
périodique pour de grandes valeurs de t. Faire un rapide dessin.

Exercice 5. On considere la partie V de R? définie par
V ={(z,y,2) € R3|2® +¢* — 22 =1},

et X le champ de vecteur donné pour tout (z,y, z) dans R? privé de I'axe des z,

X(Jf,y,Z) = (_y 2 v _1> .
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1. Montrer que V est une sous-variété de R3, de dimension 2. Faire un rapide dessin
représentant V' (Indication pour le dessin : remarquer que V' est invariante par rotation
autour de 'axe des z et utiliser les coordonnées polaires dans le plan x,y).

2. Montrer que I'orbite d’un point de V' pour le flot de X reste dans V.

3. Que vaut la troisieme coordonnée du flot d’un point x au temps ¢ 7 Démontrer que I'orbite
d’un point de V n’explose pas en temps fini.

4. Donner une idée qualitative du comportement des orbites de X sur V. Représenter
grossierement ces orbites sur le dessin de V. Indication : Le champ X sur V est la
somme de deux champs sur V', (—y,x,0) et (—%, —%, —1). Ce dernier appartient

au plan contenant le vecteur (z,y,0) et 'axe des z.



