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Feuille de TD n°1 :
Nombre de rotation

On note T = R/Z.

Exercice 1. Montrer qu'un homéomorphisme de T qui renverse 'orientation a exactement 2
points fixes. Peut-il avoir des points périodiques de période 27 de période > 27

Exercice 2. (Nombre de rotation des itérés) Soit f : T — T un homéomorphisme croissant et
F : R — R un relevé quelconque de F.

1. Montrer que pour tous p € Z, ¢ € N\ {0}, on a les équivalences suivantes :

p/q < p(f) sietseulement si VreR p< Fi(x)—uz,
p(f) <p/q sietseulementsi VaeR, Fi(x)—z<p.

2. Montrer que pour tous p,q € Z, on a p(F?+ p) = qp(F) + p.

Exercice 3. (Continuité du nombre de rotation)

1. Soit fo un homéomorphisme de T et Fy : R — R un relevé de fy. Montrer que pour tout
€ > 0, tout homéomorphisme de T assez proche de fy admet un relevé e-proche de Fjp.

2. Montrer que le nombre de rotation est continu sur ’espace des homéomorphismes crois-
sants de T.

Exercice 4. Soit f un homéomorphisme croissant du cercle. On suppose que 0 et ses cingq
premiers itérés sont disposés sur le cercle dans ’ordre suivant :

0, 2(0), £4(0), £(0), £3(0), £°(0).

Que peut-on dire du nombre de rotation de f 7 Indication : on pourra commencer par choisir
un relevé F de f et déterminer la position de F(0),..., F°(0) par rapport auz entiers.

Exercice 5. Soit a un nombre irrationnel et 7, : T — T la rotation d’angle a.
1. Décrire tous les homéomorphismes qui commutent a 7.
2. On suppose que f = hgo 7,0 hot est conjugué a Ta, avec hg homéomorphisme croissant
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de T. Trouver tous les homéomorphismes h tels que f = ho 71,0 h™L.

Exercice 6. On note Homeoz(R) 'ensemble des homéomorphismes de R qui commutent & la
translation 7 : ¢ — ¢ 4 1.

1. Donner un exemple de fonctions F' et G dans Homeoyz(R) tels que F(z) < G(x) pour
tout x € R et pourtant, p(F) = p(G).

2. Supposons que F' € Homeoz(R) et p(F) ¢ Q. Montrer que pour tout € > 0, il existe
xe€R, geN\{0}etpeZtelsquexr —e < Fl(x) —p < x.

3. En déduire que si F,G € Homeoz(R) vérifient F'(z) < G(z) pour tout x € R et p(F) =
p(G), alors p(F) € Q.

Exercice 7. (Famille d’Arnold) On fixe a €] — 5, 5= [\{0}, on définit pour tout ¢, I'application

2w 27

F,: R - R, z — z+ asin(2rz) + t et f; Phoméomorphisme de T induit par F;. On note
également F; son prolongement a C.

1. Si ¢ > 1, prouver que la fonction z — F/(z) — z n’est pas constante sur C.

2. Montrer que chaque f; a un nombre fini de points périodiques.



3. Montrer que 'application 7 : ¢ — p(F}) est continue, croissante et vérifie r(t+1) = r(t)+1,
pour tout t € R. Montrer que chaque ensemble 7~ (a) est un intervalle non trivial si a € Q
et réduit a un point si a ¢ Q.

4. En déduire que r est un escalier du diable.

Exercice 8. 1. Donner un exemple de couple (F,G) d’homéomorphismes de Homeoz(R)
tels que p(F o G) # p(F) + p(G).
2. Montrer que p(F o G) = p(F) + p(G) quand F et G commutent.
Exercice 9. Montrer que si f et g sont des homéomorphismes croissants de T qui commutent et

ont chacun un point fixe, alors fog a également un point fixe. Indication : on pourra commencer
par montrer que leurs relevés commutent et utiliser [’exercice précédent.

Exercice 10. (Nombre de rotation, mesures invariantes et homéomorphismes qui commutent)

1. Soit F' un relevé d’un homéomorphisme croissant du cercle f. On note Ap : T — R
la fonction induite par la fonction 1-périodique xz — F(x) — z. Montrer que pour toute
mesure de probabilité p invariante par f, on a :

p(F) = /T Ar(z)dp(z).

2. Montrer que deux homéomorphismes d’un méme espace métrique compact qui commutent
admettent une mesure invariante commune.

3. Montrer que le nombre de rotation est un morphisme sur le groupe des homéomorphismes

croissants du cercle préservant une mesure donnée.

Exercice 11. Montrer que sur le tore TV, I'ensemble de rotation des mesures est un invariant
de conjugaison.

Exercice 12. 1. Pour tout petit € > 0, on considere le relevement d’un homéomorphisme
de T? donné par la formule :

F.(z,y) = (x + cos(2my), y + esin?(my)).
Calculer son ensemble de rotation des points et des mesures. Que remarque-t-on a la
limite e — 07

2. Montrer que I'ensemble de rotation des mesures est semi-continu supérieurement.

3. En déduire que ’ensemble de rotation des mesures est continu aux points dont I’ensemble
de rotation est un singleton.



