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Chapitre 1

Formes différentielles et cohomologie de
De Rham

Les trois premiéres parties de ce chapitre sont essentiellement des rappels de M1, qui sont
présentés ici sans démonstration. On peut se référer au cours de M1 de géométrie différentielle
[1] pour plus de détails. Ce cours de M2 commnence donc véritablement avec la section IV sur
la cohomologie de De Rham.

I Rappels rapides sur les variétés différentielles et les fibrés
vectoriels

I.1 Cartes, atlas, variétés

Fixons un espace topologique M et un entier n > 0. Le mot lisse signifiera toujours de classe
C. Le mot difféomorphisme sous-entendra difféomorphisme lisse.

Définition 1.1 (Cartes, Atlas). Une carte de M a valeurs dans R™ est un couple (U, ¢) ot U
est un ouvert de M et ¢ est un homéomorphisme entre U et un ouvert V de R™. L’ouvert U
s’appelle le domaine de la carte. Si x € U et ¢(x) =0, on parle de carte en x.

Deuz cartes (U, ¢) et (U',¢') sont dites compatibles si l’application ¢' o ¢! : ¢(UNU') —
¢ (UNU") (que l'on appelle changement de carte) est un difféomorphisme.

Un atlas est un ensemble de cartes deux a deuxr compatibles et dont les domaines recouvrent
M. Deuzx atlas sont compatibles st leurs cartes sont deux a deux compatibles.
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Exemple 1.2. (Projections stéréographiques de la sphére) On note S" = {(a: 05 T,) €
R |22+ -+ 22 = 1} la sphere euclidienne standard de R"™!. On note N = (1,0, ) son
pole nord et S ( 1,0,...,0) son pdle sud.

La projection stéréographique par rapport & N est application py qui & un point x € S"\{N}
associe le point d’intersection de la droite passant par N et x avec I'hyperplan équatorial zy = 0.

On définit de méme la projection stéréographique par rapport a .S comme ’application pg
qui & un point x € S™ \ {S} associe le point d’intersection de la droite passant par S et = avec
I’hyperplan équatorial g = 0.

Zo

Les projections stéréographiques prennent leurs valeurs dans '’hyperplan {(0, z1, ..., z,)} que
'on identifiera tout simplement & R™ = {(z1,...,2,)}. On obtient ainsi des homéomorphismes
pn  S"\{N} = R" et pg : S"\ {S} — R, qui forment un atlas de S". Voir [1] pour les détails.
<

Définition 1.3 (Variété différentielle). Une variété différentielle (ou différentiable) de dimen-
sion n est un espace topologique séparé, a base dénombrable[l], muni d’une classe d’équivalence
d’atlas de cartes a valeurs dans R™.

L’espace R™ admet une structure canonique de variété donnée par la carte identité. Comme
on I'a vu, S™ admet aussi une structure de variété donnée par les projections stéréographiques.

REMARQUE 1.4 (VARIETES COMME RECOLLEMENTS DE CARTES). On peut retrouver la variété
a partir des images de ses cartes et des applications de changement de carte. En effet, si
I'on se donne une famille d’ouverts (V;);e; de R™ et pour tous i,j € I, un difféomorphisme
wij + Vij — Vi, ou Vi3 C Viet Vj; C V; sont des ouverts vérifiant V;; = V;, satisfaisant la
relation de cocycle, i.e.

i = Idy;, i (Vi; N Vi) = Vi 0 Vg, Yk © Yij = pa sur Vi N Vi,

on peut considérer I’espace quotient de la réunion disjointe | |, V; obtenu en identifiant chaque
point z € V;; avec son image ¢;;(z). Si le quotient obtenu est séparé, et si I est fini ou
dénombrable, il est naturellement muni d’une structure de variété différentiable dont les cartes
sont les inverses des applications induites par les injections naturelles V; — | |, V.
Naturellement, si les V; sont les i 1mages ¢i(U;) des cartes (U;, ¢;) d'un atlas d’une variété M,
st Vi; = ¢i(UiN U]) et siles p;; = ¢;0 gbi sont les changements de cartes correspondants, alors
cette construction redonne M (au sens ou la variété obtenue est difféeomorphe a M, ce qui ne
sera défini que ci-dessous!). <

1. Une base d’un espace topologique (X, 7T) est une famille d’ouverts (U;);c; telle que pour tout ouvert O
de X, et tout z € O, il existe un indice i € I tel que x € U; C O. Par exemple, les boules ouvertes de rayon
rationnel forment une base dénombrable de la topologie de R™.



I.2 Applications lisses entre variétés
Le principe général suivant s’applique :

Principe 1.5. Toutes les propriétés locales du calcul différentiel dans R™ peuvent étre trans-
férées aux variétés différentiables au moyen des cartes.

Illustrons ce principe sur la notion de lissité qui est bien siir locale.

Définition 1.6 (Application lisse entre variétés). Soient M, N deuzx variétés et f : M — N
une application. On dira que f est lisse si pour tout point x de M, il existe des cartes (U, ¢) de
M en x et (V,4) de N en f(x), telles que application

dofop i p(UNFTHV)) = (V)
est lisse (cette application est parfois appelée « f lue dans les cartes (U, @), (V 1) »).

Les cartes de nos variétés étant deux a deux compatibles, on peut remplacer “il existe des
cartes” dans la définition ci-dessus par “pour toutes cartes”.
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Exercice 1. Vérifier qu’une application lisse entre variétés est continue et que la composition
d’applications lisses est lisse.

Définition 1.7 (Difféomorphismes). Un difféomorphisme entre deux variétés est une applica-
tion entre ces variétés, lisse, bijective et dont la réciproque est lisse.

L’exercice suivant est une remarque bien utile :

Exercice 2. Vérifier qu'une carte (U, ) d’une variété différentiable est un difféomorphisme

entre U et ¢(U).

Pour définir la différentielle d’une application lisse en un point, il nous faut introduire I’espace
tangent.

1.3 Espace tangent, application tangente

Il y a plusieurs maniéres de définir 'espace tangent d’'une variété. On peut par exemple le
définir comme une classe d’équivalence de germes de chemins lisses (voir [I] pour cette approche
détaillée). Nous allons ici utiliser la méthode des atlas abstraits dans I'esprit de la remarque
L4l

On considére un atlas dont les cartes ont pour image des ouverts V; de R™ et les changements
de cartes sont notés ¢;;. On note T'V; = V; x R™ auquel on pense comme un ensemble de couples
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(y,v) ou y est un point de V; et v un vecteur de R™ “attaché” en y. Alors les applications
Qi : (y,v) = (¢ij(y),deij(y) - v) vérifient la condition de cocycle et I'on a donc un espace
topologique quotient associé TM donné par la remarque [I.4. On peut vérifier que cet espace
est séparé et & base dénombrable et celui-ci porte donc une structure de variété différentiable.

On a de plus une projection naturelle p : T'M — M qui, lue dans les cartes, devient V; x R™ —
Vi. On choisit souvent de noter (z,v) les éléments v € T M tels que p(v) = z.

Définition 1.8 (Espace tangent). Pour x € M, l’espace p~'(x) est noté T,M et est appelé
[’espace tangent a M en x.

L’espace tangent s’identifie via une carte a {x} x R™ et hérite donc de la structure d’espace
vectoriel de celui-ci. Comme la différentielle des changements de cartes dg;;(y) est linéaire, cette
structure d’espace vectoriel ne dépend pas du choix de la carte (et est donc bien définie sur le
quotient).

Soit ¢ un chemin lisse défini sur un voisinage de 0 € R, a valeurs dans M et vérifiant ¢(0) = .
Comme c est lisse, le chemin ¢ o ¢ est lisse pour toute carte ¢ : U — V en x. Le vecteur vitesse
de ¢ en 0 est par définition le vecteur de T, M qui correspond a (0, (¢ o ¢)'(0)) € V x R™. Ceci
permet de voir alternativement 7T, M comme ’ensemble de tous les vecteurs vitesses de chemins
lisses sur M passant par x en 0.

Définition 1.9 (Application tangente). Si f : M — N est une application lisse entre variétés,
alors la différentielle de f en x est l'application df, qui a un vecteur v qui est le vecteur vitesse
d’un chemin c associe le vecteur vitesse du chemin f o c; autrement dit il s’agit de [’application
ToM — Ty N vérifiant df,(c'(0)) = (f o ¢)'(0) pour tout chemin c.

L’application tangente de f est Uapplication T'f : TM — TN qui a un point (z,v) de TM
associe le point (f(x),df,(v)) de TN.

Etant données des cartes ¢ : U C M = R enz et ¢ : V C N — RP en f(x), 'application
T'f correspond a 'application

(y.v) = (Yo fod  (y),do fop™), v).

On en déduit que df, est linéaire pour les structures d’espaces vectoriels de T, M et T N que
I’'on a définies.

REMARQUE 1.10 (CARTES DE T'M). Avec ces notations, pour toute carte ¢ de M d’image V,
I’application tangente T'¢ donne une carte de 7'M d’image V' x R"™. De plus les cartes de cette
forme constituent un atlas de T M. <
Exercice 3. 1. Veérifier que la différentielle d’une application constante est nulle.

2. Vérifier que l'on a la formule de composition T(f og) =T f oTg.

3. Vérifier que d(f + g). = dfs +dg. et d(f9). = f(x)dgs + g(z)dfs.

Terminons ce paragraphe par un peu de vocabulaire supplémentaire.

Définition 1.11. Soit f : M — N wune application lisse. Alors
1. f est une immersion en x si et seulement si df, est injective,
2. f est une submersion en = si et seulement si df, est surjective,

3. le rang de f en x est égal au rang de df,.



1.4 Fibrés vectoriels

Nous allons rappeler ici briévement la notion de fibré vectoriel. L’idée n’est pas du tout de
faire une théorie générale des fibrés, qui sera traitée dans d’autres cours. On fixe un entier
k> 0.

Définition 1.12 (Fibré vectoriel lisse). Un fibré vectoriel (réel, lisse) de rang k est la donnée
d’une application lisse p : E — B entre variétés et, pour tout b € B, d’une structure de R-
espace vectoriel sur p~1(b), de sorte que tout point b € B admette un voisinage ouvert U C B
et une application

®:pH(U) = U xRF

tels que

(i) le diagramme suivant commute

pH(U) U x Rk
x A@Hu
U
(ii) pour tout ' € U, la restriction de ® a p~'(b') est un isomorphisme linéaire entre p='(b')
et {b'} x R*.
E
=
~
I
S
p
Vocabulaire.

— B est appelée base du fibré vectoriel,
— FE est appelé espace total du fibré,



— p est appelée projection du fibré,

— E, = p () est appelée fibre au-dessus de b,

— & est appelée trivialisation au-dessus de U. S’il existe une trivialisation au-dessus de B
tout entier, on dit que le fibré est trivialisable.

— Si k=1, on parle de fibré en droites.

— Par abus de langage, on désigne parfois le fibré seulement par E ou par p. Les structures
d’espaces vectoriels sur les fibres sont presque toujours sous-entendues.

— Un point £ € E tel que p(§) = b est parfois noté (b, §).

Exemples 1.13. (i) Le fibré trivial de rang k au-dessus de B est par définition
p:BxRF = B (b,¢)—b.

Ses fibres sont les Fj, = {b} x R¥. L’identité est une trivialisation au-dessus de B. Le fibré
trivial est donc trivialisable!

(ii) L’espace T'M muni de la projection canonique p : TM — M et des structures d’espace
vectoriel sur chaque espace tangent T, M est un fibré vectoriel. En effet, pour toute carte
¢ de M, lapplication qui & un vecteur v tangent en x associe (z,d¢,(v)) donne une
trivialisation locale de T'M.

(iii) Le fibré tautologique de 'espace projectif P™"(R) (I’ensemble des droites vectorielles de
R™"1) est le fibré de rang 1 dont 'espace total est {(d,v) € P*(R) x R*™! : v € d}.
Autrement dit, la fibre en un point d de I'espace projectif est la droite d elle-méme. Cf.
[1, section 3.IIJ.

(iv) Le fibré normal & une sous-variété M C N est le fibré au-dessus de M dont la fibre en x
est le quotient T, N/T, M. Nous en reparlerons plus tard.
<

Etant données deux trivialisations ®; : p~1(U;) — U; x R¥, Iapplication
®; 00" :(U;NU;) x R* — (U; N U;) x R*

prend la forme (z,€) — (z,g;;(x)(§)) ou les g;; : Uy NU; — Gl (R) sont appelées fonctions de
transition.

Les fonctions de transition vérifient une condition de cocycle g;;(x)g;r(z)gri(z) = 1Id pour
tout z € U; N U; N Uy. Réciproquement, la donnée d'un recouvrement ouvert (U;) de B et
d’applications lisses g;; : U; NU; — GLk(R) vérifiant la relation de cocycle permet de construire
un fibré vectoriel sur B dont les g;; sont les fonctions de transition. L’espace total est alors
donné par E = | |,(U; x R*)/ ~ ou ~ est la relation qui identifie (x, v) avec (z, g;;(x)(v)), pour
tout x € U; N U;.

Un fibré est donc caractérisé par ses fonctions de transition, ce qui est trés utile lorsque 1’'on
cherche & classer les fibrés a isomorphisme prés.

Définition 1.14 (sections). Une section d’un fibré vectoriel p : E — B est une application
lisse s : B — E telle que pour tout x € B, s(z) € E, (autrement dit, po s =1dg).
L’application qui a x € B associe le vecteur nul de E, est appelée section nulle du fibré.
On note souvent I'( B, E) 'ensemble des sections de p: E — B.

La section nulle sy est bien une application lisse car pour toute trivialisation @ : p~(U) —
U xR" ona®osy(r)=(x,0) pour tout x € U.
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Exemples 1.15. (i) Si £ = B x R* — B est un fibré trivial, alors les sections sont les
applications de la forme B — B x R", z — (x, f(z)), ou f: B — R" est lisse.

(ii) Les sections du fibré tangent 7'M sont appelées champs de vecteurs sur M. Ce sont donc
les applications lisses X : M — T'M vérifiant X (z) € T, M pour tout x € M, que 'on
note volontiers x — (z, X (x)).

<

Définition 1.16 (Repére d’un fibré). Un repére de p : E — B est une famille (s;)i=1, x de
sections telles que pour tout b € B, la famille (s1(b), ..., sk(b)) soit une base de la fibre E.

Proposition 1.17. Un fibré est trivialisable s’il admet un repére, et seulement dans ce cas.

Démonstration . Supposons le fibré trivialisable, au moyen d’une trivialisation ®. Soit (eq, . .. ex)
une base de R¥. Alors, les formules

Sz(b) = (I)_l(b, 61‘), Vb e B

définissent un repére de sections sy, ..., s. En effet, pour chaque b, ®71(b,-) : R*¥ — Ej, est un
isomorphisme donc envoie base sur base.

Réciproquement, si I’'on dispose d’un repére sq, ..., sk, alors on construit une trivialisation
en posant

B coordonnées de ¢ dans
(b §) = (b’ la base (s;(b))i=1,. & )

O

La proposition qui précede est particuliérement utile dans le cas des fibrés en droites. On se
convainc ainsi que :

Exemples 1.18. (i) Le fibré tangent a S! est trivialisable. Le fibré tangent de T™ aussi.
(ii) Le fibré tautologique de P™*(R) n’est pas trivialisable.

I.5 Sous-variétés, plongements

Une sous-variété de dimension k d’une variété de dimension n est une partie qui “ressemble”
localement & un sous-espace R* dans R”. Plus précisément :

Définition 1.19 (Sous-variété). Soient N une variété de dimension n et k € {0,...,n}. Une

partie M de N est une sous-variété de dimension k de N si tout point de M est dans le domaine
d’une carte (U, ¢) de N telle que (U N M) = ¢(U) N (R* x {0}).

Munie de la topologie induite, une sous-variété est séparée, a base dénombrable et de plus,
les couples (U N M, ¢|unnr) ot (U, ¢) est une carte comme dans la définition ci-dessus forment
un atlas de M. Ceci montre que M hérite d’une structure de variété induite par celle de N.
Pour cette structure, I'injection canonique ¢ : M — N, x — x est lisse et est une immersion.
C’est de plus 'unique structure lisse sur M pour laquelle une application f : P — M est lisse
si et seulement siio f: P — N est lisse (voir [1, Proposition 2.26]).

Comme ¢ est une immersion, la différentielle di, : T, M — T,N est injective en tout point
et permet d’identifier T, M & un sous-espace de T, N. On peut alors former le quotient de I'un
par 'autre.



Définition 1.20 (Fibré normal). Soit M une sous-variété d’une variété N. Le fibré normal
de M dans N est le fibré vectoriel au-dessus de M, noté v M, dont la fibre en x est le quotient
v M =T,N/T,M. Son rang est dim N — dim M.

Explicitons des trivialisations. Soient k¥ = dim M, n = dim N et 7 : R® — R"* la projection
sur les n — k derniéres coordonnées. Si (U, 1) est une carte de N adaptée a M comme dans la
définition ci-dessus, alors pour tout y € U N M l'isomorphisme dy, : T,N — R" envoie T, M
sur R¥ x {0} ; il induit donc un isomorphisme

v,M = T,N/T,M — R"%, [v] — 7(dibyv),

qui donne une trivialisation au-dessus de U N M.

Contrairement au fibré tangent, le fibré normal n’est pas canoniquement un sous-fibré de la
restriction de T'N a M : il le devient dés que 1’on choisit une métrique riemannienne sur N, qui
permet d’identifier v, M a l’orthogonal de T,M dans T,N. C’est la définition par quotient qui
est canonique.

On peut aussi donner un sens a la notion de plongement d’'une variété dans une autre.

Définition 1.21 (Plongement). Une application f : M — N lisse est un plongement si et
seulement si c’est une immersion et un homéomorphisme sur son image M ER f(M).
Pour montrer qu’une application est un plongement, on utilise souvent le fait qu'une immer-

sion injective propreE] est un plongement. En particulier, si M est compacte, une immersion
injective M — N est automatiquement un plongement.

Exercice 4. Montrer que pour tout k < n, l’application
Sk —s" (x0,...,21) — (20,...,7%,0...,0)
est un plongement.
Les sous-variétés apparaissent souvent comme image de plongements (cf [1]).

Proposition 1.22. Soit f : M — N un plongement d’une variété dans une autre. Alors f(M)
est une sous-variété de N et f: M — f(M) est un difféomorphisme.

Dans le cadre ci-dessus, 'application f est appelée un paramétrage de la sous-variété f(M).
On peut montrer qu’une sous-variété de dimension k£ admet en tout point un paramétrage local
depuis un ouvert de R¥.

Les sous-variétés apparaissent aussi souvent comme image réciproque d’un point (cf [1]).

Proposition 1.23. Soient M et N deux variétés, f : M — N wune application lisse et a €
f(M). Si f est une submersion en tout point de f~'(a) (c’est-a-dire si a est une valeur réguliére
de f), alors f~'(a) est une sous-variété de M, de dimension dim M —dim N. De plus, T, f~*(a)
sidentifie a ker df,.

Le théoréme de Sard, que nous verrons plus tard, affirme que presque tout point a € N est
une valeur réguliére. On en déduit donc que la préimage de presque tout point par une fonction
lisse est une sous-variété.

2. Une application est propre si I'image réciproque de tout compact est compacte. Intuitivement, une telle
application “envoie I'infini sur Uinfini”.



1.6 Constructions de variétés

Somme disjointe. Soit (X;);c; une famille d’espaces topologiques. Leur somme disjointe est
Iespace |J;c;{i} x X, que I'on note | |,.; X; muni de la topologie dont les ouverts sont les
parties de la forme |J;.,{i} x U;, ot chaque U; est un ouvert de X;. En particulier, chaque
partie de la forme {j} x X; pour j € I fixé, est un ouvert de | |._; X;. En pratique, cette partie
est identifice a X;.

Si chaque X; est une variété et si [ est fini ou dénombrable de méme dimension n, alors
| |;c; Xi admet une structure de variété différentiable de dimension n. En effet, | |,.; X; est
séparé et a base dénombrable. De plus, si 'on se donne un atlas A; pour chacun des X;, alors
A={{i} xU,¢)|i € I,(U,¢) € A;} forme un atlas de | |,.; X;.

Pour tout j € I, I'application naturelle X; — | |..; X; est un plongement. De plus, soit
[+ ie; Xi = M une application. Alors f est lisse si et seulement si pour tout i € I, f|x, est
lisse.

el

Produits de variétés. Soient M, M’ deux variétés. Alors I'espace M x M’ muni de la to-
pologie produit (c’est-a-dire la topologie engendrée par les produits d’ouverts) est séparé et a
base dénombrable. De plus, si A et A’ sont des atlas de M et M’ respectivement, alors M x M’
peut étre muni de ’atlas

{(Ux U ¢x¢)|(U o)A (U, ¢)eA}

ol ¢ x ¢ désigne 'application (z,y) — (¢(x), ¢ (v)).
Les projections canoniques p; : M x M' — M et py - M x M' — M’ sont lisses. De plus, une
application f: P — M x M’ est lisse si et seulement si ses composantes p; o f et ps o f le sont.
On peut bien str faire des produits de plus de deux variétés. L’exemple suivant est important.

Exemple 1.24. On appelle tore de dimension n le produit de n copies du cercle St.
T" =S"x--- xS

(’est une sous-variété de dimension n de R?". |

Quotients de variétés par 1’action libre et propre d’un groupe discret. Soit G un
groupe agissant sur un ensemble M. L’action est libre si pour tout g # 1, 'application x — g-x
n’a pas de point fixe.

De plus, si M est un espace topologique localement compact (i.e., tout point admet un voi-
sinage compact), 'action de G sur M est propre si pour tous compacts K, K’ de M, I’ensemble

{9€G|(g- K)NK'# 0} est fini.

Théoréme 1.25 (Quotient d’une variété par une action libre et propre). Soit M une variété
et G un groupe discret agissant librement et proprement par difféomorphismes sur M. Alors
Uespace topologique quotient M /G admet une unique structure de variété telle que la projection
canonique p : M — M /G soit un difféomorphisme local.E]

3. Un difféomorphisme local est une application lisse f : M — N telle que pour tout z € M, il existe un
voisinage U de x dans M et un voisinage V de f(z) dans N telle que f établisse un difféomorphisme entre U
et V.
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De plus, pour cette structure, pour toute variété Y et toute application f : M/G — Y,
Papplication f est lisse si et seulement si f o p est lisse.

M o ~Y

b

M/G

Nous renvoyons a nouveau le lecteur vers [I] pour la démonstration. Dans cette situation
I’application p est en fait un revétement. Ce résultat admet des généralisations dans le cas ol
G est un groupe de Lie, mais nous ne les détaillerons pas ici (cf. par exemple |2, Chap. 9]). Il
permet aussi de construire des exemples intéressants de variétés.

Exemple 1.26. L’action de Z sur R (ou plus généralement de Z" sur R") par translation vérifie
les hypothéses du théoréme m Et 'on peut montrer que le quotient R™/Z" est difféomorphe
au tore de dimension n, T" = S* x --- x S! (exercice!). Pour T?, on peut visualiser ainsi :

¥

O ~

Exemple 1.27. Le Ruban de Moebius est la variété obtenue comme quotient de ’action de Z
sur Rx] — 1,1[ donnée par n - (z,y) = (x +n,(=1)"y), pour n € Z, x € Ret y €] — 1,1[.
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Exemple 1.28. La bouteille de Klein est la variété obtenue comme quotient de 'action de Z2
sur R? donnée par (n, k) - (z,y) = ((=1)*z +n,y + k), pour n, k € Z, v,y € R.

<

#®

Comme on peut le voir, I'image ci-dessus ne représente pas une surface plongée dans R? (elle
est seulement immergée). Il n’est en fait pas possible de plonger la bouteille de Klein dans R3.
En revanche, il est possible de la plonger dans R*. <

Exemple 1.29. L’espace projectif réel P*(R) est le quotient de la sphére S™ par 1’action libre
et propre de Z /27 par antipodie. <

Exercice 5. Montrer que Uapplication R — PY(R), t — [cos7t : sinmt] induit un difféomor-
phisme R/Z — P(R).

1.7 Partitions de 'unité

La plupart des objets que nous manipulerons (formes différentielles, orientations, intégrales)
se définissent aisément dans une carte, et la difficulté est de recoller ces définitions locales. Les
partitions de I'unité sont 'outil qui permet ce passage du local au global ; elles interviendront
a de multiples reprises dans la suite.

Définition 1.30 (Partition de l'unité). Soient M une variété et U = (U;)ier un recouvrement
ouvert de M. Une partition de l'unité subordonnée a U est une famille (p;)ic; de fonctions
lisses p; - M — [0,1] telle que
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(i) Suppp; C U; pour tout i € I ;

(i1) la famille des supports (Suppp;)icr est localement finie, c’est-a-dire que tout point de M
admet un voisinage ne rencontrant qu’un nombre fini d’entre eux ;

(iti) Sier i = 1.
La condition (ii) assure qu’au voisinage de chaque point la somme de (iii) ne comporte qu’un
nombre fini de termes non nuls.

Théoréme 1.31 (cf. [1]). Tout recouvrement ouwvert d’une variété admet une partition de l'unité
qui lui est subordonnée. On peut de plus imposer que chaque p; soit a support compact, quitte
a ne plus indexer la partition par I mais par un ensemble dénombrable, chaque support étant
alors contenu dans l'un des Us.

La séparation et la base dénombrable exigées dans la définition d'une variété sont utilisées
de maniére clé dans ce théoréme. C’est un outil puissant, qui peut étre utilisé d’au moins trois
manieéres :

Fonctions plateau. Si K est un compact contenu dans un ouvert U de M, il existe une fonction
lisse x : M — [0, 1], & support compact contenu dans U, et valant 1 au voisinage de K : il suffit
d’appliquer le théoréme au recouvrement {U, M \ K} et de prendre pour y la fonction associée
aU.

FEzxtension par zéro. Si a est un objet défini seulement sur U; (par exemple une fonction ou
une forme différentielle, ou plus généralement une section d’un fibré), alors p; o, prolongé par
0 en dehors de U;, est défini et lisse sur M tout entier, car p; s’annule au voisinage de chaque
point du bord de son support.

Recollement. Un objet a défini sur M se décompose en o = ) ., p; &, somme localement
finie d’objets a support dans les U;. Réciproquement, si I’on dispose d’'un objet «; sur chaque
U;, la somme ) . p;a; est définie sur M et “recolle” en quelque sorte les ;.

IT Formes différentielles

II.1 Formes alternées et produits extérieurs

Nous noterons S, le groupe des permutations de {1,...,p}, p € N*, c¢’est-a-dire le groupe
des bijections de 'ensemble {1,...,p}. Rappelons d’abord que S, est engendré par les trans-
positions, ¢’est-a-dire les permutations qui échangent deux éléments et laissent tous les autres
invariants. Rappelons aussi qu’il existe un (unique) morphisme de groupes ¢ : S, — {£1} qui
vaut —1 sur toutes les transpositions. Ce morphisme est appelé signature.

Pour toute cette partie, on fixe un R-espace vectoriel F/, de dimension finie n.

Définition 1.32 (formes alternées). Une forme p-linéaire w : EP — R est dite alternée si et
seulement si w(zy,...,x,) =0 dés que x; = x; pour certains indices i # j.

En utilisant les propriétés de la signature, on se convainc facilement qu'une forme est alternée
si et seulement si elle est antisymétrique, ce qui signifie que pour toute permutation o € S, on
a

W(To(1)s -5 To(p)) = €(O)w(@1, ..., 2p).

Une 1-forme alternée n’est rien d’autre qu’une forme linéaire. Par convention, on décide

qu'une O-forme est un scalaire.
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Notation. On note APE* [’ensemble des formes p-linéaires alternées sur E. En particulier,
A'E* = E* et A°E* = R.

La théorie du déterminant nous apprend que A"E* est de dimension 1 (rappelons que n
est la dimension de F). Si p > n, APE* = {0}, autrement dit, toute forme p-linéaire alternée
est nulle. C’est une conséquence du fait qu'une forme alternée s’annule sur une famille liée de
vecteurs, ce qui se démontre simplement en écrivant I'un des vecteurs en fonction des autres et
en développant.

Définition 1.33 (Produit extérieur de formes). Soient o une forme p-linéaire alternée et (3
une forme q-linéaire alternée. Le produit extérieur de o et § est la forme p+ q-linéaire alternée
donnée par

1
ANB@1, ) = 5 D (@) To) BEatrins s Tolpin)
Pe 0E€Spiq
= Z 8(0’)(1/(:130(1), PN ,{EU(p)) ﬁ(xo(p+1), Ce ,IU(erq))
0E€Sp q

0t Spg ={0 € Spig|o(l) <--- <o(p) etolp+1) <---<olp+q)}.
Par convention, si p =0, a est simplement un scalaire et on définit le produit extérieur o\ S
comme le produit standard de ce scalaire avec [3.

Exemple 1.34. Si a et B sont deux formes bilinéaires alternées, alors pour tous vecteurs
Xy,T2,T3,T4, Ol &

a A B(x1, 2, 23, 24) = (21, 22) B(23, T4) — (21, 23) B(T2, T4) + (@1, 24) B(T2, 3)
+ a(wg, x3)B(21, 4) — (w2, 1) B(21, 23) + (T3, 24) B(71, T2).

<

Dans la pratique, on calcule peu les produits extérieurs avec les formules ci-dessus ; on utilise
les propriétés suivantes du produit extérieur qui suffisent & le caractériser.

Propriétés 1.35. (i) Associativité : wy A (wa A ws) = (w1 Awg) A ws,
(ii) Unitarité : 1 Nw=wAl=w ot 1€ R=AE*
(111) Anti-commutativité : w An = (—=1)PInp Aw, ot p et q désignent les degrés respectifs de w
et n,
Les propriétés ci-dessus se résument en disant que AE* = @peN APE* est une R-algébre
graduée unitaire et anticommutative.
Notons qu’une conséquence de (iii) est que £ A ¢ = 0 pour toute forme linéaire ¢.

Etant données une base de F, sa base duale (dzy,...,dv,) et [ = {i; < --- < i,} C
{1,...,n}, on peut définir la forme p-linéaire alternée

dry:=dxy N Ndxg,.

On peut montrer que la famille des dz;, indexée par I’ensemble des parties a p éléments de
{1,...,n}, forme une base de A?PE*, qui est donc de dimension (). (cf. [1])
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Exercice 6. On pose a = dxy A dxy + dxsz Adxy. Montrer que a Ao = 2dxy N dxy Adrs A\ dzy.

REMARQUE 1.36. Les formes p-linéaires dx; peuvent aussi se calculer comme des déterminants :
Pour tous vecteurs vy, ... ,v,, et I ={t; <--- <t,}
dl’[(’Ul, . ,Up) = det (dfﬁtz (U]))Z,]

Voir [I] pour la démonstration. <

Transport de formes alternées par une application linéaire. Toute application linéaire
f : E — F induit une application linéaire f* : APF* — APE* par la formule

(frfw)(zy, ..., xp) =w(f(x1),. .., fzp)),

pour toute forme w € APF™ et tous vecteurs z4,...,z, de E.

Dans le cas particulier ou p = 1, f* s’appelle la transposée de f. Dans le cas particulier ou
p = dim F = dim F', I'application f* est une application linéaire entre espaces de dimension 1,
et d’aprés les propriétés du déterminant, il s’agit de la multiplication par le scalaire det f.

Propriétés 1.37. (i) (go f)* = f*o g,
(i) f*1 =1,
(i) f*(wAn) = fwA f.
Ces propriétés sont faciles a vérifier. Les deux derniéres propriétés se résument en disant que
f*: AF* — AE* est un morphisme d’algébres unitaires graduées.

I1.2 Formes différentielles sur un ouvert de R"

Dans cette partie, on fixe un ouvert U de R". Pour tout k¥ € N, on pose QF(U) = C°°(U, A*(R™)*).
Les éléments de QF(U) sont appelés formes différentielles de degré k sur U, ou simplement k-
formes sur U. Etant donnée une k-forme a et 2 € U, on note souvent a, a la place de a(z).

Notons que Q°(U) = C*®(U), puisque A°(R")* = R. Si k > n, Q*(U) = {0} car AF(R")* =
{0}. Si k < 0, nous n’avons pas défini A*(R"™)* mais nous poserons par convention Q¥(U) = {0}.

Notons 1, ..., x, les fonctions coordonnées canoniques de R"™. Leurs différentielles dx1, . . ., dx,
sont égales en tout point de R™ aux éléments de la base duale de la base canonique de R".
Comme les formes dz; forment une base de A*(R™)*, toute k-forme différentielle o s’écrit de

maniére unique
a= E frdzp

Ic{1,..n},|I|=k
ol f[ eC OO(U )
Le produit extérieur sur les formes multilinéaires alternées appliqué en tout point induit un
produit extérieur des formes différentielles, A : QF(U) x QYU) — QFHU).
On peut aussi tirer en arriére les formes différentielles. Soit ¢ : U — V' une application lisse
a valeurs dans un ouvert V' de R™. Alors pour toute a € Q(V), le tiré en arriére de o par ¢
est la k-forme ¢*a donnée par

(0" ) (V1. Uk) = Q) (ddg(v1), - . ., dy(vr))

pour tout x € U et tous vecteurs vy, ..., v € R™
Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier.
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Propriétés 1.38. (i) L’application ¢* : Q8(V) — QF(U) est R-lincaire,
(ii) Pour toutes formes o € Q*(V), B € QYV),

# (0N =d'ane'p

(11i) Sip:V — W est une application lisse a valeurs dans un ouwvert W de RP, alors

(pog) =g oy”

REMARQUE 1.39.
(a) Si k=0, nous avons vu que Q°(V) = C*(V). Dans ce cas, pour toute f € C®(V), le tiré
en arriére s’écrit :
" f=foo.
(b) Si k =n =m, alors a € Q"(V) est de la forme o = f -dxy A -+ Ndx, = f - detp,, o By
désigne la base canonique de R" et f € C*°(V') une certaine fonction lisse. Alors pour tout
point x € U, on peut écrire

(¢*a)e = (¢°f)(2)¢" det
= fo¢(x)det(do,) (%et
= fo¢(r)det(dp,)dry A -+ A dxy,.

Cette derniére formule fait penser (a juste titre) a la formule du changement de variable.
Elle prendra tout son sens lorsque nous définirons I'intégration des formes différentielles
plus tard dans ce chapitre.

(c) Si ¢ est I'injection canonique d’un ouvert U dans un autre ouvert V' le contenant, ¢*« n’est
rien d’autre que la restriction de o & U.

<

II1.3 Formes différentielles sur une variété

Soit M une variété et k > 0 un entier. Les espaces vectoriels de formes k-linéaires alternées
sur les espaces tangents a& M en x s’organisent en un fibré au-dessus de M, noté A*T* M.

Pour justifier 'existence de cette structure de fibré, on peut expliciter les fonctions de tran-
sition. Etant données deux cartes (U, ¢), (V, 1), on peut considérer en tout point y € (U NV),
Papplication linéaire (d(¢ o ~1),)* : A¥(R")* — A¥(R")*. Etant données maintenant trois
cartes, on a alors trois telles applications qui vérifient la condition de cocycle. Pour la structure
de fibré ainsi construite sur A*T*M = | |, _,, A*T M, Dapplication

|| ATy M = U x AR (2,0) = (2, (ddy ) w)

zelU
est une trivialisation au-dessus de U pour toute carte (U, ¢) de M.
Définition 1.40. Une k-forme différentielle sur M est une section lisse du fibré A*T*M. On
note QF(M) = T'(M, A¥T*M).
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Dans le cas ot k = 0, A°T*M ~ M x R et une forme différentielle n’est rien d’autre qu’une
fonction lisse sur M. Dans le cas k = 1, le fibré A'T*M est noté T*M et s’appelle le fibré
cotangent de M. On note aussi parfois Q(M) = @, QF(M).

Etant donnée une carte (U, ¢) de coordonnées (¢1, . .., ¢,), on a ¢*dx; = d¢;. Par conséquent,
toute k-forme s’écrit sur U de maniére unique ), fr d¢;. En pratique, on note souvent z; les
coordonnées de ¢;, de maniére a écrire nos formes ), f; dxy, ce qui permet de calculer “comme
dans R™".

Les opérations que 'on avait sur R" s’étendent aux variétés. En effet, on peut définir le
produit extérieur d’'une k-forme a et d’une ¢-forme [ par la formule

a A B(z) = alx) A Bl).

On définit ainsi un produit associatif, unitaire, anti-commutatif Q*(M) x Q(M) — QFF4(M).
On peut aussi tirer en arriére des formes d'une variété & une autre. Soit f : M — N une
application lisse et soit a € QF(N) une forme différentielle, alors la formule

(ffa)z(v1,. .., v0) = ap@)(dfzvr, . .. dfsvr)

définit une application linéaire Q*(N) — QF(M) qui envoie 1 sur 1 et préserve le produit.

II1.4 Différentielle extérieure

La différentielle extérieure est un opérateur qui transforme une k-forme différentielle est une
k + 1-forme et généralise la différentielle des fonctions.

Théoréme 1.41. Il existe une unique famille d’applications linéaires dj, : QF(M) — QF(M),
k €N, telle que :

(i) Pour toute fonction f € Q°(M) ~ C®(M), dof = df est la différentielle usuelle,
(ii) Pour toute k-forme a et toute {-forme 3,

dk+g<05 A ﬁ) = dkOé A\ 5 + (—1)kOé A dgﬁ,

(i1i) Pour tout entier naturel k € N, dy4q1 o dy = 0.

Ces applications vérifient de plus
dk(d)*oz) = gb*dkoz
pour toute application lisse ¢ : M — N et toute k-forme o sur N.

En pratique, on note simplement d pour di. Le théoréme donne donc l'existence d’une
certaine application linéaire d : Q(M) — Q(M), ou QM) = @, QO (M).

Définition 1.42. L’application d s’appelle la différentielle extérieure sur les formes différen-
tielles de M.

Démontrons le théoréme.

Démonstration . ETAPE 1 : LE CAS M = R™ On note 1, ..., , les coordonnées usuelles de
R". Commengons par remarquer que s’il existe une telle application d, comme d o d = 0, alors
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d(dz;) = 0 pour tout i. La propriété (ii) implique alors par une récurrence facile que d(dzy) =0
pour tout /. En utilisant & nouveau (ii), et la propriété (i), on en déduit :

d (Z J1 dx[> = del Ndxr+ Z frd(dxy)
I 1 1
=" dfy Nday. (1.1)
I

Toute forme différentielle se décomposant sous la forme >, f; dzy, la formule ci-dessus force
I'unicité de d.

Cette formule donne en fait aussi I'existence. En effet, si I'on définit d par la formule (1.1,
on peut vérifier que les conditions (i), (i7) et (i27) du théoréme sont satisfaites. (cf. [I] pour les
détails).

ETAPE 2 : LE CAS GENERAL Remarquons que l'existence et I'unicité d'un tel d sont des
propriétés invariantes par difféeomorphisme. En effet, si ¢ : M — N est un difféomorphisme, d
vérifie les propriétés (i), (i) et (#4i) du théoréme sur Q(M) si et seulement si (¢p~1)* o d o ¢* les
vérifie sur Q(N). Comme l'existence et 1'unicité ont déja été prouvées dans les ouverts de R™,
elles sont aussi vraies sur les domaines des cartes.

Soit (U, ¢) une carte de M. On sait donc que la différentielle extérieure existe de maniére
unique sur Q(U). Notons-la §y;. Etant donnée une application d vérifiant les conditions (4), (i)
et (#i7) du théoréme sur Q(M), on définit la restriction d|y de d & Q(U) par la formule

d|lpw(z) = do(z),

pour tout w € Q(U), tout © € U et tout @ € Q(M) qui coincide avec w au voisinage de x.
Une telle forme @ existe bien : il suffit de multiplier w par une fonction plateau a support
suffisamment petit et étendre par 0 a toute la variété. De plus, cette formule ne dépend pas du
choix de w. En effet, c¢’est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.43. Supposons que wi = wo sur un ouvert V', alors pour toute application d vérifiant
(1) et (ii), nous avons dwi|y = dws|y .

Démonstration . Soit x € V. Posons a = w; — wsy. Alors, pour toute fonction plateau f valant
1 au voisinage de x et a support inclus dans V', on a fa = 0 donc :

0=d(fa)=df Na+ fda.

Comme df, = 0 et f(z) = 1, nous obtenons 0 = da(x) et donc dw,(z) = dwy(x), comme
annoncé. [UJ

Les propriétés (i), (i) et (4i7) du théoréme étant toutes locales, on démontre facilement que
la restriction d|y les vérifie. Par unicité locale, d|y est la différentielle extérieure dy. On en
déduit que pour tout x € U et toute forme w sur M,

dw(z) = dyw|y(x)

ce qui donne l'unicité de d.
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Réciproquement, définissons d par cette formule, autrement dit, pour toute forme w posons
dw comme étant I'application qui & x associe dyw|y(x) pour n’importe quel domaine de carte
U. L’unicité locale implique que cette définition ne dépend pas du choix de la carte. On définit
donc bien ainsi une application sur Q*(M) qui vérifie bien les conditions (4), (i) et (#4i) puisqu’il
s’agit de conditions locales. [

Nous avons déja défini le produit intérieur dans le contexte linéaire. La définition s’étend
facilement au cadre général :

Définition 1.44 (produit intérieur). Soit w une k-forme sur M, k > 0, et soit X un champ
de vecteurs. Le produit intérieur de w par X est la k — 1-forme définie par txw =0 si k =0 et

Lxwe (V1o V1) = we(X (), 01, ..., Uk—1),

pour tout x € M, et tous vecteurs vy,...,vp_1 € T, M.

Proposition 1.45. Le produit intérieur est une anti-dériwvation, c’est a dire vérifie :
ix(a A B) = (txa) A B+ (=1)%@Da A (1x ),

pour tout champ X et toutes formes a et 3.

Définissons maintenant la dérivée de Lie d’une forme dans la direction d’'un champ de vec-
teurs. Comme dans le cas de la dérivée de Lie d'un champ de vecteurs dans la direction d’un
autre champ de vecteurs, la dérivée de Lie est la version infinitésimale du transport par le flot.

Définition 1.46 (dérivée de Lie). Soient X un champ de vecteurs, w une k-forme différentielle.
Alors, la dérivée de Lie de w par rapport a X est donnée par

Lxwla) = 5 (0 wl2)) o

ot @' désigne le flot du champ de vecteurs X [
La dérivée de Lie est une dérivation sur l'algébre des formes différentielles :

Proposition 1.47. Pour tout champ X et toutes formes a et [3,
Lx(aAp)=(Lxa) AN+ a(LxP)
Démonstration .  On pose f(t) = (¢")*a(x) et g(t) = (¢")*B(x). Alors,

Lx(aAB)(x) = ol £(1) A g(1)
= 7'(0) A g(0) + 7(0) A g0
= (Lxa) NB+a N (Lxp).

O

La méthode la plus pratique pour calculer une dérivée de Lie est d’utiliser la formule suivante.

Proposition 1.48 (formule de Cartan). Pour tout forme w et tout champ de vecteurs X,

’ﬁxw = ixdw + dbxw‘

On renvoie & [I] pour une démonstration. Remarquons aussi que dans le cas d'une fonction
f, nous avons :

Lyf=df - X=X-f]|

4. Par définition, ¢'(xg) est I'unique solution au temps ¢ du probléme de Cauchy & = X (z), z(0) = 0.
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IIT Intégration des formes différentielles, formule de Stokes

ITI1.1 Orientation des variétés

Rappelons qu’'une orientation d’un espace vectoriel E' de dimension finie est une classe d’équi-
valence de bases de E pour la relation qui identifie deux bases B et B’ si I'on passe de 1'une
a l'autre par un isomorphisme linéaire de déterminant positif. De la sorte, un espace vectoriel
de dimension finie admet toujours exactement deux orientations. Dans R", I'orientation de la
base canonique est appelée orientation canonique.

Un espace vectoriel muni d’une orientation est dit orienté, et les bases qui représentent
cette orientation sont dites positives. Un isomorphisme entre espaces vectoriels orientés préserve
l’orientation s’il envoie base positive sur base positive. De méme, un difféeomorphisme ¢ entre
ouverts de R™ préserve [orientation si sa différentielle la préserve en tout point, autrement dit,
en tout point z de son domaine det dg, > 0.

Définition 1.49 (Orientation d’une variété). Soit M une variété. Une orientation sur M est
la donnée d’une orientation O, de l’espace tangent T, M pour tout x € M qui est localement
constante, c¢’est-a-dire pour tout point a € M, il existe une carte (U, @) en a telle que pour tout
x € U, l'image de O, par d¢, est constante.

REMARQUE 1.50. Il y a équivalence entre admettre une orientation et admettre un atlas dont
les changements de cartes préservent 1’orientation.

En effet, & un tel atlas on peut associer la famille d’orientations données en tout point x par
O, = (d¢2) " (Oran) pour n’importe quelle carte de I'atlas orienté. Réciproquement, s'’il existe
une famille d’orientations (O, ) localement constante des espaces tangents, alors on construit
un atlas orienté en ne gardant que les cartes (U, ¢) pour lesquelles d¢,(O,) = Ocan pour tout
rel. <

On peut vérifier qu'une variété orientable connexe M admet exactement 2 orientations.

Exemple 1.51. La sphére S", le tore T" sont orientables. La bouteille de Klein et le ruban de
Moebius ne sont pas orientables, I’espace projectif P"(R) est orientable si et seulement si n est
impair. (cf. [1]) <

Définition 1.52 (formes volumes). Une forme volume sur une variété M est une forme dif-
férentielle de degré maximal (c’est-a-dire de degré égal & la dimension de la variété) qui ne
s’annule en aucun point.

Par exemple, la forme dx; A - - - A dx,, est une forme volume sur R”.

Proposition 1.53. Pour toute variété M de dimension n, il y a équivalence entre

(a) il existe une forme volume sur M,
(b) M est orientable.

Démonstration .  Montrons que (b) implique (a). On se donne un atlas orienté (U;, ¢;)icr et
(pi)ier une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (U;);c;. Notons o0 = dxy A+ - - Adxy,
la forme volume standard sur R”. La forme ¢;o n’est définie que sur U; mais la forme p; ¢},
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qui est a support compact inclus dans Uj;, peut étre étendue en une forme w; globalement définie
sur M.

Posons w = ), w; et vérifions que w est une forme volume sur M.

Soit z € M. Alors, il existe un indice j pour lequel p;(z) > 0 et on peut écrire :

= Zm(ﬂcﬁb o\z

pi(z) oY) o) (x
Ze[ p; (I) det (9252 925] )) )( )

B ( ZE; det{d(: o 9 1““96”) 0,(2) S1o(a).

Comme l'atlas est orienté, chacun des termes de la somme est positif et le terme d’indice j est
strictement positif. La somme est donc non-nulle et il en est de méme de p;(z) ¢jo(x). Nous
avons prouvé que w(x) # 0.

Démontrons maintenant que (a) implique (b). Soit donc w une forme volume. Pour tout
x € M, on définit une orientation O, sur M en décidant qu'une base (vy,...,v,) est positive-
ment orientée si et seulement si w,(vy,...,v,) > 0. Vérifions que la famille d’orientations ainsi
construite est localement constante. Soit a € M et soit (vq,...,v,) une base de T, M positive
pour O,. Soit ¢ une carte en a. Pour i = 1,...,n, on pose V;(z) = (d¢,) ' (d¢,(v;)). La famille
(Vi,...,V,) forme un repére de T'M défini au voisinage de a, qui coincide avec (vy,...,v,)
en a. De plus, par continuité, comme wg(vy,...,v,) > 0, on a w,(Vi(x),...,V,(x)) > 0 pour
x proche de a. Par conséquent, (Vi(x),...,V,(z)) représente O, pour z proche de a. Comme
do,(Vi(x)) = dpa(v;) ne dépend pas de z, on en déduit que d¢p,(O,) ne dépend pas de x (au
voisinage de a). On a bien prouvé que la famille d’orientations (O,) est localement constante.
O

II1.2 Intégration des formes différentielles

Soit U un ouvert de R™. On note 27(U) l'ensemble des formes différentielles de degré n, a
support compact. Notons que les formes que ’on considére ici ont un degré égal a la dimension
de lespace. Tout élément de 27(U) s’écrit de maniére unique w = fdz; A -+ - A dz,, pour une
fonction f a support compact sur U.

On définit alors tout simplement I'intégrale de w € Q7(U) par la formule :

[ [ fan ) dn.do, (1.2)

L’intérét de cette définition vient de son invariance par difféomorphisme :

Proposition 1.54 (changement de variable). Soient U, V' des ouverts de R™ et ¢ : U — V un
difféomorphisme préservant orientation. Alors, pour toute forme w € Q2 (V),

fen -
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Démonstration . Ecrivons w = fdx; A --- A dx,,. Alors,

¢*w = fopd*(dxy N+ Ndzxy)
= fo¢ det(do) dxy A -+ A dxy,
d’aprés la remarque (b). Comme ¢ préserve orientation, det d¢ = | det d¢| et la proposition

est donc conséquence de la formule de changement de variable pour l'intégrale de Lebesgue.
OJ

REMARQUE 1.55. Bien str, dans la proposition précédente, si ¢ inverse l'orientation, alors
fU P'w = — fvw. C’est une conséquence de la démonstration ci-dessus, car alors detd¢p =

—| det dg). <

Etant donnée une variété, on note Q%(M) l'ensemble des n-formes & support compact sur
M. Bien stir, si M est compact, alors Q7 (M) = Q™(M).

Théoréme 1.56 (Intégration des formes différentielles). Soit M une variété orientée de di-
mension n. Il existe une unique forme linéaire fM : QM) — R telle que pour toute carte
orientée (U, ¢) de M et toute n-forme w a support compact dans U, on ait :

/Mw - /¢><U>(¢1>*w'

Démonstration . Supposons d’abord qu’une telle forme linéaire existe. Soit (U;, ¢;)icr un atlas
orienté de M, et (p;)ie; une partition de l'unité subordonnée au recouvrement (U;);c;. Pour
toute n-forme a support compact w, nous pouvons écrire w = Y., piw. Cette somme est en
fait finie car le support de w est compact et la famille des supports de la partition de 'unité
est localement finie. Alors, nécessairement,

o= > | por= > / ) (1.3)

Cette formule implique I'unicité.
Pour Dexistence, on définit [, par la formule ci-dessus. La linéarité est claire. Supposons
que w € Q.(U), ou U est le domaine d’une carte (U, ). Alors,

[o=%] o O 00

i

-3 /¢ o 70

L)

- /w L

ou la deuxiéme égalité est conséquence de la formule de changement de variable (proposition
1.54]). La forme linéaire ainsi définie vérifie donc bien les conditions demandées. [

Il y a de multiples remarques a faire.

REMARQUE 1.57.
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(a) L’unicité implique que la définition de [ s donnée ci-dessus ne dépend pas des choix d’atlas
orienté, ni de partition de I'unité. Dans la pratique, on n’utilise pas la formule donnée dans
la démonstration, car les partitions de 1'unité sont en général impossibles & calculer.

(b) Sil'on change l'orientation de M, la forme linéaire [ 1 st remplacée par son opposé — / e
En effet, cela revient a remplacer toutes les cartes de l'atlas (U;, ¢;)ic; ayant servi a la
démonstration par (U;, 7o @;)ier o T est un difféomorphisme de R™ renversant 1’orientation
fixeé.

(¢) Siw est une forme volume sur une variété compacte connexe, alors | 1y w 7 0. En effet, dans
la formule ([1.3]), tous les termes ont le méme signe.

(d) Si¢: M — N est un diffeomorphisme préservant ’orientation, alors

e

On peut le voir comme une conséquence de 'unicité ou le déduire de la formule ((1.3)) et de
la proposition [1.54]

(e) Plus généralement, si B est un borélien[’|de M (par exemple un ouvert ou un fermé de M),
on peut montrer qu’il existe une unique forme linéaire

/B:Q%(M) —R

ou Q% (M) est 'ensemble des n-formes w sur M telles que (Suppw) N B est compact, telle
que pour toute carte orientée (U, ¢) de M et toute w € Q% (M) a support dans U, on ait

Joo= Lo

L’intégrale des formes différentielles est o-additive sur les domaines.

(f) Siw est une k-forme, k < n et N C M est une sous-variété orientée de dimension k de M,
alors on définit 'intégrale de w sur N comme 'intégrale de 7*w ot 7 est I'injection canonique

N — M :
/w::/i*w.
N N

En combinant avec la remarque (d) ci-dessus, on obtient que pour tout plongement j : V' —
M ot V est un ouvert de R¥ et pour toute k-forme w,

/ w:/j*w.
i) 14

Bien siir, ici, j(V) est muni de l'orientation image par j de l'orientation de R*. Cette
derniére formule est trés utile pour calculer des intégrales de formes en pratique.

<

5. Rappelons qu’un borélien d’un espace topologique est un élément de la tribu engendrée par les ouverts de
M.
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Exemple 1.58. Soit « une 1-forme et v : I — M une courbe paramétrée lisse, que 1’on suppose

étre un plongement. Alors,
/ a= /7*04 = /av(t)(ﬁ(t))dt.
() I I

En effet, pour tout ¢t € I, et tout 7 € R, on peut écrire

V(1) = ayn (Y()T) =y (5(1) T

En notant, comme d’habitude, dt la 1-forme égale en tout point a la forme linéaire 7 — 7, nous
obtenons bien la formule

Vi = an (§(1)) dt.

Exercice 7. Vérifier que l'intégrale de la forme

xdy —ydx
ap— LAy =y

2+ y?
sur un cercle du plan centré en l’origine vaut 2.
Exemple 1.59. Nous allons calculer 'intégrale de la forme w = zdx A dy sur la sphére unité
S? de R®.

On parameétre la sphére a 'aide des coordonnées sphériques. Autrement dit, modulo un

ensemble de mseure nulle, on la voit comme image du plongement

j: (g, 0) = (cos cosp,cosb sinp,sind), ]0,2r[x] — I, Z[— R’

On veut appliquer la formule [ (

W= fv J*w. Il nous faut donc calculer j*w. Calculons :

j dr = d(x o j) = —sinf cos pdf — sinp cosf dyp,

et de méme,
j dy = —sin @ sin g df + cos ¢ cos 6 dp.

Do,

J'w=j"(zdx N dy)
= sin f(—sinf cos )(cos ¢ cosf) df A dp — sinf(—sin 0 sin p)(—sinp cos @) df A dy
= sin? @ cos @ dp A db.

Nous pouvons maintenant calculer 'intégrale :

2 % T
/ W:/ j*w=/ / sin” @ cosf df dp = 27 [§sin® 6] %, = 3.
52 10.27[x]- 5,5 o J-Z -5
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I11.3 Formule de Stokes

Dans toute la suite, nous utiliserons la notation R_ =] — 00, 0]. On fixe une varié¢té M de
dimension n > 1.

On définit les variétés a bord avec exactement la méme définition que les variétés (cf. défi-
nition , en remplacant R™ par R_ x R"™!. Les images des cartes sont donc maintenant des
ouverts de R_ x R". Le bord d’une variété & bord M, noté OM est la réunion des ensembles
»~1({0} x R™7!) pour toutes les cartes ¢ de M.

Exemple 1.60. Soit f : M — R une fonction lisse dont 0 est une valeur réguliére, i.e. il n’y
a pas de point z tel que df, = 0 et f(z) = 0. Alors, on peut montrer (par exemple a 'aide du
théoréme des fonctions implicites) que {z € M | f(z) < 0} est une variété a bord, dont le bord
est 'hypersurface {z € M | f(z) = 0}. <

Exercice 8. Montrer que pour toute variété a bord M de dimension n, le bord OM est une
variété de dimension n — 1.

On peut compléter le résultat de 'exercice ci-dessus. Si M est orientée, on peut orienter
son bord avec la convention “normale sortante en premier”. Plus précisément, dans l’espace
tangent T,M d’un point x € OM, on choisit un vecteur v € T, M sortant, c’est-a-dire un
vecteur envoyé par une carte en z sur un vecteur de premiére coordonnée positive dans R™. On
définit alors Porientation O2M de T,0M telle qu'une base (wy, ..., w,_1) de T,0M est positive
si et seulement si (v, wy, ..., w,_1) est une base positive de T, M. Cette famille O définit une
orientation sur OM que 'on appellera orientation canonique du bord de M.

Nous pouvons maintenant énoncer la formule de Stokes.

Théoréme 1.61 (Formule de Stokes). Soit M une variété a bord orientée, de dimension n > 2.
On note j : OM — M l’injection canonique. Alors, pour toute n — 1-forme w sur M a support

compact,
/ Jfw = / dw |.
oM M

REMARQUE 1.62. Dans le cas oit M est un intervalle de la forme [a, b], nous n’avons pas défini
I'intégrale d’une 0-forme sur une variété de dimension 0. En revanche, on sait que 'on a pour

w(z) = f(x), dw = f'(z) dx, donc

<

Démonstration .  Nous allons commencer par établir la formule de Stokes dans le cas oul
M =R_ x R" ! Dans ce cas, une n — 1-forme w s’écrit

n
=1
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La différentielle s’écrit alors explicitement :

dw="> (- 1)”af’ dry A -+ A dzy,

i=1 0z;

Nous pouvons ensuite exprimer 'intégrale de dw sur M.

_ df1 - il//afi
/M dw = /}Rn1 /_ . ——dxidxy...dx, + ;( 1) B, dxidx, .. .dz,

Or, 'hypothése sur le support de w implique que pour ¢ > 2, la fonction f; est & support
compact et donc fR Ofi dxz s’annule. On en déduit :

/dw—/ / afldxl dzs . ..dz,
Rn—1 8:61

— f1(0 T2y ...y n)dangZEn

Rn—1

Par ailleurs, j*w = fi|{oyxrr-1dx2 A -+ A dxy|oyxrn-1 car di|goyxrn-1 = 0. Nous avons donc
bien établi dans ce cas la formule [, j*w = [, dw.

Notons au passage que dans ce cas particulier, si jamais w est a support inclus dans I'intérieur
de M, alors on obtient [, dw = [,, j*w =0.

Le cas général se déduit facilement du cas particulier a ’aide de partitions de I'unité. On
choisit un atlas orienté (U;, ¢;) de cartes de M telles que ¢;(U; NOM) = ({0} x R*1) N ¢;(U;).
Bien stir, une telle carte définie au voisinage d'un point de M ason image incluse dans 'intérieur
de R_ x R™!. On choisit également une partition de I'unité p; subordonnée au recouvrement
(U;), et on note w; = p;w. Alors, en utilisant le cas particulier et la formule de changement de

variable,
foe=3], dw@:Z/R Z/R o 770
_Z/ Jrn1( Z/ ((dslonr)™ Z/azw] Wi
_ /aM .
O

REMARQUE 1.63. La formule de Stokes s’applique au cas particulier ot 9M = (). Dans ce cas,

/dw:O,
M

pour toute n — 1-forme w a support compact. <

Exemple 1.64. Calculons le volume de la boule unité de R3. Une premiére méthode consiste

a écrire la forme dx A dy A dz en coordonnées sphériques, puis intégrer sur le pavé droit [0, 1] X
[0, 2] x [-%, 5.

272
Une autre méthode consiste a appliquer la formule de Stokes a la forme z dx A dy, dont la
différentielle est dx A dy A dz. 11 se trouve que 'on a déja calculé son intégrale sur la sphére :

%71’, qui est bien le volume de la boule unité. <
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Exemple 1.65. Soit 2 un domaine a bord lisse de R?, dont le bord est donné par une courbe
lisse simple v : R/TZ — R2 On note v = (f,g) les applications coordonnées de 7. Alors, en
utilisant la formule de Stokes :

Aire(Q) = /ﬂda:/\dy = /aﬂxdy = /OT f(t)g'(t)dt.

Une telle aire est donc trés simple a calculer. Notons que la formule de Stokes donne aussi :

Aire(Q) = —/mydx = %Ag(xdy—ydx).
<

Une application topologique : le théoréme de Brouwer. Nous allons utiliser la formule
de Stokes pour montrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.66 (Brouwer). Toute application continue de la boule unité fermée de R™ dans
elle-méme admet un point fixe.

Pour cela, nous allons d’abord établir le lemme suivant :

Lemme 1.67 (de non-rétraction). Soit M une variété a bord et compacte. Alors, il n’eziste pas
d’application lisse v : M — OM telle que r|sn = Idgs.

Démonstration . Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe une telle application 7.
Soit w une forme volume sur M. Alors, on sait que |, oy @ 7 0. Notons par ailleurs que dw est
nulle car c¢’est une n-forme sur OM qui est de dimension n — 1. Notons j : 9M — M l'injection
canonique. Par hypotheése, r o j = Idgys. Alors, par la formule de Stokes,

Oz/r*dw:/d(r*w):/ j*r*w:/ w # 0.
M M oM oM

On obtient bien une contradiction. O

Démonstration du théoréme de Brouwer. Supposons qu’il existe une application continue
sans point fixe de la boule fermée dans elle-méme, que 'on notera B. Alors, en approchant
f par une application lisse f. telle que ||f|| < 1+ ¢ et en considérant 1+r5 f-, on obtient une

application lisse de B dans elle-méme, sans point fixe pour € > 0 suffisamment petit. On peut
donc supposer dans la suite de cette démonstration que f est lisse.

On définit alors r(z) comme l'intersection de la droite passant par z et f(z) (qui sont
distincts) avec la sphére unité, située du coté de x. Autrement dit, r(x) = z + Az — f(x)) ou A
est 'unique racine positive de I'équation ||z + A(x — f(z))||> = 1. On sait que r est lisse grace
aux formules donnant les racines d’'un polynéme du second degré. De plus, r est bien I'identité
en restriction au bord de B. Nous obtenons une contradiction avec le lemme. O
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IV Cohomologie de De Rham

Les sections précédentes étaient consacrées a la construction des formes différentielles et de
leurs opérations. Nous allons maintenant les mettre au service de I’étude topologique des variétés
en construisant a partir d’elle les groupes de cohomologie de De Rham H*(M). Intuitivement,
ces espaces comptent les trous de M.

Leur intérét tient & ce qu’ils ne dépendent que de M : deux variétés difféomorphes ont des
cohomologies isomorphes, de sorte que la cohomologie fournit des obstructions a ’existence d’un
diffeomorphisme. Nous démontrerons en fait bien mieux, a savoir que H*(M) ne dépend que du
type d’homotopie de M. C’est un fait remarquable : la définition de H*(M) repose entiérement
sur du calcul différentiel, alors que la conclusion ne reléve que de la topologie. C’est aussi ce qui
rend ces espaces effectivement calculables, au moyen d’outils comme I'invariance par homotopie,
et la suite exacte de Mayer-Vietoris.

IV.1 Formes fermées et formes exactes
On se place sur une variété M de dimension n donnée.

Définition 1.68. Une forme différentielle w est dite fermée si dw = 0. Elle est dite exacte s’il
existe une forme « telle que w = da.

REMARQUE 1.69.
(a) Une n-forme est toujours fermée.

(b) Une 0-forme est fermée si et seulement si c’est une fonction localement constante. Elle n’est
jamais exacte, sauf si elle est nulle.

(¢) Comme dod = 0, une forme exacte est toujours fermée. La réciproque est fausse en général
et c’est ce phénoméne précis que nous étudierons en détail dans ce chapitre!

<4
La formule de Stokes implique immédiatement les deux propriétés suivantes.
Proposition 1.70. Soit V' une sous-variété compacte orientée de dimension k, sans bord, et
w une k-forme. On note j : V. — M ["injection canonique.

(a) Siw est exacte alors [, j*w = 0.

(b) Siw est fermée et si V' est le bord d’une variété orientée 2, alors fvj*w =0.

Démonstration . (a) Siw = da, alors j*w = d(j*«) et la formule de Stokes appliquée a V', qui
est sans bord, donne fV 7¥da = 0.
(b) Sidw=0etsi V =0Q,alors [, j*w = [,dw=0. O

Exemple 1.71. Pour se faire une intuition, étudions des exemples de 1-formes définies sur des
ouverts du plan. Une 1-forme sur un ouvert U de R? s’écrit

w= fdx+ gdy.
Elle est fermée si et seulement si % = %.
y z
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Dans le cas ott U = R? et si w est fermée, alors elle est toujours exacte. En effet, posons
F(z,y) = [} f(t,y)dt+ [ g(0,t)dt. Alors,

{%—i<m,y> = f(z,y),

8w, y) = fy Lt y)dt+9(0,y) = [¢ St y)dt + 9(0,y) = g(x,y),

donc w = dF.

Considérons maintenant la forme w = ””;%’;Z;l £ définie sur U = R? \ {0}. Nous avons déja
vu que dw = 0. Il s’agit donc d’'une forme fermée. En revanche, nous pouvons montrer qu’elle
n’est pas exacte sur U. En effet, si w était exacte, alors son intégrale sur le cercle unité serait

o L 2
nulle (proposition précédente). Or nous avons vu que fSl w = fo df = 2m.

Dans le cas ot U = R?\ {py, ..., pr}, les p; étant des points 2 & 2 distincts, on peut construire
de multiples exemples de formes fermées non-exactes. Par exemple, en notant 7, la translation
de vecteur —u, on peut considérer I'espace V' de toutes les combinaisons linéaires » ;" | a;7, w,
ol w est la forme d’angle du paragraphe précédent et aq, ..., a; sont des coefficients réels.

L’intégrale d’une telle forme sur un petit cercle C; autour de p; (et qui n’entoure qu’un seul
pi) est 2ma;. Donc Papplication linéaire

[:V—>Rk,w»—>(/ w/ w)
C1 Cr

est un isomorphisme et V' est de dimension k. De plus, si deux éléments de V' différent par une
forme exacte alors, d’aprés la proposition précédente, ils ont la méme image par I, donc les
mémes coefficients a;. Ceci prouve

dim ({w € Q'(U) |w fermée} /{w € Q'(U) |w exacte} ) > k,

et suggére que d'une maniére générale, le quotient de l'espace des formes fermées par celui
des formes exactes mesure la complexité d’un espace, le nombre de ses "trous”. Nous allons
développer cette idée dans la suite du chapitre.

Nous démontrerons en particulier que le quotient ci-dessus est de dimension exactement k

(voir proposition ci-dessous). <

IV.2 Cohomologie de De Rham

Guidé par 'exemple précédent, il est naturel de poser la définition suivante.

Définition 1.72. On note Z¥(M) = {w € Q¥(M) | dw = 0} l’ensemble des formes fermées de
degré k sur M et B¥(M) = {w € Q¥(M) |w exacte} l'ensemble des formes exactes.

Le R-espace vectoriel quotient H*(M) = ZF(M)/B*(M) est appelé k-ieme groupe de co-
homologie de De Rham. La classe d’une k-forme fermée «, notée |a], est appelée classe de
cohomologie de «v. L’entier k est le degré de la classe.

REMARQUE 1.73.
(a) Sik <0ouk >n,alors H*(M) = {0} puisque Q¥(M) = {0}.
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(b) Sik =0, alors H*(M) = Z%(M) est 'ensemble des fonctions localement constantes sur M.
Par conséquent, on peut écrire

HO(M) — R{Composantes connexes de M}

Cela confirme I'idée que les groupes de cohomologie mesurent la complexité de 'espace. Les
autres H*(M) sont plus compliqués & calculer.

<4
Certaines opérations sur les formes induisent des opérations en cohomologie.
Proposition 1.74. Le produit extérieur induit un produit
U: HY(M) x HY(M) — H*(M)
donné par [a]U[5] = [aApB] pour toute k-forme fermée v et toute {-forme fermée 5. On l'appelle
le produit “cup”.
Démonstration .  Supposons que pour des formes fermées «, o/, 3, 5, on ait o/ = a + da et

B = [+ db. Alors,
AN =aAB+daNB+aAdb+ daAdb.

Comme f est fermée, da A f = d(a A ) £a AdS = d(a A ) est exacte. De méme o A db et
da A db sont exactes. Ceci montre que o/ A ' et a A S différent par une forme exacte et donc
que le produit extérieur passe au quotient. [

Proposition 1.75. Soit f : M — N une application lisse. Alors, f*: Q8(N) — QF(M) induit
un morphisme H*(N) — H¥(M). De plus, si g : N — P est une autre application lisse, alors

(go f) =[rog"

Démonstration . C’est une conséquence immeédiate du fait que pour toute forme w, f*(dw) =
d(f*w), ce qui implique que f* envoie forme fermée sur forme fermée et forme exacte sur forme
exacte. [
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