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Anna Cadoret

Exercice 1.
(1) Récurrence sur n en développant

Popr(Th, .o Tog1, X) = Po(Th, .. T, X)(X = Tor) = (X" 4+ > (—DFSEXF) (X = Tppn)

1<k<n

1 1
ona Sy =S T, +5p = Di<iyecip<ntt Lin - Ty 2 <k <, St =SP4+ Thq = > 1<k<nt1 Lk
et S;;I% Ty Toyi.

(2) En développant P,(T1,...,T,-1,0,X) = XP,_1(T1,...,T—1,X) et en identifiant les coefficients de

X"~

k. k=1,...,n on obtient bien S} = S¥(T1,...,T,,-1,0), k=1,...,n — 1.

(3) I suffit d’écrire.

(4) Pour tout o € S,,, il résulte de la question précédente en observant que 'application

o ATy, ..., T, = ATh,...,T,], P—~o-P

est un automorphisme de A-algébre que

ZITy,...\ T == {P €ZT,.... Ty |c-P=P}CZT,... T,

est une sous-Z-algébre. On conclut en utilisant que X[T1,...,T,] = Nyes, A[TY, ..., T,]7 C A[Th,...,T,]
est une sous-A-algébre comme intersection de sous-A-algébres.

(5) (a)

Comme P(T1,...,T,-1,0) € X[T1,...,T,—1] et est de degré < d par définition / construction, H(n—
1) implique immédiatement qu’il existe Q1 € X[T71, ..., T,_1] de poids < d tel que P(T1,...,T,,—1,0) =
Ql(S?_l, ol 52:11) =Q1(S7,...., S _)(Th,...,Ty,-1,0), ot la deuxiéme égalité est la question (2).
Notons que Q1 est de degré total < d dans Z[T1,...,T,—1] (donc aussi dans Z[T1,...,Th—1,Ty]).

En effectuant la division euclidienne de Py par T,, dans Z[T1, ..., T,—1][T,]: il existe Q € Z[T1, ..., T,]
et Re€ Z[T,...,T,_1] tels que

P = TnQ(Tl, . ,Tn) + R(T1, - ,Tn_1)

Mais par construction, on a 0 = P (T1,...,7,-1,0) = R(T1,...,T,—1). Donc en fait P =
T,Q(Ty,...,T,). De plus, en utilisant la transposition 7, = (k,n) € S,, ona P, = 7, - P, =
Tk - T - Q(Th, ..., 1) = T - Q(T1, ..., 1), k=1,...,n— 1. Cela montre que T1,...,T, divise
Py dans Z[T, ..., T,]. De plus T1, ..., T, sont irréductibles deux a deux distincts dans Z[T17, ..., T}
qui est factoriel, donc Tj - - - T), divise P; dans Z[T1,...,T,].

Ecrivons donc P, = Ty ---T,,Py avec P, € Z[Ty,...,T,]. Comme P, Ty ---T, € X[T},...,T,] et
que Z[Th,...,T,] est intégre, on a automatiquement P, € X[T4,...,T,]. En outre, deg(P) =
deg(P1) —n < d—n < d. Donc si on raisonne maintenant par récurrence sur d > 0 (en observant 1a
encore que l'assertion pour d = 0 - qui correspond aux polyndmes constants- est tautologique) on
en déduit qu’il existe Q2 € Z[T1,...,T,] de poids < d —n tel que Py = Q2(ST, -+ ,S)). On conclut
en prenant Q = Q1(Th,...,Th—1) + T,Q2(T1, ..., Th-1,Ty) € Z[T1,...,T,], qui est bien de poids
<d.

(6) On raisonne par récurrence sur n. Comme le cas n = 1 est tautologique (puisque X[T] = Z[T1]), il
faut seulement montrer que H(n — 1)) implique H(n). Soit Q € Z[Xy,...,X,] tel Q(ST,...,S?) =0
Comme Z[X1,...,X,] est intégre - et méme factoriel, on peut supposer @ irréductible. Ecrivons
Q = Y gepeq@uXEF € Z[X1,. .., X0 1][X0] ie. avec Q € Z[X1,...,Xn-1], k = 0,...,d et Qq #
0. La condition Q(S?,...,S") = 0 implique en particulier 0 = Q(S?,...,S?)(T1,...,Th-1,0) =
Q(STt,...,8""1,0) (on utilise & nouveau la question (2)). D’aprés H(n — 1), cela force

Q() = Q(Xl, .. ,Xn_l,(]) =0.

Mais alors X, diviserait @) dans Z[X1,..., X,], contredisant 'irréductibilité de Q.

(7) Par propriété universelle de Z[ X1, ..., X,], il existe un unique morphisme de Z-algébre ¢ : Z[ X1, ..., Xp] —
E[Th,...,T,] tel que ¢(T}) = Si}, k =1,...,n. Ce morphisme est surjectif par la question (5) et injectif
par la question (6) donc c¢’est un isomorphisme.
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(8) D’apreés la question (7) X[T1, ..., T,] est factoriel (puisqu'il est isomorphe a I’anneau factoriel Z[ X1, ..., X,]).
En outre, 'isomorphisme e de Z-algebre ¢ : Z[ X1, ..., X,] = X[T1,. .., T,] induit une bijection au niveau
des irréductibles. Donc les irréductibles de X[T1,...,T,] sont exactement les polynémes de la forme
P(Sy,...,S) avec P € Z[Ty,...,T,] irréductible dans Z[T1, ..., T,].

Exercice 2. Soit A un anneau principal de corps des fractions A «— K.
(1) Immédiat.

(2) Lélément g € Ngr, (k) (GLn(A)) induit un isomorphisme de A-modules g : A®"5M donc M est un
A-module libre de rang n.

(3) Pour tout h € GL,(A), on a g~'hg € GL,(A) puisque g € Ngr,, (k)(GLn(A)). Donc hM = hg(A®") =
99 hg(A®") = g(A®") = M.

(4) Soit mq,...,my une A-base de M. Pour j =1,...,n on a, dans er,...,e,: Mj = > |, Tij€; avec
z;; € K. Mais comme K est le corps des fractions de A, il existe 0 # a € A tel que ax;; € A,
1<i,j<n.

(5) Par théoréme de la base adaptée appliqué a aM C A%" il existe une A-base fi,...,f, de A®" et
d=dy|---|d, dans A tels que

aM = ®1<i<nAd; f; C A®" = B1<i<nAfi

donc
a
d
avec §; 1= % €A i=1,...,n. En posant N = @QgignA%fi, on a bien §M = Afi & N C A" =
D1<i<nAfi comme A-modules.

d;
M = @1§i§nx4d*fi C A% = Bi<i<nAf;
1

(6) Pouri=1,...,n,ona Lie; = f1 € $M donc, comme L; YinGL,,(A) et M (donc SM) est GL,(A)-stable
par la question (3), e; = Li_lfl € SM.

(7) Comme ej....,e, est une A-base de A®™, on a gM O A®" et comme gM C A®™ par construction,

on a bien M = A®". Cela montre en particulier que ggel, cee ggen est une A-base de A" donc que
49 € GL,(A).

Exercice 3: (Calculs de produits tensoriels)

(1) Notons A := Z, S := A\ {0} C A, qui est une partie multiplicative tel que Q = S7'A. On a alors
QezQ=5"A,45"'A~51(S14) ~5"A=Qet QezR=5"1TA®s4 R ~ ST'R ~ R. Par
ailleurs si M, N sont des A modules comme M ® 4 N est engendré comme A-module par les éléments
de la forme m®@a4n, me M,ne Nona M @4 N =0ssim®@an=0, me M, née& N. Or pour tout
a/b,a’ /b € Q,onaa/b®d/V = (ab')/(bb) @ ad /b =a/(bV) @'V /V =a/(bV)®@d =a/(bV) 20 = 0.
De méme a/b® ' /b = (aV/)/ (V) @ d' b/ = a/(bV) @ 'V /¥ = a/(bV) @ a’ = a/(bV) ® 0 = 0.

(2) Cf. TD. 5, Exercice 1 (2).

(3) Cf. TD. 5, Exercice 1 (3).

(4) Pour tout n € Z, n > 1, on fixe (,, € C une racine primitive n-iéme de 1 (i.e. un élément d’ordre n du
groupe multiplicatif C*) et on note Q({,) C C le plus petit sous-corps de C contenant ¢, et Q.

(a) Comme () — 1 = 0, 'unique morphisme de Q-algebre ev¢, : Q[T] - Q[¢,] C C, T +— (, contient
T" — 1 dans son noyau donc n’est pas injectif. Comme Q[T'] est principal, ker(ev, ) = Q[T]®,, pour
un certain polynome - que ’on peut supposer unitaire (donc en particulier non-nul) ®,, € Q[T]. En
outre eve, : Q[T] - Q[¢,] se factorise en un isomorphisme de Q-algébres ev¢, : Q[T']/®,=Q[(y].
Comme Q[(,] est intégre (comme sous-anneau de C), Q[T]/®P,, est intégre donc Q[T']|P,, est un idéal
premier de Q[T] donc maximal (en utilisant & nouveau que Q[T] est principal). Cela montre que
Q[T]/®,, est un corps donc QI[(,] aussi; autrement dit Q[¢,] = Q(¢,). On a donc Q(¢,)=>Q[T]/Py
de Q-dimension finie égale au degré de ®,,.

(b) Critére d’Eisenstein appliqué a ®,(T"+ 1) - ¢f. TD. 2, Exercice 10 (1) (b). Comme T?7 — 1 =
(T —1)®,(T') on voit que ®,(¢y) = 0 donc Q[T|®, C ker(ev,) € Q[T] et comme ¢, € Q[T est
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irréductible, Q[T|®,, est maximal donc Q[T]|®, = ker(ev,). L’argument de la question précédente
montre que [Q((p) : Q] = deg(®,) =p — 1.

On a Q((y) ®g Q(¢) = Q¥ @g Q¥ ~ QFP~N~D) puisque ® et & commutent. Donc
Q(¢p) ®q Q(¢y) est de Q-dimension (p — 1)(¢ — 1). Pour déterminer la structure de Q-algébre de
Q(&p) ®g Q(¢q), on peut utiliser (¢f. TD. 5, Exercice 2 (2)):

Q(¢p) ®a Q(¢g) = Q(¢p) ®q Q[T/Pq =~ Q((p)[T7]/Pq-

Sip=gq, ¢ = ngigpfl(T — () dans Q((p)[T] donc, par le lemme Chinois, Q(¢,) ®g Q(¢;) =~
Q(¢p)P~ ! comme Q-algebre (et méme comme Q((,)-algébre). Comme Q((,) est un corps, les idéaux
premiers de Q((,)P~! sont exactement les idéaux de la forme Q({,) x -+ x {0} x -+ x Q(¢p) (il
yenap—1). Sip#q, ¥, reste irréductible dans Q(¢,)[T] donc Q((p) ®g Q(¢,) est un corps,
extension de degré (p —1)(¢ — 1) de Q. En fait, que ®, reste irréductible dans Q((,)[7'] n’est pas
tout a fait immeédiat. Supposons avoir choisi ¢, = €27/ 11 faut d’abord voir que Q(¢p, ¢q) = Q(Cpg)
(I'inclusion C est immeédiate, I'inclusion D résulte de Bézout: up + vg = 1 implique ¢y = (5 (')
puis savoir que le polynéme minimal de (4 est le polyndéme cyclotomique ®,,, défini dans le TD 2
Exercice 11, qui est de degré ¢(pq) = ¢(p)p(q) = (p — 1)(¢ — 1) (ici ¢(n) est I'indicatrice d’Euler
i.e. le cardinal de (Z/n)*). Cela montre que Q((p,(q) = Q({p)(¢y) est de degré (p—1)(¢—1) sur Q.
Mais comme Q((p) est de degré p— 1 sur Q, cela impose en particulier que le polynéme minimal de
(q sur Q((p) est de degré ¢ —1. Comme il doit diviser @, (qui est déja de degré ¢—1) dans Q((,) [T,
cela impose que @, est le polyndéme minimal de ¢, sur Q(¢,) donc est irréductible dans Q(¢,)[T].



