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Equations polynomiales k corps, P P krX s

V pkq :“ tx P kn | Ppxq “ 0u

k : ’petit’ mais arithmétiquement riche (π1pkq :“ Galpk{kq ‘gros’)
e.g. de type fini sur Q ou FppT q

V pkq : objet très ‘compliqué’ !

P “ ZN ´ XN ´ Y N , k “ Q
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k : ’petit’ mais arithmétiquement riche (π1pkq :“ Galpk{kq ‘gros’)
e.g. de type fini sur Q ou FppT q

V pkq : objet très ‘compliqué’ !

ë Considérer les solutions sur tous les surcorps de k ‘simultanément’

Variétés algébriques
V : A k-algèbre Ñ V pAq :“ ta P An | Ppaq “ 0u

ë V pkq : objet géométrique
ë π1pkq ñ V pkq et

V pkq “ V pkqπ1pkq
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Courbe V ù gV P Zě0 genre géométrique

Thm (Conj de Mordell ; Faltings, 1983) k de type fini sur Q,

gV ě 2 ñ |V pkq| ă `8
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Courbe V ù gV P Zě0 genre géométrique

Thm (Conj de Mordell ; Faltings, 1983) k de type fini sur Q,

gV ě 2 ñ |V pkq| ă `8

§ Si gV “ 0, V pkq “ H ñ V pkq » P1pkq

§ Si gV “ 1, V pkq “ H ñ V pkq groupe abélien de type fini (courbe
elliptique)
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"la géométrie contrôle l’arithmétique"

Courbe V ù gV P Zě0 genre géométrique

Thm (Conj de Mordell ; Faltings, 1983) k de type fini sur Q,

gV ě 2 ñ |V pkq| ă `8

§ Si gV “ 0, V pkq “ H ñ V pkq » P1pkq

§ Si gV “ 1, V pkq “ H ñ V pkq groupe abélien de type fini (courbe
elliptique)

Dimension supérieure ? genre Ø dimension de Kodaira
Conj de Mordell Ø Conj. de Lang
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Invariants ‘abéliens‘

Cycles

CHpV q

Anneaux

F -algèbre dim finie Groupe de Galois

configuration d’intersection

+ structures motivique

des ss-variétés
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mesure la complexité de V
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configuration d’intersection + structures motivique

des ss-variétés
cat.tannakienne ë GHpV q Ă GLpHpV qq

groupe algébrique {F
mesure la complexité de V

e.g. H` : cohomologie `-adique (` “ carpkq)

H`pV q : F “ Q`-algèbre + action continue de π1pkq
G`pV q : clôture de Zariski de Impπ1pkq ñ H`pV qq
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Invariants ‘abéliens‘

Cycles Cohomologie

CHpV q ÝÑ HpV q

Anneaux F -algèbre dim finie Groupe de Galois
configuration d’intersection + structures motivique

des ss-variétés
cat.tannakienne ë GHpV q Ă GLpHpV qq

groupe algébrique {F
mesure la complexité de V

e.g. H` : cohomologie `-adique (` “ carpkq)

H`pV q : F “ Q`-algèbre + action continue de π1pkq
G`pV q : clôture de Zariski de Impπ1pkq ñ H`pV qq

V courbe elliptique :

G`pV q Ă GL2Q` tore de rang 2 (CM)
GL2Q` (sans CM)

0Ñ V pkq bQ` Ñ CHpV q bQ`
γV
Ñ Q2

` Ñ 0
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Variation en famille
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Variation en famille

S variété {k , f : V Ñ S famille (projective, lisse) de variétés sur S

Vs :“ f ´1psq

Comment varient G`pVsq avec s P S ?

Exc`pď dq fini
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S variété {k , f : V Ñ S famille (projective, lisse) de variétés sur S

Vs :“ f ´1psq

Comment varient G`pVsq avec s P S ?

E.g. courbe elliptique universelle f : V “ E Ñ S “ P1zt3ptsu
Question : Que peut-on dire du lieu exceptionnel

Exc` :“ ts P S | Es CMu??

Exc`pď dq fini
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E.g. courbe elliptique universelle f : V “ E Ñ S “ P1zt3ptsu
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Variation en famille

S variété {k , f : V Ñ S famille (projective, lisse) de variétés sur S

Vs :“ f ´1psq

Comment varient G`pVsq avec s P S ?

Exc`pď dq fini

H`pVsq » H`pVηq » H`
G`pVsq Ă G` :“ G`pVηq Ă GLpH`q
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Variation en famille

S variété {k , f : V Ñ S famille (projective, lisse) de variétés sur S

Vs :“ f ´1psq

Comment varient G`pVsq avec s P S ?

Exc`pď dq fini

H`pVsq » H`pVηq » H`
G`pVsq Ă G` :“ G`pVηq Ă GLpH`q

Question : Que peut-on dire du lieu exceptionnel

Exc`pď dq :“ ts P Exc` | G`pVsq Ĺ G`, rkpsq : ks ď du??

Thm Si S est une courbe, |Exc`pď dq| ă `8

C-Tamagawa, 2013 si carpkq “ 0
Ambrosi (Ph.D.), 2017 si carpkq ą 0 si d “ 1

Anna Cadoret Projet théorie des nombres Journée de rentrée de l’I.M.J. 17 octobre 2017



Stratégie (d “ 1) - le groupe fondamental

Anna Cadoret Projet théorie des nombres Journée de rentrée de l’I.M.J. 17 octobre 2017



Stratégie (d “ 1) - le groupe fondamental

ë ρ : π1pSq Ñ GLpH`q rep. du groupe fondamental étale
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Stratégie (d “ 1) - le groupe fondamental

ë ρ : π1pSq Ñ GLpH`q rep. du groupe fondamental étale

DA

ë tour de revêtements étales (SMA)

¨ ¨ ¨ Sn`1 Ñ Sn Ñ Sn ¨ ¨ ¨ Ñ S

tq

Implim
ÐÝ

Snpkq Ñ Sq “ Exc`pkq
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DA

ë tour de revêtements étales (SMA)

¨ ¨ ¨ Sn`1 Ñ Sn Ñ Sn ¨ ¨ ¨ Ñ S

tq

Implim
ÐÝ

Snpkq Ñ Sq “ Exc`pkq

DA

ë gSn ě 2, n " 0

Anna Cadoret Projet théorie des nombres Journée de rentrée de l’I.M.J. 17 octobre 2017



Stratégie (d “ 1) - le groupe fondamental

ë ρ : π1pSq Ñ GLpH`q rep. du groupe fondamental étale

DA

ë tour de revêtements étales (SMA)

¨ ¨ ¨ Sn`1 Ñ Sn Ñ Sn ¨ ¨ ¨ Ñ S

tq

Implim
ÐÝ

Snpkq Ñ Sq “ Exc`pkq

DA

ë gSn ě 2, n " 0

ë Mordell ñ |Snpkq| ă `8, n " 0
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Stratégie (d “ 1) - le groupe fondamental

ë ρ : π1pSq Ñ GLpH`q rep. du groupe fondamental étale
DA ë tour de revêtements étales (SMA)

¨ ¨ ¨ Sn`1 Ñ Sn Ñ Sn ¨ ¨ ¨ Ñ S

tq

Implim
ÐÝ

Snpkq Ñ Sq “ Exc`pkq

DA ë gSn ě 2, n " 0

ë Mordell ñ |Snpkq| ă `8, n " 0

Dictionnaire ‘anabélien’

Th. des représentations ÐÑ Géo. algébrique/Th. des nombres

ρ SMA
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Stratégie (d “ 1) - le groupe fondamental

ë ρ : π1pSq Ñ GLpH`q rep. du groupe fondamental étale
DA ë tour de revêtements étales (SMA)

¨ ¨ ¨ Sn`1 Ñ Sn Ñ Sn ¨ ¨ ¨ Ñ S

tq

Implim
ÐÝ

Snpkq Ñ Sq “ Exc`pkq

DAë gSn ě 2, n " 0 ÐÑ Liepρpπ1pSkqqq
ab “ 0 G.L.P

ë Mordell ñ |Snpkq| ă `8, n " 0

Dictionnaire ‘anabélien’

Th. des représentations ÐÑ Géo. algébrique/Th. des nombres

ρ SMA
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Pour résumer

ρ : π1pSq Ñ GLr pF q

§ Coefficients F :

Q` Ðâ Z` � F`ÐÑ coefficients ultraproduits

§ Applications :

§ Variation en famille d’invariants motiviques (décrire de Exc`)
§ Bornes uniformes (Exc` “ H)
§ Correspondance de Langlands pour les corps de fonctions

§ Défis :

Anna Cadoret Projet théorie des nombres Journée de rentrée de l’I.M.J. 17 octobre 2017



Pour résumer

ρ : π1pSq Ñ GLr pF q

§ Coefficients F : Q`

Q` Ðâ Z` � F`ÐÑ coefficients ultraproduits

§ Applications :

§ Variation en famille d’invariants motiviques (décrire de Exc`)
§ Bornes uniformes (Exc` “ H)
§ Correspondance de Langlands pour les corps de fonctions

§ Défis :

Anna Cadoret Projet théorie des nombres Journée de rentrée de l’I.M.J. 17 octobre 2017



Pour résumer

ρ : π1pSq Ñ GLr pF q

§ Coefficients F : Q`

Q` Ðâ Z` � F`ÐÑ coefficients ultraproduits

§ Applications :
§ Variation en famille d’invariants motiviques (décrire de Exc`)
§ Bornes uniformes (Exc` “ H)

§ Correspondance de Langlands pour les corps de fonctions

§ Défis :

Anna Cadoret Projet théorie des nombres Journée de rentrée de l’I.M.J. 17 octobre 2017



Pour résumer

ρ : π1pSq Ñ GLr pF q

§ Coefficients F : Q`

Q` Ðâ Z` � F`ÐÑ coefficients ultraproduits

§ Applications :
§ Variation en famille d’invariants motiviques (décrire de Exc`)
§ Bornes uniformes (Exc` “ H)

§ Correspondance de Langlands pour les corps de fonctions

§ Défis :
§ Construction du dictionnaire anabélien

§ Ramification (Mumford)
§ ’Sous-variétés spéciales’ (variétés de Shimura)
§ p-adique (Kim)

§ Comprendre ρ
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Pour résumer

ρ : π1pSq Ñ GLr pF q

§ Coefficients F : Q`

Q` Ðâ Z` � F`ÐÑ coefficients ultraproduits

§ Applications :
§ Variation en famille d’invariants motiviques (décrire de Exc`)
§ Bornes uniformes (Exc` “ H)

§ Correspondance de Langlands pour les corps de fonctions

§ Défis :
§ Construction du dictionnaire anabélien

§ Ramification (Mumford)
§ ’Sous-variétés spéciales’ (variétés de Shimura)
§ p-adique (Kim)

§ Comprendre ρ, du moins impρq (Conj Grothendieck-Serre-Tate)

ë Thm (Deligne, 1980, Weil II) F Q`-faisceau lisse ι-pur
Fη π1pSkq-module semisimple (ñ G.L.P.)
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Parler de qqchose de plus récent

ρ : π1pSq Ñ GLr pF q

§ Coefficients F : Q` Ðâ Z` � F`

ÐÑ coefficients ultraproduits

§ Applications :
§ Variation en famille d’invariants motiviques (décrire de Exc`)
§ Bornes uniformes (Exc` “ H)

§ Correspondance de Langlands pour les corps de fonctions

§ Défis :
§ Construction du dictionnaire anabélien

§ Ramification (Mumford)
§ ’Sous-variétés spéciales’ (variétés de Shimura)
§ p-adique (Kim)

§ Comprendre ρ, du moins impρq (Conj Grothendieck-Serre-Tate)

ë Thm (Deligne, 1980, Weil II) F Q`-faisceau lisse ι-pur
Fη π1pSkq-module semisimple (ñ G.L.P.)
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