
Théorie des nbrs 2 2023/2024
T.D. 2

Exercice 1. Soit P un polynôme à coefficients complexes, noté

P = (X− α1) · · · (X− αn) = Xn + an−1Xn−1 + · · ·+ a0.

(1) Si n ≥ 2, calculer
∑n
j=1 α

2
j en fonction de an−1 et an−2.

(2) Si n ≥ 3, calculer
∑n
j=1 α

3
j en fonction de an−1, an−2 et an−3.

(3) Supposons que P est à coefficients rationnels et irréductible. Soient α une racine complexe
de P et K = Q(α). Calculer TrK(α), TrK(α2) et TrK(α3) en fonction des coefficients de P.

On rappelle que si on note σin(T) :=
∑

1≤j1≤···≤ji≤n Tj1 · · ·Tji ∈ Z[T1, . . . ,Tn] le ième polynôme

symétrique élémentaire de Z[T1, . . . ,Tn], i = 1, . . . , n alors ai = (−1)n−iσin(α), i = 1, . . . , n.
Notons aussi sin(T) :=

∑
1≤j≤n Tij , i ∈ Z≥0.

(1) On développe

a2n−1 = (

n∑
i=1

αi)
2 =

∑
1≤j1,j2≤n

αj1αj2 =
∑

1≤i≤n

α2
i + 2

∑
1≤j1<j2≤n

αj1αj2 = (
∑

1≤i≤n

αi)
2 + 2an−2.

Donc ∑
1≤i≤n

α2
i = a2n−1 − 2an−2.

(2) On peut essayer de le faire à la main, comme dans (1), mais c’est fastidieux. Une façon
un peu moins calculatoire est d’introduire la matrice compagnon C(P) de P. On sait que
le polynôme minimal (donc le polynôme caractéristique) de C(P) est P. En particulier,
tr(C(P)i) = Sin(α). En calculant explicitement C(P)2 puis les termes diagonaux de C(P)3,
on obtient tr(C(P)2) = a2n−1 − 2an−2, tr(C(P)3) = −a3n−1 + 3an−1an−2 − 3an−3.

Indiquons qu’il existe des formules récursives générales reliant les σin(T) et les sin(T) dites
”identités de Newton” :

(∗) iσin(T) =
∑

1≤j≤i

(−1)j−1σi−jn (T)sjn(T).

La façon la plus jolie de les démontrer est sans doute via les séries formelles. On part de
l’identité∏

1≤i≤n

(1−XTi) = Xn
∏

1≤i≤n

(X−1 − Ti) = 1 +
∑

1≤i≤n

(−1)iσin(T)Xi

et on lui applique Xd/dX, pour obtenir :∑
1≤i≤n

(−1)iσin(T)Xi = −X
∑

1≤i≤n

Ti
∏

1≤j 6=i≤n

(1−XTj) = (
∑

1≤i≤n

−XTi
(1−XTi)

)
∏

1≤i≤n

(1−XTi)

avec
−XTi

(1−XTi)
) = −XTi

∑
j≥0

(XTi)
j = −

∑
j≥1

(XTi)
j

donc ∑
1≤i≤n

(−1)iσin(T)Xi = −(
∑
j≥1

sjn(T)Xj)(1 +
∑

1≤i≤n

(−1)iσin(T)Xi).

On obtient (*) en identifiant les coefficients des Xi, i = 1, . . . , n.
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(3) On vérifie immédiatement que l’application L− : K → EndQ(K) est un morphisme de
Q-algèbres ; en particulier, Lαn = (Lα)n Comme P ∈ Q[T] est unitaire et irréductible
sur Q, c’est le polynôme minimal de α sur Q. En particulier, l’endomorphisme Lα :
K → K, x 7→ αx est semisimple et diagonalisable sur le corps de décomposition K̃ de
P. De plus, [K : Q] = deg(P) = n donc P est aussi le polynôme caractéristique de
Lα. Fixons une Q-base ε quelconque de K et notons Mα la matrice de Lα dans ε. Soit
K̃ = Q(α1, . . . , αn) le corps de décomposition de P. Il existe alors Ω ∈ GLn(K̃) tel que
ΩMαΩ−1 = diag(α1, . . . , αn) et, plus généralement,

ΩMi
αΩ−1 = diag(αi1, . . . , α

i
n)

donc tr(Lαi) = sin(α). Et on conclut par (1), (2).

Exercice 2. Rappelons que le discriminant d’un polynôme P = anXn + · · · + a0 ∈ C[X] de
racines α1, . . . , αn est le nombre complexe

disc(P) = a2n−2n

∏
1≤i<j≤n

(αi − αj)2.

(1) Soient α un nombre algébrique de polynôme minimal P et K = Q(α).

(a) Démontrer que disc(1, α, . . . , αn−1) = disc(P). Sous quelle condition disc(K) =
disc(P) ?

(b) Démontrer l’égalité (−1)
n(n−1)

2 disc(P) = NK(P′(α)).

(2) Calculer le discriminant d’un polynôme de la forme Xn + pX + q pour n ≥ 2.

Ecrivons P =
∏

1≤i≤n(T − αi) et σi : Q(α)←̃Q[T]/P
evαi
→̃ Q(αi) ↪→ C, i = 1, . . . , n les n

plongements complexes définis par P.

(1) (a) Par définition,

disc(1, α, . . . , αn−1) = (det(σi(α
j−1)))2 = (det(σi(α)j−1))2 = Vn(σ1(α), . . . , σn(α))2 = Vn(α1, . . . , αn)2

Mais

Vn(α1, . . . , αn) =
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj).

Pour que disc(P) = disc(K), il faut que 1, α, . . . , αn−1 soit une Z-base de OK donc,
en particulier, que α ∈ OK donc que P soit à coefficients dans Z[T]. Mais c’est loin
d’être suffisant car par exemple, si 1, α, . . . , αn−1 était une Z-base de OK, ce ne serait
pas le cas de 1, 2α, . . . , (2α)n−1, qui est pourtant encore une Q-base de Q(α) dont
les éléments sont dans OK.

(b) On a P′ =
∑

1≤i≤n
∏

1≤j 6=i≤n(T− αj) donc

NK|Q(P′(α)) =
∏

1≤j≤n

σj(P
′(α)) =

∏
1≤j≤n

P′(σj(α)) =
∏

1≤j≤n

P′(αj) =
∏

1≤j≤n

∏
1≤i 6=j≤n

(αi − αj)

et ∏
1≤j≤n

∏
1≤i 6=j≤n

(αi − αj) =
∏

1≤i 6=j≤n

(αi − αj) = (−1)
n(n−1)

2 disc(P).
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(2) Observons d’abord que la formule de (1) (b) se généralise formellement à un polynôme
séparable P = Xn +

∑
1≤k≤n akXn−k ∈ C[T] sous la forme suivante. Notons α1, . . . , αn

les n racines distinctes de P. Alors∏
1≤i≤n

P′(αi) = (−1)
n(n−1)

2 disc(P)

On applique cette formule à P = Xn + pX + q. Soit α une racine de P = Tn + pT + q.
On a

P′(α) = nαn−1 + p = α−1(nαn + pα) = α−1(−npα− nq + pα) = α−1((1− n)pα− nq).

Donc, en utilisant que α1 · · ·αn = (−1)nq∏
1≤i≤n

P′(αi) =
(−1)n

q

∏
1≤i≤n

((1−n)pαi−nq) =
(1− n)npn

q

∏
1≤i≤n

(
nq

(1− n)p
−αi) =

(1− n)npn

q
P(

nq

(1− n)p
)

Or

P(
nq

(1− n)p
) =

nnqn

(1− n)npn
+

nq

(1− n)
+ q,

donc∏
1≤i≤n

P′(αi) =
(1− n)npn

q
(

nnqn

(1− n)npn
+

nq

(1− n)
+ q) = nnqn−1 + (1− n)n−1pn.

Exercice 3. Soit K un corps de nombres de degré n. Supposons que α1, . . . , αn ∈ OK forment
une base de K telle que la valeur absolue du discriminant

D = disc(α1, . . . , αn)

soit minimale parmi toutes les bases de K sur Q constituées d’entiers algébriques.

(1) Soit ω un élément de OK de la forme ω = x1α1 + · · · + xnαn avec x1, . . . , xn ∈ Q

et 0 < x1 < 1. Démontrer que (ω, α2, . . . , αn) est une base de K formée d’entiers algébri-
ques. Calculer son discriminant en fonction de D et aboutir à une contradiction.

(2) Démontrer que α1, . . . , αn est une base de OK.

(1) Par hypothèse ω, α2, . . . , αn ∈ OK. De plus, si on note Cj le vecteur colonne (σi(αj))1≤i≤n,
j = 1, . . . , n, on a

disc(ω, α2, . . . , αn) = (det(
∑

1≤j≤n

xjCj ,C2, . . . ,Cn))2 = x21D < D : contradiction.

(2) On sait déjà que α1, . . . , αn est Z-libre ; il suffit donc de montrer que tout ω ∈ OK s’écrit
comme combinaison Z-linéaire de α1, . . . , αn. Ecrivons ω = x1α1 + · · · + xnαn avec
x1, . . . , xn ∈ Q, disons xi = ai/bi, avec ai, 0 6= bi ∈ Z. Effectuons la division euclidienne
de ai par bi dans Z : il existe un unique couple qi, bi ∈ Z tq ai = qibi+ri avec 0 ≤ ri < bi.
En particulier ω =

∑
1≤i≤n qiαi +

∑
1≤i≤n yiαi avec yi = ri/bi donc |yi| < 1. Or, on a

aussi ∑
1≤i≤n

yiαi = ω −
∑

1≤i≤n

qiαi ∈ OK

donc, d’après (1), yi = 0, i = 1, . . . , n.
Autre argument : Si e1, . . . , en est une Z-base de OK, on peut écrire αj =

∑
1≤i≤n ai,jei et
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en posant A = (ai, j)1≤i≤n ∈ GLn(Q) ∩Mn(Z), on a (σi(αj))1≤i,j≤n = (σi(ej))1≤i,j≤nA
donc

D := |disc(α1, . . . , αn)| = det(A)2|disc(e1, . . . , en)| ≤ D,

ce qui impose |det(A)| ≤ 1. Mais comme 0 6= det(A) ∈ Z, la seule possibilité est det(1) =
±1 ∈ Z× donc A ∈ GLn(Z).

Exercice 4. Soit P = X4−X−1 et soit α une racine complexe de P. Posons K = Q(α). Calculer
le discriminant de l’ordre Z[α] de K et déduire que OK = Z[α].

On vérifie par réduction modulo 2 (utiliser que le seul polynôme irréductible de degré 2 sur F2
est X2 + X + 1) que P est irréductible sur Q donc que c’est le polynôme minimal de α sur Q. En
particulier, en utilisant l’exo 2, disc(Z[α]) = disc(1, α, . . . , αn−1) = disc(P) = 44 × (−1)3 + (1−
4)3×(−1)4 = −256−27 = −283, qui est ... un nombre premier. Fixons une Z-base e1, . . . , en de OK
et écrivons αj−1 =

∑
1≤i≤n ai,jei, j = 1, . . . , n. En posant A = (ai, j)1≤i≤n ∈ GLn(Q) ∩Mn(Z),

on a (σi(αj))1≤i,j≤n = (σi(ej))1≤i,j≤nA donc

−283 = disc(Z[α]) = det(A)2disc(e1, . . . , en),

ce qui n’est possible que si det(A)2 = 1 donc det(A) = ±1 et A ∈ GLn(Z).

Exercice 5. Soient α une racine complexe du polynôme P = X3 −X− 4 et K = Q(α).

(1) Calculer le discriminant de l’ordre Z[α] de K.

(2) Calculer le polynôme minimal de ω = (α2 + α)/2.

(3) Démonter que Z+Zα+Zω est un ordre de K. Calculer le discriminant de la base (1, α, ω)
de K et en déduire que (1, α, ω) est une Z-base de OK.

(1) Commençons par observer que P est irréductible sur Q ; cela se voit par exemple en
réduisant modulo 3 et en observant que X3 − X − 1 n’a pas de racine dans F3. Donc P
est le polynôme minimal de α sur Q et on peut à nouveau appliquer l’exo 2, qui nous
donne disc(Z[α]) = disc(1, α, α2) = disc(P) = 33× (−4)2 + (1− 3)2× (−1)3 = 432− 4 =
428 = 4× 107.

(2) Comme ω ∈ K, on a [Q(ω) : Q]|[K : Q] = 3 donc comme ω 6∈ Q, on a forcément [Q(ω) :
Q] = 3. Je n’ai pas trouvé de façon astucieuse de calculer le polynôme minimal Pω de ω
sur Q. La façon brutale consiste à calculer - en utilisant α3 = α+1 (2ω)2 = 2α4 +6α+8,
(2ω)3 = 16α2 + 24α+ 24 puis a résoudre dans Q l’équation

(2ω)3 + a(2ω)2 + b(2ω) + c = 0

en utilisant que 1, α, α2 est Q-libre. On obtient P2ω = T3 − 2T2 − 12T − 8 et Pω =
2−3P2T(2T) = T3 − T2 − 3T− 1. En particulier, ω ∈ OK.

(3) Pour montrer que Z := Z + Zα + Zω est un ordre de K, il faut montrer que 1, α, ω est
Q-libre (ce qui se voit immédiatement en utilisant que 1, α, α2 est Q-libre) et que c’est
un sous-anneau de K (là, il faut calculer : αω = ω + 2, α2 = 2ω − α, ω2 = ω + α + 2).
On a

discK(1, α, ω) = discK(1, α, (α2 + α)/2) = (det(C0,C1,
1

2
(C1 + C2)))2 =

1

4
disc(1, α, α2) = 107,

où Ci est le vecteur colonne de coordonnées σ1(α)i, σ2(α)i, σ3(α)i pour σ1, σ2, σ3 : K ↪→ C

les trois plongements complexes de K. Comme 107 est premier, on en déduit (même
argument que dans l’exo 4) que Z = OK.

4
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Exercice 6. Soient n ≥ 2 un entier et p un nombre premier. Soit P ∈ Z[X] un polynôme
unitaire de degré n qui vérifie le critàšre d’Eisenstein, c’est-à -dire P ≡ Xn mod p et P(0) n’est
pas divisible par p2. On rappelle que P est alors irréductible. Soient α une racine complexe de P
et K = Q(α).

(1) Soit M la matrice de multiplication par α dans la base (1, α, . . . , αn−1) de K. En calculant
M modulo p, démontrer que pour tout (u0, . . . , un−1) ∈ Zn on a

NK(u0 + u1α+ · · ·+ un−1α
n−1) ≡ un0 (mod p).

(2) Soit ω = u0 + u1α + · · · + un−1α
n−1 avec u0, . . . , un−1 ∈ Z tel que ω/p soit un entier

algébrique. Démontrer par récurrence que ui est divisible par p pour tout i = 0, . . . , n−1.

(3) Démontrer que le cardinal de OK/Z[α] n’est pas multiple de p.

(4) Prenons P = X3 − 5X− 5. Démontrer que Z[α] est l’anneau des entiers de K.

(5) Soient p un nombre premier et K = Q(e
2πi
p ) le corps cyclotomique des racines pèmes de

l’unité. Déterminer disc(K) et OK.

(6) Notons ωp = cos(2π/p) et K = Q(ωp). Déterminer OK.

(7) Soient p un nombre premier et q une puissance de p. Démontrer que l’anneau des entiers
de K = Q( q

√
p) est égal à OK = Z[ q

√
p].

(1) La matrice M de multiplication par α dans la base (1, α, . . . , αn−1) de K est la matrice
compagnon C(P) de P. Comme P est Eisenstein en p, Mp = C(Pp) = C(Xn). En outre,
pour tout (u0, . . . , un−1) ∈ Zn on a

NK(u0+u1α+· · ·+un−1αn−1) = det(u0In+u1C(P)a+· · ·+un−1C(P)n−1) ≡ det(u0In+u1C(Xn)a+· · ·+un−1C(Xn)n−1) ≡ un0 (mod p).

(2) Soit u0, . . . , un−1 ∈ Z et ω := u0 + u1α + · · · + un−1α
n−1. On suppose que ω ∈ pOK.

Supposons que p|uj pour j < i (cette condition est vide pour i = 0) et montrons que
p|ui. On a

αi(ui +
∑

i+1≤j≤n−1

ujα
j−i) = uiα

i +
∑

i+1≤j≤n−1

ujα
j = ω −

∑
0≤j≤i−1

ujα
j−i) ∈ pOK

donc il existe γ ∈ OK tel que αi(ui +
∑
i+1≤j≤n−1 ujα

j−i) = pγ. En prenant la norme
sur K des deux côtés, on obtient :

ai0NK(ui +
∑

i+1≤j≤n−1

ujα
j−i) = NK(αi(ui +

∑
i+1≤j≤n−1

ujα
j−i)) = pnNK(γ)

avec, d’après la question (1), NK(ui +
∑
i+1≤j≤n−1 ujα

j−i) = uni + pna pour un certain

a ∈ Z. Comme P est Eisenstein en p, vp(a0) = 1 donc pn−i|uni + pna et donc p|ui. On
conclut par induction.

(3) Si p|OK/Z[α], il existerait a ∈ OK tel que a 6∈ Z[α] mais pa ∈ Z[α]. En écrivant a =
u0 + u1α+ · · ·+ un−1α

n−1 dans la Q-base 1, α, . . . , αn−1 de K, on devrait avoir l’un des
ui dans Q \ Z. Mais comme pa ∈ OK, pui ∈ Z et, d’après la question (2), p|pui donc
ui ∈ Z : contradiction.

5
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(4) Prenons P = X3 − 5X− 5. Toujours d’après l’exo 2, on a

disc(Z[α]) = 33 × (−5)2 + (1− 3)2 × (−5)3 = −275 = −52 × 11.

Mais on a aussi

−52 × 11 = disc(Z[α]) = [OK : Z[α]]2disc(K)

Donc 11 divise disc(K). De plus, d’après la question (3), et comme P est Eisenstein en
5, 5 ne divise pas [OK : Z[α]], donc 52|disc(K). Cela impose disc(Z[α]) = disc(K) donc
Z[α] = OK.

(5) Soient p un nombre premier et α une racine primitive pième de 1. On se rappelle que
pour démontrer que Φp = Tp−1 + · · · + 1 = (Tp − 1)/(T − 1) est irréductible sur Q,
on peut appliquer le critère d’Eisenstein à Φp(T + 1) = ((T + 1)p − 1)/T = Tp−1 +∑

1≤i≤p−1 CipT
i−1. Or K = Q(α) = Q(α + 1) et Φp(T + 1) est le polynôme minimal de

α+ 1 sur Q. D’après l’exo 2,

disc(Z[α]) = disc(Φp) = Vp−1(α, . . . , αp−1)2

On peut calculer Vp−1(α, . . . , αp−1) en utilisant d’une part que

disc(Tp−1) =
∏

0≤i<j≤p−1

(αi−αj)2 =
∏

1≤j≤p−1

(1−αj)2
∏

1≤i<j≤p−1

(αi−αj)2 = Φp(1)disc(Φp) = pdisc(Φp)

et d’autre part que, par l’exo 2 (2), disc(Tp − 1) = pp. Donc disc(Φp) = pp−1. Mais on
a aussi Z[α] = Z[α+ 1] donc d’après la question (3), et comme Φp(T + 1) est Eisenstein
en p, p ne divise pas [OK : Z[α]]. On déduit donc de

disc(Z[α]) = [OK : Z[α]]2disc(K)

que disc(K) = disc(Z[α]) = pp−1 et Z[α] = OK.

(6) Notons α := exp(2πi/p) de sorte que ωp = (α+α−1)
2 = (α+αp−1)

2 . Notons P le polynôme
minimal de ωp sur Q. On sait que si σ : Q(ωp) ↪→ C est un plongement complexe
alors σ(ωp) est encore une racine de P. On dispose des plongements complexes σi :
Q(α) ↪→ C, α 7→ αi, i = 1, . . . , p − 1 qui induisent par restriction des plongements

complexes σ̃i : Q(ωp) ↪→ C, ωp 7→ ωp,i := (αi+αp−i)
2 , i = 0, . . . , p − 1 avec, en fait

σ̃i = σ̃p−i, i = 1, . . . , p−12 et σ̃i 6= σ̃j , 1 ≤ i 6= j ≤ p − 1. Donc P a au moins p−1
2

racines distinctes (les ωp,i, i = 1, . . . , p−12 ) donc est de degré ≥ p−1
2 . Mais, par ailleurs,

deg(P) = [Q(ωp) : Q]|[Q(α) : Q] = p−1. Donc, deg(P) = p−1
2 ou p. Mais si deg(P) = p, on

aurait Q(ωp) = Q(α), ce qui n’est pas possible puisque Q(ωp) est contenu dans R. Donc

deg(P) = p−1
2 et les racines de P sont exactement les ωp,i := (αi+αp−i)

2 , i = 0, . . . , p−12 .

On démontre ensuite par récurrence sur i que 2ωp,i ∈ Z[2ωp], i = 1, . . . , p−12 . En effet,
pour i = 1, c’est tautologique. Pour i ≥ 2, on a

(2ωp)
i − 2ωp,i =

∑
1≤j≤i−1

Cjiα
jαj−i ∈ Z⊕

⊕
1≤j≤i−1

Zωp,j

(en regroupant les termes Cji et Ci−ji ). Par définition, OK = K ∩ OQ(α) = K ∩ Z[α]. Or

pour x =
∑

0≤i≤p−1 xiα
i ∈ Z[α], la condition x ∈ K implique en particulier x ∈ R i.e.∑

0≤i≤p−1

xiα
i = x = x =

∑
0≤i≤p−1

xiα
p−i =

∑
0≤i≤p−1

xp−iα
i

6
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donc xi = xp−i, i = 0, . . . , p−12 et x = x0 +
∑

1≤i≤ p−1
2

2xiωp,i. Inversement, comme

ωp,i ∈ K et 2ωp,i = αi + αp−i ∈ Z, on a 2ωp,i ∈ OK. Cela montre que

Z[2ωp] ⊂ OK =
⊕

0≤i≤ p−1
2

Z2ωp,i ⊂ Z[2ωp]

donc Z[2ωp] = OK.

(7) Soient p un nombre premier et q = pr pour un entier r ≥ 1. Soit α ∈ Q une racine de
P = Tq − p et K = Q(α). Comme P est Eisenstein en P, il est irréductible donc c’est le
polynôme minimal de α donc [K : Q] = deg(P) = q. De plus, comme P est dans Z[T],
unitaire, Z[α] = Z[T]/P = ⊕0≤i≤q−1Zα

i. En particulier, disc(Z[α]) = disc(P) et, par

l’exo 2, disc(P) = qqpq−1 = p(r+1)q−1. Mais on a aussi

p(r+1)q−1 = disc(Z[α]) = [OK : Z[α]]2disc(K).

Par la question (3), p 6 |[Ok : Z[α]], ce qui impose p(r+1)q−1 = disc(K) donc Z[α] = OK.

Exercice 7 (Un anneau d’entiers qui n’est pas de la forme Z[x]). Soient m,n ∈ Z \ {0, 1} des
entiers premiers entre eux sans facteur carré tels que m ≡ n ≡ 1 mod 8. Posons

K = Q(
√
m,
√
n), α =

1 +
√
m

2
, β =

1 +
√
n

2
.

(1) Montrer l’égalité OK = Z[α, β].

(2) Montrer que les anneaux OK/2OK et A = F2[X,Y]/(X2 −X,Y2 −Y) sont isomorphes.

(3) Montrer qu’il existe au moins 4 morphismes d’anneaux distincts A→ F2.

(4) Montrer que A n’est pas isomorphe à un anneau de la forme F2[X]/(P) avec P ∈ F2[X].

(5) Montrer qu’il n’existe pas d’entier algébrique x ∈ OK tel que OK = Z[x].

(1) On calcule disc(Z[α, β]) = (mn)2 = [OK : Z[α, β]]2disc(K). Cela nous dit que [OK :
Z[α, β]]|mn. Il faut ensuite vérifier que si x ∈ OK vérifie mnx ∈ Z[α, β] alors, en fait,
x ∈ Z[α, β]...

(2) Comme OK/2OK est de caractéristique 2, c’est une F2-algèbre. Considérons l’unique mor-
phisme de F2-algèbres evα,β : F2[X,Y]→ OK/2OK, X 7→ α, Y 7→ β. Par construction,

evα,β

est surjectif et contient les réductions modulo 2 X2 − X de Pα(X) et Y2 − Y de Pβ(Y)
dans son noyau, donc se factorise en un morphisme surjectif

A = F2[X,Y]/(X2 −X,Y2 −Y) � OK/2OK

Mais c’est en fait un isomorphisme car dimF2(A) = dimF2(OK/2OK) = 4.

(3) Il suffit d’observer que les 4 morphismes de F2-algèbres ev0,0, ev1,0, ev0,1, ev1,1 : F2[X,Y] �
F2 contiennent l’idéal (X2−X,Y2−Y) dans leur noyau donc se factorise en ev0,0, ev1,0, ev0,1, ev1,1 :

F2[X,Y] � F2 ; ces 4 morphismes sont bien distincts puisqu’ils envoient (X,Y) sur (0, 0),
(1, 0), (0, 1) et (1, 1) respectivement.

(4) Les éléments de A sont tous des idempotents (i.e. vérifie a2 = a). Donc si on avait
A ' F2[X]/(P) avec P ∈ F2[X], on aurait en particulier P|X2 − X donc |A| = 2 ou 4 :
contradiction.
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(5) S’il existait x ∈ OK tel que OK = Z[x], l’unique morphisme de F2-algèbres evx : F2[T]→
OK/2OK, T 7→ x serait surjectif et évidemment non injectif puisque OK/2OK est fini.
Comme F2[T] est principal, il existerait donc 0 6= P ∈ F2[T] tel que Ker(evx) = (P), ce
qui contredit la question (4).

Exercice 8 (Théorème de Stickelberger). Soient K un corps de nombres de degré n et OK son
anneau d’entiers. On note ϕ1, . . . , ϕn les plongements de K dans C.

(1) Soit z ∈ K tel que ϕi(z) = ϕ1(z) pour tout i = 1, . . . , n. Démontrer que z ∈ Q.

(2) Ètant donnés α1, . . . , αn ∈ OK, posons

a =
∑
σ∈Sn
ε(σ)=1

n∏
j=1

ϕσ(j)(αj) et b =
∑
σ∈Sn
ε(σ)=−1

n∏
j=1

ϕσ(j)(αj),

oà Sn désigne le groupe symétrique et ε : Sn → {±1} la signature. Démontrer

disc(α1, . . . , αn) = (a− b)2.

(3) Démontrer que a+ b et ab sont des entiers relatifs.

(4) En déduire que disc(K) est congru à 0 ou 1 modulo 4.

(5) Vérifier que c’est bien le cas lorsque K est un corps quadratique.

(1) On peut observer que l’application de restriction HomQ(K,C) → HomQ(Q(z),C), ϕ :
K ↪→ C 7→ ϕ|Q(z) : Q(z) ↪→ C est surjective et utiliser que [Q(z) : Q] est le cardinal de
HomQ(Q(z),C).

(2) C’est la formule du déterminant

det(ϕi(αj)) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
∏

1≤i≤n

ϕσ(i)(αi)

en séparant permutations de signature paire et de signature impaire.

(3) Comme a+b, ab sont dans OK, il suffit de montrer que a+b, ab sont dans Q. Déjà, comme
(a− b)2 ∈ Z et ab = 1

2 ((a+ b)2 − (a− b)2), il suffit de montrer que a+ b ∈ Q. Pour cela,
on note L = K(ϕi(αj), 1 ≤ i, j ≤ n) ⊂ C et on applique la question (1) avec K = L et
z = a + b en observant que HomQ(K,C) = HomQ(K,L), HomQ(L,C) = HomQ(L,L) et
que tout plongement τ : L ↪→ C induit une permutation

τ ◦ − : HomQ(K,L)→̃HomQ(K,L).

(4) On a (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 = (a+ b)2 − 4ab ≡ 0, 1[4].

(5) Soit d un entier sans facteur carré et notons K := Q(
√
d). Si d ≡ 1[4], OK = Z[ 1+

√
d

2 ] et

disc(K) = d ≡ 1[4], si d ≡ 2, 3[4], OK = Z[
√
d] et disc(Q(

√
d)) = 4d ≡ 0[4].

Exercice 9 (Borne de Minkowski). Soit K un corps de nombres de degré [K : Q] = n et
σi : K ↪→ R, i = 1, . . . , r1 les plongements réels, σi : K ↪→ , i = r1 + 1, . . . , n les plongements
complexes non réels (avec σr1+r2+i = σr1+i, i = 1, . . . , r2). On note σ : K ↪→ Rr1 × Cr2 le
plongement qu’ils définissent. On note N := NK|Q : K→ Q la norme de K/Q.
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(1) Soient z1, . . . , zn ∈ Cn. Démontrer l’inégalité arithmético-géométrique

|z1 · · · zn| ≤
(

1

n

n∑
i=1

|zi|
)n
.

(2) On munit Rr1 × Cr2 ' Rn de la norme

||(x, z)|| =
∑

1≤i≤r1

|xi|+
∑

1≤i≤r2

|zi|2.

Montrer que pour tout α ∈ K, |N(α)| ≤ ( 1
n ||σ(α)||)n.

(3) On note Br1,r2,r la boule fermée de rayon r de (Rr1×Cr2 , ||−||). Montrer que µ(Br1,r2,1) =
2r1(π/2)r2/n!.

(4) Montrer que

|disc(K)| ≥
(π

4

)2r2(nn
n!

)2
(1) Cela résulte de la convexité de f :]0,+∞] → R, x 7→ −log(x) (f ′′(x) = x−2) et du fait

que −f est croissante :

log((|z1 · · · zn|)
1
n ) =

∑
1≤i≤n

1

n
log(|zi|) ≤ log(

∑
1≤i≤n

1

n
|zi|)

(2) Il suffit décrire et d’appliquer la question (1) :

|N(α)| = |σ1(α) · · ·σn(α)| ≤ (
1

n

∑
1≤i≤n

|σi(α)|)n = (
1

n
||σ(α)||)n.

(3) On va utiliser la formule du changement de variable pour un diffeomorphisme ϕ : U→̃V.∫
{
phi(U)fdµ =

∫
U

f ◦ ϕ|Jac(ϕ)|dµ.

Observons déjà que µ(Br1,r2,r) = µ(rBr1,r2,1) = rnµ(Br1,r2,1). Supposons r1 > 0, alors

µ(Br1,r2,1) =

∫
Rn

IBr1,r2,1dµn =

∫
[−1,1]

∫
Rn−1

IBr1,r2,1−tdµn−1dt = 2

∫
[0,1]

µ(Br1−1,r2,1−t)dt

= 2µ(Br1−1,r2,1)

∫
[0,1]

(1− t)n−1dt =
2

n
µ(Br1−1,r2,1) = · · · = 2r1

n · · · (n− r1 + 1)
µ(B0,r2,1).

Puis, en notant n := 2r2,

µ(B0,r2,1) =

∫
Rn

IB0,r2,1
dµn =

∫
D(0, 12 )

reiθ
∫
Rn−2

µ(B0,r2−1,1−2r)dµn−2drdθ = 2π

∫
[0, 12 ]

r

∫
Rn−2

µ(B0,r2−1,1−r)dµn−2dr

= 2πµ(B0,r2−1,1)

∫
[0, 12 ]

r(1−2r)n−2dr = πµ(B0,r2−1,1)

∫
[0,1]

(
r − 1

2
)rn−2dr =

π

2n(n− 1)
µ(B0,r2−1,1) = · · · = π

2r2n!
µ(B0,r2−1,1)

(4) On rappelle que si α1, . . . , αn est une Z-base de OK, le volume de σ(OK) est

V(σ(OK)) = det(σ1(α), . . . , σr1(α),
1

2
(σr1+1(α)+σr1+1(α)),

1

2i
(σr1+1(α)−σr1+1(α)), . . . ) = 2−r2

√
|disc(K)|

D’après Minkowski, il existe 0 6= α ∈ OK tq

|N(α)| ≤ (
1

n
||σ(α)||)n ≤ 2n

nn
(

V(σ(OK))

µ(Br1,r2,1)
) = (

4

π
)r2

n!

nn

√
|disc(K)|

et on conclut en utilisant que |N(α)| ≥ 1.
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