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CHAPITRE 1

INTEGRALE DE RIEMANN

Dans ce chapitre, on définit I'intégrale de fonctions convenables, que nous appelle-
rons intégrables, définies sur un intervalle fermé borné [a, b] de R. La théorie que nous
allons développer est celle de l'intégrale de Riemann, mais il y a bien d’autres théories
possibles telles celles de Lebesgue, de Stieltjes, ou encore de Kurzweil-Henstock...

Lintégrale, une fois définie, aura plusieurs propriétés fondamentales :

a) appliquée a une fonction f, disons continue, elle permet de montrer qu'il existe
une fonction dérivable F telle que F' = f, autrement dit de montrer que toute fonction
continue admet une primitive;

b) l'intégrale est linéaire, c’est-a-dire que pour deux fonctions intégrables f et g,
I'intégrale de leur somme f + g est la somme de l'intégrale de f et de celle de g; de
méme, si A ) est un réel et f une fonction intégrable, I'intégrale de A f est A fois I'inté-
gralede f;

c) elle permet de calculer des aires, notamment I'aire située « entre » le graphe d'une
fonction et 'axe Ox. Cependant, elle ne permet pas de définir 'aire d'une partie quel-
conque du plan. La définition axiomatique de ce qu’est une aire, un volume, etc. est au
coeur de I'intégrale de Lebesgue.

En fait, la morale derriére la définition de I'intégrale de Riemann est que 'on peut
effectivement définir 'aire de parties raisonnables du plan, et que cette aire vérifie la
propriété (fondamentale, méme si elle est intuitivement évidente) que si deux parties A
et B du plan vérifient A c B, I'aire de B doit étre plus grande que celle de A. L'idée
va alors consister a approcher l'aire sous une courbe par celle d'une réunion de rec-
tangles.

1. Fonctions en escalier

Fixons un intervalle fermé borné I = [a, b].

M Pprononcer lambda



6 CHAPITRE 1. INTEGRALE DE RIEMANN

A. Subdivisions

1.1. Définitions. — Une subdivision de I estla donnée de points ¢, ..., c, avec a = ¢y <
¢] < -+ < cp = b. Une telle subdivision « découpe » I'intervalle I en n sous-intervalles
(pas forcément de méme longueur) qui ne se chevauchent pas. On note en général o ®
une telle subdivision. Son pas, noté p(o) est le maximum des longueurs des sous-
intervalles qui composent o, c’est-a-dire,

p(o) =max(c, — ¢y, 2 — C1,..., Cn — Cp—1)-
C’est un réel strictement positif.

1.2. Subdivision réguliere. — La subdivision réguliere en n intervalles (n > 1) de l'in-
tervalle [a, b] est celle dont les sous-intervalles ont tous méme longueur (b — a)/ n. Elle
est donc définie par

b—a b-a
c=a, c=a+ , w.oCk=a+k ..Cc,=b.
n n
Son pas est (b—a)/n.
1.3. Raffinements. — On dira qu'une subdivision o’ = {c|,...,c;,} de l'intervalle I =

la, b] raffine une subdivision o = {cy, ..., ¢} si chaque intervalle [C}—p c;.] (pour1<j<
m) est contenu dans un des intervalles [ck_1, ck] (pour un certain k tel que 1 < k < n).
Intuitivement, cela revient a dire que I’on obtient ¢’ a partir de o en subdivisant un peu
plus chacun des sous-intervalles que définit o.

Si o et 0’ sont deux subdivisions de I = [a, b], il existe une subdivision ¢ qui raffine
a la fois o et ¢’. On définit une telle subdivision en considérant par exemple toutes les
extrémités de tous les sous-intervalles de o et ¢’ et en les ordonnant.

B. Fonctions en escalier

1.4. Définitions. — On dit qu'une fonction f: I — R est une fonction en escalier s'il
existe une subdivision o = {¢, ..., c,} de [a, b] telle que f soit constante sur chacun des
sous-intervalles ouverts | ci_1, cx[ que définit o. Une telle subdivision est dite adaptée
a f. Alors, toute subdivision ¢’ qui raffine o est encore adaptée a f. On dira aussi que f
est adaptée a o, ou que f et o sont adaptées.

Nous noterons & 1'ensemble des fonctions en escalier I — R. Si o est une subdivi-
sion de I = [a, b], nous noterons & (o) 'ensemble des fonctions en escalier f: I — R
adaptées a la subdivision o.

PROPOSITION 1.5. — Si f et g sont deux fonctions en escalier [ — R, la fonction f + g
qui associe a x € I la somme f(x) + g(x) est encore une fonction en escalier. 1l en est de
méme de leur produit f g, qui associe a x € I le produit f(x)g(x).

Si f est une fonction en escalier et A un réel, la fonction A f qui, a x € I, associe A f (x)
est une fonction en escalier. Si f ne sannule pas, la fonction 1/ f définie par x — 1/ f (x)
est une fonction en escalier.

@Prononcer sigma.



1. FONCTIONS EN ESCALIER 7

Plus précisément, si f et g sont adaptées a une subdivisiono, f+ g, fg et Af le sont
aussi, de méme que 1/ f si f ne sannule pas.

EXERCICE 1.6. — Démontrer cette proposition en suivant les indications suivantes :

a) démontrer que si f et g sont toutes deux adaptées a une subdivision o, f+ g, fg
et Af le sont aussi, ainsi que 1/ f si f ne s’annule pas;

b) démontrer que pour deux fonctions en escalier quelconques, il existe une subdi-
vision o qui est adaptée a toutes deux.

COROLLAIRE 1.7. — Les ensembles & (o) et & sont naturellement des espaces vectoriels
surR.

EXERCICE 1.8. — Calculer la dimension de & (o).

REMARQUE. — On définit de la méme facon les fonctions en escalier a valeurs dans le

corps C des nombres complexes, ou a valeurs dans un espace vectoriel tel que R”.

PROPOSITION 1.9. — Soit f: [a, b] — R une fonction et soit c € [a, b]. Si les restrictions
de f aux intervalles [a, c] et [c, b] sont en escalier, alors f est une fonction en escalier.

Démonstration. — Par définition, cela signifie qu’il existe une subdivision o = {cy,...,c,}
de [a, c] et une subdivision ¢’ = {c(’),...,c;n} de [c, b] telle que f soit constante sur chacun des
sous-intervalles ouverts |c;_1, ¢;[ (pour 1 < j < n) et ]C;C_l,c;c[ (pour 1 < k < m). Définissons
alors une subdivision 7 = {dy,..., d,. ! de [a, b] en posant d; = ¢; pour 0 < j < netd; = c]’.fn
pour n < j < n+ m. (Remarquer que d, = ¢, = b = ¢).) Les sous-intervalles de 7 sont ceux
de o et de ¢'. Par suite, f est constante sur chacun des sous-intervalles ouverts définis par la

subdivision 7, donc est une fonction en escalier. O

C. Fonctions par morceaux

DEFINITION 1.10. — On dit qu'une fonction f: [a, b] — R est continue par morceaux
s'il existe une subdivision o = {¢y, ..., ¢,} de I'intervalle [a, b] telle que I'on ait les pro-
priétés suivantes :
(i) larestriction de f a tout sous-intervalle ouvert|c;_1, ¢;[ est continue (1 < j < n);
(ii) pour tout j telque 0 < j < n-—1, f aunelimite a droite en c; ;
(iii) pour tout j tel que 1 < j < n, f a une limite a gauche en c;.
Une telle subdivision o sera dite adaptée a f.

Une fonction en escalier est continue par morceaux; c’est une fonction « constante
par morceaux ».

D. Intégrale d’'une fonction en escalier

1.11. Définitions. — Soit f: I — R une fonction en escalier et soit o = {¢y, ..., c;} une
subdivision adaptée a f. On définit

n

1o, /) =) (ck— e f(

Ck + Ck+1)
k=1 2
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Comme [ est supposée constante sur chaque sous-intervalle ouvert, on notera que
I'endroit ot on la calcule dans cette formule, choisi comme le milieu du sous-intervalle
[ck—1, ck] M'a aucune importance; tout autre point du sous-intervalle ouvert ] cx_1, ¢kl
aurait fourni le méme résultat. D’autre part, les valeurs de f aux points cy, c’est-a-dire
aux extrémités des sous-intervalles [ci_1, ck], n'influent pas sur le résultat.

LEMME 1.12. — Soit f une fonction en escalier. Les expressions (o, f), ot o est une
subdivision de [a, b] adaptée a [, sont toutes égales.

On appelle intégrale sur [a, b] de la fonction en escalier f la valeur commune de ces
expressions. On la note | : f.Onlanote souvent aussi [ f f(x) dx, mais il doit bien étre
clair que le symbole x dans cette expression est muet (il ne devrait pas étre occupé par
une autre varible), et I'epxression dx n’a aucune signification implicite.

Démonstration du lemme. — Soit ¢ et ¢’ deux subdivisions de [a, b] qui sont adaptées a f.
Notons o = {cy,...,cs} et o' = {c,..., c;,} et fixons un point quelconque x; € J¢j_1, ¢;[ (pour 1 <
j < n) etun point quelconque x; € ]c;_,, ck[ (pour 1 < k < m).

Supposons d’abord que o' raffine o. Alors, il existe des entiers m(0),..., m(n) tels que c; =
Co( j bour tout j tel que 0 < j < n. Comme o est adaptée a f, f est constante sur chacun des
sous-intervalles | ¢;_1, ¢;[, donc sur chacun des intervalles I¢;, ., , ¢, [. Autrement dit, f(x}) =

m(j=1)" “m(j
f(x;) pour tout entier k tel que m(j—1) < k < m(j). Calculons alors

m n m(j)
o', =) (- Dfx) =) ( Y. (=) fg)

j=1 \k=m(j-1+1

=
=
o

m(j) n
( Y. (- Czlc-l)) flx) = .ZI(C:"U') = i) f ()
j=

j=1\k=m(j-1+1

M=

(cj—cj-1) f(xj) =l(o, f),

1

~.
I

d’ot1 I'égalité voulue si ¢’ raffine o.

Dans le cas général, il existe une subdivision ¢” qui raffine a la fois o et ¢’. Par la pre-
miére partie de la démonstration, on a alors I(¢”, f) =1(o, f) et I(a”, f) = 1(0’, f), d’ou Iégalité
I(o, ) =10, f). O

PROPOSITION 1.13 (Additivité). — Soit f et g deux fonctions en escalier sur I = [a, b] et
soit A un réel. Alors,

fab(f+g)=fabf+fabg et Lb(Af):;LLbf_

COROLLAIRE 1.14. — Lapplication de & dansR qui, a une fonction en escalier f, asso-
cie son intégrale [, f f, est une forme linéaire.

PROPOSITION 1.15 (Relation de Chasles). — Soit f une fonction en escalier de I = |a, b]
dansR et soit c € [a, b]. On a l'égalité

fabf=f:f+fcbf-
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PROPOSITION 1.16 (Positivité). —  a) Soit [ une fonction en escalier de I = |a, D]
dansR. On a les inégalités

b
(b—a)min(f)éf f < (b—a)max(f).
a

En particulier, ‘f:f‘ < (b—a)max|f|.
b) Soit f et g deux fonctions en escalier de I = [a,b] dans R. Si f(x) < g(x) pour
toutx €I, alorsfff <f:g.

2. Fonctions intégrables

A. Et maintenant, que faut-il faire ?

Tout ce qui précede est bien joli, mais nous voudrions savoir définir I'intégrale de
fonctions plus intéressantes, comme les fonctions continues. Essayons de raisonner
abstraitement pour voir comment 'on peut s’en sortir. Nous avons construit un es-
pace vectoriel &, celui des fonctions en escalier, et sur cet espace vectoriel, une forme
linéaire, I'intégrale. Le but est alors de définir un sous-espace vectoriel .#, de 1'es-
pace des fonctions de I dans R qui contienne & et une forme linéaire ¢ sur cet es-
pace qui étende & tout en possédant les propriétés de I'intégrale. L'idéal serait bien str
que .# soit le plus gros possible ; nous voulons en particulier qu’il contienne les fonc-
tions continues. Etant donnée une fonction f dont on veut définir I'intégrale, on est
contraint de chercher des fonctions en escalier g proches de f, de sorte que I'intégrale
de g approchera celle de f. A ce point, il y a deux approches possibles.

a) La premiere est reliée a la convergence uniforme et considérera f et g proches si
leur différence f—g ne prend que des valeurs petites, c’est-a-dire si sup ¢, p | f(x)—gkx) |
est petit. Elle aboutit a la notion de fonction réglée;

b) Laseconde, un peu plus générale, dira simplement que deux fonctions f et g sont
proches si l'intégrale de leur différence est petite. A ce stade, on ne sait pas plus définir
I'intégrale de leur différence que celle de f, donc on doit postuler I'existence d'une
fonction en escalier & dont I'intégrale [ : h soit petite et telle que I'on ait | flx) - g(x)| <
h(x) pour tout x € [a, b].

B. Fonctions réglées

DEFINITION 2.1. — On dit qu'une fonction f: [a, b] — R est régléesi pour tout réel ¢ @
strictement positif, il existe une fonction en escalier g telle que | f (x) — g(x)| < & pour
tout x € [a, b).

Avec une telle définition, il semble difficile de démontrer qu'une fonction donnée f
est réglée. Pourtant :

THEOREME 2.2. — Une fonction continue f: [a, b] — R est réglée.

® Prononcer epsilonn
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Avant de démontrer ce théoreme fondamental, donnons quelques propositions plus
faciles (et utiles).

PROPOSITION 2.3. —  a) Une fonction réglée est bornée.

b) Une fonction en escalier, par exemple, une fonction constante, est réglée.

¢) Lasomme, le produit de deux fonctions réglées, le produit d’'une fonction réglée par
un réel, sont des fonctions réglées.

Ainsi, 'ensemble des fonctions réglées forme un sous-espace vectoriel, noté %, de
I’espace des fonctions de [a, b] dans R.

Démonstration. —  a) Soit f une fonction réglée et appliquons la définition avec € = 1. 1l
existe ainsi une fonction en escalier g telle que | fx)— g(x)| < 1 pour tout x € [a, b]. Puisque g
est en escalier, elle ne prend qu'un nombre fini de valeurs, donc est bornée. Soit M un majorant
de g.Onaalors M -1 < f(x) <M+1 pour tout x € [a, b], ce qui prouve que [ est bornée.

b) Si f est en escalier, on a |f(x) - f(x)| < € pour tout € > 0; cela permet de prendre g = f
dans la définition d'une fonction réglée, si bien que f est réglée.

c) Soit f; et f, deux fonctions réglées; posons f = fi + f et soit € un réel > 0. Par définition,
il existe deux fonctions en escalier g; et g telles que | fi(x) — g1 (x)| < /2 et | f(x) — g2(x)| < &/2
pour tout x € [a, b]. Alors, la fonction g = g1 + g [a, b] — R est une fonction en escalier et 'on
a, pour tout x € [a, b],

|f(0) - g)| = |(i(x) + £(x) — (g1 (x) + & (1))
= (i) — g1 () + ((x) - &(x))|

<A - g )] +] A — W)
< (e/2)+ (e/2) L.

Comme ¢ était arbitraire, f est une fonction réglée.”

Soit f une fonction réglée, soit A un réel et montrons que A f est une fonction réglée. Soit € un
réel > 0. Comme f estréglée, il existe une fonction en escalier g telle que | f(x)—gx) | <el(A|+
1) pour tout x € [a, b]. Alors, Ag est une fonction en escalier et |/1f(x) - Ag(x)| <IAe/(A+1) <
€. Comme ¢ était choisi arbitrairement, A f est une fonction réglée.®

Soit f et f, deux fonctions réglées et montrons que leur produit f = f; f, est encore une fonc-
tion réglée. Les fonctions f; et f> sont bornées, donc il existe un réel M > 0 tel que | ﬁ(x)| <M
et |f§(x)| < M pour tout x € [a, b]. Soit € > 0, posons e = min(e/3M, M) et fixons deux fonctions
en escalier g et g telles que |f;(x) — g1 (x)| < e et | £(x) — & (x)| < e pour tout x € [a,b]; il en
existe puisque f; et f, sont supposées réglées. Posons g = g; 8. C’est une fonction en escalier.
De plus, si x € [a, b], on a

f)—gx) = filx) fo(x) — g1(xX) (%)
=) (L(x) - &)+ & (fi(x)-gx)
si bien que
|f(x)—g(x)| <Me+max|g2(x)|e.

@ P astuce d’avoir divisé par deux au début permet de terminer l'inégalité avec ¢ et non 2e¢.
QN priori, il suffisait de diviser par ||, mais si A était nul, cela provoquerait une division par zéro. L'as-
tuce consiste donc a diviser par la quantité plus grande, et non nulle, [A| + 1.
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On a pour tout x 'inégalité
@] <|p@)|+e< M+e<2M,
d’ou il résulte que
|f(0)—g(x)| < Me+2Me <3Me < 3M(e/3M) < &.

Comme ¢ est arbitraire, [ est réglée.® O

REMARQUE. — Plutdt que de s’arracher les cheveux en coupant les € en 4, il est plus
simple — mais parfois insuffisant — de raisonner directement. Dans le dernier cas ci-
dessus, supposons avoir choisi g et g avec | fi (x) — g1 (x)| < e et| (x) — g2(x)| < € pour
tout x. Alors, on démontre que

|f(x)—g0)| < Me+ (M+e)e=e2M+e).

Lorsque ¢ tend vers 0, cette expression tend vers 0 (Ia constante M est fixée, c’est un
majorant de | fi| et | £5]), ce qui permet d’en déduire que f est réglée. En effet, si 'on
veut | fx) - g(x)| < n, il suffit de refaire la démonstration en partant d'une autre va-
leur de ¢, disons e, choisie pour que e(2M + e) < €. Cet argument se résume ainsi, ou
I’'humour remplace la rigueur : «lorsque ¢ tend vers 0, €(2M + ¢) est inférieur a tout €
fixé... ».

PROPOSITION 2.4. — Soit f unefonctionde|a, b) dansR et soit c € [a, b]. La fonction f
est une fonction réglée si et seulement si ses restrictions ala, c] et [c, b] le sont.

Démonstration. — Supposons d’abord que f soit réglée sur [a, b]. Soit € > 0, soit g une fonc-
tion en escalier de [a, b] dans R telle que | fx) - g(x)| < € pour tout x € [a, b]. Considérant la
restriction de g a I'intervalle [a, c], on voit que f|, ¢ est une fonction réglée. Il en est de méme
pour la restriction de f a [c, b].

Inversement, supposons que les restrictions de f aux intervalles [a, c] et [c, b] soient réglées.
Fixons € > 0. Soit g; une fonction en escalier sur [a, c] telle que | fX)-a& (x)| < € pour tout x €
[a, c] et soit g, une fonction en escalier sur [c, b] telle que | fxX)-g (x)| < € pour tout x € [c, b].
Si 'on change g» au point ¢, en imposant g»(c) = g1(c), la fonction g, modifiée est encore en
escalier et vérifie encore cette derniere inégalité.

On définit alors une fonction g sur [a, b] en posant g(x) = g1(x)sia< x < cet g(x) = g(x)
si c < x < b. Lafonction g est en escalier car ses restrictions a [a, c] et [c, b] le sont. De plus, si
a<x<cona |f(x)—g(x)| = |f(x)—g1(x)| < g tandisquesic < x < b,ona |f(x)—g(x)| =
| fx) - gz(x)| < €. Comme ¢ est arbitraire, f est une fonction réglée. O

Démonstration de ce qu'une fonction continue est réglée.— Soit f une fonction continue sur
l'intervalle [a, b]. Comme cet intervalle est fermé borné, on sait que f est uniformément
continue. Autrement dit, pour tout € > 0, il existe un réel h > 0 tel que | fx) = f( y)| < e des que
|x - y| < h. Soit alors n un entier tel que nh > b — a et considérons la subdivision réguliére en
n intervalles, définie par o = {¢, ..., ¢,;} avec

b-a

cr=a+k , 0<k<n.
n

®)Lajustement des parametres est bien désagréable dans ce cas...
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Définissons une fonction g: [a, b] — R en posant g(a) = f(a) et g(x) = f(cx) pour Il < k< net
tout x tel que cx_; < x < ¢. C’est une fonction en escalier, adaptée a la subdivision o. De plus,
six€lcky, ckl, 1x—ckl < ¢k — cxk—1 = (b—a)/ n < h, si bien que

|[f0)—gW)| =|fx)—flcr)| <e,

cette relation restant vraie si x = a. Comme ¢ était choisi arbitrairement, f est une fonction
réglée. O

C. Fonctions intégrables au sens de Riemann

DEFINITION 2.5. On dit qu'une fonction f: [a, b] — R est intégrable au sens de Rie-
mannsi f est bornée et s'il existe, pour tout € > 0, des fonctions en escalier g et £ telles

que | f(x) — g(x)| < h(x) pour tout x € [a, b] et f:h <e.

PROPOSITION 2.6. — Une fonction continue, et plus généralement, une fonction ré-
glée, est intégrable au sens de Riemann.

Démonstration. — Soit en effet une fonction f: [a, b] — R qui est réglée. On a vu que f est
bornée. D’autre part, soit € > 0 et soit g une fonction en escalier telle que |f(x) - g(x)| <el(b-
a) pour tout x € [a, b]. La fonction constante & égalé a €/(b — a) est une fonction en escalier

d’intégrale | ab h = €. Par suite, f estintégrable au sens de Riemann. O

PROPOSITION 2.7. a) La somme, le produit de deux fonctions intégrables au sens
de Riemann sont intégrables au sens de Riemann.

b) Soit f: [a, b] — R une fonction et soit c € [a, b]. Alors f est intégrable au sens de
Riemann si et seulement si ses restrictions a [a, c] et [c, b] le sont.

En particulier, 'ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann forme un
sous-espace vectoriel, noté %, de I'espace des fonctions de [a, b] dans R.

Démonstration. — Les démonstrations sont analogues a celles des propositions correspon-
dantes pour les fonctions réglées. O

PROPOSITION 2.8. — Une fonction monotone f: [a,b] — R est intégrable au sens de
Riemann.

Démonstration. — On se place dans le cas ou f est croissante. Pour n > 1, considérons la
subdivision réguliére en n intervalles, o = {¢, ..., ¢,;} et définissons une fonction en escalier
&n: la, bl — Rpar g,(x) = f(cj_1) pour tout x tel que ¢;_; < x < ¢j (pour 1 < j < n) et g,(c;) = ¢;
(pour 0 < j < n). De méme, définissons une fonction en escalier h,: [a, b] — R par h,(x) =
f(cj) = f(cj-1) pour tout x tel que ¢j_; < x < ¢j, et h,(c;) =0 pour 0 < j < n. Comme f est
croissante, les inégalités

8n(x) < f(x) < gn(X) + hy(X)

sont vérifiées pour tout x € [a, b]. En particulier, | f- gn| < hy,. De plus,

b n _ _
f =) ba (flep) = flej-) = boa (f) - f (@)
a j=1 n n

(somme télescopique), donc [, : h,, tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Cela montre que f est
intégrable. O
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REMARQUE 2.9. — On peut démontrer qu'une fonction monotone est réglée.

D. Lintégrale des fonctions intégrables

PROPOSITION 2.10. — Soit f: [a, b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann.
Pour tout entier n > 1, soit g, et hy, des fonctions en escalier telles que | f- gn| < hy et

1) : h, < 1/n. Alors, la suite des intégrales [ : gn converge vers un réel lorsque n — oo.
Cette limite est en outre indépendante des choix de g, h;,.

Démonstration. — Si n et m sont des entiers > 1, remarquons que 'on a

b b b
[gn_f ngf (gn_gm)

De plus, on a, pour tout x € [a, b],
|1 (%) — gm ()| < |8n () = FO| + | £ (%) = g (%) < B (X) + B ()

si bien que

[[ls-sul< 24
, 8n—8m Su T m

b b
[ofs

Cette majoration implique que la suite ( f, ab gn) , est une suite de Cauchy. Par conséquent, elle
converge dans R. Notons I cette limite.

Pour montrer qu’elle ne dépend pas des choix, nous allons utiliser une astuce classique dans
ce genre de situations. Pour n > 1, soit g;, et &), des fonctions en escalier telles que | f- g,’l| < hy
et [ f h), < 1/n. D’apres la premiére partie de la démonstration, la suite des intégrales | : g,
converge vers un réel I'.

Définissons alors des fonctions en escalier g, et h), par g, = g, si n est pair, et g, = g, sin
est impair, et de méme k), = h, pour n pair, et k), = h), pour n impaibr. Les fonctions g, h),
vérifient encore les hypotheses de la proposition, si bien que la suite ( [ g/ , converge vers un
réel I". Mais la sous-suite formées des termes d’indice pair converge vers I, tandis que la sous-
suite formée des termes d’indice impair converge vers I', car ce sont des sous-suites des suites
(fF gn), et(/, b g,,), respectivement. Cela entraine que I" = I et I" = I, d’ou I = I’ ainsi qu'on
voulait démontrer. 0

et a fortiori,

1 1
<=+ —.
n m

DEFINITION 2.11. — Lalimite commune de ces suites est appelée intégrale de la fonc-
tion intégrable f ; elle est notée [ f f.

PROPOSITION 2.12 (Additivité). — Soit fi et f> deux fonctions intégrables au sens de
Riemann sur I = [a, b] et soit A un réel. Alors,

Lb(fﬁfz):fabfwfabfz et fabmfl):,mfabfl_

Autrement dit, 'application f — | f f estune forme linéaire sur I'espace vectoriel #
des fonctions intégrables au sens de Riemann.
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PROPOSITION 2.13 (Relation de Chasles). — Soit f une fonction intégrablede I = |a, D]
dansR et soit c € [a, b]. On a l'égalité

fabf=f:f+fcbf-

PROPOSITION 2.14. —  a) Soit f une fonction intégrable de I = |a, b] dansR. On a les
inégalités (inégalité de la moyenne)

b
(b-@)inf(f) < f £ < (b-asup(f).

En particulier, ‘fff‘ < (b-a)sup |f
b) Soit fi et f> deux fonctions intégrables de I = [a, b] dans R. Si fi(x) < fo(x) pour
tout x € I, alors [” fi < [ ;.

REMARQUE. — En appliquant I'inégalité de la moyenne, on prendra garde qu’en par-
lant de I'intervalle [a, b], on suppose automatiquement que a est inférieur a b.

Démonstrations de ces propositions. — Elles consistent a passer convenablement a la limite
dans les énoncés correspondants pour les fonctions en escalier.

Commencons par I'additivité. Soit, pour tout n > 1, des fonctions en escalier g1,,,, &1, 1,0
et hy,, telles que

b b
|fl_g1,7’l| <hl,n) f hl,ngl/ny |fé_g27n| < h2,n» et f hZ,nglln'
a a

Posons alors f = fi+ fo, 8n = fin+ fon € By = Wy, + hy . La fonction f est intégrable au
sens de Riemann; les fonctions g, et h, sont des fonctions en escalier sur [a, b] et vérifient
|f(x) - gn (x)| < h,(x) pour tout x € [a, b]. De plus, on a

b b b 1 1
[ hn:f hl,n+f hz,n<—+—<2/n.
a a a n n

Comme 2/n tend vers 0, il résulte de la proposition qui définit I'intégrale que fab f estla limite
des intégrales [ : gn lorsque n — oo. Or,

b b b
fgnzf gl,n+f &,n

qui converge vers [ : fi+/ : f> par hypothese.
Le cas de la multiplication par un scalaire A est analogue, grace au fait que

b b
/ /181,;1 = /1/ 8i,n

converge vers fab Afi par définition, et vers A fab fi par construction.
Soit f une fonction intégrable sur [a, b]. Pour tout n > 1, soit g, et h,, des fonctions en esca-
lier telles que | f — g,| < Ry et f: h, <1/n. Comme

b c b
("= [ s [ na<om
a a c
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et comme ces quantités sont positives, [ h, et fcb h,, sont toutes deux < 1/n. Par définition,
Vintégrale [° f est ainsi la limite de [ g,, et [” f est la limite de [ g,. La relation voulue dé-
coule alors de la relation fab 8=/ 8+ fcb g» :le membre de gauche converge vers fab f, tandis

que le membre de droite converge vers [ f + fcb f.
Montrons maintenant I’assertion de positivité. Pour alléger les notations, posons m = inf(f)
et M =sup(f). Soit pour tout n > 1 des fonctions en escalier g, et h,, telles que | f- gn| < h, et

b s . . .
J., hy < 1/ n. Définissons alors une fonction en escalier g, par les relations

m sign(x)<m;
g,(x) =% g,(x) sim<g,(x)<M;
M si gn(x) > M.

On voit dans chacun des cas que
|f () — 8,0 < | f (%) = 8ga(0)] < ().

Par suite, fab g, converge vers fub f. La fonction g, vérifie les inégalités m < g/, (x) < M pour
tout x € [a, b], donc

b
(b—a)méf g, < (b—a)M.

Par passage a la limite, on en déduit 'inégalité voulue. O

COROLLAIRE 2.15 (Formule de la moyenne). — Soit f: [a, b] — R une fonction conti-
nue. Il existe c € [a, b] tel que

1 b
f(C):m-/; f

Démonstration. — En effet, le réel ( fab )/ (b—a) appartient, d’aprés I'inégalité de la moyenne,
a lintervalle [inf(f),sup(f)]. Comme f est continue sur 'intervalle fermé borné [a, b], elle y
atteint ses bornes et prend toutes les valeurs intermédiaires. Il existe donc un réel c € [a, b]
comme voulu. O

PROPOSITION 2.16 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). — Soit f et g deux fonctions inté-
grables de [a, b] dansR. On a alors l'inégalité

(e < () )

Démonstration. — Pour tout ¢ € R, la fonction f — tg est intégrable sur [a, b]. Posons alors

b b b b
q(t)=f (f—tg)2=f fZ—th fg+t2f g

La fonction g est une fonction polynéme de degré 2. Comme ¢(¢) est défini par I'intégrale de la
fonction positive (f — tg)?, I'inégalité ¢g(r) > 0 est statisfaite pour tout ¢ € R. En écrivant que le
discriminant de g est négatif ou nul, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

2
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E. Perturbations anodines d’'une fonction intégrable

REMARQUE 2.17. — Soit f: [a,b] — R une fonction en escalier. Toute fonction
de [a, b] dans R qui coincide avec f sauf en un nombre fini de points de [a, b] est une
fonction en escalier, et a méme intégrale que f.

LEMME 2.18. — Soit f: [a, b] — R une fonction intégrable. Soit g: [a, b] — R une fonc-
tion qui coincide avec f sauf en un nombre fini de points de [a, b]. Alors, g est intégrable
et a méme intégrale que f .

Démonstration. — Soit X 'ensemble fini des points de [a, b] ou f et g different. Soit aussi,
pour tout n > 1, des fonctions en escalier g, h,: [a, b] — R tels que |f — gn| < hy et fab h, <
1/n. Posons g),(x) = g,(x) si x ¢ X, et g,,(x) = g(x) si x € X. On a alors |g — g},| < hy, car cette
relation, vraie par hypothese si x ¢ X, I'est trivialement si x € X. Cela montre que g estintégrable

etque [g=lim [g). O
PROPOSITION 2.19. — Une fonction continue par morceaux est intégrable.
Démonstration. — Soit en effet f: [a, b] — R une telle fonction et soit o = {¢, ..., ¢,;} une sub-

division de [a, b] adaptée a f.
Fixons j € {1,..., n}. Soit f;: [¢j_1, ¢;] — Rla fonction définie par

lim, ¢, 4o f(1) six=cj1;
fix) =1 f(x) sicj1<x<cj;
limt_,cj_o f six=c;.

Les limites existent par la définition méme d’'une fonction continue par morceaux, et la fonc-
tion f; est continue sur [c;_;, ¢;]. Elle est donc intégrable sur cet intervalle. Comme la restriction
de f al'intervalle [c;_,, ¢;] ne différe de f; qu’en deux points, elle est aussi intégrable, et a méme
intégrale que f;. D’apres la relation de Chasles, f est alors intégrable sur [a, b]. O

3. Sommes de Riemann

Soit f: [a, b] — R une fonction. Soit o = {¢y, ..., ¢} une subdivision de [a, b] et, pour
tout j € {1,..., n}, soit x; un point de l'intervalle [c;_1, ¢;].

DEFINITION 3.1. — On appelle somme de Riemann de f, relativement a la subdivi-
sion o et aux points x;, le réel

L (f30,x) = (¢j—cj-1) f(x)).

J=1

Concernant le choix des xj, il y a trois cas importants qui consistent a prendre sys-
tématiquement x; = c¢j—; (somme de Riemann a gauche), x; = c; (a droite) et x; =
(cj-1+ ¢j)/2 (point médian). 1ls sont particulierement importants lorsque la subdi-
vision choisie est réguliere. Elles donnent lieu a des méthodes d’analyse numérique
pour calculer une intégrale, connues sous le nom de méthode des rectangles ou des
trapezes.
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THEOREME 3.2. — Soit f: [a,b] — R une fonction intégrable. Posons I = fff. Pour
tout € > 0, il existe un réel h > 0 tel que, pour toute subdivision o de [a, b] dont le pas
est < h, et pour tout choix de points xj, on ait

|- (f;0,(xj) —I| <e.

De maniere imagée, les sommes de Riemann convergent vers l'intégrale lorsque le
pas de la subdivision tend vers 0. Par exemple, f étant une fonction intégrable au sens
de Riemann, les sommes de Riemann a droite, a gauche, ou au point médian, associées
a une subdivision réguliere en n intervalles tendent toutes trois vers I'intégrale de f,
lorsque n tend vers 'infini.

Démonstration. — Démontrons le résultat pour une fonction f qui vaut 1 sur [c,d] et 0 en
tout autre point de l'intervalle [a, b]. Soit o = {cy, ..., ¢,} une subdivision de [a, b], et soit i, j
des entiers tels que ¢;_; < ¢ < ¢; et ¢; < d < ¢j41. Alors, la somme de Riemann associée a cette
subdivision et a un choix (x;) de points vérifie

L (f;0,x)) =Y (e — ce-1) f (xx)
k=1

J
=(ci— ci-) f(xis) + ) (k= ce1) + (¢j1 — €)) f(x))
k=i+1

=(¢j—ci) + (¢ — ¢i-1) [ (xi-1) + (¢j41 — ¢)) f (x)).
Comme f(x) vaut 0 ou 1, elle est ainsi comprise entre (c; — ¢;) et (¢j+1 — ¢;—1). Par suite,
|- (f;0,(x))) = (d—¢)| < (¢j1— ;) + (¢i — ¢i-1) < 2p(0).

Deplus, d—c = fff.

Toute fonction en escalier f est combinaison linéaire de fonctions du type que 'on vient
d’étudier. Comme sommes de Riemann et intégrale sont linéaires en f il existe pour toute fonc-
tion en escalier f une constante C telle que

b

fI<Cplo).

'f(f;a, (xj))—f

Soit maintenant f une fonction intégrable et soit € > 0. Soit g et h deux fonctions en escalier
telles que |f — g| < het fab h < . On a ainsi, pour toute subdivision o et tout choix de points
(x;), les inégalités

|7 (/-7 (@| <

b
‘Y(g)—f g

< Cgplo)

b
‘Y(h) - f h| < Cup(o)
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ou Cg et Cj, sont les constantes que nous avons associées au paragraphe précédent aux fonc-
tions en escalier g et h. Alors,

y(f)—fab =‘(Y(f)—f(g)%(ﬂ(g)—ﬁbg)+(fabg—fabf)‘

b b
Y(g)—fg+fh

b b
< (/ h+Chp(a))+Cgp(a)+f h
S (Cr+Cy)plo) +2¢.

f

< L(h)+

Par suite, des que p(0) < €/(Cy, +Cg),0n a

- [

a

b
<3¢,

f

d’ot1 le théoreme. O

4. Lien entre le calcul différentiel et le calcul intégral
Soit I un intervalle de R, soit @ un point de I et soit f: I — R une fonction.

DEFINITION 4.1. — On dit que f est localement intégrable sur I si la restriction de f a
tout intervalle fermé borné contenu dans I est intégrable au sens de Riemann.

Une fonction continue est localement intégrable.
Supposons que f soit localement intégrable. Nous pouvons alors définir une fonc-
tion F: I — R par la formule

X .
six>a;
F(x) — f(l ]; i
- f six<a.
Si x < y sont deux points de I, on déduit de la relation de Chasles que
y
F(y) - F(x) =f f-
X
PROPOSITION 4.2. — Supposons f localement intégrable sur I. La fonction F est conti-
nue, et méme lipschitzienne.

Rappelons qu'une fonction # a valeurs réelles définie sur un intervalle I de R est dite
lipschitzienne s’il existe un réel M tel que I'on ait |h(x) - h(y)| <M |x - y| pour x, y € I.
Une telle fonction est nécessairement continue.

Démonstration. — Comme f est intégrable, elle est bornée. Soit M un majorant de | f | Alors,
pour tous x et y dans I, avec x < y, il vient

y
|F(y)—F(x)|<f |f| < M(y-x). 0

PROPOSITION 4.3. — Supposons f localement intégrable sur I et soit x un point de I.
Si f est continue en x, alors F est dérivable en x, de dérivée f(x).
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Démonstration. — Le taux d’accroissement 7(y) 7’ de F entre x et un point y # x de I est défini
par

7(y)

_Fy)-Fx) 1 y

 y-x  y-x /x

Nous voulons montrer qu'il est arbitrairement proche de f(x) lorsque y tend vers x. Soit
donc € > 0. Comme f est continue en x, il existe unréel h >0telque f(x) —e< f()) < f(x)+¢€
pour tout élément y € I qui appartient a I'intervalle [x — h, x + h]. Si de plus y > x, on a donc les
inégalités

y
y-x0(f(x)—¢) <f fFSy-0{Ffx+e),
et donc, en divisant par y — x (qui est positif),

fx)—e<t(y) < fX) +e.

Lorsque y < x, on remarque que

1 X
r()=—f ,
y =y yf

et 'inégalité précédente reste valable. Cela montre que 7(y) converge vers f(x) lorsque y € I
tend vers x. O

COROLLAIRE 4.4. — Si f: I — Rest continue, lafonction F est de classe 6 et vérifie F' =

f.

REMARQUE. — Inversement, si F est une fonction de classe %!, sa dérivée est conti-
nue, donc localement intégrable et le corollaire permet de calculer F a partir de F'.

On prendra garde que la dérivée d'une fonction dérivable n’est pas forcément inté-
grable au sens de Riemann. Considérons par exemple, la fonction définie par F(x) =
x%sin(1/x?) pour x # 0 et prolongée par continuité en 0. Elle est dérivable sur R (c’est
évident sur R*, remarquer que F'(0) = 0), mais sa dérivée est donnée par

/ _ : 2y l 2
F'(x)=2xsin(1/x°) —2—cos(1/x“)
X

pour x # 0 et n’est donc pas bornée au voisinage de 0. En particulier, F’ n’est pas inté-
grable sur [0, 7], donc n’est pas localement intégrable sur R.

COROLLAIRE 4.5. — Soit f: [a,b] — R une fonction continue et soit F une primitive
(quelconque) de f. On a alors

b
f f=F(b)-F(a).

Démonstration. — La fonction x — f ; f — F(x) est de classe €1 sur [a, b] et sa dérivée vaut
f(x) — F'(x) = 0. Elle est donc constante; elle vaut —F(a) en a et f:f —F(b)en x=b,doule
corollaire. O

D Prononcer tau
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5. Applications

PROPOSITION 5.1 (Changement de variables). — Soit f: I — R une fonction continue
et soit ¢: [a,b] — I une fonction de classe €. La fonction g: x — (f o )(X)¢'(x) est
continuede [a, b] dansR et l'on a

b , @(b)
f (fep)(X) g (x)dx = f)dx.
a p(a)
Démonstration. — Soit F: I — Rune primitive de f. Alors, la fonction G = Fog de [a, b] dans R
est une primitive de g. Le membre de gauche de I'égalité affirmée par la proposition vaut alors
G(b) — G(a), celui de droite F(¢ (b)) — F(p(a)). lls sont égaux. O
PROPOSITION 5.2 (Intégration par parties). — Soit u et v deux fonction de classe €*

dela, b] dansR. Alors,

b b
f uv' = (u(b)v(b) — ula)v(a)) —f u'v.
a

a

Démonstration. — La fonction uv: x — u(x)v(x) est de classe €', sa dérivée est la fonction
qui, a x € [a, b], associe u'(x)v(x) + u(x)v'(x). Par suite,

b
f (Wv+uv)=ubvb) - ulavia).

La formule d’'intégration par parties en résulte en faisant passer le terme fab u'v dans le membre
de droite. 0

REMARQUE. — Rappelons qu’on note couramment [¢v]2, voire [u(x)v(x)]2, la diffé-
rence u(b)v(b) — u(a)v(a) qui apparait dans la formule d’intégration par parties.

PROPOSITION 5.3 (Formule de Taylor avec reste intégral). — Soit f une fonction de
classe €' définie sur un intervalle I deR. Soit a € 1. Pour tout x € I, on a alors I'égalité

1
f@)=fl@+f(@x-a)+ 5f”(a) (x—a)+...

1 1 r*
+— @) (x—a)" + —f (x—="f () dr.
n! nlJa
Démonstration. — Démontrons cette formule par récurrence sur n. Pour n = 0, elle s’écrit

) =f(a)+f Fwd,

donc est vraie. Supposons la vraie pour n —1 et soit f une fonction de classe €**!. Intégrons
par parties le reste intégral dans la formule au rang n—1. On intégre (x—t) "1 on dérive f My,
d’otril vient

X 1 X
+ ;f x-0"f" V() dt

_l (n) " lfx _ anfln+l)
—nf (@)(x—a)" +— a(x " de.

La formule au rang n s’en déduit en divisant cette égalité par (n — 1)! et en I'insérant dans la
formule au rang n— 1. O
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6. Intégrales généralisées (ou impropres)

Soit I un intervalle de R et soit f: I — R une fonction localement intégrable. Si I est
fermé borné, I = [a, b], 1a fonction f est intégrable et on a déja défini f : f. Ce sont les
trois autres cas possibles qui nous concernent ici, a savoir ceux ou I est ouvert a 'une
desbornes:I=]a,b],I=]a, bl,oul = [a, bl. Nous voulons définir 'intégrale f:f ; nous
dirons qu’elle estimpropreen asia ¢ I, eten b, si b ¢ I. Parmi ces cas, nous n'oublions
pas les cas importants obtenus lorsque a = —oco ou b = +oo.

DEFINITION 6.1. — On dit que I'intégrale généralisée de f sur I existe si les intégrales

JY f, pour x, y € I, ont une limite lorsque x — a et y — b. Cette limite est notée ff f-
On dira aussi que f est intégrable sur I..

SiI=la, b|, celarevient a dire que la limite de f g f, pour y € I, existe lorsque y — b.
De méme, si I =]a, b], cela revient a dire que la limite | xb f existe lorsque x — a (x € I).
Supposons enfin que I =]a, b et fixons un point quelconque c € I. Alors, on a

[r=[s+[ s

pour x, y € I. Par suite, I'intégrale généralisée de f sur [ existe si et seulement si les
intégrales généralisées [ f et [ Cb existent, et alors

fabf=f:f+fcbf-

Dans la pratique, il est fortement conseillé, pour étudier une intégrale généralisée sur
un intervalle ouvert aux deux bornes, de se ramener a deux telles intégrales générali-
sées, chacune n’étant impropre qu’en une seule borne.

EXEMPLES 6.2. —  a) Prenons I = [1,+oo| et f(x) = 1/x?. La fonction f est continue
sur I, donc localement intégrable. On a

X x1 1
Hdt=| —dt=[-1/t]T=-—+1.
flf() fltz r= (=10 = -+

Lorsque x tend vers +oo, cette expression tend vers 1. Par suite, I'intégrale généralisée
de f sur [1, +oo[ existe et vaut 1.

b) Supposons que l'on ait I = [0, +oo] et f(x) = sin(x). La fonction f est continue
sur I, donc localement intégrable et

f f@)dt=[-cos(t)]y =1-cos(x).
0

Lorsque x tend vers +oo, cos(x) n'a pas de limite. (En effet, on a cos(2nm) =1 et
cos((2n + 1)m) = —1, pour n € N. Si la fonction cos avait une limite ¢ en +oo, cos(x)
appartiendrait a 'intervalle [ —1/2,¢ +1/2] pour x assez grand, intervalle qui contien-
drait en particulier +1 et —1. Cependant, sa largeur est 1, donc il ne peut contenir deux
réels distants de 2.) Ainsi, f n’est pas intégrable sur I.
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PROPOSITION 6.3. — Soit I un intervalle d’extrémités a et b (a < b) et soit f, g deux
fonctions localement intégrables sur I. Soit A et u ® deux réels. Si les intégrales généra-
lisées de [ et de g sur I existent toutes deux, alors l'intégrale généralisée de la fonction
Af +ug surl existe, et 'ona

b b b
f(ﬂfﬂtg):/lf f+uf g

L'ensemble des fonctions intégrables .# sur I forme donc un sous-espace vectoriel
des fonctions localement intégrables et 'application f — [ f f estune forme linéaire.

Méme si on n’est pas capable de calculer I'intégrale généralisée, il peut étre utile
de savoir qu’elle existe, d’ot I'utilité d'un critere de Cauchy. C’est une application du
critere de Cauchy pour les limites.

PROPOSITION 6.4. — Soit I un intervalle d’extrémités a et b (a < b) et soit c € 1. Soit
f une fonction localement intégrable sur I. Alors, l'intégrale généralisée |, Cb f existe si et
seulement si

(cas ou b= +o0) pour toute >0, il existe M tel que l'on ait |f)g'f| < € pourtousx ety
dans I vérifiantx > M ety > M.

(cas ou b # +o0) pour tout € > 0, il existe h > 0 tel que l'on ait |f£’f| < € pour tous x
ety dans I vérifiantx > b—hety > b—h.

De méme, l'intégrale généralisée [, [ existe si et seulement si

(cas ou a=—o0) pour toute >0, il existe M tel que l'on ait |f£’f| < € pourtousxety
dans I vérifiantx < M ety < M;

(cas olt a # —o0) pour tout € > 0, il existe h > 0 tel que l'on ait | [} f| < € pour tous x
ety dansl vérifiantx < a+hety>a+h.

Dans le cas d'une intégrale impropre aux deux bornes, il faut vérifier le critere a
chaque borne.

Démonstration. — Posons F(x) = [, f.On adonc

y
F(y)-F(x) =f f-

Dire que f est intégrable sur [c, b[ est équivalent a dire que F(x) a une limite quand x — b.
On s’est ainsi contenté d’écrire le critere de Cauchy qui affirme I'existence de cette limite. Le
raisonnement est le méme pour la borne de gauche. O

EXEMPLE 6.5. — Supposons que l'on ait I = [a, b[, avec b # +0c0, et que f soit une fonc-
tion localement intégrable sur I et bornée. Alors f est intégrable sur I. Soit en effet M
un réel tel que | f (x)} < M pour tout x € I. On a ainsi, si x et y appartiennenta /,

y
[/

® Prononcer .
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Si e >0, on a en particulier

<€

y

| s
X
dés que x et y vérifient x > b—e/Mety > b—¢€/M.

L'exemple de la fonction sin sur I'intervalle [0, +oco[ montre que '’hypothése b # +oo
est nécessaire.

D’autre part, définissons une fonction g: [a,b] — R en posant F(x) = f(x) six # b
et en choisissant une valeur arbitraire pour F(b). Alors, f est intégrable sur l'inter-
valle [a, b] et I'intégrale généralisée de f sur [a, b| est égale a [ f G.

Soit en effet € > 0. Comme f est intégrable sur l'intervalle [a, b — e/M], il existe
des fonctions en escalier g et h sur cet intervalle telles que | flx) - g(x)| h(x)
et ff “Mp < . Soit G la fonction définie par G(x) = f(x) poura < x < b—¢/M
et G(x) =0si b—¢e/M < x < b; soit H la fonction définie par H(x) = h(x) pour
a<x<b-¢e/M,etHx)=Msib—¢e/M< x< bet H(b) = F(b). Ce sont des fonctions
en escalier, elles vérifient | F — G| < H. De plus,

b b—el/M b b—elM b
f H:f H+[ H:f h—f-f M<Le+ (e/M)M = 2¢.
a a b—elM a b—elM

Cela montre que F est intégrable sur [a, b].
La fonction x — [, ; F est donc continue sur [a, b], en particulier en b, si bien que

b X
f F=Ilim F(t)dt.
a

x—b a
Comme f(t) = F(¢t) pour tout ¢ € [a, b[, on a ainsi, si x < b, f;f = f; F. Cela prouve que
= lim
f x—>bf A
x<b
donc que l'intégrale généralisée de f sur [a, b est égale a [ : F.
Voila un résultat tres utile, et plus général que le précédent.

PROPOSITION 6.6. — SoitlI=[a, bl et f une fonction localement intégrable sur I. Soit g
une fonction intégrable sur I telle que | f (x)| < g(x) pour tout x € 1. Alors f est intégrable
surl.

On peut appliquer la proposition précédente a
telle fonction est dite absolument intégrable.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier le critére de Cauchy. Nous supposerons que b = +00, les
modifications a apporter dans I'autre cas sont minimes. Soit donc € > 0. Comme g est inté-
grable sur I, il existe M tel que I'on ait ’f;'g| < epour x et ydans I, avec x > M, y > M. Pour de

tels x et y, on a alors
y y y
ff‘<f |f|<f g<e.
X X X

Cela prouve que le critere de Cauchy est vérifié, et donc que f est intégrable sur 1. O
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11 suffit bien entendu (?!) d’avoir une majoration |f(x)| < g(x) pour x proche de b
(pour x grand si b = +00). En particulier, si f est équivalente a g en b (et g positive), on
a a fortiori f = O(g) au voisinage de b, ce qui permet d’appliquer la proposition.

EXEMPLE 6.7. — Supposons I = [0, +oo et posons
sin(x)
fx) = 1+ x2’ g = 1+ x2
Ona

X X 1
fo g(ndt :fo 7 dt = [arctan(?)]] = arctan(x).

Par suite, fox g(t) dt tend vers n/2 quand x — +oo, donc g est intégrable sur [0, +ool.
La majoration | f (x)| < g(x), valable pour tout x > 0, montre que f est absolument
intégrable sur [0, +ool.

On peut démontrer des variantes des formules de changement de variables et d’in-
tégration par parties dans le contexte des intégrales généralisées. Comme elle peuvent
induire des erreurs de rédaction, voire de raisonnement, il est cependant demandé de
se ramener aux formules démontrées pour les intégrales non-impropres.

EXEMPLE 6.8 (Exemple d’intégration par parties). — La fonction log est intégrable
sur]0,1] et’on a fol log(t)dt =-1.
En effet, si x > 0, on peut intégrer par parties dans l'intégrale f xl log(#) dt, d’ou

1 1
flog(t)dt:[tlog(t)]i—f t%dt

1

= —xlogx—f dt=-xlogx—(1-x)

X

=—-xlogx+x-1.
Lorsque x — 0, xlog(x) tend vers 0. Cela fait partie des limites classiques. Si on I'a ou-
bliée, voici une démonstration : on pose u = —log(x), de sorte que xlog(x) = ue™* est
I'inverse de e“/u, et u — +coquand x — 0.Or,onae“ > 1+ u+%u2 > %uz pour u >0
(étudier la différence), d’ou1 la minoration e“/u > u/2, ce qui prouve que e“/u — +oo,
d’ou finalement xlog(x) — 0. Finalement, | xl log(#) dt converge vers —1 quand x — 0.
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Rappels
A. Réels

Il'y a plusieurs facons de définir 'ensemble des nombres réels mais nous allons plus
ou moins nous passer d'une définition précise. Tout nombre réel admet un dévelop-
pement décimal, éventuellement illimité a droite; on convient que le développement
décimal d'un nombre réel n’est pas identiquement formé de 9 a partir d'un certain
rang, en remplacant la partie a9999..., ou a est un entier compris entre 0 et 8, par
(a+1)00....

La partie entiere d'un réel x est 'unique entier n tel que n < x < n+ 1. On la note
[x].Six > y,alors [x] > |y].

B. Limites

Une suite (u,) converge vers +oo si pour tout réel M, on a u, > M pour tout n as-
sez grand. Elle converge vers un réel ¢ si pour tout € > 0, il existe un entier N tel que
|lu, — €] < epourn=> N.

THEOREME R.1 (Suites croissantes majorées). — Toute suite croissante majorée
converge. Toute suite décroissante minorée converge.

Démonstration. — Soit (u,) une suite croissante majorée. En effet, la suite (|u,]) des parties
entieres est croissante, majorée. Comme elle est formée d’entiers, elle est constante a partir
d’un certain rang ny, de valeur ay. On a ainsi ay < u, < ag+ 1 pour n > ny. Considérons alors
la suite formée de la premiere décimale de u,, pour n > ny; c’est une suite croissante d’en-
tiers entre 0 et 9. Elle est donc constante a partir d'un certain rang »; ; de valeur ;. Par suite,
(o, 4y < Uy < dy, a; +107! pour n > n,. Par récurrence, on construit un développement décimal
ay, a; ... a et un entier ny tel que

ag, 4y ...0r < un<a0,a1...ak+10_k

pour tout entier n > ny. Alors, la suite (u,) converge vers 'unique réel a de développement
décimal ay, a; .. ..

Le cas d'une suite (u,,) décroissante et minorée s’en déduit, en considérant la suite croissante
et majorée (—u,). O

COROLLAIRE R.2 (Suites adjacentes). — Soit (u,) et (v,) deux suites de réels telles que
u, < v, pour tout n. On suppose la suite (u,) croissante, la suite (v,) décroissante, et
que v, — uy, tend vers0. Alors, u,, et v, convergent et ont méme limite.

Démonstration. La suite (u,) est croissante, majorée par vy, donc converge vers un réel £.
La suite (v,) est décroissante, minorée par 4, donc converge vers un réel L. La suite v, — u,
converge alorsvers L—¢ =0,d’ ot ¢ = L. O

Soit (uy), (v,) et (wy,) trois suites vérifiant u, < v, < wy. Si (u,) et (w,) convergent
vers un réel ¢, alors la suite (v,) converge vers ¢. Soit (u,) et (v,) deux suites telles
que u, < v, pour tout n. Si la suite (u,) tend vers +oo, 1a suite (v,,) aussi. (Théoremes
d’encadrement)
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Une sous-suite d'une suite (u,) est une suite de la forme (1)) o ¢: N — N est une
application strictement croissante. On appelle valeur d'adhérence d'une suite toute li-
mite d’'une sous-suite convergente. A ce sujet, on a le théoréme fondamental suivant :

THEOREME R.3. — De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration. — Soit (u,) une suite bornée et soit m, M deux réels tels que m < u, < M.
Posons ag = m et by = M.

Lun des deux intervalles [ay, (ay + by) /2] et [(ag + by) /2, by] au moins contient une infinité de
termes de la suite (u,,). Notons le [ay, b,], de sorte que a; > ay, by < by et by — a; = (by — ap) /2.
Par récurrence, on construit ainsi une suite d’intervalles [ay, bt], telle que chaque intervalle
soit égal a la moitié gauche ou la moitié droite de I'intervalle précédent et qu’il contienne une
infinité de termes de la suite (u,,). La suite (a;) est croissante, la suite (b;) décroissante et by —
ar = (by — ap)2~*. Ce sont donc des suites adjacentes; elles ont donc une limite commune ¢.

Soit aussi ¢(1) un entier tel que Uy € lai, b,]. Puis, par récurrence, soit ¢ (k) un entier >
@(k—1) tel que uy ) appartienne a [ay, b]. On al”inégalité a; < uy ) < by ; d’apres le théoreme
d’encadrement, cela entraine que la suite ) converge vers £. O

On a un critere abstrait, mais efficace, pour affirmer I’ existence d'une limite :

PROPOSITION R.4 (Critére de Cauchy). — Soit (u,) une suite de réels. La suite (uy)
converge vers un réel si et seulement si elle vérifie le critere de Cauchy : pour tout € > 0,
il existe N tel que l'on ait |uy,, — u,| < € pour m, n> N.

Une suite qui vérifie le critére de Cauchy énoncé dans la proposition est appelée
suite de Cauchy.

Démonstration. — Supposons que (u,) converge vers ¢ et soit € > 0. Il existe N tel que
lu, —¢| <el/2pour n>N.Alors,sim, n> N,

[t — U = (U, = O) = (U = Ol < U — O] + |up— ] < €.

Le point crucial de la proposition est la réciproque. Supposons que (u,) vérifie le critere de
Cauchy. Appliquons ce critére avec € = 1; il existe alors N tel que |u,, — u,| < 1 pour m,n > N, et
en particulier |u,| < 1+|uy| pour tout m > N. Cela montre que la suite (u,) est bornée. D’apres
le théoreme R.3, il existe une sous-suite () qui converge vers unréel £. Nous allons montrer
que la suite (u,,) converge vers £. Soit donc € > 0 et soit N > 0 tel que |u(p(,,) - €| <epourn>= N.
Soit d’autre part M tel que |u, — u,,| < € si n, m > M et posons P = max(M, N). Pour n > ¢(P),
on peut écrire

[t — €1 = |(Upm)-0) + (U — tpp) | < |tpm) — €| + |tn — tpw)| -

Le premier terme est majoré par € car ¢(P) = ¢(N) > N (comme ¢ est strictement croissante,
on a ¢(n) > n pour tout n), de méme que le second, car n et ¢(P) sont tous deux plus grands
que M. Par suite, |u, — ¢| < 2¢. Cela montre que (u,) tend vers ¢. O

C. Continuité, continuité uniforme

Une fonction f définie sur un intervalle I de R est continue en un point a € I sil’on
alim,_, f(x) = f(a). On dit qu’elle est continue sur I si elle est continue en tout point
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de I. Cela revient a dire que pour tout a € I, tout € > 0, il existe h > 0 tel que I'on ait
|f(x) - f(a)| <esixelet|x—al < h. Avec des quantificateurs :

Yael, Ve>0, 3h>0, Vxel, (x-al<h=(f0-f(@|<e.

La continuité uniforme sur I est une notion plus restrictive. Une fonction f définie
sur I est dite uniformément continue si pour tout € > 0, il existe h > 0 tel que I'on ait
I'inégalité |f(x) - f(a)| < € des que x et a sont des points de [ vérifiant |[x — a| < h. Le
réel h peut ainsi étre choisi indépendamment du point a. En termes de quantificateurs,
cela revient a déplacer le « Va € I» du début de la formule définissant la continuité
jusqu’apresle « 3h>0»:

Ve>0, dh>0, Vacel Vxel, (Ix—algh):(|f(x)—f(a)|<£).

Le cas le plus simple de fonction uniformément continue est fourni par les fonctions
lipschitziennes, c’est-a-dire les fonctions f pour lesquelles il existe un réel C de sorte
que I'on ait

[fG) - FW[<Clx-y]
pour x, y € I. En effet, si € est un réel > 0, il suffira, pour que |f(x) —f(y)| < € que
l'on choisisse |x — y| < C/e. D’apres la formule de la moyenne, une fonction ¢! dont
la dérivée est bornée est lipschitzienne (on peut prendre pour C un majorant de | f’ |).

Voici un théoreme extrémement important :

THEOREME R.5. — Toute fonction continue définie sur un intervalle fermé borné est
uniformément continue.

Démonstration. — Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Si f n'est pas uniformément
continue, il existe € > 0 et des couples de points (x,y) € I x I arbitrairement proches pour
lesquels | fx)-f (y)| > ¢. 1l existe ainsi, pour tout entier n > 1, un tel couple (x,,y,) avec
|xn— yn| < 1/n. La suite (x,) étant a valeurs dans l'intervalle borné [a, b], on peut en ex-
traire une sous-suite convergente (X,(,); notons ¢ sa limite; on a a < ¢b. Alors, la suite
Yoy converge vers ¢ aussi. Comme ¢ € I, f est continue en ¢, si bien que f(x,n) — f(£)
et f(Ypm) — f(£). Par conséquent, f(xym) — f(Ypm) converge vers 0. Mais ceci contredit
'hypothese que | f(x) — f (k)| = € pour tout k. O
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Exercices

EXERCICE 1.1 (Théoreme de Cesaro). — Soit (u,) une suite de réels. On pose U, =
o iy Uk

a) On suppose qu’il existe un réel m tel que u,, = m pour n supérieur a un entier N.
Montrer que 'on a, pour n > N,

N
U,>2m+—Un—m).
n

b) Si (u,) converge vers +oo, montrer que (U,) converge vers +oo.
¢) Si (u,) converge vers un réel £, montrer que la suite (Uy) converge vers ¢.

EXERCICE 1.2. —  a) On pose
n
Up= )
p=1
Trouver une fonction f: [0,1] — R telle que u, soit une somme de Riemann pour f,
associée a la subdivision réguliere a n pas.
b) En déduire que la suite (u,) converge. Calculer sa limite.
¢) Mémes questions avec la suite de terme général

n
n?+p?

2n 1
Un = Z .
p=n+1 p
EXERCICE 1.3. — a) Sil < k < n, montrer que I'on al'inégalité

1 (k+1)/n k+1
—1og—<f logxdx<—log
n n kin

b) Siu, = %log(n!/n"), en déduire que I'on a

1 1 n n! (n+1)/n
—log—+f logxdx < —log— f logxdx.
1 1

c) Calculer une primitive de la fonction logarithme, log: R} — R.
d) En déduire la limite de (n!/n™)!" quand n tend vers I'infini.

1 x"
I, = dx.
" fo 1+ x2
a) Calculer [y et I;.

b) Calculer I, + I,,4+» pour tout n.
¢) En déduire par récurrence sur n que

EXERCICE 1.4. — On pose

_ k-1
-1)"Lp=1 Z( D7

et

1 k-1 1
D" L —— 1
(-1)"bps1 =1 Zkzl( e
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d) Montrer que 0 < I, < 1/(n+1). En déduire la limite des suites de terme général

11
Up=1——+=—-F (=]
n 3tz (-1

2n-1
ot 1 1 1
Up=l-cd——et (=1
n 513 (-1
EXERCICE 1.5. — Soit f une fonction intégrable sur [a, b]. On pose
a
), )» wnzi(un"‘vn)-

a) Interpréter géométriquement les sommes u,, v, et wy,. Si f est croissante, mon-
trer que u, < f:f < vy. Quelle est la limite des suites (uy), (v,) et (wy,) ?
b) Soit R, = fff — uy. Si f est de classe !, Montrer que

n-1 pa+(k+1)h
anzf (a+(k+1)h-x)f"(x)dx,
k=0Ja+kh

ouh=(b-a)ln.
c) (suite) Montrer a’aide de I'égalité de la moyenne qu'’il existe pour tout entier k €
{0,...,n—1}unréel x € [kh, (k+ 1) h] tel que

b-a)?n=l
R”:z( )

Z f(xp).

En déduire que
1
%i_{xgoan = E(b_a)(f(b) - f(a)).

b b
r}l—r»rolon(fa f—vn) et Jgrgon(fcl f—wn).

Quelle conséquence pouvez-vous en tirer concernant le calcul numérique ?

d) Calculer

EXERCICE 1.6. — Pour tout réel x e R, x # £1, on pose
T
I(x) :f log(1 —2xcos(f) + x?) dt.
0

a) Montrer que I(—x) = I(x), que I(1/x) = I(x) — 2w log x.

b) Montrer que I(x) + I(—x) = I(x?). (Utiliser un changement de variables ¢ = 2u.)
¢) Quelle est la limite de I(x) quand x — 07

d) Calculer I(x) pour tout réel x (x # £1).

e) Retrouver ce résultat a ’aide de sommes de Riemann.

EXERCICE 1.7. — Soit I un intervalle contenant 0 et soit f: I — R une fonction inté-
grable. On suppose que f est continue en 0. Calculer la limite quand x — 0 de

fo &
X t
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EXERCICE 1.8 (Intégrales de Wallis). — Pour n > 0, on pose

/2
I, = f (sin(x))" dx.
0

a) Calculer I, I; et L.
b) Alaide d’'une intégration par parties, montrer que I'on a

n-1
In:

In—2

pour tout entier n > 2.

¢) En déduire une formule pour I, a I'aide de factorielles. (On distinguera suivant
que n est pair ou impair).

d) Montrer que la suite (I,;) ,>0 est décroissante.

e) Montrer que I,,+1/1, tend vers 1 lorsque n tend vers +oo. (Indication : quelle est
la limite de I,,42/1,,?)

f) Montrer la formule

(n!)424n
—=lim ————.
2 n—oo(2n)22n+1)
EXERCICE 1.9. — Si f est une fonction intégrable sur I'intervalle [a, b], on pose F(f) =
b .
[, f(x)sin(tx) dx.

a) Calculer Florsque f estla fonction constante égale a 1, puis lorsque f estla fonc-
tion caractéristique d'un intervalle [c, d] contenu dans [a, b]. Remarquer que dans ces
cas, F(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo.

b) Si f est en escalier, montrer que lim;_. o, F(#) =0.

c) Soit g et h des fonctions en escalier telles que | f- g| < h. Montrer que 'on a,
pour tout ¢ € R, 'inégalité

b
|F(2) - G()] <f h(x) dx.

d) Déduire des questions b) et c) que F(f) tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo. (Si
€ >0, choisir g et h telles que ff h < €; en déduire que |F(1)| < 2¢ si t est assez grand.)

e) Onsuppose que f est de classe €. Retrouver le résultat du d) a 'aide d’'une inté-
gration par parties.

EXERCICE 1.10. — a) Pour a, b, ce Ret n > 1, calculer I'intégrale
/3
f (a+ bx+ cx*) cos(nx) dx.
0
b) Trouver deux constantes a et b telles que I'on ait, pour tout entier n > 1,

1 T

— :f (ax + bx?) cos(nx) dx.

n 0

c) Simplifier la somme ¥V_, cos(nx).
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d) Al'aide des questions b) et c), et de I'exercice précédent, montrer que

fe'e) 1 71.2

1 1
EXERCICE 1.11. — Soit p et g deux réels > 1 tels que — + ZI = 1. Soit f et g deux fonc-
p

tions intégrables sur [a, b] a valeurs réelles.
1

a) Montrer que I'on a I'inégalité : uv < %u’" +

et étudier la fonction x — x” — pvx.)
b) On suppose dans cette question que f et g sont a valeurs positives et que [ ab fP=

v, pour u, v > 0. (On pourra fixer v

ff g% =1. Montrer que

b
f fx)gx)dx<1.

¢) En appliquant la question précédente aux fonctions |f|/F et |g|/G pour deux
réels F et G bien choisis, montrer I'inégalité, dite de Holder :

([ ([ o)

1/
d) On pose Ny(f) = (ff |f(x)|p) p. Montrer 'inégalité, dite de Minkowski :
Np(f +8) < Np(f) + Np(g)-

(Majorer |(f+g)(x)|p par |f(x)| |(f+g)(x)|’g_1 + |g(x)| |(f+g)(x)|'p_1 et appliquer
deux fois la question précédente. Remarquer que p = (p—1)/q.)
e) Lorsque p = g =2, quelles inégalités retrouve-t-on ?

1/q

b
f fgx) dx

EXERCICE 1.12. —  a) Calculer, en discutant suivant A, et en prenant garde aux en-
sembles de définition, toutes les primitives de la fonction x — 1/(1 —2A cos x + 12).
b) On suppose |1]| <1 et on pose, pour 1 >0,

I f” cosnx d
= X.
" Jo 1=2Acosx+A?

Chercher une relation entre I;, I;;+1 et I;;4o.
c) Calculer I, pour tout entier 7.

EXERCICE 1.13. — Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes,
a) par recherche d’'un équivalent :
oo X > log(1+ x% oo @
f VX dx, f de, f dt;
o 1+x)¢ 0 xP 0o e'-1
b) par une intégration par parties :

f cos(t?) dt, f cos(log(r)) dt, f sm‘(xx)dt_
0 0 0o X

EXERCICE 1.14. — Onpose F(x) =[5~ t*e " dt.
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a) Montrer que I'intégrale qui définit F converge pour x > —1 et diverge pour x < —1.

b) A l'aide d’'une intégration par parties, montrer que pour tout réel x > —1, on a
F(x+1)=(x+1)F(x).
c) Calculer F(0), puis F(n) pour tout entier naturel 7.

EXERCICE 1.15. — Soit f une fonction continue de [1, +oo[ dans R. On suppose que
I'intégrale [;° f(x) dx converge. Soit F la primitive de f qui s’annule en 1.

a) Montrer que F est bornée sur [1, +ool.

b) En déduire que I'intégrale [ x—le (x) dx converge.

¢) Montrer que pour toutréel a > 1,on a

a a
f mdx:lF(a)+f izF(x) dx.
1 X a 1 X

d) Montrer que l'intégrale [ % f(x) dx converge.
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