ACAP — Devoir a rendre le 4 novembre 2003

EXERCICE 1. — Soit f une fonction intégrable sur [a, b]. On pose
b a’ b—a b—a b—a

Zf(a+k ) v, = Y (a+k
n =1
a) Interpreter géométriquement les sommes u,, v, et wy,. Si f est croissante, mon-
trer que u, < fff < vy. Quelle est la limite des suites (uy), (v,) et (wy,) ?

b) Soit R, = fff — uy. Si f est de classe €', Montrer que

1
), wnp= 5(u” +vp).

a+(k+1)h
Rn:Zf (a+(k+1)h-x)f"(x)dx,
k=0Ja+kh

oul'onaposé h=(b—a)ln.
c) (suite) Montrer a ’aide de I'égalité de la moyenne qu'’il existe pour tout entier k €
{0,...,n—1}unréel x € [kh, (k+ 1) h] tel que

b-a)?n=l
R”Zz( )

Z I (xp).

En déduire que
1
r}i_rrgoan = E(b_a)(f(b) - f(a)).

b b
lim n(f f—vn) et lim n(f f—wn).
n—oo a n—oo a

Quelle conséquence pouvez-vous en tirer concernant le calcul numérique ?

d) Calculer

EXERCICE 2. — Soit I un intervalle contenant 0 et soit f: I — R une fonction inté-
grable. On suppose que f est continue en 0. Calculer la limite quand x — 0 de
2x (1)
f_ dt
x t
EXERCICE 3. —  a) Calculer, en discutant suivant A, et en prenant garde aux en-

sembles de définition, toutes les primitives de la fonction x— 1/(1 —2A cos x + 12).
b) On suppose |1]| <1 et on pose, pour n >0,

I _f” cosnx dx
" Jo 1-21cosx+A2

Chercher une relation entre I,,, I,41 et I,;4».
¢) Calculer I,, pour tout entier n.




