GEOMETRIE POUR LE CAPES

Devoir maison a rendre le mercredi 25 février

Exercice 1. Soit E un espace affine et soit Ay,..., A, des points de E.
a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) le sous-espace affine (A, ..., A;,) est de dimension m;
(b) sii€{0,..., m}, le sous-espace affine (Ay,...,A;_1,Ai+1,...,A;n) NE contient pas le
point A;;

(c) siiefl,...,m}, le point A; n’appartient pas au sous-espace affine (Ay,..., A;_1).

(d) siie{0,...,m}, lesous-espace affine (Ay,..., A;) est de dimension i.
Si elles sont vérifiées, on dit que les points (A, ..., A;,) sont affinement indépendants.

b) On suppose que E est un espace affine de dimension n. Montrer que les points Ay, ..., A,

sont affinement indépendants si et seulement si il existe des points A,,.1,..., A, dans E tels que
(Ag,...,A,) soit un repére affine de E.

Exercice 2. Soit E un espace affine; soit A et A’ des points de E, A et A’ des scalaires non nuls.
Notons i ’homothétie de centre A et de rapport A, h' 'homothétie de centre A’ et de rapport A'.

a) Quelle est I'application linéaire associée a I'application affine k' o h? Que peut-on en dé-
duire sur /' o h.

b) Si AN =1, montrer que k' o h est une translation et préciser son vecteur.

c) Si A # 1, montrer que k' o h est une homothétie. Préciser son rapport et exprimer son
centre comme le barycentre des points A et A" avec des coefficients convenables.

Exercice 3. Soit E un espace affine.

a) Siue E, on note f, la translation de vecteur u dans E. Si g € GA(E), montrer que gof,08 !
est une translation, quel est son vecteur ?

b) Soit F un sous-espace affine de E, soit V un supplémentaire de F dans E et soit pla
projection sur F parallelement & V. Si g € GA(E), montrer que go po g~ ! est une projection
affine. Sur quel et parallelement a quels sous-espaces ?

¢) Reprendre la question précédente avec I'affinité de base F, de direction V et de rapport A.

Exercice 4. Soit E un espace affine et soit £ I'’espace des fonctions de E dans E qui sont de la
forme Lys: M — M\TA, pour un certain point A € E et un scalaire A € k.

a) Montrer que %% est un sous-espace vectoriel de dimension dim E + 1 de 'espace des ap-
plications de E dans E.

b) Montrer qu'il existe une unique application linéaire ¢: %5 — k telle que @(Ly4) = A.

c) Montrer que ¢~ !(1) est un sous-espace affine de .#; dont la direction est isomorphe a E.

d) Montrer que 'application de E dans .Z% qui associe au point A la fonction L4 est un iso-
morphisme de E sur le sous-espace affine ¢~1(1).



