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CHAPITRE 1

ESPACES AFFINES

La géométrie des espaces vectoriels qu'on étudie en DEUG est trés proche de la géométrie du plan ou
de I'espace que vous avez apprise au collége. Il y a une différence importante : en algebre linéaire, les
sous-espaces que I'on considere (droites, plans...) sont des sous-espaces vectoriels et passent tous par
I'origine (le vecteur nul). Cela se voit aussi sur les transformations que I'on peut regarder : ce sont des
applications linéaires et elles envoient ’origine sur I'origine.

La géométrie affine s’astreint de cette contrainte et rajoute les translations aux transformations que
I'on étudie. De méme, on s’intéresse aussi aux droites, aux plans, etc. qui ne passent pas forcément par
I'origine.

De méme qu'il existe des espaces vectoriels sur tout corps de base, la géométrie affine peut étre dé-
veloppée sur un corps de base arbitraire. Cependant, pour la géométrie classique, le cas important est
celui du corps R des nombres réels. Une remarque historique : si, au x1x° siecle, les mathématiciens se
sont mis a considérer une géométrie sur d’autres corps, ce n’est pas parce qu’ils sont vicieux, mais bien
parce que dans certains cas, cela rend les choses plus faciles!
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§1. Rappels d’algebre linéaire

Dans tout ce paragraphe, k est un corps commutatif, fixé une fois pour toutes. Si certains veulent
lire R au lieu de k, je ne m’en formaliserai pas.

A. Définitions générales

DEFINITION 1.1 (espace vectoriel). — On appelle k-espace vectoriel un ensemble V- muni de deux lois :

— une loi interne, notée +, qui fait de V un groupe abélien (addition) ;
— une loi externe k x V — V, notée en général - (multiplication)

On exige que pour tous a et b dans k et tous v et V' dans V, soient vérifiées les propriétés suivantes :

(1.1a) aw+v)=a-v+a-v
(1.1b) (ab)-v=a-(b-v),
(1.1c) (a+b)-v=a-v+b-v.

Si 11 et V, sont des k-espaces vectoriels, leur produit V7 x V,, muni de 'addition définie par (vy, 1») +
(v}, v5) = (11 + vy, v2 + v3) et de la multiplication définie par a- (v1, v2) = (a- v1,a- 1), est un espace vec-
toriel. Plus généralement, on définit de maniere analogue le produit d'une famille (non vide) d’espaces
vectoriels.

DEFINITION 1.2 (sous-espace vectoriel). — Soit V un k-espace vectoriel. On dit qu'une partie W de V est
un sous-espace vectoriel de V si c’'est un sous-groupe et si a-v appartienta W pour touta € k et toutve W.

PROPOSITION 1.3. — Lintersection d'une famille (non vide) de sous-espaces vectoriels est un sous-espace
vectoriel.
DEFINITION 1.4 (sous-espace engendré). — Soit V un espace vectoriel et soit S une partie de V. Le

sous-espace vectoriel de V engendré par S est lintersection de tous les sous-espaces vectoriels de V qui
contiennent S.

C’est le plus petit sous-espace vectoriel de V qui contient S. Si S n’est pas vide, c’est aussi ’ensemble
des combinaisons linéaires Z;’zl a;v;, ou n est un entier, vy,..., v, sont des éléments de S et ay,...,a,
des éléments de k.

Si (W;) ;e est une famille de sous-espace vectoriels de V, leur somme Y~ W; est le sous-espace vecto-
riel de V engendré par leur réunion. C’est aussi I’ensemble des sommes }_;c; v;, olt v; € W; pour tout i.
Attention, la réunion d'une famille de sous-espaces vectoriels n’est en général pas un sous-espace vec-
toriel.

On dit qu'une famille (W;);c; de sous-espaces vectoriels est en somme directe si la somme }_ ;.7 v;
(avec v; € W; pour tout i) n'est nulle que sil’on a v; = 0 pour tout i.

Soit W un sous-espace vectoriel de V. On dit qu'un sous-espace vectoriel W’ est un supplémentaire
de Wsi V=W+ W etsi Wet W sont en somme directe. On note alors V=We W'.

Exercices. — 1) On suppose k = R. Si n > 2, montrer que la réunion de n droites distinctes dans le plan n’est pas
un sous-espace vectoriel (faire un dessin puis une démonstration).
2) On suppose que k = R. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, soit n un entier et soit Wi,..., Wy des

sous-espaces vectoriels de V tels que V = U?:I W;. Montrer qu'il existe i tel que W; = V. (Raisonner par récurrence
sur n.)

B. Applications linéaires

DEFINITION 1.6 (application linéaire). — Soit V et W deux espaces vectoriels. Une application linéaire
est une application f: V — W telle que pour tout a € k et tous v, v' € V, on ait
(1.6a) fw+d)=fw)+f)

(1.6b) fla-vy=a- f(v).
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Une application linéaire est en particulier un homomorphisme de groupes abéliens. On peut aussi
condenser ces deux formules en la relation

fla-v+d - -vy=a-fw+d-fu),
ola,decketv, VeV.

PROPOSITION 1.7. — Soit f: V — W une application linéaire. Limage par [ d’'un sous-espace vectoriel
de V est un sous-espace vectoriel de W. Limage réciproque par f d’'un sous-espace vectoriel de W est un
sous-espace vectoriel de V.

En particulier, 'image réciproque du sous-espace vectoriel nul par une application linéaire f: V— W
est un sous-espace vectoriel de V, appelé noyau de f, et noté ker f. On rappelle que f est injective si et
seulement si son noyau est réduit a {0}.

Soit W) et W, deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel V. L'application W) x W, : V définie
par (v;, 1») — v; + 12 est une application linéaire. Son image est le sous-espace W; + W,. Son noyau
est 'ensemble des couples de la forme (w,—w) avec w € W) n W;,. En particulier, elle est injective si et
seulement si W et W, sont en somme directe. Elle est bijective si et seulementsi V= W; & W;.

PROPOSITION 1.8. — Si f: V — W est une application linéaire bijective, sa bijection réciproque
f~': W — V est bijective.

Exercices. — 1) Soit V un espace vectoriel et soit f: V — V une application linéaire telle que f2 = f. Notons W =
im f et W’ =ker f. Montrer que V= We W’; f est le projecteur sur W parallélement a W’.

2) Soit V un espace vectoriel et soit f un endomorphisme de V tel que f2 = id. Soit W, 'ensemble des v € V tels
que f(v) = vet W_1'ensemble des v € V tels que f(v) = —v. Montrer que V = W, @ W_; f estla symétrie par rapport
a W, parallelementa W_.

3) Si p estun projecteur, 2p —id est une symétrie. Si s est une symétrie, (id +s)/2 est un projecteur.

4) Si f est un endomorphisme d'un espace vectoriel V et P = Z;?ZO a; X I est un polyndme a coefficients dans k,
on note P(f) I'endomorphisme Z;Lzo al-fi. Montrer que (PQ)(f) = P(f) o Q(f) = Q(f) o P(f). Si f et g commutent,
montrer que P(f) et Q(g) commutent, pour tous polynémes P et Q.

5) Soit P; des polyndmes premiers entre eux deux a deux et soit P = [] P;. Montrer que ker P(f) est la somme directe
des ker P; (f).

C. Bases

Soit V un espace vectoriel et soit S une partie de V. On dit que S est génératrice si le sous-espace
vectoriel de V engendré par S est égal a V; cela signifie que tout élément de V est combinaison linéaire
d’éléments de S. On dit que S est libre si pour toute partie {vy,..., v} contenue dans S et tout n-uplet
(ai,...,an) € k™ tels que Z?:l a;v; =0,onaa =---=a, =0. Une partie qui n’est pas libre est dite liée.
On dit que S est une basesi S est a la fois libre et génératrice.

Si un espace vectoriel est engendré par une partie finie, on dit qu'il est de dimension finie.

LEMME 1.10. — Soit f: V — W une application linéaire.

Alors f est surjective si et seulement si l'image de toute partie génératrice est génératrice; f est injective
si et seulement si l'image de toute partie libre est libre; f est bijective si et seulement si l'image de toute
base est une base.

PROPOSITION 1.11. Soit L et G deux parties d’'un espace vectoriel V, avec L  G. On suppose que L est
libre et que G est génératrice.

Si S est une partie de V vérifiant Lc S c G, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) SestunebasedeV;

ii) S estlibre et pour toutve G\ S, SU{v} est lide;

iii) S est génératrice et pour tout v € S\ L, S\ {v} n'est pas génératrice.

THEOREME 1.12. — Tout espace vectoriel posséde une base.
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Pour un espace vectoriel de dimension finie. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie et soit G une partie
génératrice finie de V. Posons L = & ; c’est une partie libre de V. Parmi toutes les parties libres contenues dans G,
choisissons en une, S, de cardinal maximal. Si S = G, S est libre et génératrice, donc est une base. Si S # G, soit v
un élément quelconque de G\ S; alors, SU {v} est de cardinal card S + 1 > card S, donc n’est pas libre. D’apres la

proposition, S est une base de V. O
THEOREME 1.13. — Toutes les bases d’'un espace vectoriel de dimension finie ont méme cardinal.
Démonstration. — Soit B et B’ deux bases d’un espace vectoriel de dimension finie V. Soit G une partie génératrice

finie de V. D’apres le lemme ci-dessous, card B < card G et card B’ < card G, car B et B’ sont libres; en particulier, B
et B’ sont finies. Comme B est génératrice et B’ libre, le lemme ci-dessous entraine que card B’ < card B. Comme B’
est génératrice et B libre, on a de méme card B < card B, d’ot I égalité. |

LEMME 1.14. — Soit V un espace vectoriel, soit {ey,..., e,} une partie génératrice de V et soit {vy, ..., U}
une partie libre de V. On a l'inégalité m > n.

Démonstration. — Montrons par récurrence sur n que n+ 1 vecteurs vy, ..., V41 d'un espace vectoriel V engendré
par n vecteurs ey, ..., e, sont liés.

Sin=0, V=1{0} etla partie {0} est liée. Supposons le lemme vrai pour n—1. Soit a; ; des éléments de k tels que,
pour tout j € {1,...,n+1},

n
l/j = Z aije,-.
i=1

Si tous les ay; sont nuls, les v; appartiennent a vect(ey, ..., ep—1); par récurrence, ils sont liés. Sinon, il existe
Jj tel que ay; # 0 et, pour simplifier les notations, on suppose que j = n+1. Posons, si 1 < j < n, wj = vj -
(anj/an,n+1)vn+1. Onadonc

n

an‘j n—1
wj=) (ajj————ajn+1)e;= ) bije;
i=1 ap,n+1 i=1

avec b;jj = ajj — ap,jaj n+1/an,n+1 (€t by j = 0). Les vecteurs wy,..., w, appartiennent au sous-espace vectoriel

engendré par les n—1 vecteurs ey, ..., e;—1. Par récurrence, ils sont liés. Soit ¢y, ..., ¢;; des scalaires non tous nuls tels
n . .=

que Zj:l cjw;j=0. On a alors

n n an .
J
OZZCJ'U]'— le/n+1
j=1 j=14n,n+1
ce qui montre que les vecteurs vy, ..., V41 sont liés. O
DEFINITION 1.15. — On appelle dimension de dimension finie le cardinal d'une quelconque de ses bases.

Ce n’est que dans ce cas que nous utiliserons la notion de dimension d'un espace vectoriel.

PROPOSITION 1.16 (formule du rang). — Soit f: V — W une application linéaire entre espaces vectoriels
de dimension finie. Alors,
dim(im f) + dim(ker f) = dim V.

Démonstration. — Soit (vy,..., vr) une base de ker f qu’on prolonge en une base (vy,...,v;) de V. Montrons que
(f (Wr+1),--., f(v)) est une base de im f. C’en est une partie génératrice. De plus, sil’'ona Y " a; f(v;) =0, alors

i=r+1
n o . S n T T ) )
Y .. @ivi appartientaunoyaude f. On peut ainsi écrire ajv; =Y ;_, a;v;, pour des éléments a; € k, d'ou

L i=r+l
la relation
r n
Z(—ai)v,-+ Z a;v;.
i=1 i=r+1
Comme la famille (vy,..., v,) est une base, elle est libre et a; = 0 pour tout i. Alors,

dim(@im f) + dim(ker f) =(n—-r)+r=n=dimV. a
La dimension de I'image de f est aussi appelée rang de I'application linéaire f.

COROLLAIRE 1.17 (formule de Grassmann). — Soit V un espace vectoriel de dimension finie, soit F et G
des sous-espaces vectoriels de V. Alors,

dim(F + G) =dim F + dim G - dim(F n G).
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En particulier, F et G sont en somme directe si et seulement si dimF+dimG =dim Vet FNG = {0}.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer la formule du rang a 'application linéaire f: Fx G — V définie par f (v, w) =
v+ w. O

§2. Sous-espaces affines d'un espace vectoriel

A. Définitions

Soit V un espace vectoriel. Si f: V — W est une application linéaire, son noyau E est un sous-espace
vectoriel de V. Inversement, si E est un sous-espace vectoriel de V, choisissons un supplémentaire F
de E dans V. La projection sur F parallelement a E est une application linéaire de V dans F dont le
noyau est précisément E.

DEFINITION 2.1 (sous-espace affine). — Soit V un espace vectoriel. On dit qu'une partienon vide E de V
est un sous-espace affine de V s'il existe v € E tel que l'ensemble E — x formé des x — v, avec x € E, est un
sous-espace vectoriel de V.

On a choisi d'imposer qu'une partie vide n’est pas un sous-espace affine. L'autre convention aurait
été possible.

LEMME 2.2. — Soit V un espace vectoriel et soit E un sous-espace affine de E. Pour tout v € E, l'ensemble
E — v est un sous-espace vectoriel de V ; il ne dépend pas du choix de v.

Démonstration. — Fixons v € E tel que E — v soit un sous-espace vectoriel de V. Si v e Eetxe€ E,onax— v =
(x—v)-('-v),donc x—v' € E-vet E—v' < E—v.Inversement, si x € E, posons y = x+v'—2v.Ona y = (x—v)+ (' -v),
donc y € E— v. Par suite, x + v/ — v appartient a E et x — v appartient 2 E — v'. Cela montre que E— v/ = E— v. O

DEFINITION 2.3. — Soit V un espace vectoriel et soit E un sous-espace affine de V. On appelle direction
de E le sous-espace vectoriel E— v, o1 v est un élément quelconque de E. On le note E . La dimension de E
est la dimension de E .

Une droite est un sous-espace affine de dimension 1, un plan est un sous-espace affine de dimen-
sion 2.

Soit V un espace vectoriel et soit E un sous-espace affine de V. Pour rester proche de I'intuition ac-
quise dans les cours de géométrie de collége, on considere les éléments de E comme des points et ceux
de sa direction E comme des vecteurs. Ainsi, si A, B€ E, B— A est un élément de E qu’on notera géné-
ralement AB. La relation de Chasles en est une conséquence immédiate :

AB+BC=(B-A)+(C-B) =C-A=AC.

On dit que deux sous-espaces affines d'un méme espace vectoriel sont paralleles s’ils ont méme direc-
tion. Deux sous-espaces affines paralléles ont en particulier méme dimension (droites paralléles, plans
paralleles,...). C’est une relation d’équivalence.

Au lycée, on parle aussi de « droite paralléle a un plan ». c’est une notion dissymétrique qu’on peut
définir ainsi : un sous-espace affine E est parallele a un sous-espace affine F sil’'on a E cF.Cenlest pas
une relation d’équivalence.

PROPOSITION 2.4. — Soit V un espace vectoriel et soit E; des des sous-espaces affines de V. Si l'intersec-
tion ; E; n'est pas vide, c’est un sous-espace affine de V dont la direction est Uintersection des directions
des E;.

Démonstration. — Soit E; des sous-espaces affines d'un espace vectoriel V. Supposons que l'intersection E =; E;
ne soit pas vide et soit v un point de l'intersection. Pour tout i, notons E; = E; — v; c’est un sous-espace vectoriel
de V (la direction de Ej). Notons W l'intersection des E ; c’est un sous-espace vectoriel de V. Si x € V, x appartient
a E;sietseulementsix—ve E Par suite, x € E si et seulement si x— v appartient a W. Cela montre que . E-v= W et
E — v est un sous-espace vectoriel de V. Autrement dit, E est un sous-espace affine de E de direction W= ﬂ, ;. O
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COROLLAIRE 2.5. — Soit S une partie non vide d’'un espace vectoriel V. Il existe un plus petit sous-espace
affine de V contenantS.

On le note (S). C’est 'intersection (non vide — car contenant S — de la famille non vide — car conte-
nant V) de tous les sous-espaces affines de V qui contiennent S.

PROPOSITION 2.6. — Soit V un espace vectoriel, soit v un point de V et soit W un sous-espace vectoriel
de V. Par v, il passe un sous-espace affine, et un seul, de direction W.

«Par un point donné, il passe une unique droite paralléle a une droite donnée. » : voila au moins un
indice que la théorie que nous développons a un vague rapport avec la géométrie classique.

Démonstration. — Ce sous-espace affine n’est autre que I'ensemble W + v des éléments de V de la forme x + v,
avec x € W. O
Exercices. — 1) Par deux points distincts d'un espace vectoriel, il passe une droite affine et une seule.

2) Deux sous-espaces affines qui sont paralléles sont ou égaux ou disjoints.

3) SiS={Ayp,...,An}, le sous-espace affine S estle sous-espace affine passant par Ag de direction I'espace vectoriel
engendré par les vecteurs m yeens m. Sa dimension est au plus 7.

4) Soit E et F deux sous-espaces affines d'un espace vectoriel V. Soit A€ E et Be F. Alors, EN F # @ si et seulement
siABe E + F.

5) Soit E et F deux sous-espaces affines d'un espace vectoriel V. On suppose que V = E + F. Montrer que tout
sous-espace affine parallele a E rencontre F. (Utiliser la question précédente.)

B. Applications affines

DEFINITION 2.8 (application affine). — Soit V et W des espaces vectoriels. Soit E et F des sous-espaces
affines de V et W respectivement. On dit qu'une application f: E — F est une application affine s'il existe
une application linéaire f : E — F et v € E telle que pour tous x € E, on ait f(x) = f(0) + f (x—v).

Dans ce cas, on a, pour tous A, B € E la relation
fAFB) = f (AB).

Cela montre que I'application 7 ne dépend pas du choix de v. Elle est appelée l'application linéaire
associée al'application affine f.

Exemples 2.9. — Soit V un espace vectoriel et soit E un sous-espace affine de V.

Soit ue E.SiMe E, il existe un unique M’ € E tel que W = u. Lapplication M — M’ est une applica-
tion affine de E dans lui-méme (translation de vecteur u). .

Soit A€ E et soit A € k. Si M € E, il existe un unique M’ € E tel que AM’ = AAM. Lapplication M — M’
ainsi définie est une application affine de E dans lui-méme (homothétie de centre A et de rapport A).

PROPOSITION 2.10. — Soit V, W des espaces vectoriels, soit E un sous-espace affine de V et F un sous-
espace affine de W. Soit f: E — F une application affine; notons f E—F Papplication linéaire asso-
ciée.

Si E' est un sous-espace affine de V contenu dans E, f(E') est un sous-espace affine de W contenu

dans F dont la direction est f (E').
Soit F' un sous-espace aﬁ?ne de W ; si elle n'est pas vide, son image réciproque f~'(F') est un sous-

espace affine de V de direction (f) I(F’

Décrire un sous-espace affine comme l'image d’'une application affine, cela revient a le paramé-
trer. Inversement, on décrit un sous-espace affine comme I'image réciproque d’'une application affine
chaque fois que I'on doit résoudre un systeme d’équations linéaires (avec second membre). Le pivot de
Gauss est un outil qui permet de passer mécaniquement d'un type de description a I'autre.
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PROPOSITION 2.11. — La composée de deux applications affines est une applzcanon affine; - son applzca—
tion linéaire associée est la composée des deux applications linéaires associées. (Bref, f og= f og.)
Lidentité est une application affine.
La bijection réciproque d’'une application affine bijective est une application affine.

Exercices. — 1) Soit V un espace vectoriel, soit E un sous-espace affine de V et soit W un sous-espace vectoriel
de Vtelsque V=Weo E.SiMe V, montrer qu'’il existe un unique point p(M) € E tel que Mp(M) € W. Montrer que
l'application p: M — p(M) de V dans E est une application affine (projection sur E parallelement a W). Montrer que
pop=petque p estun projecteur dans V.

2) Soit V un espace vectoriel, soit p: V — V une application affine telle que po p = p. Montrer que p est une pro-
jection.

3) Soit V un espace vectoriel, soit E un sous-espace affine de V et soit W un sous-espace vectoriel de V tels que

V=WeE.Si Me V, montrer qu'il existe un unique point s(M) € V tel Mp(M) € W et tel que le milieu de Mp(M)
appartienne a E. Montrer que 'application s: M — s(M) est une application affine (symétrie par rapport a E paral-
lelement a W). Montrer que so s =id et que s est une symétrie dans V.

4) Une application affine V — V telle que s = id est une symétrie.

5) Soit V un espace vectoriel et soit E un sous-espace affine de V. Construire un espace vectoriel W, une application
linéaire f: V — W et un élément we W tels que E = f~1(w).

6) Soit V un espace vectoriel et soit E un sous-espace affine de V. Construire un espace vectoriel W et une applica-
tion affine f: W — V tels que E = f(W).

7) Une application affine est injective (resp. surjective, resp. bijective) si et seulement si son application linéaire
associée 'est.

§3. Notion générale d’espace affine

DEFINITION 3.1. — Une structure d’espace affine sur un ensemble non vide E est la donnée d'un espace
vectoriel E et d’'une application E x E — E, notée (A, B) — AB vérifiant les propriétés suivantes :

a) pourA,B,CeE,ona AC = AB+ BC (relation de Chasles) ;
b) pour tout point A de E, l'application E — E définie par M — AM est une bijection.

Les éléments de E sont appelés points, ceux de E vecteurs. Lespace vectoriel E est appelé direction
de E. Un espace affine « abstrait », c’est ainsi un ensemble (non vide) E de points et, pour tout couple
de points A, B, un vecteur AB de la direction de E, vérifiant la relation de Chasles, et tel que pour tout
point A (origine) de E, et tout vecteur v il e)ﬂste un unlque point B de E tel que AB=T.

Si A et B sont des points de E, ona AA =0 et AB = —BA En effet, la relation de Chasles appliquée
au trlplet (A A B) entralne AB AA + AB dott AA=0. Appliquée au triplet (A, B, A), elle implique
AA=AB+ BA d’ ot AB=-BA.

Remarque 3.2. — Soit E un ensemble et E un espace vectoriel. Supposons donnée une application
ExE — B, (A B) — A_B, qui vérifie la relation de Chasles. Soit A un point de E tel que 'application
E— B M— H/z soit bijective. Alors E, muni de cette application Ex E — B estun espace a affine. Il reste
a montrer que la proprlete (ii) est satisfaite; soit donc A’ un point de E. Comme AM=AA+ AM, l’ap-
pllcatlon M~ A’ M estla composée de I'application bijective M — AM et de la translation 7 — 7 + A’ M
dans E. Elle est donc bijective.

Exemple 3.3. — Soit V un espace vectoriel. Posons V=V et, si Aet Be V, posons AB = B- A. Cela
définit une structure d’espace affine sur V : tout espace vectoriel posséde une structure « canonique »
d’espace affine, de direction lui-méme.

Inversement soit E un espace affine et soit O un point de E. Considérons Par hypothese, I'application

¢: E— E définie par M — OM est bijective. Si E est muni de sa structure d’espace affine canonique,
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(p(A)(p(B) @(B)—-p(A) = (ﬁ - E‘l = E Cela permet d’identifier E a 'espace affine défini par 'espace
vectoriel E et montre qu’on aurait pu se contenter de la définition du § 2.

DEFINITION 3.4 (sous-espace affine). — Soit E un espace affine. On dit qu'une partie F de E est un sous-

espace affine s'il existe A € F tel que 'ensemble des vecteurs AM pour M € F soit un sous-espace vectoriel
deF.

On a copié la définition 2.1 d'un sous-espace affine d’'un espace vectoriel. Copions maintenant le
lemme 2.2

LEMME 3.5. — Soit E un espace affine et soit F un sous- espace affine de E. Pour tout A € F, I'ensemble
des vecteurs AM pour M € F est un sous-espace vectoriel de E; ; il ne dépend pas du choix de A.

Démonstration. — Si A€ F, notons V4 'ensemble des AM pour M € F. Fixons un point A tel que V4 soit un sous-
espace vectorlel de E (11 en existe puisque F est un sous-espace affine de F). Si A’ € F et M € F,ona A/M A’A +
AM = AM — AA’ donc A’M € V4 et Vy c Vy. Inversement, si M € F, les vecteurs AM et AA’ appartlennent a VA,

donc le vecteur AM + AA’ aussi. Il existe ainsi M’ € F tel que AM = AM + AA'. On aalors AM = A A+ AM = AM,
d’oulinclusion V4 c V. O

DEFINITION 3.6. — SottE un espace aﬁ‘ine et soit F un sous-espace affine de V. On appelle dlrectlon deF
le sous-espace vectoriel de E formé des AM, oit A est un point fixé de F et M parcourt F. On le note F.La
dimension de F est la dimension de F .

Un point est un sous-espace affine de dimension 0, une droite est un sous-espace affine de dimen-
sion 1, un plan est un sous-espace affine de dimension 2.

Remarque 3.7. — Soit E un espace affine et soit F un sous-espace affine de E. Lapplication de F dans F

qui a (A, B) € F x F associe AB est une structure d’espace affine sur F. Un sous-espace affine d'un espace
affine possede ainsi une structure canonique d’espace affine.

On dit que deux sous-espaces affines d'un méme espace affine sont paralléles s’ils ont méme direc-
tion. Deux sous-espaces affines paralleles ont en particulier méme dimension (droites paralléles, plans
paralleles,...) : 1a relation de parallélisme est une relation d’équivalence.

Au lycée, on parle aussi de « droite paralléle a un plan ». c’est une notion dissymétrique qu’on peut

définir ainsi : un sous-espace affine E est paralléle a un sous-espace affine F sil'ona E c F. Ce n'est
alors pas une relation d’équivalence.

PROPOSITION 3.8. — Soit E un espace affine et soit F; des des sous-espaces affines de E. Si l'intersection
N; F; n'est pas vide, c’est un sous-espace affine de E dont la direction est l'intersection des directions des F;.

La démonstration est quasiment la méme que celle de la proposition 2.4.

COROLLAIRE 3.9. — Soit S une partie non vide d’'un espace affine E. 1l existe un plus petit sous-espace
affine de E contenantS.

On le note (S). C’est 'intersection (non vide — car contenant S — de la famille non vide — car conte-
nant V) de tous les sous-espaces affines de V qui contiennent S.

PROPOSITION 3.10. — Soit E un espace affine, soit A un point de E et soit F un sous- espace vectoriel
deE. Par A, il passe un sous-espace affine, et un seul, de direction F.

Démonstration. — Ce sous-espace affine de E est 'ensemble des M € E tels que AMEe€ F. O

DEFINITION 3.11 (application affine). — Soit E et F des espaces affines. On dtt qu ‘une applzcatzon
f E — F est une application affine s’il existe un point O € E telle que l'application f E-F définie par
f (OM) = f(O) f (M) soit linéaire.
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Dans ce cas, on a, pour tous A, B € E larelation

FAFB) =fO)fB) -fO) A= f(OB) - f(OA) = f (OB-0A) = f (AB).

Lapplication 7 ne dépend pas du choix du point O et est appelée l'application linéaire associée a 'ap-
plication affine f.

Exemples 3.12. — Soit E un espace affine.

a) Larestriction d'une application affine a un sous-espace affine est une application affine.

b) Soit u € E. Si M € E, il existe un unique M’ € E tel que MM = wu. Lapplication M — M’ est une
application affine de E dans lui-méme (translation de vecteur u). Son application linéaire associée est
I'identité. .

c) Soit O€ E etsoit A € k. Si M € E, il existe un unique M’ € E tel que OM' = AOM. Lapplication M —
M’ ainsi définie est une application affine de E dans lui-méme (homothétie de centre O et de rapport 7).
Son application linéaire associée est’homothétie vectorielle de rapport A, de E dans lui-méme, donnée
par u— Au.

d) Soit F un sous-espace affine de E et sor[ G un supplementalre de F dans E. Fixons O € F. Pour
tout M € E, on peut écrire de maniere unique OM=T1 + T avec ue F etv € G l'application p : OM —
7 est linéaire de E dans F :cestla projection sur F parallelement a G. 1l existe alors un unique
point M’ de F tel que OM’ = u. Lapplication p: M — M’ ne dépend pas du choix de O. Elle est af-
fine et son application linéaire associée est p. On dit que p est la projection sur F dans la direction de G
(ou parallelement a 6).

PROPOSITION 3.13. — Soit E, F des espaces affines et soit f: E — F une application affine. Notons
7: E-F Papplication linéaire associée.

Si E' est un sous-espace affine de V contenu dans E, f(E') est un sous-espace affine de W contenu
dans F dont la direction est ?(E’).

Soit F' un sous-espace affine de F ; si elle n'est pas vide, son image réciproque f ~ (F') est un sous-espace
affine de E de direction (f)~! (7).

Décrire un sous-espace affine comme I'image d'une application affine, cela revient a le paramé-
trer. Inversement, on décrit un sous-espace affine comme I'image réciproque d’'une application affine
chaque fois que I'on doit résoudre un systeme d’équations linéaires (avec second membre). Le pivot de
Gauss est un outil qui permet de passer mécaniquement d'un type de description a I'autre.

PROPOSITION 3.14. — La composée de deux applications affines est une application ujﬁne - son appltca-

tion linéaire associée est la composée des deux applications linéaires associées. (Bref, f og= f 0g.)
Lidentité est une application affine.
La bijection réciproque d’'une application affine bijective est une application affine.

Exercice. — Revoir les exercices du §2 dans ce contexte.

§4. Reperes affines, repéres cartésiens, coordonnées

DEFINITION 4.1. — Soit E un espace affine. Un repere cartésien de E est la donnée d’'un point de E et
d'une base de E .

Soit#Z = (0, ey,..., en) un repere cartésien de E. Pour tout point M de E, il existe des scalaires x,..., Xy,
uniques, tels que OM = x1e + -+ xpey,. Les x; sont appelés coordonnées du point M dans le repére
cartésien (O, ey,..., en).
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Si M et N sont deux points de E de coordonnées (xy,...,x,) et (y1,..., y,) dans le repére &, on a

—_— —_— R — n —
MN=0ON-OM=) (yi—Xx)e
i=1
dontles coordonnées du vecteur MN, dans labase # = (e, ..., e,) de E, sont (y1 —X1,..., Yn—Xpn). Notons
¢z l'application de E dans k" qui, a un point M, associe ses coordonnées dans le repére . Le calcul
précédent montre que c est une application affine dont l’apphcatlon linéaire associée est 'application

qui associe a un vecteur de E ses coordonnées dans la base %. Comme elle est bijective, 'application ¢4
est un isomorphisme d’espaces affines: le choix d'un repeére cartésien d'un espace affine (de dimension #)
permet de I'identifier avec I’espace affine k”.

4.2. Expression d'une application affine en coordonnées. — Soit E et F des espaces affines. Soit 2 =
(O,e,...,e,) un repére cartésien de E et soit & = (Q, ?{, .. .,E) un repere cartésien de F. Soit u: E — F
une application affine. Son application linéaire associée 7 posséde une matrice A (m lignes et n co-
lonnes) dans les bases (E}) et (E), définie par les relations

m —_—
Uep) =) aijfi-
i=1

-
Ainsi, 'image par u d’un vecteur de E de coordonnées (x,...,x,) est le vecteur de coordonnées
(»1,-..,¥m) données par

n
Yi= Zaijxj-
j=1

Si X est le vecteur colonne Y(x;,..., x,) et Y est le vecteur colonne '(y1,..., ym), on adonc Y = AX.
Soit aussi (b1, ..., by,) les coordonnées du point ©(0) € F et notons b le vecteur colonne Y(by, ..., by,).
Soit M un point de E, notons (x,...,X;) ses coordonnées dans le repére &%, X le vecteur colonne

Yx1,..., %), W1,..., Ym) les coordonnées du point u(M) et Y = (y1,..., ym). Le vecteur OM correspond
au vecteur colonne X, le vecteur u(O) u(M) au vecteur colonne Y — b et le vecteur © (OM) au vecteur
colonne AX. On a ainsila relation Y = Ax + b, ou encore,

n
y,:Zaijxj+hi a1<i<m).
=1

4.3. Mesure algébrique. — Soit E un espace affine. Soit A une droite de E et soit U une base de A.
Ces données permettent d’associer, a tout bipoint (4, B) de E tel que le vecteur AB appartienne a A, sa
mesure algébrique AB qui est 'unique scalaire A tel que AB= 7.

Si A, B et C sont trois points d'une droite D de E dont la direction est A, leurs mesures algébriques
AB, BC et AC vérifient la relation de Chasles

AC = AB+ BC.

Elles dépendent du choix du vecteur %. En revanche, si AB # 0, le rapport AC/AB ne dépend pas de ce
choix.

DEFINITION 4.4. — On dit qu'une famille (Ay, ..., Ay) de points d’'un espace affine E est un repere affine
deE si(Ag, Ap A1, ..., AgAy) est un repére cartésien de E.

On a alors dim E = n. Le fait pour une famille d’étre un repére affine ne dépend pas de 'ordre des
points. En effet, si (ey,..., ;) est une base de E, la famille

(e1—ej,...,ei_1—ej,—ej,ei41—€j,...,ep— €1)

-
est encore une base de E. Cela résulte aussi de la proposition suivante.
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PROPOSITION 4.5. — Soit E un espace affine de dimension n. Une famille de n+ 1 points de E est un
repere affine si et seulement si elle engendre E.

Par exemple, deux points distincts forment un repére affine d'une droite, trois points non alignés
forment un repere affine d'un plan et quatre points non coplanaires forment un repere affine d'un es-
pace affine de dimension 3.

Démonstration. — Soit (Ay,...,Ap) une famille de n + 1 points de E et soit F le sous-espace affine de E qu’elle
engendre. Soit aussi V le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs M ,...,fTAV;. Par définition,
(Ag,...,Ap) est un repere affine de E si et seulement si (M,...,M) est une base de E. Comme dim E = n,
cela équivaut a ce que V = E.Dautre part, le sous-espace affine F est égal au sous-espace affine passant par Ag de
direction V. Par suite, V = E sietseulementsi F = E, d’ou la proposition. O

De méme qu'une application linéaire est déterminée par I'image d’'une base, image qui peut étre
arbitraire, une application affine est déterminée par I'image d'un repere affine.

THEOREME 4.6. — Soit E un espace affine et soit (Ay, ..., A,) un repere affine de E. Soit F un second espace
affine et soit By, ..., By, des points de F. Il existe une unique application affine f : E — F telle que f (A;) = B;
pourie€{0,...,n}.

Démonstration. — Remarquons que I'application linéaire associée a f doit appliquer m sur EOE . Comme la
famille (M ,...,M) est une base de E, il existe une et une seule application linéaire ¢: E — F telle que
(p(FAi) = EOE . Il existe alors une unique application affine f: E — F telle que f(Ag) = By et dont I'application
linéaire associée soit ¢. Cela montre 1'unicité d’'une application affine vérifiant les conditions de 'énoncé. Enfin,
cette application affine f convient, car les relations

BoB; = p(AgAn) = f (AgAn) = f(Ag)f (A7) = Bof (A7),

entrainent que B; = f(A;) pour touti € {l,...,n}. O

Exercices. — 1) Décrire les changements de coordonnées par un changement de repére cartésien dans un espace
affine. Comment se transforment les applications affines ?

2) Décrire en coordonnées la composée de deux applications affines ainsi que I'application affine réciproque d’'une
application affine bijective.

3) Soit (A, ..., Ap) un repere affine d'un espace affine E et soit (By, ..., By) des points d'un espace affine F. Montrer
qu'’il existe une unique application affine u: E — F telle que u(A;) = B; pour tout i.

4) Soit (Ao, ..., Ap) un repere affine d'un espace affine E et soit u: E — E une application affine telle que u(4;) = A;
pour tout i. Montrer que u = idg.

5) Soit E un espace affine de dimension 7 et soit F un sous-espace affine de dimension < n. Construire une appli-
cation affine u: E — E dont I'’ensemble des points fixes soit E.

6) Onditque m+1 points (Ay,..., Ay) d'un espace affine E. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) le sous-espace affine (Ay,..., A;;) est de dimension m;

(b) sii€{0,...,m},lesous-espace affine (Ag,...,Aj_1,4;+1,--.,Am) Ne contient pas le point 4; ;

(c) siiefl,...,m}, lepoint A; n'appartient pas au sous-espace affine (Ag,..., A;_1).

(d) sii€{0,...,m} le sous-espace affine (Ay,...,A;) est de dimension i.
On dit alors que les points (Ag, ..., Am) sont affinement indépendants.
7) Si (Ag,...,Am) sont des points affinement indépendants d'un espace affine E de dimension 7, montrer qu’il
existe des points A;;+1,..., Ay dans E tels que (Ay, ..., Ap) soit un repere affine de E. Montrer la réciproque.
8) On considére un repére cartésien (0, U, v) d’un plan affine & et trois points A, B, M de £. On note (x4, y4),
(xp, ¥B) et (x, y) leurs coordonnées. Montrer que les points A, B, M sont sur une méme droite si et seulement si

1 1 1
x4 xp x|=0.
ya ¥YB Y

Si A # B, en déduire que cette formule est 'équation de la droite (AB).
9) Généraliser la question précédente dans un espace affine de dimension n quelconque en exprimant sous forme
d’'un déterminant I’équation de I'’hyperplan affine engendré par n — 1 points affine indépendants.
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§5. Barycentres dans un espace affine

A. Définition et propriétés classiques

La notion de barycentre est I’outil mathématique qui correspond au concept physique de centre de
gravité (ou centre de masse).

Soit E un espace affine. Un point pondéré est un couple (4, a) formé d'un point A de E et d'un sca-
laire a € k. En physique, le scalaire a correspondrait a la masse du point matériel A.

DEFINITION 5.1. — Soit E un espace affine et soit (A1, ay), ..., (An, an)) une famille de points pondérés.
Samasse totale est la somme des a;. Lafonction vectorielle de Leibniz associée a cette famille est l'appli-
cation
—_ n —_—
ftE—E, M~ ) ajMA;.
j=1

Remarquons que c’est une application affine ; son application linéaire associée est égale a —aid.

THEOREME 5.2. — Soit((A1,@1), ..., (An, an)) une famille de points pondérés d’'un espace affine E ; notons
a sa masse totale.

Si a=0, la fonction vectorielle de Leibniz de ce systeme est constante.

Si a #0, elle est bijective. Si G est l'unique point de E telle que f (G) = 0,o0na fn = aMG pour tout
point M de E.

DEFINITION 5.3. — Soit ((A1, a1),...,(An, an)) une famille de points pondérés d’'un espace affine E de
masse totale non nulle. Le point G défini dans le théoréme précédent est appelé barycentre de la famille.

Si les a; sont tous égaux, on parle d’isobarycentre. Pour deux points, on parle de milieu (Lisobary-
centre de n points distincts n’existe que si nly # 0; il n'y a pas de milieu en caractéristique 2, de centre
de gravité d'un triangle en caractéristique 3, etc. Il n’y a pas de probléme si le corps k est R ou C, ou plus
généralement s'il est de caractéristique zéro.)

Démonstration. — Soit M et N deux points de E. Si a désigne la masse totale de la famille de points pondérés
(A1, @),...,(An,an)),ona
n _ n _ - n N n . _
fN)= ) ajNAj= 3} aj(NM+MAj)=(} aj)JNM+ ) ajMA;= f(M)—aMN.
j=1 j=1 j=1 j=1
Sia=0, onabien f(M) = f(N) pour tout couple de points de E, donc f est constante.
Supposons maintenant que a # 0 et fixons un point O de E. On a donc f(M) = f(O) — aOM pour tout M € E. On
a f(M) = vsi et seulement si OM = %(f(O) —v). Comme l'application M — OM est bijective, cela montre que f est
bijective. O

Sia# 0 etsiG estle barycentre de la famille ((4;, aj))1<j<ny ON a ainsi fM) = al\T(); pour tout M € E.

Si O est un point de E, le point G est ainsi 'unique point de E tel que 0G = %f(O). On le note éventuel-
lement bar((A;, a1), ..., (An, an)).

Remarque 5.4. — On remarquera aussi que le barycentre Considérons une famille de points pondérés
4/ = ((A},a})) dans un espace affine E et soit F le sous-espace affine engendré par les A;. Le barycentre
de la famille .«# appartient a F.

Pour le voir, on peut appliquer le théoreme précédent au sous-espace affine F engendré par les A;.

Cela montre qu'il existe un unique point G' de F tel que Y a;G'A;j = 0. Comme le barycentre G de cette

famille est 'unique point de E tel que Y a;GA; = 0, on a nécessairement G’ = G.
Voici une autre démonstration. Le barycentre G de la famille .o vérifie

—_— 1 —_
AG=—=——) ajAlA;.
Y aj j>1
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Cela entraine que le vecteur A; G appartient au sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs A A; qui
est la direction du sous-espace affine F, d'ol1 A;G € F. Comme A € F, il enrésulte que G€ F.

La fonction vectorielle de Leibniz ne dépend pas de I'ordre des points pondérés. Lorsqu’on réunit
deux familles de points pondérés, la fonction de Leibniz est la somme des deux fonctions. Si I’on multi-
plie toutes les masses par un méme scalaire non nul, la fonction de Leibniz est multipliée par ce scalaire.
Si un point apparait avec masse nulle, on peut I’omettre. Enfin, si un point apparait avec plusieurs fois,
on peut ne le mettre qu'une fois en le pondérant par la somme des masses. De tout ceci résultent les
propriétés (classiques) des barycentres.

PROPOSITION 5.5. — - Soit o/ = ((A}, aj)) et B = ((B;, b;)) deux familles de points pondérés, a et b
leur masses totales, supposées non nulles.. On note G et H les barycentres de ces familles. Le barycentre
de la famille (A1, a1),...,(Apn, ayn), (B1, b), ..., (Bm, by)) est égal au barycentre de la famille (G, a), (H, b)).
(associativité).

- Soit.o/ = ((Aj}, aj)) une famille de points pondérés de masse totale non nulle. Si A est un scalaire non
nulle, le barycentre de la famille ((Aj, Aaj)) est égal au barycentre de la famille (A}, a;)) (homogénéité).

— Le barycentre d’'une famille ne dépend pas de l'ordre des points pondérés (commutativité).

— Pour calculer le barycentre d’une famille, on peut omettre les points de masse nulle. Si un point appa-
rait plusieurs fois dans une famille, on peut les regrouper en un seul point de masse la somme des masses
qui lui sont attribuées.

Soit E un espace affine de dimension 7 et soit (4y,..., A,) des points de E. Par définition du bary-

centre, le point M est barycentre de ((Ag, do), ..., (A, a,)) si et seulement si on a la formule

Y s an _ —r=

AM=———— AgA +-+ ——— AyA,.

ag+---+ay ag+---+ay

Supposons que (Ay, ..., A;) soit un repére affine de E. Alors (AO,AO—A{ V. .,M) est un repere cartésien
de E si bien que tout point de M est barycentre des points (A, ..., A,) ot les coefficients a; sont unique-
ment déterminés si I'on les normalise par la condition agy + - - - + a, = 1. Ces scalaires (ay, ..., a,) seront
appelés coordonnées barycentriques du point M dans le repére affine (Ag, Ay, ..., Ap).

Exercices. — 1) Soit E un espace affine. Un bipoint est un couple de deux points de E. On définit la relation d’équi-
pollence sur 'ensemble E x E des bipoints de E par : (4, B) ~ (A’, B) si et seulement si (A, B') et (A’, B) ont mémes
milieux. .
Montrer que (A, B) et (4, B') sont équipollents si et seulement si AB = A'B’. En déduire que la relation d’équi-
pollence est une relation d’équivalence.
2) (suite) Soit On dit que quatre points distincts non alignés A, B, C, D quatre points de E, deux a deux distincts et
non alignés.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(@) AB= D—é;
(b) ladroite (AB) est parallele a la droite (CD) et la droite (AD) est parallele a la droite (BC) ;
(c) les bipoints (A, C) et (B, D) ont méme milieux.
On dit alors que ABCD est un parallélogramme.
3) Soit A, B, C trois points non alignés d’un plan affine E. On note A’ le milieu de (B, C), B’ le milieu de (4,C) et C’
le milieu de (A, B). On note aussi G I'isobarycentre de (A, B, C). Montrer que G est le point d’intersection des trois

droites (AA'), (BB') et (CC') (médianes). Montrer aussi que AG = %H .

4) Etant donné trois droites concourantes, construire un triangle dont ce soient les médianes.

5) Soit E un espace affine et soit £ 1'espace des fonctions de E dans E quisontdelaforme Ly : M — AMA, pour
un certain point A € E et un scalaire A € k. Montrer que .Zf est un sous-espace vectoriel de dimension dimE + 1
de I'espace des applications de E dans E. Montrer qu'il existe une unique application linéaire ¢: £ — k telle que
@(Ly4) = A. Montrer que ¢~ (1) est un sous-espace affine de .Z% dont la direction est isomorphe 2 E. Montrer
que l’appiication de E dans -Z§ qui associe au point A la fonction L4 est un isomorphisme de E sur le sous-espace
affine ¢~ (1).
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B. Caractérisation des sous-espaces affines et des applications affines par les barycentres

PROPOSITION 5.7. — Soit E un espace affine et soit F une partie non vide de E. Les conditions suivantes
sont équivalentes (pourvu que le corps k ait au moins 3 éléments!) :

a) F estun sous-espace affine deE ;

b) le barycentre de toute famille de points pondérés (de masse totale non nulle) de F appartient a F ;

c) pour tout couple de points (A, B) de F et tout scalaire t, le barycentre de la famille ((A, 1), (B,1— 1))
appartient a F.

Démonstration. — Le barycentre de toute famille de points pondérés d'un sous-espace affine appartient a ce sous-
espace affine. Cela montre que (a) entraine (b). Il est évident que (b) implique (c).

Supposons enfin (c) et montrons que F est un sous-espace affine de E. C’est 1a que nous devrons utiliser I'hypo-
these que le corps k a au moins 3 éléments. D’ailleurs, si k = Z/2Z, les droites n'ont que deux points et toute partie
de k™ vérifie I'assertion (c).

Fixons un point O € F et soit F I'ensemble des OM, pour M € F. Nous devons montrer que F estun sous-espace
vectoriel de E. Soit ainsi 7 et ¥ deux vecteurs de F, soit A et Bles points de F tels que % = OAet U = OB.Sia€ k
et be k, posons W = ali + bV et montrons que W € F. Cela revient 4 montrer que I'unique point M de E tel que
OM = aOA+ bOB appartient a F.

Soit A; le point de E tel que O—Af = (a+b)OA; Cestle barycentre de la famille ((A, a+ b), (O,1—a— b)). De méme,
I'unique point B; de E tel que O_Bf =(a+ b)O_l;’ est le barycentre de la famille (B, a+ b), (O,1—-a— b)). En particulier,
les points Aj et By appartiennenta F. Si a+ b # 0, la formule

OM =

b
0A; +—OB
a+ b s !

montre alors que M est le barycentre de la famille ((A;, a), (B, b)). C’est donc un point de F.

Sia+b=0,soit A € k\{0,1}. Le point C de E tel que 0C =1"104 appartient a F, car c’est le barycentre de la
famille (A,A~1), (0,1-171)). Larelation W = aaZH b(ﬁ se récrit W = /1aO_C)+ b(ﬁ. Comme A ¢1{0,1}, Aa+b #0
et le cas précédent entraine que M appartient a F. O

PROPOSITION 5.8. — Soit E et F deux espaces affines et soit f: E — F une application. Les propriétés
suivantes sont équivalentes, si le corps k a au moins 3 éléments.

a) f estune application affine;

b) l'image par f du barycentre d'une famille (A}, a;)) de points pondérée est le barycentre de la famille
((f(Ap),a);

c) pour tout couple (A, B) de points de E et tout scalaire t € k, le barycentre de ((f (A), 1), (f(B),1 - 1))
est 'image par f du barycentre de (A, t),(B,1—1)).

Démonstration. — Supposons que f soit une application affine et soit f son application linéaire associée. Le
barycentre G de la faliﬂle_((»Aj’ aj)) est I'unique point de E tel que ZajG—A} =0 ; son image par f vérifie donc
Yaif(G@f(Aj)=Xajf(GAj)= 0, donc estle barycentre de la famille ((f (4;), a;)).

Limplication (b)=(c) est évidente.

Enfin, supposons (c) et montrons s que f f estune application affine. Fixons un pomt O € F et définissons une ap-
pllcatlon f E—~F par la formule f (OM) = foOf (M) Nous devons montrer que f est une application linéaire.
Soit U et U des vecteurs de E, soit A et Be€ E tels que OA=Ti etOB=T.Soit aet bdans k et soit M1 unique point
de E tel que OM = ai + b7 = aOA+ bOB.

Placons nous dans le cas a+ b # 0. Le point A; de E tel que (ﬁq’ =(a+ b)(TA) est barycentre de ((4,a+ b), (0,1 -
a— b)); son image par f est donc le barycentre de ((f(A) a+b),(f(0),1—-a-b)). On a ainsi f(O)f(Al) (a +
b)f(O)f(A) ce qui montre re que f (OAl) =(a+b) f (OA) De méme, si By estle point de E tel que OBl (a+ b)OB,
ona f (OBl) =(a+b) f (OB). Le point M est le barycentrede ((Aj, a), (B, b)) ; son image est ainsi le barycentre de
((f (A1), @), (f (B, b)) donc vérifie f(0) f (M) = -4 f(O) f (A1) + a+bf(0)f(31) Par suite, on a

F@ai+b7)= O M =afOfAD+bfO B =af (@ +bf (D).
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Sia+b=0,soit A € k\{0,1} et soit C le point de E tel que OC = A"10A. Comme précédemment, 7(/1_1 u)=
A~L £ (W). Puisque Aa + b # 0, le premier cas entraine que

F@i+b)=Aaf AV +bf (D =af (@) +bf (D).
Cela conclut la démonstration de la linéarité de ? Lapplication f est donc une application affine. O

Exercices. — 1) Soit O, A, B trois points d'un espace affine E et soit a, b deux scalaires. Ecrire I'unique point M de E
tel que OM = aOA+ bOB comme un barycentre des trois points O, A, B pour des poids convenables.

2) Méme si le corps n'a que deux éléments, montrer qu'une partie non vide d'un espace affine est un sous-espace
affine des qu’elle contient les barycentres de trois quelconques de ses points.

3) De méme, une application d'un espace affine dans un autre est une application affine dés qu’elle préserve les
barycentres de trois points quelconques.

C. Convexité

Dans ce paragraphe, on suppose que l'on a k = R.

DEFINITION 5.10. — Soit E un espace affine. On dit qu'une partie F de E est convexe si pour tout couple
(A, B) de points de F et toutréel t € [0,1], le barycentre de (A, t), (B,1 —t)) appartient a F.

Un raisonnement analogue a celui fait dans la démonstration de la proposition??? montre que si
((A}, aj)) est une famille de points pondérés a coefficients a; positifs appartenant a une partie convexe F,
leur barycentre appartient aussi a F.

Un sous-espace affine est convexe.

PROPOSITION 5.11. —  a) Limage d’'un convexe par une application affine est convexe;
b) l'image réciproque d’un convexe par une application affine est convexe;
¢) lintersection d’'une famille de parties convexes est convexe.

Lenveloppe convexe d'une partie S d'un espace affine est la plus petite partie convexe la contenant.
On la note conv(S). C’est I'intersection des parties convexes qui contiennent S. Si S # &, c’est en parti-
culier une partie du sous-espace affine engendré par S.

Si A et B sont deux points d'un espace affine, le segment [A, B] est I'enveloppe convexe de 'ensemble
{A, B}. C'est aussi '’ensemble des barycentres des familles ((4, £), (B,1— 1)), avec ¢ € [0, 1].

Si E est un espace affine et f est une forme affine non nulle sur E, 'ensemble H des x € E tels que
f(x) =0 estun hyperplan affine de E. Les parties définies par les inégalités f(x) > 0 (resp.. f (x) < 0) sont
convexes; on les appelle les demi-espaces ouverts séparés par ’hyperplan H. Les parties définies par les
inégalités f(x) > 0 (resp. f(x) < 0) sont aussi convexes et sont appelées les demi-espaces fermés séparés
par H.

§6. Quelques applications affines

On avait déja défini au § 3 les homothéties de centre donné et de rapport donné, ainsi que les trans-
lations de vecteur donné.

PROPOSITION 6.1 (Projections). — Soit E un espace affine, soit F un sous-espace affine de E et soit V un
supplémentaire de F dans E. Pour tout point M de E, il existe un unique point p(M) € F tel que Mp(M)
appartienneaV.

Lapplication p: M — p(M) est une application affine.

On l'appelle la projection sur F parallelementa V.

Démonstration. — leons un point O € F. Soit N un pomt de F tel que MN e V. Alors, OM = ON— MN est unique
écriture du vecteur OM comme somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de V. Cela montre l'unicité de p(M)
Inversement, si M € E, il existe U € FetTeVtels que OM=T-7.S0it NI unique point de E tel que ON=T; ;
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puisque 4 € F,N appartient a F. Enfin, MN=T7 appartienta V. Cela montre I'existence et 'unicité d'un point p(M)
de Ftelque Mp(M) e V.

Remarquons alors que p(O) = O et que Op(M) est'image de OM par la projection vectorielle p sur F parallele-
ment a V. Comme p est une application linéaire, p est une application affine. O

PROPOSITION 6.2 (Symétries). — On suppose que la caractéristique du corps k est différente de 2. Soit
E un espace affine, soit F un sous-espace affine de E et soit V un supplémentaire de F dans E.

Pour tout point M de E, il existe un unique point s(M) de E tel que Ms(M) € V et tel que le milieu de
(M, s(M)) appartienne a F. Lapplication s: M — s(M) est une application affine.

On l'appelle la symétrie par rapport a F parallelement a V. Si F est un pointde E, V = E, on parle de
symétrie centrale.

Demonstmtlon — Soit O un p01nt de F. Soit M € E Ecrivons OM =Tt + D avec i€ F et 7 € Vet ON =/ + v,

avec u' € F et v/ € V. Larelation MN € V équivaut a u' = . En outre, le milieu I de (M, N) vérifie
5}=— T+ s T/’+v’,
2( ) 2( )

donc appartient i F si et seulementsi v/ = - 7.
Notons s la symétrie vectorielle par rapport a F et parallelement a V; elle envoie 7 + 7 sur % — v. Lapplication

s est alors définie par Os(M) = s (OM). Elle est en particulier affine. O
Exemple 6.3 (Composée de deux symétries centrales). — Soit E un espace affine de dimension 2 et soit

A, B deux points de E. Notons s4 et sg les symétries centrales de centres A et B.
Soit M € E. Posons N = s4(M) et P = sg(N) = sg(sa(M)). Ona AN = —AM et BP = — BN. Par suite,

AP =AB+BP=AB-BN = AB- BA— AN = 2AB+ AM.
Cela montre que sp o s4 est la translation de vecteur T

DEFINITION 6.4. — Soit E un espace affine. On appelle groupe affine de E l'ensemble des applications
affines bijectives de E dans lui-méme. On le note GA(E).

Rappelons qu’on note GL(E) le groupe linéaire de I'espace vectoriel E, c’est-a-dire 'ensemble des
applications linéaires bijectives de E dans lui-méme. La composition des applications munit GA(E) et
GL(E) de structures de groupe.

Remarque 6.5. — Lapplication de GA(E) dans GL(E) qui associe a une application affine bijective f €

GA(E) son application linéaire associée f est un homomorphisme de groupes surjectif. Son noyau est
formé des translations de E.
On a déja dit qu'une application affine est bijective si et seulement si son application linéaire associée

est b1]ectlve cela montre que I'application f — f est bien définie de GA(E) dans GL(E). Comme f og=
f ogetf Fi= f 1 cest un morphisme de groupes. Soit u € GL(E ) et déterminons les apphcatlons
affines f € GA(E) telles que f = u. Soit O un pointde E. On a f = u si et seulement si Of (M) = Of(O) +
u(O_M). Cela montre qu'une telle_flpplication affine est déterminée par I'image de O, et en particulier la

surjectivité de'application f — f.Enoutre, si u =id, larelation précédente se récrit M f (M) = Of (O),

ce qui montre que f est la translation de vecteur O f (O). Réciproquement, les translations ont I'identité
pour application linéaire associée.
En d’autres termes, on a une suite exacte de groupes :

0 — 7 (E) — GA(E) — GL(E) — {id=1,

ol 7 (E) est le groupe des translations de E. On remarquera que I'application E-7 (E) qui, a un
vecteur U € E, associe la translation de vecteur v, est un isomorphisme de groupes.
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Exercices. — 1) Soit E un espace affine. Soit p: E — E une application affine telle que p = p. Montrer que p est
une projection affine.
2) Montrer qu'une application affine s: E — E telle que s> = idg est une symétrie. (On suppose que le corps est de
caractéristique différente de 2.)
3) Soit E un espace affine. Soit g: E — E une application affine. Soit G 'ensemble des M € E tels que g(M) = M. Si
G n’est pas vide, montrer que G est un sous-espace affine de E dont on précisera la direction.
4) (suite) Soit f: E — E une application affine telle que f o g = go f. Montrer que f(G) G.
5) Soit E un espace affine, soit f: E — E une application affine. On suppose que pour toute homothétie h: E — E,
foh=hof.Montrer que f =idg.
6) Soit E un espace affine et soit f: E — E une application affine. Détemrminer en termes de 'application li-
néaire 7 I'ensemble des vecteurs 7 € E tels que f commute avec la translation de vecteur .

Si f commute avec toute translation, en déduire que f est elle-méme une translation.
7) Soit E un espace affine. Soit f € GA(E) et U € E. Si t est la translation de vecteur %, montrer que l'application
affine f oo f~1 est une translation. Quel est son vecteur?
8) Répondre ala question analogue obtenue en remplacant ¢ par une projection, une symétrie, une homothétie.
9) Soit E un espace affine. Soit & et i’ deux homothéties de E de rapports A et A’. On suppose que A et A’ sont non
nuls et que leur produit n’est pas égal a 1. Montrer que h'o h est une homothétie dont on précisera centre et rapport.
Si A1’ = 1, montrer que K’ o h est une translation. Quel est son vecteur 2
10) (suite) Soit h une homothétie de centre O et de rapport A ; soit % un vecteur de E. Montrer que la composée
t; o h est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.
11) (suite) On appelle dilatation d'un espace affine E toute application affine de E dans lui-méme qui est une
homothétie (de rapport non nul) ou une translation. Quelle est la nature de 'ensemble Z(E) des dilatations de E?
12) Montrer qu’'une application affine f d’'un espace affine dans lui-méme est une dilatation si et seulement si son
application linéaire associée 7 est une homothétie vectorielle.
13) Soit E un espace affine et soit f: E — E une application affine qui envoie toute droite sur une droite parallele.
Montrer que f est une dilatation.
14) Montrer qu’'une partie bornée d'un espace affine sur R a au plus un centre de symétrie.
15) Soit abc un triangle d'un plan affine (sur un corps de caractéristique différente de 2). Déterminer la nature
géométrique de I'application affine composée des symétries centrales par rapport aux points a, b, ¢. Déterminer
tous les triangles ABC tels que a soit le milieu de (B, C), b le milieu de (A4, C) et ¢ soit le milieu de (A, B).
16) Soit (A1, @1),..., (An, ay) des points pondérés d'un espace affine E. Soit § € k tel que f+a1+:--+ay # 0. Montrer
que l'application qui, a M € E, associe le barycentre de la famille ((Ay,a1),...,(An, @n), (M, B)) est une application
affine. Préciser sa nature géométrique.

§7. Relations d’incidence et de parallélisme dans un espace affine

PROPOSITION 7.1. — Soit E un espace affine. Soit F et G deux sous-espaces affines de E ; soit A un point
de F et B un point de G. Alors FN G # & si et seulement si AB appartient a F + G. Lintersection FN G est
alors un sous-espace affine de E de direction F N G.

Demonstmtwn — Un p01nt M de E appartient a Fn G si et seulement si AM €F et BMe G.S'il existe un tel point,
ona alors AB=AM-BMe F+G. Inversement, si AB= u +7, avec u eFet? € G soit M I'unique point de E tel
que AM=Ti ; le point M appartient a F. Comme de plus BM=AM-AB=-T € G, onaMeG,douFNG#@. O

COROLLAIRE 7.2. — Soit F un sous-espace affine d’'un espace affine E et soit V un supplémentaire de F
dans E. Tout sous-espace affine de E dont la direction est V rencontre F en un unique point.

COROLLAIRE 7.3. — Dans un plan affine, deux droites non paralleles se coupent en un unique point.

THEOREME 7.4 (Théoreme de Thales). — Dans un plan affine &, on consideére trois droites paralléles
distinctes d, d' et d" et deux droites D, et D, qui ne sont pas paralleles a d.
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Pour i € {1,2}, notons A;, A’l., A’l.’ les points d'intersection de
D; avecd, d', d". Alors

AAT AAY
AA, A4,

Réciproquement, si un point B de D, vérifie
A A] _ 4B
AA] AA,

on a B = Aj. En particulier, B appartienta d’.

Démonstration. — Notons p la projection sur Dy parallélement a d.Comme AreDyet AjAr € :i, ona Ay = p(Ap).
De méme, A’ p(A’ ) et A" p(A”) Par suite, A2A’ P (AlA’) et A2A” P (A A”

e

Soit 7 une base de D1 et utilisons % pour calculer les mesures algébriques. Par déﬁnition, on a ainsi A1A’1 =

A1A U et AjA] = A1 A{%. Comme p est une application affine, on en déduit que A2A = A1A P(u) et ApAl =

AlAl P (u). Comme A, et A’2 appartiennent a deux droites paralléles distinctes, on a Ay # A’ et en particulier

P (W) # 0.1l en résulte I'égalité de rapports de mesures algébriques : A; AlTALA] = A A1 Az AS,. Remproquement

si B est un point de Do tel que A A}/A1A| = A2B/ Az A), les calculs précédent montrent que AB = AgA’ ! d’ol1
B=Al. O
2

COROLLAIRE 7.5. — Soit Dy et D, deux droites d’'un plan af-
fine se coupant en un point O. Soit d et d' deux droites paral-
leles distinctes qui coupent Dy en Aet A', et Dy en BetB'. Ona
alors :

04 OB AF

OA OB AB’

Démonstration. — Soit h 'homothétie de centre A et de rapport
OA'/OA. Par h, I'image h(B) du point B est 'unique point du plan tel
que (T(Bi (OA'/ OA)OB En particulier, h(B) appartlent a la droite Do. Flutre part I'image par h de la droite
d est une droite passant par A’ et dirigée par " (AA ) qui est proportionnel a AA c’est donc la droite d’. Ainsi,
h(B) € d'. 1l en résulte que h(B) est le point d'intersection de D, et d’, c’est-a-dire h(B) = B'. Cela entraine la
premiere relation. De plus,

- —  OA —
h(A'B') = = AB,
OA
d’otl1 la seconde relation. O

Exercices. — 1) Soit fi, f2, f3 trois formes affines non nulles sur un plan affine &. Montrer que fl._1 (0) est une droite
D;. Montrer que les droites Dy, Do et D3 sont paralleles ou concourantes si et seulement si la famille {fj, f>, f3} est
liée.

2) Soit A un point du plan et soit f une homothétie ou une translation. On pose B = f(A). Montrer que la droite
(AB) est stable par f.

3) Soit A, B, A’, B’ quatre points distincts d’un plan affine tels que les droites (AB) et (A’ B) soient paralléles. Dé-
montrer qu'il existe une translation ou une homothétie f telle que f(A) = A’ et f(B) = B’

4) Soit D et D' deux droites distinctes du plan, soit A, B, C trois points de D et A, B, C’ trois points de D'. On
suppose que (AB’) est parallele a (BA') et que (BC') est parallele a (CB'). Montrer que (AC’) est paralléle a (A'C) (cas
particulier du théoreme de Pappus).

5) Soit A, B,C,A’, B, C’ six points distincts du plan tels que les droites (AB) et (A'B’), (AC) et (A'C"), (BC) et (B'C"),
soient paralleles. Montrer que les droites (AA"), (BB') et (CC’) sont concourantes ou paralleles (cas particulier du
théoréeme de Desargues).
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6) Dans cet exercice et dans le suivant, on considére un triangle ABC du plan affine, et trois points A’, B/, C' situés
respectivement sur les droites (BC), (AC) et (AB). Montrer que les points A’, B/, C’ sont alignés si et seulement si
l'on a (théoréeme de Menelaiis) -

A'B B'C C'A

AC BA C'B
7) Montrer que les droites (AA’), (BB'), (CC') sont paralléles ou concourantes si et seulement sil'on a (théoreme de
Ceva) .

AB BC CA _

AC BA CB






CHAPITRE 2

GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Dans tout ce chapitre, on ne considére que des espaces vectoriels sur le corps R des nombres réels.

§1. Espaces euclidiens

A. Produit scalaire, norme

DEFINITION 1.1 (produit scalaire). — Soit E un espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une appli-
cation E x E — R, notée généralement (u, v) — (u, vy, qui vérifie les propriétés suivantes :

a) (mu + ayup, vy = a1{uy, V) + ap{up, vy, pour uy, up, v € E et ay,ap € R (linéarité par rapport a la
premiere variable) ;

b) (u,a1v1 + ax 1) = ay(u, 1) + ax{u, 1) pour u, v, € E et a, ap € R (linéarité par rapport a la se-
conde variable) ;

c) (u,vy ={u,v) pour u,v e E (symétrie);

d) (u,u) >0 pourtout u € E et si {u, uy =0, alors u = 0 (définie positivité).

DEFINITION 1.2. — Un espace vectoriel (de dimension finie) muni d'un produit scalaire est appelé es-
pace vectoriel euclidien. Un espace affine euclidien est un espace affine dont U'espace vectoriel associé est
muni d’'un produit scalaire.

Soit E un espace vectoriel euclidien. On appelle norme euclidienne, ou plus simplement norme, d'un
vecteur x € E, et on note || x|, le nombre réel /{x, x).

La restriction d'un produit scalaire & un sous-espace vectoriel V de E est un produit scalaire sur V,
et le munit d’'une structure d’espace vectoriel euclidien. De méme, un sous-espace affine d'un espace
affine euclidien est automatiquement muni d'une structure d’espace affine euclidien.

1.3. Point de vue matriciel. — Soit E un espace vectoriel euclidien et soit & = (ey, ..., e,) une base de E.
La matrice A du produit scalaire de E dans la base % est la matrice n x n de coefficients a; i = ei,ej).
Soit x et y deux vecteurs de E; soit X et Y les vecteurs colonnes formés par leurs coordonnées dans la
base #.Onaainsi x=Y" | x;e; et y=3} ", yje;. Parla propriété de bilinéarité du produit scalaire, on a
n
X,y = Z x;iyjei, ej) = X AY.
ij=1

Soit #' = (e}, ..., e,,) une seconde base de E et soit P la matrice de passage de la base % ala base %'
Notons A’ la matrice du produit scalaire de E dans la base %4’. Si X' et Y’ sont les vecteurs colonnes
formés des coordonnées de x et y dans labase %', ona X = PX' et Y = PY’. On a alors

X'AY = (x,y) = XAY ='X"'PAPY’.
On en déduit que A’ = 'PAP.
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1.4. Cas du plan affine euclidien. Nombres complexes. — Identifions I'ensemble C des nombres com-
plexes au plan R? par 'application z — (Re(z),Im(z)), de bijection réciproque (x, y) — x +iy. Le nombre
complexe z est parfois appelé affixe du point de coordonnées (x, y).
Le produit scalaire sur R? s'écrit ((x, ), (x', ")) = xx' + yy'. Cela munit C d’'une structure d’espace
vectoriel euclidien de dimension 2. Si z = x+iy et 2’ = x' +i)’, on constate alors que
zZ = (x—iy) (&' +iy)) = (xx' + yy) +ilxy - x'y),

donc le produit scalaire de C est donné par la formule (z, z’) = Re(zz'). En particulier, (z, z) = Re(zz) =
|z|% : 1a norme euclidienne sur C est le module.
Le plan complexe C peut aussi étre considéré comme un espace affine euclidien.

PROPOSITION 1.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). — Soit x et y deux vecteurs d’'un espace vectoriel eu-
clidien E. On a alors l'inégalité

[, ] < lxl [y

De plus, on a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration. — Posons, pour f€R, q(1) = ||x+ ty||2. Ona

qt) ={x+ty,x+1y) =X, X) + t{x, ) + L{x, ) + t2<y,y) = |x)? +26(x, y) + ||y||2

Si y =0, I'inégalité est évidente (et est toujours une égalité).
Siy#0, || y|| 240et q(t) estun trindbme du second degré en ¢. Comme il est toujours positif ou nul, son discrimi-
nant (réduit) A’ est négatif ou nul. Or,

A = ()%=l || y)|?
d’ou 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans ce cas. Si 'on a égalité, le discriminant réduit est nul et g(¢) a une racine

double en un réel a. Alors, g(a) = ||x + ay||2 =0, ce qui entraine x+ ay =0:on adonc x = —ay et les vecteurs x et y
sont colinéaires. O

PROPOSITION 1.6. — Lapplication x — || x|| de E dans R vérifie les propriétés suivantes :

a) llaxll =lalllx| pouracRetxeE;
b) onal x| =0 sietseulementsix=0;
o) ona|x+y| <lxll+|y| (inégalité triangulaire).

Les propriétés précédentes montrent que x — | x|| est précisément ce qu’'on appelle une norme sur
un espace vectoriel.

Démonstration. — On a |lax|| = v{ax, ax) = v/ a?(x, x) = lalv/{x, ) = |al | xIl. On a 0]l = 0, et si | || = 0, (x,x) =0,
d’olt x = 0. Enfin,
[+ [ = x4y, x4+ 3) = (X, 1) +20x,3) + 3, 1)
< lxl® + 21050 1y ] + ]
< (1=l + [y

d’ot1 I'inégalité voulue en prenant les racines carrées des deux membres. O

DEFINITION 1.7. — Soit E un espace affine euclidien. On note d(A, B) = H/Té” pour A et B dans E ; c’est
la distance euclidienne entre A et B.

La distance vérifie les propriétés suivantes, héritées de celles de la norme euclidienne sur E:
a) SiA, BeE,onad(AB)>0;

b) Pour Aet Bdans E, d(A, B) =0 équivauta A= B;

c) d(AC)<d(AB) +dB,C)pour A, B,CeE.
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Exercices. — 1) Si(x,y) =Ilxll||y|, avec y # 0, démontrer que x et y sont positivement liés : il existe a € R+ tel que
x=ay.

2) Démontrer que ||x + y||2 —|lx- y||2 =4(x,y), pour x,y € E.

3) Soit A la matrice du produit scalaire d'un espace vectoriel euclidien dans une base donnée. Montrer que A est
symétrique et que son déterminant n’est pas nul.

B. Orthogonalité

DEFINITION 1.9. — On dit que deux vecteurs x et y d'un espace euclidien E sont orthogonaux si leur
produit scalaire est nul.

On dit que deux sous-espaces V et W de E sont orthogonaux si tout vecteur de V est orthogonal a tout
vecteur de W.

PROPOSITION 1.10. — Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour toute forme linéaire : E — R sur E, il
existe un unique vecteur u € E tel que ¢(x) = (u, x) pour tout x € E.

Démonstration. — Soit u € E. Lapplication ¢ de E dans R définie par x — (u, x) est linéaire car le produit scalaire
est linéaire en la seconde variable; c’est donc un élément de E*. Si u € E et a € R, on a, pour tout x € E, ¢g,(x) =
(au,x) = alu, x) = apy(x), ce qui montre que @, = ay,. De méme, si u;, up € E, on a, pour tout x € E,

Qup+up () = Uy + U2, x) = (U, X) + (U2, X) = @y (X) + @y (X),

d’'olt @y +u, = Pu; +Pu,. Ces deux relations montrent que l'application u — ¢ est une application linéaire de E
dansle dual E* de E.

Montrons qu’elle est injective. Soit en effet u € E tel que ¢, = 0. On a ainsi ¢ (x) = (u, x) = 0 pour tout x € E. En
particulier, ¢, (1) = (u, u) = 0. La propriété de définie positivité entraine que u = 0.

Comme E et E* ont méme dimension (c’est 1a qu’on utilise 'hypotheése que E est de dimension finie), 'applica-
tion linéaire injective u — ¢, est surjective. O

Cela permet d’écrire I’équation d'un hyperplan sous forme d’'une égalité de produit scalaire. Soit H
un hyperplan d'un espace vectoriel E. Soit u un vecteur non nul tel que I'équation de H soit (i, x) = 0.
Alors, u est orthogonal a H.

Dans le cas d'un espace affine E, la situation est analogue. Soit H un hyperplan affine de E. Soit Aun

point de E; I'équation de H s’écrit (p(m = b ol ¢ est une forme linéaire non nulle sur E etbeR.Si
U est un vecteur tel que ¢(x) = (x, 1), I'équation de H s’écrit donc (AM, @) = b. On peut choisir A€ H;
I'équation de I'hyperplan est alors <E’v1, ) =0. Le vecteur U est orthogonal a H. Enfin, on peut, si'on
veut, le choisir unitaire.

THEOREME 1.11 (Théoreme de Pythagore). — Deux vecteurs x et y d’'un espace euclidien E sont ortho-
gonaux si et seulement si
2 2 2
e+ y[" = 1+ |y "
La démonstration est totalement triviale (c’est décevant?) : la différence entre les deux membres est

égale a 2(x, y). Elle est nulle si et seulement si (x, y) = 0, c’est-a-dire si et seulement si x et y sont ortho-
gonaux.

DEFINITION 1.12. — Si V est un sous-espace vectoriel de E, on note V* 'ensemble des vecteurs de E qui
sont orthogonaux a tout vecteur de V ; on l'appelle l'orthogonal de V.

Si V < W, remarquons qu’alors W c V% et Ve (V1)*.

PROPOSITION 1.13. — Soit V un sous-espace vectoriel de E. Alors, V* est un sous-espace vectoriel de E,
qui est un supplémentaire de V. En particulier, dim V* = dim E —dim V et (V1) = V.

On appelle V* le supplémentaire orthogonal de V. Si E est la somme directe de sous-espaces vecto-
riels V1, ..., Vi qui sont orthogonaux deux a deux, on dira que E est la somme directe orthogonale des V;

1L 1
etonnotera E= V] &--- & V,,; onaparexemple E= V& V*,
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Démonstration. — Pour xet y € Vil eta,beR, onasiveV,
{ax + by, vy = a{x, v) + b{y,v) =0,

ce qui entraine que ax+ by € VL. Par suite, V+ estun sous-espace vectoriel de E.

SixeVnvi, ona (x,x) =0, donc x = 0. Les espaces V et V- sont donc en somme directe.

Considérons 'application de E dans V* qui, a u € E, associe la forme linéaire x — (u, x) sur V. Elle est linéaire.
Son noyau est 'ensemble des u € E tels que (u, x) = 0 pour tout x € V. Il est donc égal a Vi, ce qui redémontre au
passage que V1 est un sous-espace vectoriel de E. Enfin, elle est surjective. Soit f une forme linéaire sur V. Comme
la restriction a V du produit scalaire de E munit V d’une structure d’espace vectoriel euclidien, il existe v € V tel
que f(x) = (v, x) pour tout x € V. Cela montre que [ est 'image de v. Par suite, dim V* = dim E — dim vi. Comme
dim V* = dim V, on a dim V + dim V+ = dim E, ce qui conclut la démonstration que V et V+ sont supplémentaires
I'un de l'autre. O

DEFINITION 1.14. — On dit qu'une base % = (ey, ..., ey) d'un espace euclidien E est une base orthonor-
mée sil'onafe;,ej) =0sii# j, et{e;,e;) =1 pourtouti.

Un repere (O, el,....en) dun espace affine euclidien E est dit orthonormé si (e1,...,e,) est un repere
orthonormé de son espace vectoriel associé E.

Un espace vectoriel euclidien possede des bases orthonormées, un espace affine euclidien possede
des repéres orthonormés. On peut en construire explicitement par le procédé suivant, appelé procédé
d’'orthonormalisation de Gram-Schmidit.

PROPOSITION 1.15. — Soit E un espace vectoriel euclidien et soit (fi,..., f,) une base de E. Il existe une
unique base orthonormée (ey, ..., e;) de E vérifiant la propriété suivante : pour tout entier me {1,...,n}, il
existedesréels Ay,...,Am telsque fr, =AM fi+-+ A1 fm-1+ Amem, avec A, > 0.

Démonstration. — Pour m = 1, la condition s’écrit fj = 11 e, avec 11 > 0. Comme on doit avoir ||ﬁ || =1, la seule
solution est donnée par A1 = 1/ e |l. Supposons avoir construit fi,..., fiu—1 et cherchons fj;;. Calculons (f, f;),
pour i < m. Le vecteur fy,; doit étre orthogonal aux f;, pour i < m. Prenant le produit scalaire avec f; des deux
membres de I'égalité

fm=MA++Am-1fm-1+Amem,

on obtient 0 = A; + A {em, f;), d’'oltla relation

m-—1
fm=im (em - (em.f,')fl-).
i=1

Les f;, pour i < m, appartiennent a 'espace vectoriel engendré par (e, ..., e;—1). Par suite, e;; n'est pas combinai-
son linéaire des f;, pour i < m et]'expression dans la parenthese de la relation précédente est un vecteur non nul. Il
existe alors un unique choix strictement positif pour A, tel que || fm || =1. O

Exercices. — 1) Dans le plan complexe, deux vecteurs non nuls d’affixes z et z’ sont colinéaires si et seulement si
z'/z est réel ; sont orthogonaux si et seulement si z'/ z est imaginaire pur.

2) Si V estun sous-espace d'un espace euclidien E, ona (V1)1 = V.

3) Soit V et W des sous-espaces d’un espace euclidien E. Ona (V+ W)L = vinwl et (vnw)L = vi+ wt.

4) Soitey, ..., er des vecteurs non nuls d'un espace euclidien E tels que (e;, ej) = 0 pour i # j. Montrer que la famille
(e1,...,er) estlibre.

5) Soit & = (ey,..., ex) une base d’'un espace euclidien et soit %' = (fi,..., ) la base orthonormée obtenue par le
procédé de Gram-Schmidt. Soit P la matrice de passage de la base # a la base %’'. Montrer que P est triangulaire
supérieure et que ses coefficients diagonaux sont strictement positifs.

6) Soit A la matrice du produit scalaire dans une base (ey,..., e;). Montrer qu'’il existe une matrice triangulaire
supérieure T telle que A='TT.

7) Soit E un espace vectoriel euclidien et soit ¢ : E — E* I'application qui a u € E associe la forme linéaire x — (u, x).
Soit & = (ey,...,ep) une base de E, soit Z* = (fi,..., fn) sa base duale : f; est la forme linéaire sur E telle que
file;) =1et fi(e;) =0si j # i. Montrer que la matrice de I'application linéaire ¢ dans les bases & et PB* est égale a
la matrice du produit scalaire de E dans la base 4.
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C. Barycentres, compléments

DEFINITION 1.17. — Soit ((A1, @), ..., (An, an)) un systeme de points pondérés dans un espace affine eu-
clidien E. On appelle fonction scalaire de Leibniz l'application

n — |2
fiE—R, MHZlaj”MAj”.
]:

Notons aussi ¢ la fonction vectorielle de Leibniz de ce systéme de points pondérés. Si M et N sont
des points de E, on a alors

ron=Y ai|Maj| = Y. a; |Naj+ MN|
j=1 j=1

-5 (| 2.5+
j=1

FOV + 20N, W) + (Y. ap) | M
=

Notons a la masse totale Z]’.‘zl a; et supposons d’abord a = 0. Dans ce cas, la fonction vectorielle de

Leibniz est constante, et ¢(N) est un vecteur u indépendant de M. Alors,

F(M) = f(N)+2(U, MN).

Supposons % # 0; 'ensemble des points M de E tels que f (M) = f(N) est alors égal a 'hyperplan pas-
sant par N qui est orthogonal a . Si u =0, f est constante.

Supposons que I'on ait a # 0 et soit G le barycentre de la famille de points pondérés ((A;, a;)). Appli-
quons la formule précédente avec N = G; on obtient

— 2
f(M)=f(G)+aHMNH .

Supposons a > 0. Alors f atteint son minimum au point G. Si C € R, I'ensemble des points M de E tels
que f(M) = C est vide si C < f(G), est égal a G si C = f(G) et est une sphere de centre G et de rayon

V(IC—-f(G)/asiC> f(G).

Quand a < 0, la fonction scalaire de Leibniz atteint son maximum au point G; son ensemble de ni-
veau C est vide si C > f(G), le point G si C = f(G), une sphere de centre G et de rayon /(C — f(G))/a si
C<f(G).

Soit A et B deux points distincts d'un espace affine euclidien. La relation MA = MB équivaut a

—2 =2
”MAH - HMB” = 0. Lensemble des points M qui la satisfont est I'hyperplan passant par le milieu I
de (A, B) et orthogonal au vecteur AB.On I'appelle ’hyperplan médiateur du bipoint (A, B).

Exercices. — 1) Soit E un espace affine euclidien. Soit A et B deux points de E. Déterminer, suivant la valeur du
réel c € R, 'ensemble des points M de E tels que (A—/IZ, J\—/IE) = c. (Introduire le milieu de (A, B).)

2) Soit ABCD un parallélogramme du plan euclidien. Quel est 'ensemble des points M du plan tels que <(1W1+
MC),(MB+MD)) =02 = | AC||*?

3) Soit A, B, C des points non alignés du plan euclidien. Déterminer les ensembles de niveau de la fonction M —
(W, Aﬁ) + <M§, 1\7(5) + (]\7(5, M). Généraliser avec n points.

§2. Isométries d’'un espace vectoriel euclidien

A. Définitions

DEFINITION 2.1. — Soit E un espace vectoriel euclidien et soit f un endormorphisme de E. On dit que f
est une isométrie si || £ (x)|| = llxIl pour tout x € E.
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Soit E un espace vectoriel euclidien. Une isométrie de E est injective. Comme E est de dimension fi-
nie, elle est donc bijective. Sa bijection réciproque est aussi une isométrie. La composée de deux isomé-
tries est une isométrie. Lensemble des isométries de E forme donc un sous-groupe du groupe linéaire
de E; onle note SO(E).

La restriction d'une isométrie a un sous-espace vectoriel stable V est une isométrie de V.

Soit f une isométrie d'un espace vectoriel euclidien E. Soit x et y des éléments de E. On a

Gy = (Lol = 1= )

Par suite,
. f o =5 (IF@+ ol - L@l - rwl?)

1
=2 (Il =152 = 51?)
=(x, ).

Ainsi, une isométrie préserve les produits scalaires. En particulier, les images par f de deux vecteurs or-
thogonaux sont orthogonaux.

PROPOSITION 2.2. — Soit E un espace vectoriel euclidien, soit f un endomorphisme de E et soit
(e1,...,ey) une base orthonormée de E.
Lendomorphisme f est une isométrie si et seulement si (f (e1),..., f (en)) est une base orthonormée de E.

Démonstration. — Supposons que f soit une isométrie. Alors, f est un isomorphisme, donc (f(ey),..., f(en)) est
une base de E. De plus, on a (f(e;), f(ej)) = (e;, ej) = 1 si i = j et 0 sinon; par suite, (f(e1),..., f(en)) est une base
orthonormée de E.

Inversement, supposons que (f(ey),..., f (ey)) soit une base orthonormée de E. Soit x un élément de E, notons
(x1,...,%n) ses coordonnées dans la base (ey, ..., ex), de sorte que x = xj €] + -+ + X e, et calculons || f(x) ||2 Ona

n 2

> xif(e)

i=1

IFeo)®=

n n
= Y xixj(fen fle) = _le,?=||x||2,
=

i,j=1

donc || f(0)| = Ixll pour tout x et f est une isométrie. O

2.3. Forme matricielle. — Soit # = (ey, ..., e;) une base de E et soit Ala matrice du produit scalaire de E
dans la base 4. Soit M la matrice d’'un endomorphisme f de E dans cette méme base. Soit x et y deux
vecteurs de E, de vecteurs colonnes associés X et Y. Les vecteurs colonnes associés a f(x) et f(y) sont
MX et MY. Ainsi,

(f(0, f() = MX)AMY) = X(MAM)Y.

On a donc {f (x), f ()} = (x, y) pour tous x et y si et seulement si 'MAM = A.

Dans le cas particulier important ol1 & est une base orthonormée, A =I,,. Alors, une matrice M est la
matrice d’'une isométrie dans la base orthonormée 4 si et seulement si ‘MM =1,,.

Le déterminant d’une telle matrice vérifie det(M)? = det(M) det(!M) = det(I,;) = 1. On a donc det(M) =
+1. Le déterminant d’'une isométrie, qui est le déterminant de la matrice qui la représente dans une
base quelconque, est donc égal a +1. Les isométries dont le déterminant est +1 sont dites positives; elles
forment un sous-groupe du groupe SO(E) que I'on note O(E).

2.4. Cas du plan complexe. — Quelle est I'expression en termes d’affixes d'une isométrie du plan vec-
toriel euclidien identifié a C? Soit f: C — C une isométrie vectorielle. Posons a = f(1). C’est un nombre
complexe de module 1. Comme f (i) est orthogonal a f(1), on a f(i) = £ia. Si z = x+1iy, on a, dans le
premier cas,

f@=xfD)+yf(d=alx+iy) = az,
et

f@=xfD)+yfd=alx—-iy) = az.
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Lexpression de f en termes d’affixes est donc z — az dans le premier cas, et z — az dans le second.
Réciproquement, ces applications sont des isométries du plan complexe (rappelons que |al = 1).

Soit 8 un nombre réel (bien défini modulo 27) tel que a = exp(if). La matrice de f dans la base (1,i)
de C est alors

cosf —sinf cosf sinf
(sin@ cosf )' resp: (sin@ —cos@)’

Le déterminant des matrices du premier type est 1, celui des matrices du second type est —1. Par suite,
les isométries positives du plan complexe sont donnés par z — az, avec |al = 1; les isométries négatives
s’écrivent z — az, toujours avec |al = 1.

Voici un corollaire important de ces calculs :

COROLLAIRE 2.5. — Soit U le groupe des nombres complexes de module 1. Lapplication U — O™ (C) qui,
a a €U, associe l'isométrie dont I'écriture complexe est z — az, est un isomorphisme de groupes.

cosg —sing
sing cosg
morphisme de groupes, surjectif, de noyau 27Z. Par passage au quotient, elle définit un isomorphisme
de R/2nZ sur le groupe SO, (R).

Soit f une isométrie négative du plan euclidien, identifié a C, et soit a € U tel que f(z) = az. On a alors
f(f(@) = af(z) = aaz = aaz = z. Cela montre que f o f =idg, donc f est une involution. Ses valeurs
propres sont donc +1 et comme det(f) = —1, elles sont {1, —1}. Cela entrainera que f est une symétrie
orthogonale par rapport a une droite de C.

En particulier, le groupe O* (C) est commutatif. De plus, 'application ¢ — ( ) est un homo-

n

1
2.6. Rappel sur l'exponentielle complexe. — La série Y. —2z". converge pour tout nombre com-
n

plexe z. Sa somme est notée exp(z) ou e* et est appelée l’expénentielle de z. La fonction exp: C — C,
z— e” est continue, et méme indéfiniment dérivable comme fonction de deux variables (x, y) telles que
z = x+1y. La fonction ainsi définie prolonge I'exponentielle réelle. Par analogie on définit alors

cos(z) = % (exp(iz) + exp(—iz)) et sin(z) = zii(exp(iz) —exp(—iz)).

On démontre que exp(z + u) = exp(z)exp(u) pour tous z et u € C. En particulier, exp(z) # 0 et
exp(—z) = 1/ exp(z). De plus, exp(z) = exp(z). Par suite, si € R, [exp(i t)| = 1. Lapplication ¢ — U donnée
par t — exp(it) est un homomorphisme de groupes. On démontre qu’il est surjectif et que son noyau est
de la forme 27Z, pour un certain nombre réel & qui vaut approximativement 3,14159.... Il en résulte un
isomorphisme de groupes R/2nZ — U.

B. Symétries orthogonales, réflexions

DEFINITION 2.7. — Soit E un espace vectoriel euclidien et soit F un sous-espace vectoriel de E. On appelle
symétrie orthogonale par rapport a F la symétrie vectorielle par rapport a F de direction I'orthogonal F*
de F. On la note généralement sp. On appelle projection orthogonale sur un sous-espace F la projection
sur F parallelement a F*.

Les symétries orthogonales sont des isométries. Soit en effet x € E et soit x = y + z sa décomposition
(unique) comme somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de F*. Alors, sp(x) = y— z et

Ise 12 = ||y —z|° = ||| + 1212

car (y,z) =0. De méme, ||y + z||2 = ||y||2 + || z||2. Par suite, ||sF(x)|I2 = | x]|%, ce qui montre que sg est une
isométrie.

Un cas particulier important : les symétries par rapport a un hyperplan. On les appelle aussi ré-
flexions. Soit H un hyperplan de E, soit e un vecteur normal a H. Si x € E, on peut écrire x = y + Ae,
avec ye H, A e Ret sg(x) = y—Ae =x—-2Ae. Or, (x,e) = (y,e) + A(e,e). Comme e L H, (y,e) =0 et
A={(x,e)/{e, e). Ainsi,

(x,e)
sgx)=x—-2——-e.
(e, e)
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En particulier, sy (e) = —e.
Les projections orthogonales ne sont en revanche pas des isométries (2 moins que F = E, auquel cas
la projection est I'identité).

THEOREME 2.8. — Toute isométrie est produit de réflexions. Plus précisément, soit E un espace vectoriel
euclidien et soit f une isométrie de E. Il existe un entier p < dimE et p réflexions si,...,s, telles que

f:slo...osp'

Le déterminant d'une réflexion est égal a —1. Par suite, on a det(f) = (—1)” et la parité de I'entier p est
déterminée par f.

Démonstration. — Nous allons démontrer un résultat encore plus précis : soit E un espace vectoriel euclidien. Soit
f une isométrie de E, soit F = ker(f —idp) et p = codim F = dim F. Alors, f estla composée d’au plus p réflexions.
On démontre ce résultat par récurrence sur p. Si p =0, F = E, f = idg et le résultat est vrai. Supposons que le
résultat soit vrai jusqu’a p — 1 et soit f une isométrie de E telle que la codimension de F = codim(f —idf) soit égale
a p > 0. Soit e un vecteur de E\ F, de sorte que f(e) # e. Soit H I'hyperplan orthogonal au vecteur (f (e) — e) et soit s
la réflexion par rapport a H. Considérons I'isométrie so f.
Remarquons que F c H. En effet, si x € F, f(x) = x, donc

(x,fe)—e)=(x, f(e)) —(x,e) ={f(x), f(e))—(x,e) =0

car f préserve le produit scalaire. Par suite, so f(x) = s(x) = x si x € F, ce qui montre que ker(so f —idg) contient F.
En outre, on a f(e) = %(f(e) +e)+ %(f(e) —e)et

(f@+efl@-e =|f@]*-lel*=0,
car f estune isométrie. Par suite,
1 1
s(f(e) = E(f(e) +e)— E(f(e) -e)=e

si bien que ker(so f —idg) contient e.

Comme e ¢ F, il en résulte que la dimension de ker(so f —idg) est au moins égale a celle de ker(f —idg) +1,
d’out codim(ker(so f —idg)) < p— 1. Par récurrence, il existe un entier k < p—1 et k réflexions sp,..., s;4 telles que
sof=spo---08;; 1. Onaalors

[=sosof=s0sp0- 051,
ce qui démontre le théoreme car k+1 < p. O

Exercices. — 1) Soit E un espace vectoriel euclidien, soit (ey,...,e,) et (fi,..., fn) deux bases de E. Montrer qu’il
existe une isométrie u telle que u(e;) = f; pour tout i si et seulement si {f;, f;) = {e;, ej) pour tout couple d’entiers
i, jdans{l,...,n}.
2) Soit E un espace vectoriel euclidien, soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E qui sont supplémentaires 'un
de l'autre et soit s la symétrie par rapport a F, parallelement a G. Montrer que s est une isométrie si et seulement si
F et G sont orthogonaux.
3) Soit E un espace vectoriel euclidien, soit F un sous-espace vectoriel de E et s la symétrie orthogonale par rapport
a F. Montrer qu’un sous-espace V de E vérifie s(V) = V si et seulement si V= (VN F) & (VN FL).
4) Quelles sont les valeurs propres possibles d'une isométrie ?
5%) Soit E un espace vectoriel euclidien et soit f: E — E une application qui préserve le produit scalaire. Montrer
que f estune application linéaire. C’est donc une isométrie de E.

Soit D1la droite dans R? de vecteur directeur (cos6,sin6) et soit s la symétrie orthogonale par rapport a D. Donner
les formules pour s, a la fois matricielle et en termes de nombres complexes.

C. Forme normale des isométries (« diagonalisation »)

LEMME 2.10. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit u un endomorphisme de E. Alors
il existe un sous-espace vectoriel V de E de dimension 1 ou 2 qui est stable par u.

Démonstration. — Soit (ey, ..., e,) une base de E et soit Ala matrice de u dans cette base. Soit A une valeur propre
de A soit Z € C" un vecteur propre pour cette valeur propre. Notons X et Y les parties réelle et imaginaire de Z,
Z=X-iY et A=a+ib. Ona AZ = AZ, ou encore A(X +iY) = (a+1b)(X +iY). En identifiant les parties réelles et
imaginaires, on obtient

AX=aX-bY et AY=bX+aY.
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Soit x et y les vecteurs de E de coordonnées X et Y. On a donc u(x) = ax— by et u(y) = bx+ ay. Le sous-espace
vectoriel V de E engendré par x et y est ainsi stable par u. Il est de dimension < 2 mais n'est pas nul car x et y ne
sont pas tous deux nuls (sinon X =Y =0et Z=0). OnadoncdimV =1 ou 2. O

LEMME 2.11. — Soit E un espace vectoriel euclidien et soit u une isométrie de E. Soit V un sous-espace
de E qui est stable par u, c’est-a-dire que u(V) c V. Alors, l'orthogonal de V est un sous-espace stable par u.

Démonstration. — Soit y € vi. Lespace vectoriel u(V) est un sous-espace vectoriel de méme dimension que V,
car u est injective. Comme il est contenu dans V, ona u(V) = V. Si x € V, il existe x’ € V tel que u(x') = x. Alors,

(x, u(y)) = (ux), uy) =<',y =0,

ce qui montre que u(y) € vi. O

THEOREME 2.12. — Soit E un espace vectoriel euclidien et soit u une isométrie de E. Alors E est somme
directe orthogonale de droites et de plan stables par u.

Démonstration. — Cela se démontre par récurrence sur la dimension de u. C’est vrai si dimE = 0 ou 1. Soit V;
une droite ou un plan stable de E et soit F son orthogonal. Alors, F est stable par u, u|r est une isométrie de F

L L
donc F est somme directe orthogonale de droites ou plans stables par u. Si on écrit F = V5 & --- @ Vjy, on a alors

1 L 1
E=VieVo - Vy. |

Lespace E possede une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u s’écrit par blocs de ma-
trices 1 x 1 ou2 x 2. Un bloc 1 x 1 correspond a une valeur propre réelle de u. Or, si u(x) = Ax, avec x # 0,
ona [x|| = llu(x)|l = IAllxll, donc A = +1. On peut aussi supposer que les blocs 2 x 2 correspondent a
des plans stables qui ne contiennent aucune droite stable, sinon on peut raffiner un peu plus la décom-
position de 'espace E. Comme une isométrie négative du plan euclidien est une symétrie orthogonale,
cela entraine que la restriction de u a ces plans stables est une isométrie positive. Si (e;, ;) est une base

a0 . — (cosf —sinf
orthonormée d’un tel plan, la matrice de u y est de la forme Ry = (¢3¢ 57

§3. Isométries d’'un espace affine euclidien

A. Généralités

DEFINITION 3.1. — Soit E un espace affine euclidien et soit f: E — E une application affine. On dit que
f est uneisométrie affine si l'on a ||f(A)f(B) || = || ABI| pour tout couple A, B de points de E.

Cela revient a dire que son application linéaire associée 7 est une isométrie de I'’espace vectoriel
euclidien E.

La composée de deux isométries affines est une isométrie affine. Une isométrie affine est bijective
car son application linéaire associée, étant une isométrie, I'est. La bijection réciproque d'une isométrie
affine est encore une isométrie. Les isométries affines d'un espace affine euclidien E forment donc un
groupe que l'on noteIsom(E).

On dit qu'une isométrie f est positive, ou que c’est un déplacement si I'isométrie vectoriel ? Pest.
On dit sinon que c’est un anti-déplacement. Lensemble des déplacements d'un espace affine E est un
sous-groupe (distingué) du groupe des isométries; on le note Isom™ (E).

3.2. Exemples. — Les translations sont des isométries.

Soit E un espace affine euclidien, soit F un sous-espace affine de E et soit V un supplémentaire de F
dans E. Notons s la symétrie par rapport a F parallelement a V dans E; son application linéaire associée

est la symétrie par rapporta F parallelement a V dans E ; c’est une isométrie vectorielle si et seulement

si F et V sont orthogonaux. On l'appelle alors la symétrie orthogonale par rapport a F. La projection
orthogonale sur F est la projection sur F parallelement a F*. Une réflexion est une symétrie orthogonale
par rapport a un hyperplan affine.
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Etablissons son expression analytique. Soit H un hyperplan affine de E. Soit A un point de H et 7 un

vecteur unitaire de E orthogonal a H. Alors, H est défini par I'équation (AM, Y =0.
Notons sy la symétrie orthogonale par rapport a H; si M est un point de E, sy(M) est 'unique point

de E tel que Msy(M) soit colinéaire a U et tel que le milieu I du bipoint (M, sg(M)) appartienne a H.
Ecrivons donc Asy (M) = AM — 217, et Al = AM — Al La condition I € H s’écrit

0= (Al )= (AM, i) - A,
car | u ||2 =1, d’ot1 la relation A = (AM, 7). Ainsi,
Asy(M) = AM - 2(AM, ) 4.

Notons que la projection orthogonale py sur H est alors définie par la formule

—_— —

Apy(M) = AM —(AM, U)u.

3.3. Forme matricielle. — Soit Z = (O, ey, ..., e,) un repere de E. Soit Q la matrice du produit scalaire
de E danslabase % = (e1,...,ep). Dansle repére %, une application affine f: E — E s’écrit sous la forme
X — AX + B, ou1 A est la matrice n x n de 'application linéaire associée a f dans la base Z. Ainsi, f est
une isométrie affine si et seulement si '"AQA = Q. Si le repére % est orthonormé, on a Q = I,, et cela s’écrit
YAA=1,.

3.4. Cas du plan affine euclidien. — Quelle est]'expression en termes d’affixes d'une isométrie du plan
affine euclidien identifié a C? Soit f: C — C une isométrie euclidienne, soit 7 son application linéaire
associée. On a démontré qu'il existait a € U tel que ?(z) =azsi ? est une isométrie positive, et 7(z) =
az sinon. Si b = f(0), I'expression de f en termes d’affixes est donc z — az + b dans le premier cas,
et z— az+ b dans le second. Réciproquement, ces applications sont des isométries du plan complexe
(rappelons que |a| = 1).

B. Décomposition canonique des isométries affines
THEOREME 3.5. — Soit E un espace affine euclidien et soit f une isométrie de E. 1l existe une isométrie
affine g de E ayant un point fixe et un vecteur u € E, uniques, tels que f = got-; = t; 0 g.

Démontrons au préalable trois lemmes.
LEMME 3.6. — Soit E un espace affine, g une application affine de E dans E et soit 1 un élément de E.
Onagoty; = Iy o g si et seulement si U eker(Id-g).

Démonstration. — Ces deux applications affines ont méme application linéaire associée, a savoir g. Elles sont
égales si et seulement si elles coincident un un point. Soit A € E, B tel que AB= U, alors go i7;(A) = g(B). D’autre
part, t3; o g(A) =C, ou g(TﬂC" =Ti.La condition C = g(B) devient alors g(A)g(B) = U, dot E(fﬁ) = U, soit encore
gu)=". |
LEMME 3.7. — Soit E un espace affine, f une application affine de E dans E. Soit A un point de E, B =
f(A). Lapplication affine t_~ o f a un point fixe si et seulement si AB-T appartient a l'image de Id—?.

Démonstration. — Soit Aun point de E, B = f(A). Si M est un point de E, f(M) est le point M’ de E tel que BM' =
7(%, le point ¢_— o f (M) vérifie donc BM' = ?(m - U, soit encore

AM' = f(AM)+ AB-Ti.
Par suite, M est point fixe si et seulement si le vecteur x = Hi vérifie x = 7(x) + A_é -, ce qu’on récrit A_é -U-=
Id- f)(x). O

LEMME 3.8. — Soit E un espace vectoriel euclidien, soit f une isométrie de E . Les espaces ker(f —id) et
im(f —id) sont des supplémentaires orthogonaux l'un de l'autre.
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Démonstration. — Montrons que les deux sous-espaces ker(f —id) et im(f —id) sont orthogonaux. Soit x € ker(f —
id) et y e im(f —id). On peut écrire y = f(z) — z, avec z € E. Comme f(x) = x, on a
(X, )y =<x, f(2) = 2) ={x, f(2)) = (x,2) = (f (%), f(2)) = {x,2) =0,
car f est une isométrie. En particulier, ces deux espaces ker(f —id) et im(f —id) sont en somme directe. D’apres le
théoréme du rang, on a
dimker(f — id) + dimim(f — id) = dim E.

Cela entraine qu’ils sont supplémentaires I'un de I'autre, d’ott le lemme. O

Démonstration. — Démontrons maintenant le théoréme. Soit A un point de E et notons B = f(A). D’apres les
deux premiers lemmes, la condition du théoréme est satisfaite par u et g = t_4 o f sil'on a simultanément Ue
ker(Id— f) et AB-Ti e Im(Id - f). Autrement dit, on doit pouvoir décomposer le vecteur AB sous la forme d’'un
vecteur de Ker(Id— f) et d'un vecteur de Ker(Id—- f). Cela est possible, d'une unique maniere, d’apres le dernier
lemme. -

Nous allons étudier en détail le cas du plan. Soit donc f une isométrie affine du plan complexe.

Premier cas : 7 est positive. 1l existe donc a € U et b € C tels que f soit donnée par f(z) = az+ b.
Si a # 1, I'équation f(z) = z a une unique solution z = b/(1 — a) et f a un unique point fixe. C’est une
rotation de centre ce point et d’angle 6 € R/2nZ tel que a = exp(if). Si a = 1, f est une translation dont le
vecteur a pour affixe b.

Second cas : ? est négative. On a déja dit qu’alors ? est une symétrie orthogonale. Précisément, sup-
posons que f soit donnée par f(z) = az+ b. Si a = exp(if), avec 0 € R/27nZ, on constate que I'équation
z = az a pour solutions les nombres complexes de la forme Aexp(if/2), avec 1 € R, et que 'équation
z = —az apour solutions les nombres complexes de la forme il exp(if/2), avec A € R.

Il est alors commode de choisir comme base orthonormée du plan vectoriel le couple (exp(i0/2),iexp(if/2)).
En termes d’affixes, cela revient a poser z = exp(if/2) u. Alors, f(z) = exp(i8/2)p(u) = aexp(-if/2)u+ b,
d’ou

@(u) =u+ bexp(-if/2).
Posons B = bexp(—if/2).

Si u = x+iy, les points fixes de ¢ sont donnés par u—u = f8; il y en a si et seulement si § est imaginaire
pur, auquel cas f est une symétrie orthogonale. Si  n’est pas imaginaire pur, f est appelée une symétrie
glissée.

Soit up = ilm(B)/2 = (B— )/4; on a g = — g, d’otr

eup+u)=up+u+pB=u+(B—-uy) =u+(B-2uy + up.

Cela montre que dans le repere cartésien (uy, ((exp(if/2),iexp(if/2))), I'expression de f est donnée par
(x,)— (x+t,-y),out=p-2uyeR.

Exercices. — 1) Soit f = t; o g la décomposition canonique d’une isométrie d'un espace affine euclidien E. Mon-
trer que I'ensemble des points fixes de g est un sous-espace affine de E. Préciser sa direction ; montrer en particulier
qu’elle est orthogonale a .
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2) Soit E un espace affine euclidien et soit f une isométrie de E; on note f = t; o g sa décomposition canonique,
oll g est une isométrie de E possédant un point fixe O. On suppose que u # 0. Soit H I'hyperplan affine de E
passant par O de direction (7). Soit M € E, montrer qu'il existe 1 € k et 7 € H tel que OM = AT + ¥ et vérifier que
Mf(M) =T + f (¥) - 7. En déduire la valeur minimale de HMf(M) “, lorsque M parcourt E.

C. Composition de réflexions

THEOREME 3.10. — Toute isométrie d’'un espace affine euclidien est produit de réflexions.

Démonstration. — Soit E un espace euclidien, f une isométrie de E, F 'ensemble des points fixes de f. Il est ou
vide (auquel cas on posera dim(F) = —1 dans cette démonstration), ou un sous-espace affine de E. Démontrons ce
résultat par récurrence descendante sur p = dim(F). Pour p = n, f =idg est produit de zéro réflexion.

Supposons le résultat vrai si 'ensemble des points fixes de f est un sous-espace affine de dimension > p. Soit A
un point de E tel que f(A) # A. Soit H 'hyperplan médiateur du bipoint (4, f(A)) et soit sz la réflexion par rapport
a H. Par définition, si M € E, siy(M) est 'unique point de E tel que H soit perpendiculaire a M sy (M) et tel que le
milieu de (M, s (M)) appartienne a H — autrement dit, que H est I'hyperplan médiateur de (M, sg(M)). On a en
particulier sg7(A) = f(A) et sy (f(A) = A

Posons alors g = sy o f. C’est une isométrie de E et g(A) = sy(f(A) = A. De plus, si M € F,on a f(M) = M,
donc Hf(A)MH = ”f(A)f(M) “ = ) AM , ce qui montre que M € H. Alors, g(M) = sg(M) = M et M est fixé par g. Cela
montre que 'ensemble des points fixes de g est un sous-espace afifne de E contenant strictement F. Par récurrence,
g est produit de réflexions : g = sj 0--- o 5. Par suite, f = syo g = sgo sy o---o s est composé de réflexions. O

Exercices. — 1) Soit f une isométrie d'un espace euclidien E. On suppose que f a un point fixe et que 7 est une
symétrie. Montrer que f est une symétrie.

2) Soit E un espace affine euclidien et soit S une sphére de E. Si x est un point de S, montrer qu'il existe un unique
hyperplan H tel que Sn H = {x}. (Caractériser son vecteur normal.)

3) Soit E un espace affine euclidien. Soit V un sous-espace vectoriel de E et soit p la projection orthogonale sur V.
Si A € E, montrer que p(A) est le point de V qui minimise la distance M A, pour M€ V.

4) Soit V1 et V» des sous-espaces vectoriels d'un espace affine euclidien E; notons sj et sp les symétries orthogo-
nales par rapport a Vj et V. A quelle condition la composée sj o s, est-elle une involution ?

5) Majorer simplement, en fonction de I’ensemble des points fixes d'une isométrie, le nombre minimal de ré-
flexions dont c’est le produit.

6) Ecrire explicitement une translation comme composée de deux réflexions.

7) Redémontrer le théoreéme 3.10 en utilisant le théoreme de décomposition des isométries, le cas des translations
et un argument de « vectorialisation ».

D. Isométries affines du plan et de I'espace

Soit E un espace affine euclidien et soit f une isométrie affine de &. Soit f = t; o g sa décompo-
sition canonique, oi1 g est une isométrie affine de & ayant un point fixe et U est un vecteur tel que
7(7[) = . Soit enfin Fix(f) I'ensemble des points fixes de f et Fix(?) I'ensemble des points fixes de 7
Si Fix(f) n'est pas vide, c’est un sous-espace affine de &7 de direction Fix(?). En outre, l'unicité de la
décomposition canonique montre que l'ona 7 = 0 si Fix(f) # @.

Cas du plan. — Supposons que dimE = 2 : E est un plan.
— SiFix(f) = E, f estl'identité.
— Si Fix(f) est une droite, f est une réflexion.
— SiFix(f) est un point A4, f est une rotation de centre A et d’angle 8 e R/2nZ, 6 # 0.

- Si Fix(f) = @, alors Fix( f ) # {0} si bien que f est ou I'identité, ou une réflexion vectorielle. Dans
le premier cas, f est une translation et g = idg. Dans le second, g est une réflexion affine et f est une
symétrie glissée.

Cas de l'espace. — Supposons maintenant que dim E = 3 : E est 'espace affine euclidien « usuel ». Nous
allons déterminer la nature géométrique de f en distinguant selon celle de f .

- SiFix(f) = E, f =id3 et f estune translation;
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— Supposons que Fix( f) soit un plan P ; soit (€1, €2) une base orthonormée de P et soit €3 un
vecteur unitaire normal 4 P. La droite R¢ 3 est stable par f, donc ¢ 3 est vecteur propre de f, de valeur
propre nécessairement égale a —1 car e 3 ¢ Fix(f ). La matrice de f danslabase (€1, €2, €3) est égale

N

1 . 2 s
a( 1 ).Autrement dit, f est une réflexion.

Soit A un point de E et soit B = f(A). Notons (x1, X2, X3) les coordonnées du vecteur AB dans la base
(€1,€2,7€3). Le vecteur 1 est caractérisé par les conditions # € vect(€1, € ) et AB-Ti orthogonal &
vect(€1, €2). Ainsi, les coordonnées de 7 dans la base (€1, €2, €3) sont égales a (x1, x2,0). Alors, f est
une symétrie si u = 0, cest-a-dire Fix( f) # 2, et une symétrie glissée sinon Fix(f) = &.

— Supposons que Fix(?) soit une droite, soit € ; un vecteur directeur de cette droite et complétons-le
en une base orthonormée (€1, € 2, € 3). Le plan engendré par (€, € 3) est stable par 7 car c’est 'ortho-
gonale d'une droite stable. En outre, la restriction de ? a ce plan n’a pas de vecteur fixe non nul. C’est
donc une rotation d’angle non nul. 1l existe finalement 6 € R/2nZ, 0 # 0 tel que la matrice de 7 dans

cette base soit
1

cosf —sinf
sinf@ cos0

Remarquons que 'on a det? =1. Ondit que ? est une rotation.

Alors, U est parallele a 1. On le détermine en choisissant A € E, B = f(A); si (x1,x2,x3) sont les
coordonnées de AB, T = x,e,.Si % = 0, on dit que f est une rotation (affine) d’axe la droite D = Fix(f).
Sinon, on dit que f est un vissage.

Langle 6 et la trace de f sont reliés par la relation 1+ 2cos6 = tr(f). En revanche, sans orientations
explicites de I’axe de la rotation et de 'espace, on ne peut pas différencier 6 de —0.

— Supposons enfin que Fix(?) = {6}. Dans ce cas, il existe une base orthonormée (¢, € 2, €3) dans
laquelle la matrice de ? est

-1
cosf —sinf
sinf cos@

Comme % € Fix(f),ona 7 = 0 et f aun point fixe. On dit que c’est une anti-rotation.






CHAPITRE 3

LE PLAN ET LESPACE

§1. Angles
A. Angles géométriques

Soit E un espace vectoriel euclidien.
Soit 1 et v des vecteurs non nuls de E. Linégalité de Cauchy-Schwarz s'écrit alors

(U, v)
NEHIER

La fonction cos: [0,77] — [—1, 1] est continue, strictement décroissante et vérifie cos(0) = 1, cos(m) = —
Il résulte du théoreme des valeurs intermédiaires qu’elle réalise une bijection de [0, 7] sur [—1, 1]. Il existe
par conséquent un unique réel 6 € [0, 7] tel que (U, V) = | U || | V|| cosb.

DEFINITION 1.1. — Ce réel 0 est appelé mesure de I'angle géométrique des vecteurs U et v .

On le note [, ¥], mais cette notation n'est pas standard. Si E est I'espace vectoriel associé 2 un
espace affine euclidien dont A, B, C sont trois points distincts, on notera BAC I'angle géométrique
[AB, AC).

On peut noter trois cas particuliers importants :

—onalu,v]=0sietseulementsi u et v sont positivement liés (angle nul) ;

—onalu,v]=mn/2sietseulementsi # L v (angle droit);

— enfin, ona [, V] = 7 si et seulement si il existe A <0 tel que ¥ = A7 (angle plat).

PROPOSITION 1.2. — Les isométries conservent les angles géométriques. Inversement, si U, v, u' et v'
sont quatre vecteurs unitaires tels que les angles géométriques (1, V] et [u', V'] soient égaux, il existe une
isométrie f deE tel que f (1) = u' et f(V)=v'.
Démonstration. — Soit f une isométrie de E. Alors f préserve produit scalaire et norme : {f (%), f(V)) = (U, D),
||f(7[) || = ||T[|| et ||f(7) || = ||Tf|| Il résulte alors de la définition des angles géométriques que [f(T[),f(_v')] =[{u,vl.
Démontrons maintenant la réciproque. Lhypothése entraine que 'on a les égalités
@, ay=,uy, @0 =@ v) et (T,7) =)
Supposons pour commencer que U et v ne sment pas colinéaires. Alors, 0 < [, V] < 7, donc il en est de méme
de u' et v/. Soient alors (e3,...,ey) et (es, en) des bases orthonormées des supplémentaires orthogonaux des

plans vect(u, V) et vect(u’, ). Les égalités de produits scalaires que I’on a alors entrainent qu'il existe une unique

isométrie f de E telle que f () = o/, f(V) = V' et f(e}) = e}. pour3< j< n
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—

Sl U et U sont colinéaires, s01t f une 1sometr1e de E telle que f(u) = u'. Si [u, 71=0,0na v = U, mais aussi
[u v ] —Oparhypothese donc U = u et f(7)= v Si en revanche [u, V] = [u v] monav=-uetv=—u,
donc f( =0 car f estlinéaire. O
Exercices. — 1) Soit 1 et v deux vecteurs unitaires. Montrer qu'il existe une réflexion f qui échange 7 et V.

2) Sidim E > 3, montrer qu'il existe une isométrie positive qui échange % et 7. (Il n'y a donc pas de notion d’angle
orienté en dimension > 3.
3) Soit % un vecteur unitaire. Déterminer 'ensemble des vecteurs v tels que

@

i, v]=0,ou6c¢€[0,1] est fixé.

B. Angles orientés dans le plan orienté

Soit E un plan vectoriel euclidien orienté.

Soit U et U deux vecteurs non nuls de E. Il existe une unique rotation de E qui applique u/ || % |
sur v/ || v H Son angle est un nombre réel bien défini modulo un multiple entier de 2, c’est-a-dire un
élément du groupe quotient R/27Z.

—

DEFINITION 1.4. — On l'appelle angle orienté des vecteurs 1 et v, et on le note (i, V).

La «rotation d’angle 7 » est 'homothétie de rapport —1. On a par suite les relations

— —
—

(U, u)=0 et (u,-u)=mn,

et, plus généralement,

== — o — —
—

(d,-v)=u,v)+n et (-u,-v)=(u,7v).
Comme la composée de deux rotations est la rotation d’angle la somme de leurs angles, on a une
relation de Chasles pour les angles orientés :

—_—

(1.5) (i, w) = (U, v)+ (v, w).

Remarque 1.6. — Posons ¢ = u/||u| et complétons € en une base orthonormée directe (¢, f). La
matrice de la rotation r d’angle 6 dans cette base est égale a (ggfg ‘Cf)isnee). Par suite (¢, r(¢)) = cosf, d’oux
I'on déduit que

(u,vy=|u|||7|cos(u, V).

En particulier, 'angle orienté détermine 1'angle géométrique. Si 6 est un représentant dans [—m, 7] de

'angle (1, V), onaalors [, 7] =10).

PROPOSITION 1.7. — Les rotations préservent les angles orientés, les réflexions les changent en leurs op-

==

posés. Réciproquement, si U, U, u v sont des vecteurs unitaires tels que (i, V) = (u 1% ), il existe une
unique rotation r telle que r(1) = W et r(v) = v et une unique réflexion s telle que s(ui) = v' et s(V) = .

COROLLAIRE 1.8 (Propriété « du parallélogramme »). — Soit 1, v, u/, v quatre vecteurs non nuls. Les
égalités

= 5= = ==

(u,v)=w',v) e (u,u)=0,v"

sont équivalentes.



§2. GROMETRIE DU TRIANGLE 41

C. Angle orienté de droites

La définition méme de I'angle orienté (u, V) entraine que si A et u sont des nombres réels strictement

—

positifs, on a (A, uv) = (U, v). Cela permet de définir la notion d’angle orienté de demi-droites. En
revanche, si A et u ont des signes distincts, on al'égalité (A, u V) = (1, V) +n. Il en résulte que la classe

modulo 7 de 'angle (, V) ne dépend que des droites D = Ru et D' = R7 engendrées par u et 7.

DEFINITION 1.9. — On l'appelle angle orienté des droites D et D’ et on note (E,-B’) la classe dans R/nZ

—

de l'angle (1, V), oit U et U sont des vecteurs directeurs arbitraires de D et D'.

PROPOSITION 1.10. — Soit D et D' deux droites affines du plan qui se coupent en un point O, soit sp et
spr les symétries orthogonales par rapport a ces droites. La composée spy o sp est la rotation de centre O et

d'angle 2(17,5’ ).

Remarquons que I'angle de droites (D, D’) est bien défini modulo 7, donc son double est bien défini
modulo 27, de sorte que cette rotation est bien définie. D’autre part, cet énoncé s’étend en un énoncé
sur la composée de deux symétries orthogonales affines par rapport a des droites concourantes.

Démonstration. — La composée des deux symétries orthogonales est une isométrie positive du plan affine dont O
est un point fixe. C’est donc une rotation de centre O et il s’agit de calculer son angle. Soit % un vecteur directeur

unitaire de D et u’ un vecteur directeur unitaire de D'. Posons ¥ = spy o sp(1) = sy (1), de sorte que spy o sp est la

—_—
rotation d’angle (", 7). Or,

—

G = (T i)+, D)
= () + (s, 55y ()
@@ T)
2@, 1),

o —

D’autre part, (u,u")=(D,D") (mod =), donc
2(u,u"H=2(D,D') (mod 2m),
ce qui conclut la démonstration. O

On peut aussi définir la notion d’angle géométrique de droites. Cela revient a identifier les angles
(D/,\D’) et (ﬁ\,D). Un tel angle posseéde une mesure bien définie 6 € [0,77/2] (celle du secteur «saillant »
délimité par les droites D et D'). Si U et W sont des vecteurs directeurs des droites D et D' , les angles
orientés (U, ;7) possibles sont alors 8, -0, m+ 0 et m — 6.

§2. Géométrie du triangle
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