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CHAPITRE 1

REVETEMENTS ET GROUPE FONDAMENTAL

§ 1.1. Revétements

DEFINITION 1.1.1 (Revétement). — Soit E et B des espaces topologiques et soit p: E —
B une application continue. On dit que p est un revétement, ou que E est un revéte-
ment de B, ou que (E, p) est un revétement, si pour tout point b de B, il existe un voi-
sinage U de b, un espace discret F et un homéomorphisme fi: U x F — p~Y(U) tel que
p(fu(x,y)) = x pourtout x€ U et tout y € F.

Pour faciliter la discussion, il est commode de séparer la définition d’'un revétement
en deux.

DEFINITION 1.1.2 (B-espace). — Soit B un espace topologique. Un B-espace est un es-
pace topologique E muni d’'une application continue p de E vers B.

On dit que B est la base du B-espace E. Une application continue s: B — E telle que
pos=idp est appelée une section de p.

Soit B un espace topologique et soit (E, p) un B-espace.

Soit U une partie de B, munie de la topologie induite, soit Ey = p~!(U) et soit
pu: Ey — U larestriction de p a Ey. Alors, (Ey, py) est un U-espace.

Soit (E', p') un B-espace, soit E” le sous-espace de E x E' formé des couples (x, x') tels
que p(x) = p'(x'), soit g: E"" — B 'application donnée par (x, x') — p(x). Alors, (E”, q)
est un B-espace, qu'on note E x g E' (produit fibré).

Lorsque B’ est un espace topologique et g: B’ — B est une application continue,
on notera Eg le sous-espace de B’ x E formé des couples (x, y) tels que g(x) = p(y) et
muni de I'application continue p’: (x,y) — x vers B'. C’est un B’-espace (changement
de base). Lorsque ¢ est 'injection d'une partie U de B dans B, la seconde projection
(x,¥) — y de Ep dans E définit un homéomorphisme de Ep sur g~ (E), de sorte que
le B'-espace (Ep/, p') s'identifie au B’-espace (Ep/, pp') introduit plus haut.



2 CHAPITRE 1. REVETEMENTS ET GROUPE FONDAMENTAL

DEFINITION 1.1.3 (Morphisme de B-espaces). — Soit B un espace topologique, soit
(E, p) et (E', p') des B-espaces. On dit qu'une application continue f: E — E' est un mor-
phisme de B-espaces si p’o f = p. On dit que c’est unisomorphisme de B-espaces si c'est
en outre un homéomorphisme.

Lorsqu’on prend pour espace B’ une partie U de B et pour application g 'injection
de U dans B, le B-espace (Ep/, p) est isomorphe au B-espace (Ey, py). En effet, les
applications f: Ey — Ep, x — (p(x),x), et g: Eg — Ey, (u,x) — x, sont continues,
bijectives, réciproques 'une de I'autre et satisfont p’o f = py et pyog=p'.

Nous allons voir qu’il y a beaucoup d’exemples non triviaux, mais commencons
d’abord par I’exemple le plus trivial qui soit.

Exemple 1.1.4 (Revétement trivial). — Soit F un espace discret, soit E = B x F et soit
p: B x F — B la premiere projection. Alors (E, p) est un revétement (qu’on dit trivial) ;
on dit que F est sa fibre-type.

On peut ainsi reformuler la définition d'un revétement en disant que c’est un B-
espace (E, p) pour lequel il existe un recouvrement de B par des ouverts U tels que
le U-espace (Ey, py) soit isomorphe a un revétement trivial. Un homéomorphisme
f: U x F — Ey comme dans la définition est appelé une trivialisation de E au-dessus
de U.

Si (E, p) est un revétement trivial de fibre-type F, alors pour tout b € B, p~1(b) est
en bijection avec F. Plus généralement, si E est un revétement et qu'il existe une tri-
vialisation de E au-dessus de U, alors les fibres p~!(b), pour b € U, sont des espaces
discrets, en bijection I'un a I'autre.

Cette remarque permet de construire facilement des revétements non triviaux.

Exemple 1.1.5 (Un revétement non trivial, pas trés intéressant)
Supposons que B soit réunion de deux parties ouvertes et disjointes, By et B,. Soit

F, et F, deux espaces discrets. Soit E la réunion disjointe des deux espaces B; x F; et
B, x F,. C’est naturellement un B-espace. Le B;-espace Ep, s'identifie a By x F;, donc
est un reveétement trivial ; le By-espace Ep, s'identifie a B, x F», donc est aussi un reve-
tement trivial. Par suite, E est un revétement de B.

Si F; et F» ne sont pas en bijection, par exemple si F; = & et F, est réduit a un point,
alors E n’est pas un revétement trivial.

Remarque 1.1.6. — Soit p: E — B un revétement. Soit U un ouvert de B au-dessus
duquel E est trivialisable. Par la formule x — f(b, x), une trivialisation f: U x F — Ey
induit des homéomorphismes F ~ p~1(b), pour tout b € U. En particulier, pour b €
U, les fibres p~!(b) sont deux a deux en bijection. Cela prouve que I'application b —
card(p~!(b)) est localement constante.
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Si B n'est pas vide et que cette application est constante, on appelle degré de p la
valeur commune des cardinaux des fibres p~!(b), pour b € B.

Si B est connexe, toute application localement constante est constante, donc un
revétement d'un espace connexe non vide a un degré. En outre, si E est connexe et
deg(p) > 1, alors E n'est pas un revétement trivial. (Sinon, E serait homéomorphe
a B x F, ou F est un espace discret; comme deg(p) > 1, F a au moins deux points,
donc B x F n’est pas connexe, contradiction.)

Voici 'exemple le plus important de tous les revétements, et, en quelque sorte, leur
pere a tous.

Exemple 1.1.7 (Le cercle). — Soit S le cercle unité dans R?, soit p: R — S 'application
donnée par p(f) = (cos(t),sin(1)). Alors, (R, p) est un revétement.

Soit A 'ouvert S; \ {(—1,0)} de S;. Pour ¢ € R, p(t) € A si et seulement si t Z 7
(mod 27); de plus, un point de A possede un argument bien défini dans |-, 7[; une
formule pour cet argument est par exemple

y
arg ,(x, y) = 2arctan ——.
84(x,y) x+1

En effet, si x = cos(?) et y =sin(t), avec || < 7, alors
y _ sin(#)  2sin(t/2)cos(t/2)
x+1 1+cos(t)  2cos2(t/2)
etcomme £/2€]-n/2,n/2[, on a t/2 = arctan(y/(x + 1)). Alors,

tan(t/2),

AXZ—>p_1(A); ((x,y),n)r—»argA(x’y)_‘_znn

est un isomorphisme de A-espaces, si bien que le A-espace (p~1(A), p4) est un revéte-
ment trivial.

De méme, soit B 'ouvert S\ {(0,1)} de S;. Pour f € R, p(t) € B si et seulement si £ #0
(mod 27) ; inversement, un point de B posséde un argument bien défini dans ]0,2x]|,

donné par la formule
Y

argg(x,y) = m —2arctan T—%
Le B-espace (p~!(B), pp) est un revétement trivial.

Comme A et B sont ouverts et recouvrent S, cela prouve que (R, p) est un revéte-
ment.

Ce n'est pas un revétement trivial. Supposons par 'absurde qu'’il existe un espace
discret F et un homéomorphisme f: §; x F — R telle po f((x,y),z) = (x, y) pour tout
(x,y) €8 et tout z € F. Comme R est connexe et non vide, il est nécessaire que F soit
un singleton. Alors, R est homéomorphe a S; x F, qui est homéomorphe a S;. Mais S;
est compact alors que R ne 'est pas; contradiction.

Il est peut-étre plus facile de visualiser ce revétement comme suit. Soit E ’ensemble

des points de R® de la forme (cos(t),sin(f),t) et soit g: E — 87 'application donnée
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par q(x,y,z) = (x,y). Alors (E, q) est un revétement. En fait, I'application f: E — R,
(x,y,2) — z, estun isomorphisme de S;-espaces.

Exemple 1.1.8. — Lapplication exponentielle exp: C — C* fait de C un revétement
(non trivial) de C*.
Par I'application z— z”, C* est un revétement (non trivial) de degré n de lui-méme.

Exemple 1.1.9 (Produit de deux revétements). — Soit B un espace topologique, soit E’
et E” des revétements de B. Alors E' xg E” est un revétement de B.

On commence par traiter le cas ot E' et E” sont triviaux de fibres-type F' et F" : si
E'=BxF' etE"=BxF", alors E' xg E" s’identifie a B x F' x F, donc est un revétement
trivial de fibre-type F' x F".

Traitons le cas général. Soit b un point de B, soit U’ un voisinage de b au-dessus
duquel E’ est trivial, soit U” un voisinage de b au-dessus duquel E” est trivial et soit
U=U'nU"; c'estun voisinage de b. De plus, (E' x g E")y est égal a E}, xy Ej, donc est
un revétement trivial puisque Ej, et E; sont des revétements triviaux.

Exemple 1.1.10 (Image inverse d'un revétement). — Soit B un espace topologique, soit
(E, p) un revétement de B. Soit B’ un espace topologique, soit f: B’ — B une applica-
tion continue. Alors Ep est un revétement de B’'.

On commence par traiter le cas ot E = B x F est un revétement trivial, de fibre-
type F. Alors, Ep est le sous-espace de B’ x B x F formé des points (x', x, y) tels que
f(x") = x; il s'identifie a B’ x F par I'application (x’, x, y) — (x/, y). En particulier, c’est
un revétement trivial.

Traitons maintenant le cas général. Soit b’ un point de B’, soit U un voisinage
de f(b') au-dessus duquel Ey est trivial et soit U’ = f~1(U); c’est un voisinage de b'.
De plus, (Ep)y est le sous-espace de Ep formé des points (x,y) de B’ x E tels que
x' € U'. 1l s'identifie donc au sous-espace de B’ x E tels que f(x') € U, ol encore a
U’ xy7 Ey. Par suite, ¢’est un revétement trivial.

Exemple 1.1.11 (Quotient). — Soit E un espace topologique, soit G un groupe formé
d’homéomorphismes de E dans lui-méme. Soit B I'espace quotient E/G : c’est I'en-
semble des orbites de G muni de la topologie la plus fine (celle qui a le plus d’ouverts
possibles) pour laquelle I'application canonique p: E — E/G, x — Og(x) est continue.
Remarquons que si V est une partie de E/G ouverte pour une topologie rendant p
continue, alors p_l(V) est ouvert dans E. Soit donc .7 la famille d’ensembles de E/G
formée des parties V de E/G tels que p~' (V) est ouvert dans E : cela fait une topologie
sur E/G (& et E/G appartiennent a .7, I'intersection de deux parties de .7 appartient
a .7, la réunion d'une famille de parties de .7 appartient a .7) et I'application p est
continue pour la topologie 7. Cette topologie est ainsi la plus fine pour laquelle p
est continue. La conséquence importante est la propriété universelle suivante : si F est
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un espace topologique, A une partie de E/G et f: A — F une application, alors f est
continue si et seulementsi fop: f~1(A) — F est continue.

Supposons que I'action de G sur E vérifie en outre la propriété suivante (on dira
qu’elle est réguliere) :

Tout point x de E posséde un voisinage ouvert U tel que la famille (g(U)) gec soit
formée d’ouverts deux a deux disjoints.

Alors, p: E — E/G est un revétement.

Soit b un point de E/G, soit x un point de E tel que p(x) = b et soit U un voisi-
nage de x tel que la famille (g(U))gec soit formée d’ouverts deux a deux disjoints. Soit
V = p(U). Observons que p~!(V) est la réunion des g(U), pour g € G : en effet, pour
y€ E,onaye p (V) siet seulement si p(x) € V, c’est-a-dire si et seulement s'il existe
y € U tel que p(x) = p(y), c'est-a-dire si et seulement s’il existe y € U et g € G tel que
x = g(y). En particulier, p~!(V) est ouvert, donc V est ouvert dans B. De plus, p induit
une bijection continue de U sur V; notons g: V — U sa bijection réciproque. Obser-
vons que la restriction a gU de la composée g o p est I'application x — g~ !x, donc est
continue. Par suite, g o p est continue et p est un homéomorphisme.

Enfin, 'application de V x G dans p~!(V) donnée par x — g- g(x) est continue et
bijective. La restriction a gU de sa bijection réciproque est 'application x — (g, g~ ' x),
donc est continue. Cela prouve que le B-espace (E, p) est trivialisable au-dessus de V.

Exercice 1.1.12. — Soit E un espace topologique et soit G un groupe d’homéomor-
phismes de E dans E.

a) L'action est réguliere si et seulement tout point de E a un voisinage U tel que
UngU=0sig#l.

b) Pour que I'action de G sur E soit régulieére, il est nécessaire que pour tout x € E et
tout g€ G, g-x # x (on dit que I'action de G sur E est libre).

¢) Si G est fini, 'action est réguliere si et seulement si elle est libre.

d) SiI'action de G est libre, il faut et il suffit, pour qu’elle soit réguliere, que tout
point de E ait un voisinage U tel que 'ensemble des g € G tels que Un gU # & soit fini
(I'action du groupe discret G est propre).

Exercice 1.1.13. — Soit p: E — B un revétement.

a) Soit x un point de E et soit a = p(x) ; démontrer qu’il existe un voisinage U de x
dans E et un voisinage V de a dans B tel que p induise un homéomorphisme de U
sur V. (On dit que p est un homéomorphisme local. Trouver un exemple d’homéomor-
phisme local qui n’est pas un revétement.)

b) Démontrer que pour tout ouvert U de E, p(U) est ouvert dans B.

¢) Démontrer que si E est séparé, alors B est séparé.
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§ 1.2. Espaces simplement connexes

DEFINITION 1.2.1. — On dit qu’'un espace topologique B est simplement connex si
tout revétement de B est trivial.

Exercice 1.2.2. — Si B est simplement connexe ; démontrer que B est connexe.
Exemple 1.2.3. — Le cercle n’est pas simplement connexe.
LEMME 1.2.4. — Soit B un espace topologique, soit p: E — B un revétement. Soit A;

et A, des parties de B telles que E soit trivialisable au-dessus de Ay, E soit trivialisable
au-dessus de Ay, et A} N Ay soit connexe et non vide. On suppose aussi que Ay et A
sont toutes deux fermées, ou toutes deux ouvertes. Alors, E est trivialisable au-dessus
de A1 U As.

Démonstration. — Posons A= AjUAz et C= AjNAz. Soit f1: A; x F1 — E4, une trivia-
lisation de E au-dessus de Aj, soit fo: Az x F, — E4, une trivialisation de E au-dessus
de Ag.

Soit z un point de C. Les trivialisations fj et f, identifient F = p~l(z) a F; et F, res-
pectivement. Notons ainsi g;: F — F; 'application telle que fi(z, g1(y)) = y pour tout
y € p~1(z). Définissons g, de facon analogue. Ce sont des bijections.

On veut définir une application f: A x F — E par la formule

flx ):{fl(x»gﬂy)) sixe Ajety€eF,
’ folx,82(y) sixeAretyeF,

pour cela, il suffit de vérifier que ces prescriptions sont compatibles pour x € A; N A,
c'est-a-dire que pour x € C et y € F, fi(x,g1(y)) = f2(x,&(y)). Fixons y € F; soit u,
I'application de C dans F donnée par fi(x, g1(y)) = f2(x, uy(x)) pour x € C; elle est bien
définie et continue. Comme C est connexe et F discret, elle est constante et u,(x) =
uy(z) pour tout x € C. Or f>(z, uy(2)) = fi(z,81(y)) = y = f2(z, g2(y)). Par suite, g2(y) =
uy(z). Ainsi, uy(x) = g2(y) pour tout x € C, et f(x, g1(y)) = fo(x, uy(x)) = f2(x, g2(y)), ce
qu’il fallait démontrer.

Les restrictions de f aux parties A; x F et A, x F sont continues. Comme A; x F
et A, x F sont toutes deux fermées ou toutes deux ouvertes, f est continue. C’est un
homéomorphisme de A-espaces de A x F sur E4. En particulier, E4 est un revétement
trivial. O

(UMeéme si c’est regrettable, cette terminologie n’est pas absolument standard. La notion d’espace sim-
plement connexe est souvent définie en termes de classes d’homotopie de lacets, ce que nous appelle-
rons « simplement connexe par arc. » Nous verrons plus tard que les deux notions coincident pour les
bons espaces.
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Exercice 1.2.5. — Soit X et Y des espaces topologiques, soit f: X — Y une application.
Soit A et B des parties de X telles que X = AU B; on suppose que f|4 et f|p sont
continues.

a) Si A et B sont toutes deux ouvertes, démontrer que f est continue.
b) Si A et B sont toutes deux fermées, démontrer que f est continue.
¢) Trouver un exemple ou f n’est pas continue.

PROPOSITION 1.2.6. — Pour tout entier n > 0, le cube [0,1]" est simplement connexe.

Démonstration. — Soit B = [0,1]" et soit p: E — B un revétement. Par définition, tout
point de [0,1]" possede un voisinage au-dessus duquel E est trivialisable. D’apres le
lemme de Lebesgue (proposition[1.2.7), il existe un entier m > 1 tel que E soit triviali-
sable au-dessus de chaque cube de la forme ]'[?:1 [%, %], ou (ky,..., k) €{1,...,m".

Cas n = 1. Par hypothese, E est trivialisable sur les fermés [0,1/m] et [1/m,2/ml],
dont l'intersection est connexe et non vide. Donc E est trivialisable sur [0,2/m]. Puis,
par récurrence sur k, on démontre de méme que E est trivialisable sur [0, k/ m] pour
tout entier k € {1, m}. En particulier, E est trivialisable.

Cas n = 2. Par hypothese, E est trivialisable sur [0,1/m] x [0,1/m] et sur [0,1/m] x
[1/m,2/m], dont I'intersection [0,1/m] x {1/m} est connexe. Par suite, E est triviali-
sable sur [0,1/m] x [0,2/m]. De proche en proche, E est trivialisable sur [0,1/m] x [0, 1].
Le méme argument démontre que pour tout entier k € {1,..., m}, E est trivialisable sur
[(k—1)/m, k/m] x [0,1]. Puisqu'il est trivialisable sur [0,1/m] x [0,1] et [1/m,2/m] x
[0,1] dont 'intersection {1/mj} x [0, 1] est connexe, le revétement E est trivialisable sur
[0,2/m] x [0,1]. Par récurrence, E est trivialisable sur [0, k/m] x [0,1] pour tout k €
{0,...,m}, donc sur [0, 1]

Traitons maintenant le cas général. Soit d € {0, ..., n} et soit j = (j1,..., jn—q) une suite
d’entiers de {1,..., m}; notons P; le pavé H?:_Id[j"%, JE’] Démontrons alors par récur-
rence sur d que le revétement E est trivialisable sur P x [0,1]¢.

L'assertion est vraie pour d = 0. Supposons-la vraie pour d — 1. Démontrons par ré-
currence sur k € {1,..., m} que le revétement E est trivialisable sur P x [0, k/ m] x [0, 1] a
D’apres le cas d — 1, c’est vrai si k = 1; plus précisément, le revétement E est alors
trivialisable sur chaque ensemble de la forme P x [(k —1)/m, k/m] x [0, 11971, §'il est
trivialisable sur P x [0, k/m] x [0,1]47!, il est alors sur P x [0, (k + 1)/m] x [0,1]%7! car
cet ensemble est la réunion des deux ensembles connexes P x [0, k/m] x [0,11%7! et
P x [kim,(k+1)/m] x [0,1]971 sur lesquels E est trivialisables et dont 'intersection,
égalea P x {k/mj} x [0, 11971, est connexe. Pour k = m, on obtient que E est trivialisable
sur P x [0,1]%. Cela démontre I'assertion voulue par récurrence sur d. Lorsque d = n,
on obtient que E est trivialisable sur [0, 1]", ce qu’il fallait démontrer. O
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PROPOSITION 1.2.7 (Lemme de Lebesgue). — Soit X un espace métrique comparct, soit
(U;)ier un recouvrement de X par des parties ouvertes. Il existe un nombre réel 6 > 0 tel
que tout ensemble A c X de diameétre < 6 soit contenu dans l'un des ouverts Uj.

Démonstration. — Pour tout x € X, fixons un nombre réel r, > 0 et un élément i, € I
tels que B(x,4r,) < U;. Puisque X est compact, il est recouvert par un nombre fini
des ensembles B(x, ry), correspondant a des points xi,..., X,. Soit 6 = min(ry,,...,ry,).
Considérons alors une partie A < X de diametre < 6 et démontrons qu’elle est conte-
nue dans I'un des U;. C’est évident si A est vide; sinon, soit a € A, soit m € {1,..., n}
tel que a € B(xy,, Ix,,). Puisque le diametre de A est < §, on a A © B(xy,1y,,), donc
Ac Uim~ O

Exemple 1.2.8. — Pour tout entier n > 1, la boule unité fermée B,, de R” (pour n'im-
porte quelle norme) est simplement connexe. En effet, B;,, esthoméomorphe a [-1,1]".

Notons ||| la norme choisie sur R” et |||, la norme donnée par (xi,...,x;) —
max(|xl,...,|x,l). Soit f: [-1,1]" — B, I'application telle que f(0) = 0 et f(x) =
(Ixlloo / I xINx si x # 0. Elle est continue; c’est évident en x # 0, ainsi qu’en 0. Elle est
bijective, sa bijection réciproque est I'application g de B, sur [-1,1]" telle que g(0) =0
et g = |yl /[[yll)ysiy#o.

Exemple 1.2.9. — Pour tout entier n > 2, lasphére S,, de R"*! est simplement connexe.

On note S, et S;, les hémispheéres positifs et négatifs de S, les ensembles des points
(x1,...,Xn+1) € Sy tels que respectivement X, > 0 et x,4+1 < 0. La projection de S},
sur R” donnée par (xi,...,Xn, Xp+1) — (X1,...,X,) est un homéomorphisme de S;,

sur B,,_1, sa bijection réciproque applique (xi,..., x,) sur (xi,..., Xn, \/1 - xf — = X2).
Par suite, S, est simplement connexe. Par symétrie, S, est simplement connexe. Enfin,
lintersection S}, N'S;, est 'ensemble des points de R" x {0} tels que x7 + -+ x% = 1;
elle est donc homéomorphe a S,_;. Puisque n > 2, S,,_; est connexe. D’apres le
lemme|[1.2.4} S, est simplement connexe.

Soit A, B, E des espaces topologiques, soit p: E — B et f: A — B des applications
continues. Un reléevement continu de f a E est une application continue g: A — E telle

que pog = .
PROPOSITION 1.2.10. — Soit B un espace topologique, soit (E, p) un revétement de B,

soit A un espace topologique et soit f : A — B une application continue. Soitg,g': A— E
deux relevements continusde f a E.

a) Lensemble des points a € A tels que g(a) = g'(a) est ouvert et fermé dans A.
b) Si A est connexe et qu'il existe a€ A tel que g(a) = g'(a), alorsg=g'.

Démonstration. — Notons C 'ensemble des points a € A tels que g(a) = g'(a).
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a) Traitons d’abord le cas ou E est le revétement trivial B x F. Alors, il existe des
applications continues y,y’: A — F telles que g(a) = (f(a),y(a)) et g'(a) = (f(a),y'(a))
pour tout a € A. Soit §: A — F x F I'application donnée par a — (y(a),Y'(a)); elle est
continue. La diagonale A de F x F est une partie ouverte et fermée, et'ona C =51 (A).
Par suite, C est une partie ouverte et fermée dans A.

Traitons maintenant le cas général. Soit x un point de A, soit b = f(x); soit U un
voisinage ouvert de b dans B tel que le revétement Ej; soit trivialisable. D’apres le cas
d’un revétement trivial, 'ensemble C n f~1(U) des points a de f~!(U) tels que g(a) =
g'(a) est ouvert et fermé dans f~1(U).

Supposons x € C; alors x € Cn f_l(U), donc Cn f‘l(U) est voisinage de x
dans f‘l(U); mais comme f ~1(U) est ouvert dans A, cela entraine que C est voi-
sinage de x dans A. Cela prouve que C est ouvert.

Inversement, supposons que x ¢ C. Posons C' = A\ C. Alors, x € C'n f~1(U) et le
méme raisonnement prouve que C'n 1 (U) est voisinage de x dans f~!(U), donc aussi
dans A. Par suite, C’ est ouvert, et C est fermé.

b) Lensemble C est ouvert, fermé et non vide. Par définition d'un ensemble
connexe, C = A. O

Exercice 1.2.11. — Soit p: E — B un revétement.

a) On suppose que E est un revétement trivial et que B est connexe. Démontrer
que pour tout point b € B et tout point x € E tel que p(x) = b, il existe une unique
application continue s: B — E telle que po s =idp et s(b) = x.

b) Soit s: B — E une application continue telle que p o s = idg. Démontrer que s(B)
est ouvert et fermé dans E.

¢) On suppose que B est connexe, localement connexe et que pour tout point x € E,
il existe une application continue s: B — E telle que po s =idp et x € s(B). Démontrer
que E est un revétement trivial.

PROPOSITION 1.2.12 (Forme générale du théoréme du relevement)

Soit p: E — B un revétement, soit f: A — B une application continue. Soit a € A,
be Betxe€E tels que f(a) = b = p(x). On suppose que A est simplement connexe. Alors,
il existe un unique relevement continu a E de U'application f, g: A— E, tel que g(a) = x.

Démonstration. — Considérons le revétement f*(E) = E4 de A; c’est le produit fibré
A xp E muni de la projection vers A. Par hypothése, ce revétement est trivial, donc il
existe un espace discret F et un isomorphisme de A-espaces t: Ax F — E4. Rappelons
aussi que A est connexe.

Tout élément z de F fournit une application continue g,: A — E telle que pog = f,
par la formule g(y) = pr,(#(y, 2)), ou p2: Axp E — E est la seconde projection. Inver-
sement, si g: A — E vérifie pog = f, posons ¢(y) = q2(t 1 (3,(y))), ot g2: AxF — F
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est la seconde projection. C’est une application continue de A dans F. Comme A est
connexe et F discret, ¢ est constante, donc de la forme g, ou z = ¢(a).

L'application z — g, est une bijection de F sur '’ensemble des relevements de f a E.
Si z est 'unique point de F tel que t(a, z) = x, I'application g cherchée est I'applica-
tion g.. O

COROLLAIRE 1.2.13. — Soit A un espace simplement connexe, soit a un point de A,
soit f: A — C* une application continue et soit u € C tel que exp(u) = f(a). 1l existe
une unique application continue g: A — C telle que exp(g(x)) = f(x) pour tout x € A et
gla) = u.

§ 1.3. Automorphismes d’un revétement

Soit p: E — Bet p': E' — B deux revétements. Un morphisme de revétements de E
dans E’ est une application continue f: E — E' telle que p'o f = p.

LEMME 1.3.1. — Si B est localement connexe, un morphisme entre revétements de B est
une application ouverte. En particulier, un morphisme de revétements est un isomor-
phisme si et seulement s’il est bijectif.

Démonstration. — Soit p: E — B et p': E' — B des revétements et soit f: E — E' un
morphisme de revétements. Soit U un ouvert de E et soit x € U. Soit a = p(x), soit V
un voisinage de a au-dessus duquel les revétements E et E’ sont trivialisables. Soit F
un espace topologique discret, soit ¢: V x F — Ey une trivialisation, soit z € F tel que
t(a, z) = x. Soit F' un espace topologique discret, soit #': V x F' — E}, une trivialisation,
soit z’' € F tel que t'(a, z) = f(x). Soit V' I'ensemble des b € V tels que t(a,z) € U; c'est
un voisinage de a dans B et il existe une unique application continue ¢: V' — F’ telle
que f(t(x,z)) = t'(x,¢(x)) pour tout x € V'. Comme B est localement connexe, il existe
un voisinage connexe W de a dans B, contenu dans V. Alors, ¢ est constante sur W, de
valeur z' puisque f(t(a,z)) = f(x) = t'(a,Z'). llen résulte que f(U) contient ' (W x{z'}),
donc est un voisinage de f(x).

La deuxiéme assertion résulte de ce que si une application continue bijective est
ouverte, sa bijection réciproque est continue. O

LEMME 1.3.2. — ) Si E est connexe, deux morphismes de revétements de E dans E'
qui coincident en un point sont égaux.

b) Si B est connexe et localement connexe, deux morphismes de revétements de E
dans E' qui coincident sur une fibre Ej, sont égaux.

Démonstration. — Observons qu'un morphisme de revétements de (E, p) dans (E', p’)
est un relevement continu a E’ de I'application p. L'assertion a) résulte de ce que si E
est connexe, deux relevements qui coincident en un point coincident en tout point.
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Soit f, g: E — E' des morphismes de revétements. Soit A1’ensemble des points a € B
tels que f,; = g4; démontrons que A est ouvert et fermé dans E. Soit a € B, soit V un
voisinage connexe de a dans B sur lequel les revétements E et E’ sont trivialisables. Soit
F un espace discret et soit ¢: V x F — E une trivialisation de E sur V; alors ¢ induit un
homéomorphisme de F sur E,, ce qui permet de supposer que F = E; etque ¢(a,y) =y
pour y € E,. De méme, soit ¢': V x E/, — E' une trivialisation de E’ sur V telle que
¢'(a,y) = y pour y € E/,. Pour tout y € F, 'application x — pr,((¢") "} (f(¢(x, ) de V
dans F’ est continue; elle est donc constante, de valeur f,(y). Cela prouve la relation

@'(x, f20) = [, 1)

pour tout x € V et tout y € E,. Par suite, si a € A, alors V c A, tandis que si a ¢ A,
alors VN A = &. Autrement dit, A est ouvert ainsi que son complémentaire dans B.
L'assertion b) en résulte, par définition d'un espace connexe. O

Si p: E — B est un revétement, on note Autg(E) I'’ensemble des automorphismes
du revétement E, c’est-a-dire 'ensemble des homéomorphismes f de E dans E tels
que po f = p. C’est un groupe pour la composition des applications. Par restriction, le
groupe Autp(E) agit sur chaque fibre Ej, de p, ou b € B.

DEFINITION 1.3.3. — On dit qu'un revétement E d'un espace topologique connexe et
non vide B est galoisien sil est connexe et si pour tout point b € B, le groupe Autg (E) agit
transitivement sur la fibre Ej,. (Par convention, l'action d’'un groupe sur l'ensemble vide
n'est pas transitive, de sorte qu'un revétement galoisien n'est pas vide.)

Exemple 1.3.4. — Soit X un espace topologique connexe et non vide, soit G un groupe
d’homéomorphismes de X agissant de facon réguliere et soit B = X/G. Alors, X est un
revétement galoisien de B et I'inclusion naturelle de G dans Autg(X) est un isomor-
phisme.

On a déja expliqué que X est un revétement de B. En outre, il résulte de la définition
du quotient d'un espace topologique que G agit transitivement sur chaque fibre de
X —B.

Chaque élément de G est un élément de Autg(X), de sorte que G est un sous-groupe
de Autp(X); démontrons que G = Autg(X). Soit g € Autg(X). Soit x un point de X, et
soit h € G tel que g(x) = h(x). Alors, g et h sont deux éléments de Aut( X) qui coincident
en x. Comme X est connexe, ona g = h.

LEMME 1.3.5. — Soit B un espace topologique non vide, connexe et localement
connexe. Soit (E,p) un revétement connexe de B. Soit G un sous-groupe de Autg(E).
Alors lUaction de Autg (E) sur E est réguliere et l'espace quotient E/ G est un revétement
de B.

Démonstration. — Soit x un point de E et soit a = p(x). Soit U un voisinage de b
dans B, soit F un espace discret et soit fi: U x F — p~!(U) une trivialisation. Soit
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y € F tel que fy(a,y) = x; posons V = fy (U x {y}). Pour g € Autg(E), observons que
g(V) = fu(U x{g(y}).Enoutre, si g #1, g(y) # y. Par suite, la famille (g(V)) geauty () €st
formée d’ouverts deux a deux disjoints, ce qu’il fallait démontrer.

La trivialisation fy; identifie I'espace discret F a la fibre E,. Alors, Autg(E) agit na-
turellement sur F. Soit g: E/G — B la projection canonique. La description précé-
dente montre que g~ (U) esthoméomorphe U x F/G. Par suite, E/G est un revétement
de B. O

PROPOSITION 1.3.6. — Soit B un espace connexe et localement connexe. Soit E un re-
vétement connexe et non vide de B. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le revétement E est galoisien.

(ii) Ilexiste b € B tel que le groupe Autg(E) agisse transitivement sur la fibre Ey,.
(iii) Lapplication canonique de E/ Autg(E) sur B est un homéomorphisme.

(iv) Lerevétementpr,: E xp E de E est trivialisable.

Démonstration. — Limplication (i)= (ii) est évidente, car B n’est pas vide.

Supposons (ii). Alors, E/ Autg(E) est un revétement de B, et sa fibre en b est réduite
a un point. Comme B est connexe, ce revétement est de degré 1. C’est donc un isomor-
phisme, d’ot (iii).

Supposons (iii). Soit f: E x Autg(E) — E xp E I'application donnée par (x,g) —
(x, g(x)). C’est un morphisme de revétements. Il est injectif car si (x, g(x)) = (x/, g'(x)),
ona x = x' et g(x) = g'(x); par suite, g'g"! fixe x et, E étant connexe, g'g"! = 1, d’oir
g’ = g. ll est surjectif : en effet, soit (x, y) € E xg E; alors x et y ont méme image dans B,
donc il existe g € Autg(E) tel que y = g(x), de sorte que (x, y) = f(x, g). Par conséquent,
f estun isomorphisme de revétements, d’ou (iv).

Si (iv) est vérifié, soit F un espace discret et f: Ex F — E x g E une trivialisation du re-
vétement (E x g E, pr,). Soit x, x’ deux points de E tels que p(x) = p(x'). Il existe y € F tel
que f(x,y) = (x,x). Alors, 'application ¢: E — E, u— pr,(f(u, y)), est un morphisme
de B-espaces tel que ¢(x) = x'. Il existe aussi y' € F tel que f(x',y") = (X, x), de sorte
que ¢': E — E, u— pr,(f(u,y’) est un morphisme de B-espaces tel que ¢(x') = x.
Alors, ¢’ o ¢ est un morphisme de revétements qui fixe x, donc est 'identité de E, car
E est connexe. De méme, @ o ¢’ = idg. Par suite, ¢ € Autg(E). Nous avons donc prouvé
que Autpg(E) agit transitivement sur toute fibre de p, donc E est galoisien. O

PROPOSITION 1.3.7. — Soit B un espace topologique non vide, connexe et localement
connexe. Soit E un revétement galoisien de B et soit G un sous-groupe de Autg(E).

Alors, Autg(E/G) = N(G)/G, oit N(G) est le normalisateur de G dans Autg(E). En
particulier, E/G est un revétement galoisien de B si et seulement si G est distingué
dans Autg(E).

Démonstration. — Onnote q: E— E/Getr: E/G — B les projections canoniques.
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Si g € N(G), alors g agit par passage au quotient sur E/G, donc définit un élément [g]
de Autg(E/G).Si g € G,on a [g] = id, d'ou un homomorphisme de groupes N(G)/G —
Autp(E/G). Démontrons que cet homomorphisme est injectif. Soit x € E et supposons
que [gl(g(x)) = g(x). Alors, il existe h € G tel que g(x) = h(x); comme E est connexe,
h = g. Démontrons que cet homomorphisme est surjectif. Soit ¢ € Autg(E/G), soit x
un point de E et soit h € Autg(E) tel que ¢(q(x)) = q(h(x)). Alors, les deux applica-
tions de E dans E/G données par y — ¢(q(y)) et y — q(h(y) sont des morphismes de
revétements qui coincident en x; comme E est connexe, ils coincident en tout point.
Autrement dit, ¢(g(y)) = q(h(y)) pour tout y € E. En particulier, si g € G, ¢(g(x)) =
@(x) = q(h(x)) = q(h(g(x))), donc il existe g’ € G tel que g'(h(x)) = h(g(x)). Par suite,
g'h=hget hgh_1 € G. Cela prouve que h € N(G) et ¢ = [h].

Pour que E/G soit galoisien, il faut et il suffit que pour tout g € Autg(E), il existe h €
N(G) tel que h(q(x))) = q(g(x)), ce qui, par le méme argument, entraine g € N(G). O

§ 1.4. Chemins, groupoide fondamental

DEFINITION 1.4.1. — Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une ap-
plication continue c de l'intervalle 0,1] dans X. On dit que c(0) est son origine et c(1)
son terme. On dit que c est unlacet si c(0) = c(1), c’est-a-dire si son origine et son terme
coincident.

DEFINITION 1.4.2. — Soit X un espace topologique. On dit que des chemins c et d
dans X sont juxtaposables si le terme de c égale l'origine de d. Dans ce cas, le chemin
juxtaposé c * d est défini par la formule

c(2t) pour0 < r<1/2,

(cxd)(t) =
d2t-1) pourl/2<t<1.

Lorigine du chemin c * d est celle de c ; son terme est celui de d.

DEFINITION 1.4.3. — Soit X un espace topologique. Soit ¢ un chemin dans X. Le che-
min ¢ défini par ¢(t) = c(1 — t) est appelé chemin opposé a c; son origine est le terme
de c, son terme est l'origine de c.

On a ¢ = ¢ pour tout chemin ¢ dans X. Si ¢ et d sont juxtaposables, d et ¢ le sont et
cxd=dxC.

DEFINITION 1.4.4. — Soit X un espace topologique. On dit que des chemins c et ¢; sont
librement homotopes s'il existe une application continue c: [0, 112 > X telle que cy(t) =
c(0,1) etci(t) = c(1, 1) pour tout t € [0,1]. On dit qu'ils sont strictement homotopes si l'on
ade plus c(s,0) = cy(0) et c(s,1) = co(1) pour tout s € [0,1].
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Deux chemins strictement homotopes ont méme origine et méme terme. Une ap-
plication ¢ comme dans la définition est appelée homotopie libre (resp. homotopie
stricte) d’origine c( et de terme c;.

LEMME 1.4.5. — Les relations «cy et ¢y sont librement (resp. strictement) homotopes »
sont des relations d’équivalence dans l'ensemble des chemins dans X.

Démonstration. — Pour tout chemin ¢ dans X, I'application (s, ) — c(¢) est une ho-
motopie stricte (donc libre) d’origine c et de terme c; cela prouve que les relations sont
réflexives.

Soit c: [0,1]?> — X est une homotopie libre, resp. stricte, d’origine cy et de terme c;.
Alors (s, t) — c(1—s, t) est une homotopie libre, resp. stricte, d’origine c; et de terme cy.
Ces relations sont donc symétriques.

Soit ¢: [0,1]2 — X une homotopie libre, resp. stricte, d’origine ¢y et de terme c; ;
soit ¢’: [0,1]2 — X une homotopie libre, resp. stricte, d’origine c; et de terme c,. Soit
c¢": [0,1]> — X I'application donnée par ¢"(s, 1) = c(25,1) si0 < s < 1/2 et t € [0,1], et
parc”(s,t) = c(2s—1,1)si1l/2 < s<1ette€[0,1]. Elle est continue. C’est une homotopie
libre, resp. stricte, d’origine ¢y et de terme c,. Ces relations sont donc transitives. O

LEMME 1.4.6. — Soit ¢ un chemin dans X. Soit f: [0,1] — [0, 1] une application conti-
nue croissante telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. Alors le chemin co [ est strictement homo-
tope a c.

Démonstration. — Soit h: [0,1]% — [0,1] I'application donnée par h(s, t) = c((1 - s)t +
sf(1)). C'est une homotopie stricte d’origine c et de terme co f. O

PROPOSITION 1.4.7. —  a) Soit ¢y, c1,dy, d1 des chemins dans X. Supposons que cy et
c1 sont strictement homotopes, que dy et d, sont strictement homotopes, et que c et d
sont juxtaposables. Alors ¢, et dy sont juxtaposables et ¢, * d, est strictement homotope
a Co * do.

b) Soit ¢y, c1, c2 des chemins dans X. On suppose que cy et ¢; sont juxtaposables, et
que c et ¢, sont juxtaposables. Alors, cy * ¢ et ¢, d'une part, ¢y et ¢y * ¢, d'autre part sont
juxtaposables et les chemins (cy * 1) * ¢y et ¢ * () * ¢2) sont strictement homotopes.

¢) Soitc un chemin dans X, soit x = c(0) et soit y = c(1). Notons ey le chemin constant
d’'image x et ey, le chemin constant d’image y. Alors, les chemins c, ey * ¢ et ¢ x e;, sont
strictement homotopes.

d) Soit cy, c, des chemins dans X. Si ¢y et ¢, sont strictement homotopes, alors'cy et ¢,
sont strictement homotopes.

Démonstration. —  a) Soitc: [0,112 = X, d: [0,1]> — X des homotopies strictes res-
pectivement d’origine ¢, et de terme c;, d’origine dj et de terme d;. Soit h: [0, 112 —
X l'application donnée par h(s,t) = c(s,2¢t) pour s € [0,1] et 0 < t < 1/2 et h(s, 1) =
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d(s,2t—1) pour s€ [0,1] et 1/2 < £ < 1. C’est une homotopie stricte d’origine ¢y * dy et
de terme ¢y * d;.

b) Les deux chemins ¢ = (¢ * ¢1) * ¢z et ¢’ = ¢y * (c1 * ¢p) different juste d'un pa-
ramétrage. Dans le premier cas, ¢y est parcouru a vitesse 4 sur [0,1/4], c¢; a vitesse 4
sur [1/4,1/2] et ¢, avitesse 2 sur [1/2,1]; dans le second, ¢, est parcouru a vitesse 2 sur
[0,1/2], c; et cp a vitesse 4 sur [1/2,3/4] et [3/4,1] respectivement. Soit f: [0,1] — [0,1]
I'application affine par morceaux telle que

t/2 site[0,1/2],
f(y=R31¢t-1/4 site[l/2,3/4],
2t—1 site[3/4,1].

On a /(1) = c¢(f (1)) pour tout ¢ € [0,1]. Comme f(0) =0 et f(1) =1, ¢ et ¢ sont stricte-
ment homotopes.

c) Onacx*ey(t)=c(f(1),ou f:[0,1] — [0,1] est définie par f (1) =2rsit€[0,1/2] et
f () = 1 sinon. Par suite, ¢ et ¢ * e, sont strictement homotopes. On prouve de méme
que ey * c et ¢ sont strictement homotopes.

d) Si c: [0,1]> — X est une homotopie stricte d’origine ¢, et de terme c;, alors
c': [0,1]> — X définie par c'(s, t) = ¢'(s,1 — t) est une homotopie stricte d’origine ¢, et
de terme ¢. O

On note @(X) I'ensemble des classes d’homotopie stricte de chemins dans X. Par
passage au quotient, on définit deux applications, 0: ®(X) — X et £: ®(X) — X, ou
o(y) et t(y) sont!’origine et le terme d'un chemin quelconque de la classe y ; on dit que
o(y) et t(y) sont I'origine et le terme de y. Si x, y € X, on note aussi @y, ,(X) I'ensemble
des classes d’homotopie stricte y telles que o(y) = x et t(y) = y.

On dit que des classes d’homotopies strictes y et y’' sont composables si (y) = o(y’).
Soit alors ¢ un chemin quelconque de la classe y et ¢’ un chemin quelconque de la
classe y'. Les chemins c et ¢’ sont juxtaposables, et on note yy’ la classe d’homotopie
stricte du chemin ¢ * ¢’; cela ne dépend pas du choix de ¢ et ¢’. On a o(yy’) = o(y) et
tyy) = t(y).

On notera y ! la classe d’homotopie stricte du chemin ¢, ot ¢ est un chemin quel-

conque de la classe y.Ona o(y™!) = t(y) et t(y ) = o(y). De plus, (y )t =7y.
Pour x € X, on note ¢, la classe du chemin constant en x.
THEOREME 1.4.8. — Lensemble ®(X) muni des deux applications o et t et des lois de

compositions
D,y (X) X @y,7(X) = Dy, z(X)
vérifient les propriétés suivantes :
— associativité : (yy)y" =y(y'y");
— éléments neutres : poury € @y, y(X), Exy = Y€y =7y,



16 CHAPITRE 1. REVETEMENTS ET GROUPE FONDAMENTAL

— inverses: poury € @y ,(X), yy ' =ex ety 'y =¢,.

Ces propriétés constituent ce qu'on appelle une structure de groupoide; on dit que
®(X) est le groupoide fondamental de X.

DEFINITION 1.4.9 (groupoide). — Un groupoide est la donnée d'un ensemble X
(« points »), d’ensembles Gy, pour tout (x,y) € G («fleches »), de lois de composition
Gx,y x Gy,z — Gy . notée (g, h) — gh, vérifiant les propriétés suivantes :

- pourx,y,z,t € X, g€ Gy y, h€ Gy, k€ Gy, glhk) = (gh)k (associativité) ;

— pourtout x € X, il existe ex € Gy x tel que exg = g pour tout y € X et tout g € Gy, y, et
gex = g pour tout y € X et tout g € Gy, (éléments neutres);

— pour tous x,y € X et tout g € Gy,y, il existe h € Gy tel que gh = e et hg = e,
(inverse).

Comme pour un groupe, il existe au plus un élément e, tel que e g = g pour tout
g€ G,y etge, = gpourtout g € Gy,,; en effet, si e, et e/, vérifient cette propriété, alors

— I !
ex=exe,=é,.

Si G est un groupoide d’ensemble de points X, alors pour tout x € X, Gy x est un
groupe muni de la loi du groupoide G, d’élément neutre ey.

COROLLAIRE 1.4.10. — Pour tout x € X, la loi de groupoide de X munit I'ensemble
7m1(X, X) = @y, x(X) d’'une structure de groupe.

On dit que 7, (X, x) est le groupe fondamental de X en x.

PROPOSITION 1.4.11. — Soit X un espace topologique, soit x et y des points de X, soit
0 la classe d’homotopie stricte d'un chemin d’origine x et de terme y. Lapplicationy —
67 Yy6 de w1 (X, x) dans 1(Y, y) est un isomorphisme de groupes.

Remarque 1.4.12. — Si I'on enleve la derniére condition de la définition d'un grou-
poide, on obtient celle d'une (petite) catégorie. Un groupoide est donc une catégorie
dont toute fleche est inversible, formulation qui est parfois prise comme définition.

On peut aussi se donner un ensemble G, une partie C de G x G et une application
m: C — G vérifiant les propriétés suivantes :

— Les applications de C dans G x G données par (f,g) — (f,m(f,g) et (f,8) —
(m(f, g), g) sontinjectives.

— Si g, h,k € C sont tels que (g, h) € C et (h, k) € C, alors (m(g, h), k) et (g, m(h, k))
appartiennent a C et m(m(g, h), k) = m(g, m(h, k)).

- Pour tout g € G, il existe 0(g), t(g) et g’ € G tels que les couples (g, t(g)), (0(g), g),
(g, g) et (g',g) appartiennent a C et que 'on ait m(g,t(g)) = g = m(o(g),g) et
m(g,g') =o(g).

Cela fournit un groupoide ; on définit par exemple X comme I’ensemble des g € G tels
que (g,8)Cetm(g,g) =g8.
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§ 1.5. Fonctorialité et invariance par homotopie du groupoide de Poincaré

LEMME 1.5.1. — Soit f: X — Y une application continue entre espaces topologiques.
Si ¢y et ¢ sont des chemins strictement homotopes dans X, les chemins focy et foc;
dans Y sont strictement homotopes.

Démonstration. — C’est presque évident : si h: [0,1]> — X est une homotopie stricte
d’origine ¢y et de terme c;, foh estune homotopie stricte d’origine focy et de terme fo
Ci. ]

Il existe donc une application f.: ®(X) — @(Y) qui associe a la classe d’homotopie
stricte Y d'un chemin c la classe f.(y) du chemin foc.
Sif: X—Yetg:Y — Zsontdes applications continues, (go f)« = g«© f«.

LEMME 1.5.2. — Lapplication f.: ®(X) — ®(Y) est un morphisme de groupoides :
pour tous x, y,z € X, tout’y € @y, (X) et tout 6 € @y,.(X), fi(yd) = fi(y) f+ ().
Pour toutx € X, f. induit un homomorphisme de groupes demn (X, x) dansm (Y, f(x)).

Démonstration. — La encore, cela résulte directement des définitions. Si ¢ et d sont
des chemins dans X de classes y et §, yd est la classe de ¢ * d f.(yd) est la classe de
fo(c#*d).Ladéfinition de la juxtaposition des chemins entraine que fo(c*d) = (fo
¢) * (fod).Alors,

fyd)=I[foelcxd)l=1(foc)* (fod)l=I[focllfodl= fi(y)f (). O

DEFINITION 1.5.3. — Soit f,g: X — Y des espaces topologiques. On dit que f et g sont
homotopes s'il existe une application continue h: X x [0,1] — Y telle que h(x,0) = f(x)
et h(x,1) = g(x) pour tout x € X.

Une telle application & est appelée homotopie d’origine f et terme g. La relation « f
est homotope a g » est une relation d’équivalence.

Si f et g sont homotopes, alors ko f et ko g sont homotopes, pour toute application
continue k: Y — Z, de méme que fop et gop, pour toute application continue p: Z —
X.

PROPOSITION 1.5.4. — Soit f,g: X — Y des applications continues et soit h une ho-
motopie d'origine f et de terme g. Soit x un point de X.

a) Soit ¢ un lacet dans X en x et soity € m1(X, x) sa classe d’homotopie stricte. Soit
d: [0,1] — Y le chemin d'origine f(x) et de terme g(x) dans Y donné par d(t) = h(x, t).
Dans le groupe (Y, g(x)), ona g«(y) = [d]‘lf* (pld].

b) En particulier, si h(x, t) = f(x) pour tout t € [0, 1], alors f, = g«.

Démonstration. — Pour (t,s) € [0,1] x [0, 1], posons ¢(t,s) = h(c(f),s). Pour t € [0,1],
on a donc d(t) = h(x,t) = ¢(0,1) = ¢(1,1), goc(t) = h(c(H),l) = @(t,1) et foc(t) =
h(c(t),0) = ¢(t,0). Ainsi, d * goc = hou, ou u: [0,1] — [0,1]2 est la juxtaposition du
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chemin ¢ — (0, t) et du chemin ¢ — (¢,1), tandis que foc*d = hov,ou v: [0,1] — [0, 112
est la juxtaposition du chemin ¢ — (£,0) et du chemin ¢ — (1, ). Les chemins u et v
dans le carré [0, 1]? ont tout deux pour origine (0, 0) et pour terme (1,1) ; 'application w
donnée par w(s, t) = (1 - 1) u(s) + tv(s) est une homotopie stricte d’origine u et terme v.
Par suite, d * goc et foc* d sont strictement homotopes, ce qu'il fallait démontrer.
La seconde assertion en découle. O

On dit qu'une application continue f: X — Y est une homéotopie s’il existe une ap-
plication continue g: Y — X telle que f o g soithomotope aidy et go f soit homotope
aidy. On dit que g est inverse de f a homotopie pres.

COROLLAIRE 1.5.5. — Si f est une homéotopie, alors f.: m1(X,x) — m (Y, f(x)) est un
isomorphisme.
Démonstration. — Soit g un inverse de f a homotopie pres. Comme g o f est ho-

motope a idy, il existe un chemin d dans X, d’origine x et de terme g(f(x)), tel que
(go )« () = [d)™ ({dx)« (y)[d] = [d]"'y[d]. Par suite, ’Thomomorphisme

mi(gof,x): mi(X,x) — m (X, g(f(x))

est un isomorphisme. Puisque m;(go f,x) = m1(g, f(x)) o1 (f, x), 'Thomomorphisme
m1(f, x) est injectif et 'homomorphisme 7, (g, f(x)) est surjectif. Lapplication g étant
aussi une homéotopie, 'homomorphisme (g, f(x)) est injectif; c’est ainsi un iso-
morphisme. Par conséquent, 7, (f, x) est un isomorphisme. O

Exemple 1.5.6. — Si X est homéotope a un point, on a 71 (X, a) = {1} pour tout a € X.
Cela se produit si X est une partie convexe et non vide d'un espace vectoriel normé, ou
plus généralement une partie étoilée en un de ses points a. En effet, soit f l'injection
de {a} dans X, soit g 'application de X dans {a} donnée par g(x) = a pour tout x; soit
hT'application de X x [0, 1] dans X donnée par h(x, t) = (1—t)a+ tx. Lapplication h est
une homotopie. Ona fog=id, et fog = hy esthomotope a h; =idy.

Soit X un espace topologique et soit A une partie fermée de X Une contraction de X
sur A est une homotopie h: [0,1] x X — X telle que h(0, x) = x et h(1,x) € A pour tout
x € X, et h(t,a) = a pour tout ¢ € [0,1] et tout a € A. Lapplication x — h(1, x) est une
rétraction de X sur A; on dit parfois que c’est une rétraction par déformation. On dit
aussi que X se contracte sur A. Alors, I'injection de A dans X et la rétraction de X sur A
sont des homéotopies inverses I'une de 'autre. Si A est réduit a un unique élément x,
on dit aussi que X est contractile en x.

Exemple 1.5.7. —  a) Soit X une partie d'un espace vectoriel normé qui est étoilée
en un de ses points a; I’homotopie décrite dans I'’exemple précédent est une contrac-
tion de X sur {a}; cela prouve que X est contractile en a.
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On prendra garde qu'il existe des espaces qui sont homéotopes a un point mais ne
sont contractiles en aucun point, et des espaces qui sont contractiles en un point, mais
pas en tout point.

b) Lapplication (¢,x) — (1—-)x+ tﬁ est une contraction de R\ {0} sur S,,_;. Géo-
métriquement, c’est une contraction radiale vers la sphére.

¢) Soit a et b deux points distincts de R”. On pose r = |[a— bl /2 et on note Y =
S(a,r)u S(b,r) la réunion des deux spheres de centres a et b et de rayon r; elles sont
tangentes en ¢ = (a + b)/2. Alors il existe une contraction de R" \ {a, b} sur A. Voici
une construction possible. Dans les deux boules, ainsi que dans les deux demi-espaces
définis par les équations (x,b—a) < (a,b—a) etet (b,b— a) < (x,b— a). on consideére
la contraction «radiale » construite précédemment. On pose donc

x=al (ab-a,

Bt 1-Hx+tla+r2=%) si0O<|x—all<rou{x,b—a)<
y X) =
(1-Dx+ttb+ rﬁ) si0< |lx—=bl|l <rou{x,b—a)>{(b,b—a).

Dans la zone intermédiaire, définie par |[x—al > r, Ix—bll > r et (a,b—a) < {(x,b—
a) < (b,b— ay, on va effectuer une contraction « verticale », c’est-a-dire dans le plan
(xab) et perpendiculairement a (ab). La projection orthogonale de x sur (ab) dans
ce plan est le point p(x) = a+ zl—r(x —a,b— a). image y de x par la rétraction sera
un point de la spheére S(a,r) si (x,b—a) < {(c,b— a) et un point de la sphere S(b,r)
sinon. On écrit y sous la forme y = p(x) + u(x)(x — p(x)), ou u(x) € [0,1], il s’agit de
déterminer u(x) et de vérifier que 'application u est continue.

Supposons d’abord (x, b—a) < {(c,b—a), c’est-a-dire (x—a,b—a) < 2r2. Le théoréme
de Pythagore entraine

||x—a||2:||p(x)—a||2+||x—p(x)||2 et r2:||p(x)—a||2+u(x)2 ||x—p(x)||2,

d’ou
1/2

4r* —(x—a, b - a)?
u(x) = 5
4r2||x—all* = {(x—a,b— a)?
Dans le cas ou (x,b—a) > {c,b— a), on pose
ar* — (x— b, b - a)? )
4r2||x—b|> - (x—b,b— a)?
Finalement, si{a,b—a) < {(x,b—a) <(b,b—a) etsi|x—al >ret|x—b| >r, onpose

1/2

u(x) = (

h(t,x) =10 -tx+t(p(x)+ ulx)(x - p(x))).

Pour finir, on vérifie que les formules données coincident lorsqu’elles sont simultané-
ment définies. On a ainsi construit une application i: R"\ {a, b} — S(a,r)uS(b,r). Les
6 parties de R"\{a, b} définiespar0< [|[x—all <7, 0<[[x—b|| <1, {(x,b—a) <{a,b—a),
(a,b—ay <{x,b—a) <{c,b—a) etmin(|x—al,llx-bl) =71, {c,b—a) <{(x,b—a) <
(b,b—a) etmin(||x—all,llx—=bl) = r,et{x,b—a) > (b, b—a), forment un recouvrement
de R""\{a, b}. Par construction, pour chacune de ces parties, disons P, la restriction de h
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a [0, 1] x P est continue. Par suite, & est continue. C’est une contraction de R”\ {a, b} sur
S(a,r)uS(b,r).

d) Une construction analogue démontre que si xi, ..., X, sont m points de R”, ali-
gnés et dans cet ordre, et si Sy, ..., S;; sont des spheres de R” telles que 'intérieur de S;
contienne x; mais aucun des autres points, et telles que S; et Sy, resp. S» et Ss, etc.,
soient tangentes, alors R” \ {xy,..., x,;} posséde une contraction sur S; U---U Sy,.

e) Lorsque les points xi,..., x,, ne sont pas alignés, il faut s’y ramener en construi-
sant un homéomorphisme de R” dans lui-méme qui applique ces points sur des points
alignés. Voici comment faire lorsque n = 2 (le cas général se prouve de facon simi-
laire, par récurrence). On choisit une direction de droite telle qu’aucun des vecteurs
Xj — x; ne soit parallele; c’est bien str possible car il n’y a qu'un nombre fini de mau-
vaises directions. On considere alors la projection de R? sur R parallélement a la di-
rection fixée; les points x,..., X, ont des images distinctes. Quitte a changer de base
et renuméroter les points, on suppose donc que les coordonnées (a;, b;) des x; sont
telles que a; < a; < --- < a;,. Soit P: R — R une application ¢"*°, par exemple un po-
lyndme, telle que P(a;) = b; pour tout i. Alors I'application h: R> — R? donnée par
h(a,b) = (a,b— P(a)) est un difféomorphisme de classe ¥ du plan dans lui-méme
qui applique les points x; sur les points (a;,0), ..., (am,0).

Observons aussi que l'application H: [0,1] x R> — R? donnée par H(t,(a, b)) =
(a,b— tP(a)) est une homotopie dont l'origine est I'identité, le terme est le difféo-
morphisme #h, et telle que pour tout ¢, 'application H;: (a,b) — H(t,(a,b)) est un
difféomorphisme de R? dans lui-méme. On dit ainsi que H est une isotopie et que h est
isotope a I'identité.

§ 1.6. Homotopie et revétements

PROPOSITION 1.6.1. — Soit p: E — B un revétement; soit b un point de B et soit x €
p~lb).

a) Pour tout chemin ¢ dans B d'origine b, il existe un unique chemin ¢ dans E d’ori-
ginex telquepoC=c.

b) Soit ¢ et d des chemins dans B d'origine b qui sont strictement homotopes. Les
chemins ¢ et d d'origine x ans E tels que po¢ = c et pod = d sont strictement homotopes.
En particulier, ils ont méme terme.

Avec les notations de la proposition, observons que le chemin ¢ est un relevement
a E du chemin c.

Démonstration. —  a) Compte tenu du théoreme du relevement (proposition[1.2.12),
cela découle de ce que 'intervalle [0, 1] est simplement connexe (proposition|1.2.6).

b) Soit h une homotopie stricte d’origine c et de terme d. Comme le carré [0, 112 est
simplement connexe, il existe une unique application continue 7: [0,1]2 — E telle que
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h(a) = x et po h = h. Démontrons que & est une homotopie stricte d’origine ¢ et de
terme d.

Alors, I'origine hy: t — h(0, t) de ’homotopie / est un chemin dans E tel que pohy =
c et hip(0) = x; on a donc hy = ¢, c’est-a-dire h(0, 1) = &(¢) pour tout .

Le chemin s — £(s,0) est un chemin dans E dont le composé avec p est le chemin
s— h(s,0) = b; deplus, 2(0,0) = x; par suite, i(s,0) = x pour tout s € [0,1] carle chemin
constant vérifie ces conditions et qu'il n’y en a qu'un. En particulier, /(1,0) = x.

Le terme /; de I’homotopie & est un chemin dans E tel que po i, = d et h1(0) = x.
Par suite, 17L1 =d.

Enfin, le chemin s — /(s,1) est un chemin dans E dont le composé avec p est I'ap-
plication constante s — h(s,1), car h est une homotopie stricte. Nécessairement, ce
chemin est constant et 'on a i(s,1) = /(0,1) pour tout s € [0, 1]. Cela démontre que h
est une homotopie stricte ; son origine est ¢, son terme est d. O

COROLLAIRE 1.6.2. — Soit p: E — B un revétement, soit x, y, z des points de E.

a) Siy€dy,y(E) etd € @y, (E) vérifie p.(y) = p«(0), alorsy =z ety =6.
b) Lapplication p.: @y,y(E) — @p(x),p(y) (B) est injective.
¢) Le morphisme de groupes p.: m1(E,x) — m1(B, p(x)) est injectif.

Démonstration. —  a) Soit ¢ et d des chemins dans les classes y et 8. Si p.(y) =
p+(8), les chemins ¢ = poé et d = pod sont strictement homotopes. Comme ¢ et d
ont méme origine, ils sont strictement homotopes et ont méme terme, d’ot1 y = 6.

b) C’estle cas particulier du a) ou y = z.

c) C’estle cas particulierdua) oux =y = z. O

Cela permet de définir une action (a droite) du groupoide @(B) sur un revétement
p: E — B, relativement a sa projection p. Soit y € @y, (B) et soit x € p~1(b). D’apres
la proposition, le terme ¢(1) d'un chemin ¢ d’origine dans E tel que ¢(0) = x et po ¢
appartienne a la classe y ne dépend que de y et de x; on le note x-y; c’est un point
de p~1(D").

Observons que x- &y = X.

Siy € apy(B)etd € @y (B), alors x- (yd) = (x-7y)- 4. Soit en effet ¢ un chemin
dans la classe v, soit ¢ un chemin dans E tel que ¢(0) = x et po ¢ = c. En particulier,
x-y = &(1). On a p(é(1)) = b'; soit d un chemin dans la classe & et soit d un chemin
dans E tel que d(0) = ¢(1); on a donc d(1) = ¢(0)-6 = (x-y)-6. De plus, C et d sont
juxtaposables et ¢ * d est un chemin dans E d’origine x tel que po (¢ * d)=c+d;ona
donc x- (yd) = d) = (x-y)-6.

Ainsi, les applications (x,y) — x-y de p_l (b) x @y, (B) dans p_l (b") vérifient des rela-
tions similaires a celles d'une action a droite d'un groupe sur un ensemble. On dit que
’on a défini une opération a droite du groupoide fondamental ®(B) sur E, relativement

ap.
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En particulier, pour tout b € B, le groupe 71 (B, b) agit a droite dans p‘l (b).

PROPOSITION 1.6.3. — Soit p: E — B un revétement, soit a un point de B et soit x €
p~(a).

a) Lorbite de x pour l'opération de | (E, a) sur p_1 (a) est l'intersection de E,; et de la
composante connexe par arcs de x dans E.

b) Supposons que B soit connexe par arcs. Pour que E soit connexe par arcs, il faut et
il suffit que l'opération de m1(E, a) sur p~'(a) soit transitive.

c) Le fixateur de x est le sous-groupe p. (1 (E, x)) demy(B, a).

Démonstration. —  a) Pour qu'un point y € E, appartienne a 'orbite de x pour
I'opération de 7, (E, a), il faut et il suffit que ce soit le terme d’'un chemin d’origine x
dans E, c’est-a-dire qu’il appartienne a la composante connexe par arcs de x dans E.

b) Si E est connexe par arcs, l'assertion précédente montre que l'opération
de mi(E,a) sur E, est transitive. Inversement, supposons cette opération transi-
tive et démontrons que E est connexe par arcs. Soit y un point de E, soit b = p(y) et
soit ¢ un chemin dans B d’origine a et de terme b; il en existe car B est connexe par
arcs. Soit y sa classe d’homotopie stricte et soit z = y - y; par construction, le point z
appartient a E, et est dans la méme composante connexe par arcs de E que y. Par
hypotheése, le point z appartient a la méme composante connexe par arcs de E que le
point x. Par suite, y et x sont dans la méme composante connexe par arcs de E, donc
E est connexe par arcs.

c) Soity € w1 (B, a). Pour que vy fixe x, il faut et il suffit que le terme de 'unique classe
de lacets y € ®(E) d’origine x qui reléve y soit égal a x, c’est-a-dire que y € m; (E, x).

O

On dit qu'un espace topologique est localement connexe par arcs si tout point pos-
sede une base de voisinages connexes par arcs.

Par exemple, R” est localement connexe par arcs car les boules B(a, r) sont connexes
par arcs et forment une base de voisinages de la topologie de R”.

Remarque 1.6.4. — Soit B un espace topologique localement connexe par arcs.

a) Tout ouvert de B est localement connexe par arcs.

b) Soit A une partie de B, soit a un point de A et soit Ay la composante connexe
par arcs de a dans Ay. Si a est intérieur a A, alors a est intérieur a Ay. En effet, soit V
un voisinage de a connexe par arcs et contenu dans A (il en existe, par définition d'un
espace localement connexe par arcs). Alors, V U Aj est connexe par arcs (deux point
de V, ou deux points de Ag sont reliés par un chemin, car V et Ay sont connexes par
arcs; un point de V est relié a un point de Ay en passant par le point a). Par définition
d'une composante connexe par arcs, on a donc V U Ay c Ay, C’est-a-dire V c Ay.

¢) Les composantes connexes par arcs de B sont ouvertes dans B.
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d) Si B est connexe, alors B est connexe par arcs.

En effet, les composantes connexes par arcs de B forment une partition de B en
sous-espaces ouverts. Si A est une composante connexe par arcs de B, son complé-
mentaire est aussi ouvert puisque c’est la réunion des autres composantes connexes
par arcs. Par suite, A est fermé. Comme B est connexe (et Anon vide), ona A = B.

PROPOSITION 1.6.5. — Soit p: E — B un revétement, soit f: A — B une application
continue, soita€ A, be Betx € E tels que f(a) = b = p(x). On suppose que A est connexe
et localement connexe par arcs. Pour qu'il existe un relevement continua E de,g: A— E,
de l'application f tel que g(a) = x, il faut et il suffit que f. (11 (A, a)) < p. (1 (E, x)).

Démonstration. — Si g est une telle application, f. = p. o g«, doncim(f,) cim(p.).1l
s’agit de prouver la réciproque. Supposons donc que f (71 (4, a)) < p« (w1 (E, x)).

On commence par définir une application g qui vérifie les conditions po g = f et
p(a) = x, puis on va prouver sa continuité. Soit a’ un point de A. Soit y1,y2 € @4 4 (A)
des classes de chemins ¢, ¢, dans A d’origine a et de terme a’; il en existe car A est
connexe par arcs. Soit y = y1y,'; cest la classe du lacet ¢; * ¢; en a. Puisque fi (y)
appartient a p. (7 (E, x)), x- fi (y) = x. Par suite,

X fely) = x- fuly1y2 ) fe(y2) = X fiuly2).

Il est donc licite de poser g(a’) = x- fi (y1) ; c’est un point de E tel que p(g(a’)) = f(a).
Autrement dit, po g = f et, par construction, g(a) = x- f.(€,) = x-€p = X.

Remarquons aussi que pour tout a’,a” € Aettouty € @y ,(B'), ona g(a')- fu(y) =
g(a//).

Prouvons maintenant que g est continue. Soit a’ un point de A, soit x’ = g(a’ ). Soit
V un voisinage ouvert de x’ dans E tel que p induise un homéomorphisme de V sur un
ouvert p(V) de B; soit g: p(V) — V ’homéomorphisme réciproque. Alors, f~!(p(V))
est un voisinage ouvert de a’ dans A. Comme A est supposé localement connexe par
arcs, il existe un voisinage ouvert U de a' contenu dans f~!(p(V)) qui est connexe
par arcs. Démontrons que g(U) < V. Soit a” un point de U, soit ¢ un chemin dans V
d’origine a’ et de terme a”, soit y sa classe dans @, 47(A). Alors, f o ¢ est un chemin
dans U d’origine f(a’) et de terme f(a"); de méme, d = go f o c est un chemin dans V,
donc dans E, d’origine g(f(a’)) = x' tel que pod = foc. Si est sa classe d’homotopie,
onadonc x’-§ = d(1). En particulier, x'-6 € V. Comme g(a") = g(a’)-d.(y), cela prouve
glaheV.

Ainsi, g est continue. O

Soit B un espace topologique connexe et localement connexe par arcs. Soit a un
point de B.

Un revétement p: E — B de B fournit un ensemble E, = p~!(a) muni d'une action
du groupe 7 (B, a). On a déja observé que E est connexe et non vide si et seulement si
I'action de 7, (B, a) est transitive. Plus généralement, le lemme suivant affirme que les
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composantes connexes de E sont ouvertes et fermées dans E et sont des revétements
de B; elles correspondent aux orbites de 7, (B, a) dans E.

LEMME 1.6.6. — Soit B un espace topologique localement connexe, soit p: E — B un
revétement. Soit Ey un sous-espace ouvert et fermé de E et soit py = p|g,. Alors po(Ey) est
une partie ouverte et fermée de B et py: Ey — B est un revétement de B.

Démonstration. — Soit a un point de B, soit U un voisinage de a au-dessus duquel E
est un revétement trivial, et soit V un voisinage connexe de a qui est contenu dans U.
Ainsi, il existe un espace topologique discret et un homéomorphisme f de V x F
sur p_l(V) tel que p(f(x,y)) = x pour tout x € V et tout y € F. L'espace f‘l(Eo) est
ouvert et fermé dans V x F, donc est de la forme V x Fy, ou Fj est une partie de F. Alors,
Jo = flvxr, estune trivialisation du V-espace Ej. Cela prouve que Ej est un revétement
de B. En particulier, po(Ep) est ouvert dans B. Inversement, si a ¢ po(Ep), I’argument
précédent prouve que po(Ey) est disjoint de V si bien que le complémentaire de po(Ey)
est ouvert dans B. O

PROPOSITION 1.6.7. — Soit B un espace topologique connexe et localement connexe
par arcs. Soit a un point de B. Soit E et E' des revétements de B. Un morphisme de re-
vétements f: E — E' induit une application f,: E, — E., qui commute aux actions de
m1(B, a).

Lapplication f — f, est une bijection entre morphismes de revétements et mor-
phismes de 1 (B, a)-ensembles.

Démonstration. — Soit x € E,. Pour tout chemin c: [0,1] — B d’origine a et tout rele-
vement ¢: [0,1] — E a E d’origine x de ¢, fo¢ estunrelévement de c a E’, d’origine f(x).
Onadonc f(x-[c]) = f(€(1)) =(fed)) = f(x)-[c].

Soit f,g: E — E' des morphismes de revétements tels que f, = g,. Lensemble Ej
des points de E tels que f(x) = g(x) est ouvert dans E, car E est localement connexe;
il est aussi fermé car E’ est un revétement de B. Soit E; I'ensemble complémentaire ;
c’est un revétement de B dont la fibre en a est vide, et p(E;), ouvert et fermé dans B,
est donc vide. Onadonc f = g.

Soit ¢: E, — E/, un morphisme de 7, (B, a)-ensembles. Pour construire f: E — E’
tel que f, = ¢, on peut supposer que E est connexe, quitte a construire sa restriction
séparément sur chaque composante connexe.

Soit alors x un pointde E, soit y = ¢(x) € E;. Soit ¢ un lacet en x dans E, soit ¢ = poc;
on a donc x = ¢(1) = x- [c]. Par suite, y = ¢(x) = @(x-[c]) = ¢(x) - [c] = y-[c]. Autre-
ment dit, 'unique chemin d’origine y dans E’ qui reléve c est un lacet et p. ([¢]) = [c] €
p. (w1 (E', y)). Cela prouve que p. (71 (E, x)) < p’, (71 (E’, y)). Par conséquent, il existe une
application continue f: E — E' telle que p’o f = pet f(x) = y.

Soit x' un point de E,; comme E est connexe par arcs, il existe un chemin ¢ d’ori-
gine x et de terme x’ dans E. Son image ¢ = po ¢ estun lacet en a dans B. De plus, fo¢
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est un relevement a E’ de ¢, d’origine y. Par suite, x' = x - [c], donc
Pp(X)=@px)-[cl=y-[c]l=foel) = f(X),

ce qui prouve que f, = . O

COROLLAIRE 1.6.8. — Un morphisme de revétements f est un isomorphisme si et seule-
ment si f, est bijectif.

DEFINITION 1.6.9. — On dit qu'un espace topologique B est simplement connexe par
arcs s'il est connexe par arcs et si (B, a) = {€,} pour tout point a de B.

Il suffit qu'’il en soit ainsi pour un point de B; en effet, B étant connexe par arcs, on
a (B, a) = (B, b) pour tous points a, b € B.

Un espace topologique réduit a un point est simplement connexe par arcs. Un es-
pace topologique homéotope a un tel espace est simplement connexe par arcs.

COROLLAIRE 1.6.10. — Soit B un espace topologique connexe et localement connexe
par arcs. Si B est simplement connexe par arcs, alors B est simplement connexe.

Démonstration. — Lassertion est vraie si B = &. Supposons donc que B n’est pas vide
et soit a un point de B. Soit E un revétement de B ; sa fibre E,; en a est munie de I'action
du groupe 71 (B, a) = {€4}. Au revétement trivial B x E, est associée I’ensemble {a} x E,
muni de 'action triviale du groupe 7, (B, a). Lapplication x — (a, x) de E, dans {a} x E,
est bijective et commute a I'action du groupe triviale. Les deux revétements E et B x E,
sont donc isomorphes; en particulier, E est un revétement trivial. O

Exercice 1.6.11. — Soit X un espace topologique connexe mais non connexe par arcs.
Soit Y I'espace topologique quotient de ’espace [0, 1] x X par la relation d’équivalence
qui identifie entre eux d’'une part tous les points de la forme (0, x) (pour x € X), et
d’autre part tous les points de la forme (1, x) (pour x € X). On note [, x] la classe dans Y
d’'un couple (t,x) € [0,1] x X. Soit U et V les images dans Y de [0,1[ x X et ]0,1] x X
respectivement.

a) Démontrer que U et V sont ouverts, connexes, et que U N V est connexe et non
vide.

b) Démontrer que U et V sont simplement connexes et simplement connexes par
arcs.

c) Démontrer que X est simplement connexe.

d) Démontrer que X n’est pas simplement connexe par arcs. (Soit a et b des points
de X qui n'appartiennent pas a la méme composante connexe par arcs de X; soit
Y,0:[0,1] — Y les chemin t — [, a] et t — [t, b]. Prouver que y et 6 ne sont pas stricte-
ment homotopes.)
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Exercice 1.6.12. — Soit S1'ensemble des points de R? de la forme (x,sin(/x)) pour 0 <
x < 1, soit A= {0} x [-1;1], et soit B la réunion des segments [—1;0] x {0}, {—1} x [-2;0],
[0;1] x {—2} et 1 x[-2;0]. On pose X =SUAUB.

a) Démontrer que S=SuAet que S est connexe.

b) Démontrer que S n’est pas connexe par arcs mais que X est connexe par arcs.

¢) Démontrer que X est simplement connexe par arcs.

d) Démontrer que X n’est pas simplement connexe. (Démontrer que la réunion des
parties de R? de la forme (SU AU[1,5] x {0}) + n(5,0) est un revétement connexe et non
trivial de X.)

§ 1.7. Revétement universel

DEFINITION 1.7.1 (Revétement universel). — Soit B un espace topologique, soit b un
point de B. Soit (E,p) un revétement de B et soit x un point de p_l(b). On dit que
(E, x) est un revétement universel de (B, b) si pour tout revétement (E', p') de B et tout
point x' € p~1(b"), il existe un unique morphisme de revétements f: E — E' tel que

fx)=x".

Remarque 1.7.2. — Soit B un espace topologique connexe et soit (E, p) un revétement
de B qui est simplement connexe. Alors, pour tout point x € E, (E, x) est un revétement
universel de (B, p(x)).

Cela découle en effet de la forme générale du théoréme du relévement (proposi-

tion|(1.2.12).

PROPOSITION 1.7.3. — Soit B un espace topologique connexe et localement connexe,
soit b € B et soit (E, x) un revétement universel de (B, b).

a) Lerevétement E est galoisien.
b) Pour toutce B et tout y € E., alors (E, y) est un revétement universel de (B, c).

Démonstration. — a) Démontrons d’abord que E est connexe. Soit Ey la compo-
sante connexe de x dans E; comme B est localement connexe, E est également locale-
ment connexe de sorte que Ej est ouvert et fermé. D’apres le lemme|[1.6.6} I'espace Ej
est un revétement de B. Soit f: E — Ey 'unique morphisme de revétements qui ap-
plique x sur lui-méme, soit i: Ey — E l'injection de Ej dans E. Alors, io f: E — E est
I'unique morphisme de revétements qui applique x sur lui-méme;onadoncio f =idg,
ce qui entraine que E, = E. Ainsi, E est connexe.

Pour conclure que E est un revétement galoisien, on utilise le critere (iv) de la pro-
position Pour tout point y de Ej, soit f): E — E 'unique morphisme de reve-
tements tel que fy,(x) = y. Soit f: E x E, — E xp E I'application (z,y) — f)(z); c’est
un morphisme de revétements de E. Soit (z, y) et (z/,y’) des points de E x Ej, tels que
fz,y) = f(Z,)), cest-a-dire fy(z) = f,/('); on adonc z = 2/, d’ou f) = f, car B est
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connexe; par suite, y = y'. Cela démontre que f est injectif. Comme B est localement
connexe, 'image de f est ouverte et fermée; par construction, cette image contient la
fibre en x de E xp E; comme E est connexe, il s’ensuit que f est surjective. Cela dé-
montre que f est un isomorphisme; ainsi, E x g E est un revétement trivial de E, donc
E est un revétement galoisien de B.

b) Soit E’ un revétement de E et soit ' € E.. Comme E est connexe, il existe au plus
un morphisme de revétements de E dans E’ qui applique y sur y'; il s’agit d’établir
I'existence d'un tel morphisme. Soit Ej la composante connexe de y’ dans E’; alors E;
est un revétement de B (lemme. Comme B est connexe et que Ej n’est pas vide,
sa fibre en b n’est pas vide; choisissons-en un point x’ € Ej, et soit f: E — E/ un mor-
phisme de revétements tel que f(x) = x'. L'image f(E) est une partie ouverte et fermée
de E(’) ; par suite, E(’) = f(E) et f est surjective; en particulier, il existe un point z € E, tel
que f(z) = y'. Soit g € Autg(E) tel que g(y) = z. Alors, fog: E — E' est un morphisme
de revétements qui applique y sur y'. O

1.7.4. Condition nécessaire d’existence d’'un revétement non vide, simplement connexe
par arcs et localement connexe par arcs. — Soit B un espace connexe, soit b un point
de B. Nous cherchons a construire un revétement universel (E, x) de B, ou x € Ej. Au
vu de la remarque précédente, on cherche a prendre pour E un un espace simplement
connexe. Compte tenu du corollaire(1.6.10} on suppse B localement connexe par arcs
et on cherche E qui soit simplement connexe par arcs.

Observons alors une condition nécessaire pour que cette démarche aboutisse. Soit
en effet (E, x) un revétement universel de (B, b) tel que E est simplement connexe par
arcs. Soit U un voisinge ouvert de b au-dessus duquel E est trivialisable; soit s: U — E
une section de p telle que s(b) = x. Considérons alors le diagramme d’espaces topolo-
giques et le diagramme de groupes qui lui correspond :

(Ey,x) —L— (E,) 711 (Ey, %) —2 s (B, 0)
A
U,b) —-— (B, b) 71U, b) —=— m1(B, b)

dans lequel les fleches horizontales sont données par les injections j: Ey — E et
i: U — B, etles fleches verticales descendantes proviennent du morphisme p et de sa
restriction a Ey.

Soit v € m1(U, b); son image s.(y) dans m;(Ey,x) vérifie p.(s.«(y)) = y. Puisque
m1(E,x) =1, 0on a j.(s«(y)) =1, puis p«(j«(s«(y))) = 1. Mais po jos =i, si bien que
i«(y) = 1. Par suite, le morphisme i, : 7;(U, b) — 71 (B, b) est trivial.

Plus généralement, cet argument démontre que si b’ est un point de B et U’ un voi-
sinage de b’ sur lequel le revétement E est trivialisable, le morphisme i, : 71 (U’, b") —
71(B, b") déduit de I'injection i’ de U’ dans B est trivial.
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DEFINITION 1.7.5. — On dit qu'un espace topologique B est déla(;abl s'il est locale-
ment connexe par arcs et si tout point b de B possede un voisinage U tel que tout élément
de (U, b) s'envoie sur l'élément neutre par 'homomorphisme de groupes (U, b) —
m1(B, b) induit par linjection de U dans B.

Exemples 1.7.6. —  a) Supposons que tout point b de B possede un voisinage U qui
est contractile en ce point. Cela signifie qu’il existe une homotopie qui relie 'appli-
cation identique de U a 'application constante d’'image b en laissant fixe le point b.
En particulier, U est homotope a un point, donc 7, (U, b) = 1. Il reste a vérifier que
B est localement connexe par arcs. Soit ¢ une homotopie comme ci-dessus. Soit W
un voisinage ouvert de b contenu dans U, soit W' = ¢~} (W) son image réciproque
dans U x [0;1]; c’est un ouvert qui contient {b} x [0; 1]. Son complémentaire F’ est donc
fermé. Comme [0; 1] est compact, la projection F de F’ sur U est fermée et ne contient
pas b; son complémentaire V = U \ F est donc un voisinage de b dans U.

Posons alors V' = g(V x [0;1]) ; I'ensemble V' contient o(V x {0}) = V, donc est un
voisinage de b. Il est contenu dans W par construction : en effet, si x € V’, il existe
acVetse[0;1] telsque x =a(a,s);alors, ag F,donc (a,s) ¢ F',d’ou (a,s) € o 1(W) et
x € W.Démontrons enfin que V' est connexe par arcs : cela résulte de ce que pour tout
(a,s) € V x[0;1], les points o(a, s) et b = g (a,1) sont reliés par le chemin t — o(a, s +
(1-s)t)de[0;1] dans V.

Cela prouve que B est délacable.

b) En particulier, si tout point de B possede un voisinage homéomorphe a une par-
tie convexe de R”, alors B est délacable. C’est notamment le cas lorsque B est une
variété topologique a bord.

1.7.7. Construction d’'un revétement universel d’'un espace pointé délacable et connexe.
— Soit B un espace topologique délacable et connexe, soit a € B. Nous allons mainte-
nant construire un revétement universel pour (B, a).

Soit E''’ensemble des classes d’homotopie stricte de chemins d’origine a. Pour x € E,
on note p(x) le terme d'un chemin quelconque de la classe x.

Soit b € B et soit y € @, (B). Soit U un voisinage connexe par arcs de b tel que I'ho-
momorphisme 7, (U, b) — m1(B, b) déduit de I'injection de U dans B soit trivial. Quitte
aremplacer U par la composante connexe par arcs de b dans I'intérieur de U, on peut
supposer que U est ouvert.

Observons alors que la classe dans @(B) d'un chemin dans U ne dépend que de son
origine et de son terme. En effet, soit x € U, soit §,8’ € @j, ,(U) des classes de chemins
dans U d’origine a et de terme x. Alors, 5’6 ! est la classe d’un lacet en b dans U, donc
son image dans 71 (B, b) est triviale, ce qui prouve que les images de § et §’ dans @j, «(B)

@'La terminologie usuelle est « semi-localement simplement connexe », sans que je puisse dire si cela
inclut 'hypotheése de locale connexité par arcs ou non.
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sont égales; on les notera ymb. Plus généralement, I'image dans @y,,(B) d'une classe
5 5 (vU V-1, U U s.,U )
6 € @y, (U) est égale a V) b, CAT yh,xéybyy est la classe d'un lacet en b dans U,
dont I'image dans 7 (B, b) est la classe triviale. En particulier, si x, y, z sont des points
U U _.U
deU,onayy,Yy.= "7z

On a alors une bijection fy; : U x Ej, — Eyy donnée de la fagon suivante. Soit u € U,
on pose fy p(x,6) = 5ymb. On munit alors Ey de la topologie pour laquelle fi; ; est un
homéomorphisme, faisant de la projection py: Ey — U un revétement trivial.

Il faut comparer ce que donnent les différentes trivialisations et vérifier leurs com-
patibilités. Soit U et V des ouverts connexes par arcs de B, soit b € U et c € V; soit
W=UnV.

Soit 6: W x Ej, — W x E, I'application donnée par (x,8) — (x,8y} (y¢,) ™). Pour
(x,0) e W x Ej,ona

fup(x,8) =68y} =8y () yex = fuco8(x,0).

Observons que l'application x — Yg,x ()fgx)‘1 de W dans @j,.(B) est localement
constante. En effet soit x € W et soit O la composante connexe par arcs de x dans W ;
c’est un voisinage ouvert de x et 'image de ’homomorphisme de 7, (O, x) dans 7, (B, x)
déduit de I'injection de O dans B est réduite a I'’élément neutre. Pour y € O, les classes
ygy et ygy sont égales dans @y,,(B), de méme que les classes y)‘éy et ygy; on a donc
ygy = y)‘éy. Alors, pour tout y€ O, ona

Yoy O ey =Vp Y e )iy =1 e ™
d’ot1 'assertion.

Il s’ensuit que I'application 6 est continue, de méme que son inverse. C’est donc un
homéomorphisme de W x E, sur W x E_.

Il existe alors une unique topologie sur E pour laquelle les applications fi;;, soient
des homéomorphismes sur une partie ouverte. La projection p: E — B est continue et
E est un revétement de B.

Cela conclut la construction du revétement pointé (E, €,). Nous allons maintenant
démontrer que c’est un revétement universel.

THEOREME 1.7.8. — Soit B un espace topologique connexe délacable, soit a un point
de B. Soit E le revétement de B que nous venons de construire.

a) Si6eEy=0,4p(B) ety € dpc(B),onad-y=0y¢€E;=d4:(B). En particulier, la
fibre E,; du revétement E est l'ensemble (B, a) sur lequel le groupe (B, a) agit a droite
via sa loi de groupe.

b) Lespace E est simplement connexe par arcs : il est connexe par arcs ety (E,€,) est
réduit a l'élément neutre.

c) Lerevétement (E,e,) est un revétement universel de (B, a).
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d) Lerevétement E est galoisien et le groupe Aut(E/ B) des automorphismes de revéte-
ments de E est isomorphe a (B, D).

Démonstration. —  a) Soit c: [0,1] — B un chemin dans B de classe y; soit
0 € Ep = @4p(B). Pour u € [0,1], soit ¢, le chemin ¢ — c(tu); notons y, sa classe.
J'affirme que l'application ¢: u — 6y, est un chemin dans E d’origine 6 qui releve
le chemin c. Soit u € [0,1] et soit U un ouvert connexe par arcs de B contenant c(u)
et tel que 'image de '’homomorphisme de 7, (U, c(«)) dans m; (B, c(u)) déduite de
I'injection de U dans B soit réduite a 1'élément neutre. Soit J un intervalle ouvert
contenant u et tel que c(J) < U. Pour ¢ € ], la classe y;'y; est celle d'un chemin
dans U d’origine c(u) et de terme c(f). On a donc y; = )/uyg(u),c(t). Il en résulte
que ¢&(t) = 0y, = 6YMY£](U),C(1‘) = fu.ca(c(t),0y,). Cela prouve que l'application ¢ est
continue dans J.

Pour tout u € [0,1], on a alors p(¢(w)) = t(0yy) = t(yu) = cu(1) = c(u). Ainsi, ¢ est un
chemin dans E d’origine § qui releve le chemin c.

Par définition de I'opération a droite de 71 (B, a) sur E;, on a donc 6 - [c] = #(C) =
¢(1) =6y, =0y.

b) Siye E,=®(B,a),onay = g,y. Ainsi, cettte opération agit transitivement sur E,
et le fixateur de ¢, est trivial. Cela entraine que E est connexe et que le groupe 71 (E, €,)
est réduit a I’élément neutre (proposition|1.6.3).

¢) Les deux dernieres assertions ont déja été expliquées. mais on peut aussi les dé-
montrer directement. Considérons en effet un revétement E’ de B et soit x’ € E/,. Si
f: E — E' est un morphisme de revétements, on a f(y-y) = f(y) -y pour tout y € E
et toute classe de chemins y d’origine p(y). En particulier, si y = x et y est un chemin
d’origine a, on adonc x-y =7, donc f(y) = f(x-y) = f(x) -y. Cela donne une formule
pour I'unique morphisme de revétements f: E — E' tel que f(x) = x'.

d) Explicitons aussi un isomorphisme 7, (B, a) — Autg(E). Soit y € m,(B, a). Soit U
un ouvert connexe par arcs de B et soit b € U tel que I'image de ’homomorphisme
m1(U, b) — m1(B, b) déduit de l'injection de U dans B soit réduite a I’élément neutre.
L'application (8, x) — (yd, x) de Ej x U dans lui-méme est un isomorphisme de revéte-
ments triviaux. Il existe un unique automorphisme u(y) de E tel que u(y)(fy (5, x)) =
fu.p(yd, x) pour tout couple (U, b), tout 6 € Ej, et tout x € U. Lapplication y — u(y) est
un morphisme de groupes. Pour y € 71 (B, a), on a u(y)(e,) = y. Cela prouve que u est
injectif. Par ailleurs, comme E est galoisien, pour touty € (B, a), g§ = u(y) est'unique
automorphisme g € Autg(E) tel que g(e,) = y. Cela prouve que u est surjectif. O

1.7.9. Conclusion-résumé. — Du théoreme précédent, on déduit une bijection entre
ensemble des (classes d’isomorphisme de) revétements p: E' — B et ensembles munis
d’une action a droite de 7, (B, a). Cette bijection associe a un revétement E’ la fibre E,
munie de 'action de (B, a). La bijection réciproque associe a un ensemble F muni
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d'une action a droite de 7 (B, a) le quotient du revétement universel E par I'action du
fixateur d'un point x (arbitraire) de E.,.

On en déduit aussi une bijection entre ensemble des (classes d’isomorphismes) de
revétements connexes de B munis d'un point x € E}, et ensemble des sous-groupes
de 71 (B, a). Cette bijection associe a (E', x) le sous-groupe p. (1 (E’, x)) de 7, (B, a). La
bijection réciproque associe au sous-groupe G de 71 (B, a) le revétement quotient du
revétement universel (E,e,) de B par I'action de G, pointé par I'image de la classe du
lacet constant en a.

Si x et x’' sont deux points de E, et y est'unique classe de chemin dans E d’origine x
et de terme x/, on a p. (71 (E, x)) = p. (Y) p« (w1 (E, x")) p« (y) 1. Donc changer de point-
base x correspond a changer le sous-groupe de 7, (B, b) en un groupe conjugué.

Enfin, les revétements galoisiens de B correspondent aux sous-groupes distingués
de m,(B, a).

§ 1.8. Calcul du groupe fondamental

PROPOSITION 1.8.1. — Le groupe fondamental du cercle S, en 1 est cyclique, engendré
par la classe du lacet t — e**'%,

Démonstration. — Observons que I'espace S; est délagable (c’est une variété topolo-
gique). On sait aussi que 'application f: t — e?*! de R dans S, est un revétement,
et 'espace R est contractile en tout point. Par suite, (R,0) est un revétement universel
de (S1,1). De plus, un automorphisme de ce revétement est une translation ¢t — ¢+n, ou
neZ. (SiueAut(R/S;),ona u(0) € f‘l(O), doncn=u(0)eZ;alorst— tett— u(t)—n
sont deux reléevements a R de I'application f qui coincident en 0; ils sont donc égaux.)
Ainsi, Aut(R/S;) = Z; Puisque ce groupe est engendré par la translation t — £+ 1, on en
déduit que 7, (S;,1) est engendré par 'image dans S; de I'unique classe de chemin qui
applique 0 sur 1, c’est-a-dire par la classe du chemin ¢ — e?"'’, O

PROPOSITION 1.8.2. — Si X et Y sont deux espaces topologiques, x € X, ye€ Y, les pro-

jections p: X xY — X et q: X xY — Y induisent des homomorphismes de groupes

P (X xY,(x,y) = m1(X,x) et g.: m1 (X x Y, (x,y)) — m1(Y,y). Chomomorphisme
(P, q+): (X XY, (x,y)) = m1(X, x) xm1(Y, )

est un isomorphisme.

COROLLAIRE 1.8.3. — Le groupe fondamental de C* en 1, ou d’'une couronne {r < |z| <
R}, estisomorphe a’Z.

Remarque 1.8.4. — On peut aussi raisonner comme dans la proposition|1.8.1|et expli-
citer le revétement universel de C* ou d'une couronne. Pour C*, il s’agit du revétement
donné par I'application exponentielle de C dans C*; le cas d'une couronne s’en déduit
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par restriction. Dans les deux cas, on a un revétement pointé simplement connexe par
arcs et il suffit de reprendre I’argument donné dans la preuve de la proposition|1.8.1

Etant donné un recouvrement ouvert d'un espace topologique, le « théoréme de van
Kampen » en calcule le groupe fondamental a partir des groupes fondamentaux des
ouverts. Avant d’en énoncer un cas simple, faisons quelques rappels sur les groupes
libres et les produits amalgamés de groupes.

PROPOSITION 1.8.5. — So0it (G;) ;e une famille de groupes. 1l existe un groupe G et une
famille (j;), ott pour tout i, j;: G; — G est un homomorphisme de groupes, vérifiant la
propriété universelle suivante : pour tout groupe H et toute famille (f;), out f;: G; — H
est un homomorphisme de groupes, il existe un unique homomorphisme ¢: G — H tel

que fi=q@o ji.

Cette propriété universelle caractérise ce groupe G muni des homomorphismes j;.
En effet, si G’ est un groupe et (j lf) une famille d’homomorphismes vérifiant cette pro-
priété universelle, ot ji: G; — G/, il existe un unique morphisme f: G — G’ tel que
ji = f o ji, et un unique morphisme g: G' — G tel que j; = go j pour tout i. Alors,
fogoji=jl pourtout i, desorte que fog=idy ; de méme, go f =idg. Un tel groupe
(muni des homomorphismes j;) est appelé le produit libr de la famille (G;).

Démonstration. — Soit M I'ensemblee des suites finies de la forme ((i;;, gm))1<m<n
ou i, €I et g, € G;,, pour tout m. On munit M d’'une loi de composition donnée
par la concaténation des suites; cette loi est associative et la suite vide est un élément
neutre. En revanche, ce n’est pas une loi de groupe puisque seul la suite vide possede
un inverse (la longueur des suites augmente par composition).

Soit R la relation d’équivalence dans M la moins fine pour laquelle les suites
((i,g), (i, h)) et (i, gh) soient équivalentes, pour i € I et g, h € G;, et qui soit compatible
avec la loi de composition de M. Soit G = M/R I'ensemble des classes d’équiva-
lence, muni de la loi de composition déduite; la projection canonique p: M — G
est un morphisme de monoides, de sorte que G est engendré par les éléments de la
forme p((i,g)), pour i € I et g € G;. Notons [(i}, g1),...,(in, gn)] 1a classe d'une suite
((i1,81),..-,(in, 8n)) et ela classe de la classe vide. Pour i € I, notons j;: G; — G 'appli-
cation donnée par j;(g) = [(i, g)]. La loi de composition dans G est encore associative
et posséde un élément neutre. Pour i € I et g € G;, la formule [(i, g), (i,g~ )] = [(i, e)]
prouve que [(i, g)] possede un inverse. Puisque G est engendré par ces éléments, c’est
un groupe. De plus, I'application j; est un morphisme de groupes.

Il reste a vérifier que (G, (j;)) vérifie la propriété universelle indiquée. Soit donc H
un groupe et (f;) une famille, ou f;: G; — H est un morphismes de groupes. 1l existe

®)Une variante de cette propriété universelle pour les groupes abéliens conduirait 4 la somme directe
de la famille (G;) ; ainsi, il conviendrait de nommer somme libre ce groupe G.
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un unique morphisme de monoides f: M — H tel que f((i,g)) = fi(g) pour i€ I et
g € G;; ce morphisme applique une suite ((i,;, g)) sur le produit f; (g1)... fi,(gx). La
relation d’équivalence Ry dans M définie par f(m) = f(m') est compatible avec la loi
de composition de M. De plus, pour i€ I et g,h € G;, f(((i,g), (i, h)) = fi(g) fi(h) =
fi(gh) = f((i,gh)); de sorte que les éléments ((i, g), (i, h)) et (i, gh) sont équivalents. Il
en résulte que deux éléments de M qui sont équivalents par R ont méme image par f;
soit ¢: G — H l'application déduite de f par passage aux classes d’équivalence. C’est
un morphisme de groupes tel que o j;(g) = @([(i,8)]) = f((i,g)) = fi(g) pourtoutie I
et tout g € G;, et c’est le seul morphisme qui a cette propriété car les images des j;

engendrent G. O
Exemple 1.8.6. —  a) Supposons que G; = Z pour tout i € I. Le produit libre de la
famille (G;) est appelé groupe libre sur I et noté F(I). Lorsque I = {1,...,n}, on le note
plutot F;,.

Soit W I'ensemble des suites finies (« mots ») sur un ensemble S dont les éléments
sont notés x; et x;, pour i € I, ces éléments étant supposés deux a deux distincts. C’est
un monoide pour la concaténation des mots. Il existe un unique morphisme de mo-
noides j: W — F(I) qui applique x; sur j;(1) et X; sur j;(—1) si i € I. Cet homomor-
phisme est surjectif. On dit qu'un mot w € W est réduit s’il n'y a pas dans la suite w
deux termes successifs de la forme x;, X;, ou X;, x;. Notons W, '’ensemble des mots ré-
duits. on a j(Wp) = F(I). Démontrons alors que I'application j|w, est injective : fout
élément de F(I) est représenté par un unique mot réduit. Pour cela, on construit son
inverse en faisant agir le groupe F(I) sur 'ensemble Wj. Si w € Wy ne commence pas
par X;, on pose A;(w) = (x;, w); sinon, on écrit w = (¥;, w') et 'on pose A;(w) = w'.
Dans les deux cas, 1;(w) est un mot réduit. Lapplication A;: Wy — W) est bijective; il
existe donc un unique morphisme de groupes de Z dans & (W) qui applique 1 sur A;.
Il existe alors un unique morphisme de groupes A: F(I) — & (W) qui applique [(i,1)]
sur A;. Par récurrence sur lalongueur de w, on aalors A(j(w)(€)) = w pour tout w € Wy;;
cela prouve que j est injective.

b) Soit (G;) une famille de groupes, soit K un groupe et soit (k;) une famille, ol
ki: K — G; est un homomorphisme de groupes. Il existe un groupe H et une famille
(fi), ou fi: G; — H est un homomorphisme de groupes tel que les homomorphismes
fioki: K— H soient égaux, et universel pour cette propriété.

Il suffit en effet de définir dans le produit libre G de la famille (G;) un sous-
groupe H comme le plus petit sous-groupe distingué qui contient les éléments
jilki(a@)/ jy(ki(a)), pour a€ K eti,i' €.

Ce groupe est appelé somme amalgamée de la famille (G;) le long des homomor-
phismes k;. Lorsque I = {1,2}, on le note plutot Gy *g Go.

THEOREME 1.8.7. — Soit X un espace topologique. Soit U et V des ouverts de X, soit
W =UnV. On suppose que U, V et W sont connexes par arcs. Alors, pour tout point
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a e W, 'homomorphisme canonique
/1: T[] (U) a) *JTI(W,LI) ﬂl(V) a) - T[] (X) a)

est un isomorphisme.

Démonstration. — Linjection iy de U dans X induit un homomorphisme de
groupes (iy). de m;(U,a) dans m;(X,a); l'injection iy de V dans X induit un
homomorphisme de groupes de 7;(V,a) dans m,(X,a). Les injections iy de W
dans U et iyyy dans V induisent deux homomorphismes de groupes (i)« et (iwv)«
de m,(W,a) dans m;(U,a) et m;(V,a) respectivement; les deux homomorphismes
composés (iy)s o (iwy)« et (iy)« o (iwy)« de m1(W,a) dans m,(X, a) coincident avec
I’'homomorphisme (i), déduit de I'injection de W dans X. Par suite, il existe un
unique homomorphisme de groupes A du produit amalgamé 7, (U, a) *,(w,q) 71(V, @)
dans 71 (X, a) qui est induit par (iy). sur le facteur 7, (U, a) et par (iy). sur le facteur
n1(V,a).

Démontrons que le morphisme A est surjectif. Soit c: [0;1] — X un lacet en a.
Comme [0;1] est compact, il existe un entier n tel que I'image de tout intervalle
[(k—1)/n, k/n] soit contenue dans U ou dans V (prop. appliquée au recouvre-
ment (¢~ 1 (U),c 1 (V)) de [0;1]). Pour tout k € {1,...,n— 1}, on choisit un chemin u
reliant a a c(k/n) dont'image est contenue dans W si c(k/n) € W,dans U sic(k/n) € U
et dans V si c(k/n) € V. C'est possible car U, V et W sont connexes par arcs. On pose
aussi up = u, = e, le lacet constant en a.

Pour k € {1,...,n}, soit c; le chemin ¢t — c((k—1+¢)/n).Onac ~ ¢y *--- % cy, de
sorte que le chemin c est strictement homotope a la juxtaposition des chemins uy *
Ck * Uy, pour 1 < k < n. Si 'image de ci est contenue dans U, alors c((k—1)/n) et
c(k/n) appartiennent a U, donc les chemins uj_; et ug sont tracés sur U ; de méme, si
I'image de ci est contenue dans V, les chemins u;_; et uy sont tracés sur V. la classe
du lacet c est donc égale a une composition de classes de lacets appartenant a 'image
dans 7, (X, a) de (U, a) ou de 1 (V, a). Cela prouve la surjectivité du morphisme A.

Pour démontrer qu'il est bijectif, il y a deux méthodes. La premiere consiste a dé-
montrer que I'élément 0(c) = HZ=1 [ur * ¢ * ug] du produit amalgamé 1 (U, a) *x,(w,q)
m1(V, a) ne dépend d’aucun choix et que 'application ¢ — 6(c) fournit la bijection réci-
proque de A. La seconde consiste a utiliser la théorie des revétements pour démontrer
que 71 (X, a) posséde la propriété universelle du produit amalgamé; elle ne vaut que si
U et V sont délacables.

1) Preuve de la bijectivité par les lacets.

On veut démontrer que I'élément 0(c) du produit amalgamé que 'on a indiqué ne
dépend d’aucun choix. On indique entre crochets la classe dans le produit amalgamé
d’'un chemin dans U ou dans V; si ce chemin est tracé dans W, les deux interprétations
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coincident, par définition du produit amalgamé. On peut aussi raffiner le découpage
et remplacer n par un multiple.

Soit o: [0;1]> — X une homotopie stricte reliant deux lacets c et ¢’ en a. Comme
I'intervalle [0;1]? est compact, il existe un entier n tel que I'image de tout carré de
cOté 1/n soit contenue dans U ou dans V (prop. appliquée au recouvrement
(c~1(U),071(V)) de [0;1]%). On introduit comme précédemment des chemins vy, re-
liant a a o(k/n,¢/n) dont I'image est contenue dans W si o(k/n,¢/n) € W, dans U
sio(k/n,¢/n)e Uetdans Vsio(k/n,¢/n)e W.Sik=0,k=n,¢=00u? =n,ona
o(k/n,¢/n) = a et on impose en outre que v ¢ soit le chemin constant en a. Soit c ¢
le chemin t— o ((k—1+1)/n,¢/n) etdy,lechemin t— o(k/n,(¢ -1+ 1)/n).

Pour ¢ € {0,...,n}, on pose Oy = ]'[Z:1 [Vk-1,0Ck, ¢ Vk,¢], €t ON démontre par récurrence
que g = 6,,.

Pour tout couple (k,¢) d’entiers telsque 1 < k< net0< ¢ < n-1,le chemin ¢ ¢
est strictement homotope au chemin dy_j ¢ * cx,¢41 * Ek,[, dans 'ouvert Uy, € {U, V}
qui contient o ([(k—1)/n, k/n] x [¢/n, (¢ +1)/n]). Par suite, on a donc I'égalité suivante
dans 1 (Ug,¢) :

(Vk=1,0Ck,0 Vi, 0) = [Vi—-1,0Ak—1,0Ck,0+1 k¢ V]

= [Vk-1,08k-1,0 V1,041 [Vk=1,041Ck, 041 Vi, 0+1] [V, 041 A ke, 0 Vi 0]

Le facteur du milieu est celui qui apparait dans la définition 8, ; pour comprendre le
produit de ces expressions lorsque k varie, il faut donc étudier comment le troisieme
facteur pour k se compose avec le premier pour k + 1. Si Uy ¢ = Ui ¢+1, On a I'égalité
dans 71 (Ug,¢, @) :

(Vk,0+1 k0 Vi, o) Vi 0Ok 0 Vi 041) = [Vk,0418k,0 Vk0 Vi, 0 Ak, 0 Uk 041

=e.

Si, au contraire, les deux ouverts Uy ¢ et U ¢+ sont différents, 'image du chemin dj ¢
est contenue dans W, de méme que celle des chemins vy et v ¢41, si bien que

(Vk,e+18k,0 Vi) [Vk,0 k0 Vi o+1] = [Vk,0418k,0 Vi o)W Vi 0 Ak 0 Uk, 0411w
= [k, e+19k,0 Vi, 0 Vi, 0 A 0 Vi, 0411w

=e.
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Par suite, on a
n —
0,=1] ([vk—l,zdk—l,é Uk=1,0411[Vk=1,041Ck,041 Vi, 041) [V, 041d k0 Uk,[])
k=1

n-1 _
= [vo,edo,rVo,041) [ | ([vk—l,zﬂck,zﬂ?k,zﬂ] [Vk,e41Ak,0Vk, 01 VK, 0 di 0 Vk,l+1])
k=1
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N

([Vk=1,041Ck,041Vk,0411) [Vn=1,0+1Cn,0+1Vn, 041
1

tonl
Il

=

(Vk-1,041Ck, 041 Vk,0+1]

I
—_

Il
> =

l+1-

On adonc8(c) =6y =0, =0(c"). On peut donc définir une application u de 7, (X, a)
dans le produit amalgamé par la formule p(y) = 0(c), ou ¢ est un lacet quelconque de
classey.

La formule explicite pour 8 prouve que 0(c* ¢') = 0(c)6(c’). Par suite, u est un homo-
morphisme de groupes. On a A(6(c)) = [c] par construction, donc Ao u =id.

Cela prouve que p est injectif. Limage de p contient le facteur 7, (U, a) du pro-
duit amalgamé, comme on le voit en prenant un lacet ¢ dans U et en constatant que
w(lclx) = p(c) ; 'image de p contient aussi le facteur 7 (V, a). Comme ces deux facteurs
engendrent le produit amalgamé, ’application @ est surjective. C’est ainsi un isomor-
phisme, et A est donc aussi un isomorphisme.

2) Preuve par la théorie des revétements (on suppose U et V délacgables).

Soit F un ensemble muni d'une action my de w1 (U, a) et d'une action my de 71 (V, a)
qui coincident sur m;(W, a) au sens ou, pour tout x € F et tout y € m,(W,a), on a
my ((iwy)«Y, Xx) = my((iwy)«Y, X). On doit démontrer qu’il existe une unique action m
de (X, a) sur F telle que m((iy)«y, x) = my(y,x) pour tout y € m (U, a) et tout x € F,
et m((iy)«y,x) = my(y,x) pour touty € 71 (V, a) ettout x € F.

Soit Ey le revétement de U dont la fibre en a est égale a F sur laquelle 7, (U, a)
agit via my ; soit Ey le revétement de V dont la fibre en a est égale a F sur laquelle
m1(V,a) agit via my. La restriction a W du revétement Ey correspond a I'action de
m1(W,a) sur F, de méme que la restriction a W du revétement Ey ; les deux revéte-
ments Eylw et Ey|w de W sont donc isomorphes. Comme W est connexe, il existe
un unique isomorphisme de revétements de Ey|w sur Ey|w qui est ’application iden-
tique sur F = (Ey), = (Ey) 4. Soit E 'espace topologique obtenu en recollant Ey; et Ey
au moyen de cet isomorphisme. C’est un B-espace; au-dessus de U, on a un isomor-
phisme E|y = Ey; au-dessus de V, on a un isomorphisme E|y = Ey. Comme U et V
sont ouverts, E est un revétement de B. Soit m 1’action de (B, a) sur la fibre E; = F.
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Le groupe (U, a) agit via my; le groupe m1(V,a) agit via my. Cela prouve l'exis-
tence d'une action vérifiant les propriétés indiquées. L'unicité d'une telle action dé-
coule de ce que 71 (X, a) est engendré par les images de 71 (U, a) et w1 (V, a) (surjectivité
de A). O

Je renvoie aux exercices faits en séances de travaux dirigés pour de nombreuses ap-
plications de ce théoréeme. On y démontrera par exemple que le groupe fondamental
du complémentaire de n points dans le plan est le groupe libre F,.






CHAPITRE 2

VARIETES TOPOLOGIQUES

Dans ce premier chapitre, on utilise des techniques de calcul différentiel pour dé-
montrer quelques résultats frappants et importants en topologie.

§ 2.1. Applications différentiables

DEFINITION 2.1.1. — Soit E et F des espaces vectoriels normés, soit U un ouvert de E,
soit x un point de U et soit f: U — F une application.

a) Soit u un vecteur de E. On dit que [ possede une dérivée en x dans la direction u si
lapplication t — f(x + tu) est dérivable en 0 ; on note alors D, f (x) sa dérivée.

b) On dit que f est différentiable en x s'il existe une application linéaire conti-
nuea: E — F telle que

fx+uw)=fx)+alw)+o(llul)

lorsque u — 0 dans E.

Si f est différentiable en x, alors f posséde une dérivée en x dans la direction de tout
vecteur et I'application linéaire a de la définition vérifie a(u) = D, f (x) pour tout u € E.
On la note plutdt D f(x), ou f'(x), et on dit que c’est la différentielle de f en x.

Si f est différentiable en x, alors f est continue en x.

Exercice 2.1.2. — Soit f: R?> — R1'application donnée par

Pyl(x®+y*) si(x,y) #(0,0);
0 six=0.

f(x,y)z{

Montrer que f a une dérivée suivant tout vecteur en |'origine, que I'application u —
D, f(0) est linéaire, mais que f n’est pas continue en 0.

Notons (e, ..., e,) la base canonique de R”. Soit U un ouvert de R" et f: U — E
une application de U dans un espace vectoriel normé E. Si elle existe, la dérivée de f
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0
suivant le vecteur e; est appelée dérivée partielle de f par rapport a x; et notée a—f,
Xi
0if ou D; f, ou encore fy,, voire méme f;.
PROPOSITION 2.1.3. — Soit U un ouvert de R", soit f: U — E un espace vectoriel

normeé. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Lapplication f est différentiable en tout point de U et l'application x — D f(x)
de U dans ¥ (R", E) est continue;

b) Lapplication f a des dérivées partielles en tout point de U et les applications x —
D; f(x) sont continues sur U.

Démonstration. — Limplication (i)= (ii) est évidente. Démontrons I'autre. Soit a un
point de U, soit € > 0 et soit § un nombre réel tel que 6 >0, V =[];la; —6,a; +6] c U,
et |D,~f(x) - D,~f(a)| <esixeV.Pour x € V, on peut écrire

f@) - f@=fl,....xn) - fla,...,an)
= Z (f(xly---yxp)ap+l’---)an)_f(xly---)xp—lyapy---yan))-
p=1

En outre, pour tout p € {1,...,n},

fx, 0 xp,apiry...an) = f(X1,.., Xp-1,ap, ..., an)

Xp
:f Dpf(xl,...,xp_l,t,ap,...,an)dt
ap

Xp

=(xp—ap)Dyf(@) +f (Dpf(x1,..., Xp-1,t,ap, ..., an) — Dy f (@) dt,

ap

si bien que

f-f@-Y (xp—ap)Dyf@|<ey |xp—ap|
p=1 p=1

pour tout x € V. Comme ¢ est arbitraire, cela démontre que f est différentiable en a, de
différentielle I'application linéaire (u,..., u;) — ZZ:I uyDy, f(a). Comme les applica-
tions a — D, f (a) sont continues, I'application a — D f(a) est continue. Cela conclut
la preuve de la proposition. O

PROPOSITION 2.1.4. — SoitU un ouvertdeE, f: U — F une application, V un ouvert
deF, g: V — G une application. On suppose que f(U) c V. Soita € U, posons b = f(u).
Si f est différentiable en a et g est différentiable en b, alors go f est différentiable en a et
l'ona

D(go f)(a)=Dg(b)oDf(a).

Démonstration. — Par définition de Dg(b), on a, pour v € F proche de 0,

gb+v)=g(b)+Dg(b)(v)+o(lvl).
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Pour u € E proche de 0, on écrit
fla+u) = f(a)+ Df(@)(w) +o(lul) = b+ Df(a)(w) +olul),
que I'on reporte dans la définition de Dg(b). Il vient :
g(fla+uw)=gb)+Dgb)(Df(a@)(w)+ollul)) +o(Df(a)(w) +o(lul))
= gb) + Dg(b)(Df(a)(w) +o(llul),
Ce qui démontre que go f est différentiable en a, de différentielle Dg(b) o Dg(a). O

PROPOSITION 2.1.5. — Soit U un ouvert d'un espace vectoriel normé E, soit F un espace
vectoriel normé, soit f: U — F une application différentiable.

a) Soit a,b des points de U tels que [a,b] c U. Soit m: [0,1] — R une application
continue. On suppose que pour tout t € [0,1], | Df((1 - t)a+ tb) || < m(t). Alors

1
| f )~ fa) <f0 m(t)dt.
b) Si Df(x) =0 pour tout x € U, alors f est localement constante.

Démonstration. —  a) Pour ¢t € [0,1], posons M(f) = fotm(u)du. Soit € > 0 et soit
I 'ensemble des nombres réels ¢ € [0,1] tels que ||f((1 —ta+th) —f(a)“ < M) +
et|lb—al. Cest une partie fermée de [0, 1] car f et M sont continues; elle contient 0.
Soit t € I. Soit 6 > 0 tel que I'on ait

|f(@-na+tb+uw) - f((1-t)a+tb)—Df(1-a+th)(wl| <ellull
et
Im((l-ta+tb+u)—m({(1-ta+th)| <clul
si lull < 6. Alors, pour ' € [0,1] telque t < t' < t+8,0na
[f(@-tha+t'b) - fla| <|f(Q-Da+th) - fla)|+]|f(Q-Da+tb+ (' —t)(b-a)— f(1-1)a+tb)
<M +etlb-al+|Df((L-a+b)||t -¢t|Ilb—al +e|t’ - t|IIb-al

t/
< M(p) +f m(u)du
t

etc. puis on fait tendre € vers 0.
b) D’apres le point précédent, f est constante sur toute boule contenue dans U.
O

DEFINITION 2.1.6. — Soit E et F des espaces vectoriels normés. Soit U un ouvert de E et
soit f: U — F une application.

a) Ondit que f est de classe € si f est continue;

b) Si n > 1, on dit que f est classe €" si f est différentiable et si sa différentielle
Df: U — Z(E;F) estdeclasse 6" !.

c) Ondit que f est de classe € si f est de classe ¢ pour tout entier n > 0.
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Exemple 2.1.7. — Supposons que [ soit une application d’'un ouvert U de R" dans
un espace vectoriel normé E. Alors f est de classe €7 si, pour tout p-uplet (iy,..., i)
d’entiers de {1, ..., n}, la dérivée partielle
0 of
oxi, 0x;,

existe en tout point de U et définit une fonction continue. On la note
orf
axil . 5xip

Soit f une application d'un ouvert U d'un espace vectoriel normé E dans un es-
pace vectoriel normé F. Si f est de classe €7, on définit par récurrence sa différen-
tielle p-ieme DP f comme la différentielle (p — 1)-iéme de Df. C’est un élément de
'espace .Z(E; £ (E;--- £ (E; F)---)), dans lequel I'espace E apparait p fois. Il est com-
mode d’identifier un élément A de cet espace a I’application

(uy,..., up) — A(u)(uz) ... (up)

de EP dans F. Cette derniere application est p-linéaire, c’est-a-dire linéaire par rapport
a chaque variable.

Notons aussi que si f est de classe €7, alors f est de classe €7 si et seulement si
DY f estde classe €779, et alors DP f = DP~9(DYf).

PROPOSITION 2.1.8. — Si f est de classe €7, alors pour tout point x € U en lequel
DP~1 est différentiable, D” f (x) est une application p-linéaire symétrique.

Exemple 2.1.9. — Lorsque f est une fonction de classe > d’'un ouvert de R” dans un
espace vectoriel normé E, cela correspond aux égalités

0°f  0*f

axiax]‘ B axjaxl- '

Inversement, ces égalités recouvrent I’essentiel de la preuve de la proposition.

Démonstration. — On traite pour commencer le cas p = 2. Soit a € U, soit u et v deux
vecteurs de E. Il faut démontrer que D, (D, f) et D, (D, f) coincident en a; le principe
de la preuve consiste a approcher ces deux expressions par une combinaison linéaire
convenable de valeurs de f. Soit € > 0, soit 6 > 0 tel que a + su + tv € U pour tout
(s, 1) € [0,5]2 et tel que HDuf(x) -Dy,f(a) || <& ||Dyf(x)-Dyf(a) || L epourtoutxe U
dela forme a+ su+ tv avec (s, t) € [0,5]2. Par hypothese, D, f est différentiable en a, si
bien que

D,fla+su+tv)=Dyf(a)+sD,D,f(a)+tD,D,f(a)+o(s+1).
Pour s € [0,6], on pose

@(s) = fla+su+ov)— fla+su).
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Alors, @ est de classe 6! et
@' (s)=D,f(a+su+6v)—Dyf(a+su)=6D,D,f(a)+o(s+6),
si bien que
fla+6u+6v)— fla+ou)— fla+dv)+ f(a) =B —@0) =6°D,D, f(a) +0(5).
Par symétrie,
fla+8u+d6v)— fla+86u)— fla+8v)+ f(a) =6°D,Dy f(a)+0(5%),

si bien que
6°DuDyf(@) =6°DyDyf(a@) +0(5%),
d’ot1 I'égalité voulue en divisant par 62 et en faisant tendre & vers 0.
Démontrons maintenant la proposition par récurrence sur p. Soit u, ..., U, des vec-
teurs fixées de E. En appliquant le cas p =2 a x — DP~2 f(x)(u3, ..., up), on obtient

DP f(a)(uy,...,up) = DP f(a)(uz, uy, us, ..., up).

D’autre part, le case p — 1 appliqué a x — DP~1 £ (x) (uy, ..., up) entraine que pour toute
permutation o de {2,..., p},

DP7 f () (Ug), -+ o) Uo(p) = DP 7 F(X) (U, ..., up).

Si on différentie cette relation dans la direction de u;, on obtient

DP f(x)(u1, Ug(2),- .-, Ug(p)) = DP f(0) (w1, U, ..., Up).
L'assertion découle alors de ce que la transposition (12) et les permutations de {1, ..., n}
qui fixent 1 engendrent le groupe symétrique G,,. O

§ 2.2. Approximation

THEOREME 2.2.1. — Soit p € N. Soit f une fonction de classe €P sur R", a support
compact. Soit U un ouvert de R" contenant le support de f. Pour tout € > 0, il existe
une fonction g sur R", de classe € et dont le support est contenu dans U, telle que
lg(x) - f(x)| < e etinf(f) < g(x) < sup(f) pour tout x € R™.

LEMME 2.2.2. — Il existe une fonction p sur R", de classe € et a support compact,
telle que [p =1.

Démonstration. — On construit une telle fonction p lorsque n =1 et on considere en-
suite la fonction (x,...,x;) — ]'[;7:1 p(xi).

Posons d’abord f(x) =exp(—1/x)six>0et f(x) =0six < 0. Lafonction f est conti-
nue sur R, elle est de classe € sur R*. On démontre par récurrence qu’il existe pour
tout entier p > 0 un polynome A, de degré p tel que [P (x) = Ap(x)e”*/x*P pour
x>0 et fP)(x) = 0 pour x < 0. Prouvons maintenant que f est de classe P par récur-
rence sur p et fP)(0) = 0. Elle est continue. La formule donnée montre que si f est de
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classe ©'P), alors fP)(x)/x tend vers 0 quand x tend vers 0, si bien que f?) est déri-
vable en 0, de dérivée nulle. Reprenant la formule pour f?*1, on en déduit que f est
de classe €’P*1.

Posons ensuite g(x) = f(1—x?). La fonction g est positive et de classe > sur R, son
support est égal a [-1;1]. Par suite, | g > 0 et il suffit de poser p(x) = g(x)/ [ g. O

LEMME 2.2.3. — Soit p une fonction de classe ¢*° a support compact sur R", soit f une
fonction localement intégrable sur R. Pour tout x € R", posons

g(x):(p*f)(x):fRnp(y)f(x—y)dy.

La fonction g est de classe €P sur R"; pour tout multi-indice a = (ay,...,a,) tel que
lal =Y, a; < p,

9!

8= S,
Si, de plus, f est de classe 6P, alors
alal
w8 =p*d"f.
Démonstration. — La deuxiéme assertion résulte du théoréeme de dérivation sous le

signe somme dans la définition de g. Par changement de variables, on a aussi

g(x) :fRnp(x—y)f(y) dy.

La premiere assertion découle alors du théoreme de dérivation sous le signe somme
appliqué a cette seconde expression. O

LEMME 2.2.4. — Soit p une fonction de classe ¢ a support compact surR", supposons
J o =1. Pour tout t > 0, posons p(x) = t"p(x/t). Soit f une fonction continue sur R".
Lorsque t — 0, p; * f converge vers f, uniformément sur tout compact de R".

Démonstration. — Comme [z, p =1, 0naaussi [g.p;=1et
pe* f(x) = f(x) :fRnpt(x—y)f(y)dy—fRnp;(x—y)f(x)dx
:fRnpt(x—y)(f(y)—f(x))dy
=fRnpt(y)(f(x—y)—f(x))dy

= t”fRnp(y/t)(f(x—y) - f(x)dy.

Soit T > 0 tel que p(y) =0 si ||y|| > T.Onaalors p(y/t)=0si ||y|| > tT. Par suite,

pt*f(x)—f(x):t”f” | Tp(y/t)(f(x—y)—f(x))dy.

S
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Soit R > 0. Soit € > 0. Comme f est uniformément continue sur la boule de centre 0
et de rayon R + 1, il existe un nombre réel § strictement positif tel que | f(x) — f ()| <€
si|x—y| <6 etlxl| <R.Parsuite,si0<r<65/Tetllx| <R ona

|Pr*f(x)—f(x)|<t”f o/ 0] |(FGx—y)— x| dy
Iyll<eT

< tngf”y||<tT|p| (y/t)

<e lol
R}’l

Cela prouve que quand ¢t — 0, p; * f converge uniformément vers f sur la boule de
centre 0 et de rayon R. O

§ 2.3. Un théoréeme du changement de variables

THEOREME 2.3.1. — Soit ¢: R” — R" une application de classe €' ; on suppose qu'il
existe R > 0 tel que @(x) = x si ||x|l > R. Alors, pour toute fonction f: R" — R qui est
continue et a support compact, on a

j};n f((p(x))det(D(p(x))dx:jl;n f(x)dx.

Il y a plusieurs différences entre cet énoncé et le théoreme du changement de va-
riables dans les intégrales multiples :

— On n’exige pas que ¢ soit un difféomorphisme;

— D’ailleurs, on va déduire de ce théoréme que sous ces hypotheses, ¢ est automa-
tiquement surjective;

— le jacobien, c’est-a-dire le déterminant de la différentielle de ¢, n’apparait pas avec
la valeur absolue.

Exemple2.3.2. — En dimension 1, il s’agit de]’énoncé suivant : supposons que ¢: R —
R est de classe C! et qu'il existe R > 0 tel que ¢(x) = x pour |x| > R. Alors, pour toute
fonction intégrable f sur R, on a

fRf(w(X))cp’(x) dx= fRf(x) dx.
C’est-a-dire essentiellement le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral.

LEMME 2.3.3. — 1l suffit de démontrer le théoreme sous I'hypothese que ¢ est de
classe 6 et que f est € et a support compact.

Démonstration. — Supposons le théoréme démontré sous ces hypothéses plus fortes.
Pour commencer, on suppose que f est ¢! a support compact et ¢ de classe €.

Soit p: R” — Rune fonction ", paire, positive ou nulle, dont le support est contenu
dans la boule unité et telle [z, p(x)dx = 1. Pour tout ¢ > 0, posons p(x) = t"p(x).
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Alors, @ = p; * @ est de classe € et converge uniformément vers ¢ lorsque ¢ — oo,
de méme que p; * Dg converge uniformément vers Dg. De plus, si [ x| > R+1ett>1,
alors

pt*w(x)=f p:(Mex—y)dy= p:(y)(x-ydy=x.
lyll<1/¢ llyll<1/¢

Le théoréme appliqué a ¢; et f affirme

fRnf(cpt(x))det(Dwt(x))dx:fRnf(x) dx.

Lorsque t — oo, I'intégrande converge uniformément vers f(¢(x))det(D¢(x)) et son
support reste contenu dans un compact fixé de R".

Supposons maintenant ¢ de classe €’ et que f est continue a support compact.
Alors f est limite uniforme, lorsque ¢ — oo, de la famille (f * p;) de fonctions € et a
supports compacts définie. Pour tout ¢ >0, on a donc

fRn ft(¢(x))det(D¢(x))dx:Ln fi(x)dx.

Lorsque t — oo, les deux intégrandes convergent uniformément, respectivement vers
fp(x))det(Dp(x)) et f(x), etleur support est contenu dans un compact fixé de R”. Par
suite, on peut passer a la limite et 'on obtient I’égalité annoncée. O

LEMME 2.3.4. — Soit U un ouvert deR", soit¢: U — R" une application de classe C? ;
pour x € U, notons A(x) = (0¢;(x)) la matrice de sa différentielle en x. Pouri € {1,...,n},
notons M;(x) le cofacteur de 0;¢p,(x) dans le développement du déterminant de A(x)
suivant la premiere ligne. Alors,

0
— M+ + M, =0.
0x; ! ox,
Démonstration. — 1l est instructif de commencer par le cas n = 2. Dans ce cas,

det(A) = 0191022 — 021012,
de sorte que
My =022 et My =-01¢,.
L'égalité a prouver est donc
01022 — 0201902 = 0,

égalité qui résulte de la symétrie de la différentielle seconde de ¢.

Traitons le cas général. Pour k € {1,..., n}, soit Ax(x) la matrice extraite de A(x) dont
on a 0té la premiere ligne et la k-iéme ligne, de sorte que My (x) = (—1)* T det A (x).
Pour abréger les notations, on note v (x) le vecteur colonne (¢, ...,¢,), de sorte que



§ 2.3. UN THEOREME DU CHANGEMENT DE VARIABLES 47

A = (0;) - Lapplication x — Ax(x) est de classe ¢ et la multi-linéarité du déter-
minant d'une matrice entraine que pour tout ¢ € {1,..., n},

0 0
6—xkdet(Ak(X)) = O—Xk (6]1[/)]¢k

= Zn: det([(ajW)j<p(akapw)(ajw)]i>p])
Jj#k
SR AR PR LRI |

Par suite,

n 9
(—DF 1 det(Ar(x)
kZ::I Oxk ¢

n -1 :

B k-1 JEDPT sip<k .

= 3 e T S S e([00m) om0
p#k

Comme les coefficients ¢, ..., ¢, de ¢ sont de classe 6, on a 0x0py = 0,0y. On peut

doncregrouper les termes de la somme indexés par (p, k) et par (k, p). Leurs signes sont

opposés, si bien que ces termes s'annulent deux a deux, d’ou I’égalité

n

(—l)k_lidet(Ak(x)) =0.
k=1 axk

Nous démontrons maintenant le théoréme

Démonstration du théoreme[2.3.1, d’apres|Lax (1999). — D’apres le lemme[2.3.3} nous
pouvons supposer que f est de classe ¢! et ¢ de classe €.

Soit ¢ un nombre réel > R tel que f(x) = 0 pour tout x € R"” n'appartenant pas au
cube [—c¢, c]".

Définissons une fonction g: R” — R par

X1 X1
g(xl,...,xn):f fxo,...,x)dy = f,x2,...,x,)dy.
—00 —C

Elle est différentiable par rapport a x;, et

0g

0x1

par dérivation sous le signe somme, elle est aussi différentiable par rapport aux autres
variables xy, ..., x,. De plus, ces dérivées partieles sont continues, si bien que g est de
classe €. En outre, §'il existe j € {2,...,n} tel que |x;| > ¢, alors g(x) = 0; de plus, si
x1 < —c¢, alors g(x) =0.
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Notons @1, ..., ¢, les coordonnées de ¢. Comme g est €'}, on peut écrire

98
ax]‘

n

D(gop)(x)=)_

j=1

(@p(x)) D ;j(x).

Par suite, la multi-linéarité du déterminant entraine

n

det(D(g o) (x), D (x), ..., Dpp(x)) = )_ det(0;8(@(x)) D¢ (x), D2 (x), ..., Dy (x))
j=1

= det(018(@(x)) D@1 (x), D2 (x),...,Dpy(x))
= flp(x))det(D1(x), Dp2(x),..., Dg,(x))
puisquesi j > 2, dans le déterminant du j-ieme terme de cette somme, la premiere co-

lonne est multiple de celle d’'indice j, tandis que pour j = 1, toute la ligne est multiple
de 0;8(p(x)) = f(@(x)). Par suite,

(2.3.5) [l (x) det(Dg(x)) = det(D(g o ¢)(x), D@2 (X), ..., Dy (x))
pour tout x € R”.
On peut donc écrire

fRn f((p(x))det(Dcp(x))dx:f flp(x))det(Dp(x))dx

[=c,cl”
:f[ ] det(D(g o ¢)(x), D2 (x),..., Dpp(x)) dx.
—c,c]”

Développons le déterminant par rapport a la premieére colonne. Avec les mémes nota-
tions qu’avant, on a donc

n
det(D(g o ¢)(x), D2 (x), ..., Dpp(x)) = Y 0x(g o p)(x) My (x),
k=1

de sorte que

fRf(tp(x))det(qu(x))dx:Z [ ]Ok(gocp(x))Mk(x)dx.
" k=17[=c.cl"

Intégrons par parties par rapport a la variable x; dans 'intégrale correspondant au k-

iéme terme de la somme : cela donne
C

0k (g o @(x)) My (x) dxy

—-C
= g((p(xly---)xk—ly cr xk+1,---,xn))Mk(xl,...,xk_l, C) xk+1»---,xn)

- g((P(xl»---,xk—l;—C,xkﬂ»---,xn))Mk(xl,---;xk—l,—C,xk+1,---;xn)
[

—f g o p(x)0r M. (x) dxi.
—C

En outre, si k > 2, le terme intégré s’annule. Si k = 1 seul subsiste celui o1 x; = ¢. On
a en effet ¢(xy,...,Xk-1,£C, Xk41,---,Xn) = £¢, donc g(@(xy,...,Xk—1, £C, Xk41)---»Xn))



§ 2.4. DEUX THEOREMES DE BROUWER 49

vaut0si k > 2 ousi k=1 dansle cas —c. En outre,

c
gle,xz,...,xp)=| [f,x2,....,x5)dy
—C

et M;(c, x,...,Xx,) = 1. Ainsi,

n

gle,x2,...,Xp) dx—f

[—c,c]”

Lnf(q)(x))det(Dw(x))dx:f[ goq)(x)( akMk(x)) dx.

—c,c]™! k=1

D’aprés le lemme|2.3.4] la seconde intégrale est nulle; la premiere vaut

f f(xl,--.,xn)dx:f Fodx.
[—c,c]™? R"

Cela conclut la preuve du théoréme|[2.3.1 O

§ 2.4. Deux théorémes de Brouwer

On commence par énoncer un corollaire du théoréme|2.3.1

PROPOSITION 2.4.1. — Soit ¢: R" — R" une application continue. On suppose qu'il
existe R € R tel que ¢ (x) = x si | x|l = R. Alors, @ est surjective.

Démonstration. — Limage de @ est fermée, car c’est la réunion de 'image (compacte)
de la boule B de rayon R et du complémentaire (fermé) de la boule ouverte B;.
Supposons que ¢ soit de classe €’!. Par suite, si xo n’appartient pas a 'image de ¢, il
existe un voisinage V de ¢ qui est disjoint de ¢ (R"). Soit alors f une fonction continue,
positive ou nulle, telle que f(xp) > 0, et dont le support est contenudans V.Ona fop =
0. En outre, || xoll < R.
Comme ¢ est de classe €', on peut utiliser le théoréme On a alors

f fop(x)det(Dg(x))dx =0,
Rn

donc [z f(x)dx = 0. Mais cela contredit 'hypothése que f est continue, positive ou
nulle mais pas identiquement nulle.

Dans le cas général, on approche uniformément ¢ par une famille (¢;) d’applica-
tions de classe ¢! vérifiant les hypotheses du théoréme par exemple de la forme
@: = p;* @ comme dans le lemme[2.3.3] Pour tout ¢, il existe y; € R” tel que ¢;(y;) = xo.
Comme |[xpll < R et ¢;(y) = y pour ||y|| >R+1,0na ||yt|| < R+1 aussi. Quant f — oo,
¢ tend uniformément vers ¢, et (y;) admet une valeur d’adhérence y,. On a donc
@ (yo0) = Xxp, ce qui prouve que ¢ est surjective. O

COROLLAIRE 2.4.2 (Théoreme de non-rétraction). — Il nlexiste pas d'application
continue f: B, — S,,_; telle que f(x) = x pour tout x € S;,_.
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Démonstration. — Raisonnons par I'absurde et considérons une telle application. Dé-
finissons une application ¢: R” — R" en posant ¢(x) = f(x) si |xll <1 et ¢(x) = x si
x|l > 1. Elle est continue car sa restriction a B, est continue, de méme que sa res-
triction au complémentaire de la boule unité ouverte o1 I'on a ¢(x) = x pour tout x.
D’apres la proposition précédente, ¢ est surjective. Mais par construction, aucun point
de la boule unité ouverte n’a d’antécédent par ¢. O

THEOREME 2.4.3 (Théoreme du point fixe de Brouwer). — Soit f: B, — B, une appli-
cation continue. Il existe x € B, tel que f(x) = x.

Démonstration. — Raisonnons par ’absurde en supposant que f n’ait pas de point
fixe. Pour tout x € B,;, la demi-droite d’origine x passant par f(x) coupe S,—; en un
unique point g(x). On calcule g(x) en posant g(x) = x + £(x)(f(x) — x), ou £(x) est
o . 'l . 2 e

l'unique racine > 0 de I'équation | g(x)|” = 1. Précisément,

£ || o) — x||” + 2200 (x, £ () = ) + %012~ 1

donne

o fe) -0+ \/(x,f(x) — 02+ 1 -1 | fx) - x|
HOR & |

Lapplication x — #(x) est continue, donc g est continue aussi. Par construction, g est
une application continue de B, dans S,_; telle que g(x) = x pour x € S,,_;, ce qui
contredit le théoréme de non-rétraction. a

t(x)

COROLLAIRE 2.4.4. — Soit f: B, — R" une application continue telle que { f (x), x) > 0
pour tout x € S;,_1. Alors il existe x € B, tel que f(x) = 0.

Démonstration. — On commence par supposer qu’il existe m > 0 tel que (f(x), x) > m
pour tout x € S,,_1. Soit M un majorant de || f (x) | pour x € B,,. On va montrer que pour
€ >0 assez petit, g(x) = x — € f(x) appartient a la boule unité, pour tout x € B,,. Comme
f est continue et la sphere S;_; compacte, il existe un nombre réel r telque 0 <r <1
et tel que (f(x),x) > m/2 pour tout x € B, tel que ||x|| > r. Pour x € B,, tel que || x| > r,
on a donc

g = xl? = 2e(x, fx)) + €2 | f ) |* S 1—em + 2M?;

on en déduit que ||g(x)|| < 1desquece< m/M? et || x| > r. D’autre part, si x € B, et
x|l < r, alors ||g(x) || <r+eM, dou |g(x) || < 1sie < (1-r)/M. Ceci montre que si
€ < min(m/M?, (1 -r)/ M), alors g applique la boule B,, dans elle-méme. Alors, g est
justiciable du théoreme du point fixe de Brouwer, donc il existe x € B, tel que g(x) = x,
d’ou f(x) =0.

Pour traiter le cas général, on remplace f parla fonction x — f(x)+mx, ou m > 0 est
arbitrairement petit. Il existe alors x;, € B, tel que f(x,,) + mx;, =0. Lorsque m — 0, la
famille (x;,) m>0 @a une valeur d’adhérence x et f(x) =0. O]
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THEOREME 2.4.5 (Théoreme d’invariance du domaine). — Soit U un ouvert de R" et
soit f: U — R" une application continue injective. Alors f (U) est ouvert dansR".

Démonstration, d’apres Kulpa (1998). — Soit a € U. 1l s’agit de prouver que f(U) est
un voisinage de f(a) dans R”. Quitte a composer f avec une translation et une ho-
mothétie, on se rameéne a prouver que si f: B,, — R" est continue, f(B,) est voisinage
de f(0). Supposons par I'absurde que f(0) appartienne au bord de f(B,,).

Comme B, est compact, f définit un homéomorphisme de B,, sur son image. Notant
b = f(0), il existe donc & > 0 tel que f~1(B(b,26)) < BS,. Puisque 'on a supposé que b
n'est pas intérieur a f(B,), il existe c € B°(b,0) tel que c ¢ f(B,). Alors, b € B°(c,6),
donc B°(c,8) < B°(b,26) et f~1(B°(c,5)) =BS,.

Soit X = f(B,) \ B°(c,0), soit S = S(c,6) (la sphere de centre c et rayon J) et po-
sons Y = X U S. Observons que f‘l(x) # 0 pour tout x € X, car f(0) = b € B°(c,0).
D’apres le lemme[2.4.6} il existe une application continue g: X U S — R"\ {0} telle que
g - f 1) <1 pour tout x € X.

Soit 7: R"\ {c} — R" I'application définie par

_ si x € B°(c, ).

X six¢ B°(c,0)
r(x) =

lx—cll

Elle est continue et c’est une rétraction de R \ {c} sur le complémentaire de B°(c, ).
Pour x € B;;, on a f(x) # ¢, donc r(f(x)) est défini; de plus, soit ||f(x) - c|| >0 et
r(f(x)) = f(x), soit ||f(x) - c|| < 6 auquel cas r(f(x)) € S. Cela prouve que I'applica-
tion r o f est bien définie sur B, et prend ses valeurs dans X U S. On définit donc une
application de B,, dans R" \ {0} par F(x) = g(r(f(x))) pour x € B,,.
Six €Sy, alors f(x) g B°(c,6), donc | f(x)—c| > 6; alors f(x) € X et r(f(x)) = f(x);
ainsi || F(x) — x|| < 1. Par suite pour tout x € S,;, on a

(F(x),x) =(x,x) +{F(x) —x,x) > 0.

D’apres le corollaire[2.4.4} il existe x € B,, tel que F(x) = 0, ce qui contredit 'hypothese
que F = goro f et que g ne s'annule pas. O

LEMME 2.4.6. — Soit X une partie compacte de R", soit B une boule fermée et S son
bord. Soit f: X — R"\ {0} une application continue. Pour tout € > 0, il existe une appli-
cation continue F: (XU S) — R\ {0} telle que ||F(x) - f(x) || < € pour tout x € X.

Démonstration. — Soit m > 0 un nombre réel tel que m < € et ||f(x) || > mpour x € X.
On approche f uniformément sur X par une application f;: R” — R" de classe €},
par exemple un polynéme, de sorte que || fx) - filx) || < m/2 pour tout x € X. Alors,
[ A(x)|| = m/2 pour x € X. De plus, f1(S) est de mesure nulle (théoréme de Sard, théo-
reme4.4.3|qu’on démontrera plus tard). En particulier, f; (S) ne contient aucune boule
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ouverte de centre 0 et il existe y € R" tel que ||y|| < m/2 et y ¢ f1(S). Alors, la fonc-
tion F: x — fi(x)—y de R" dans R” est continue, applique X U S dans R"\ {0}, et vérifie
| F(x) - f(x)|| < m < € pour tout x € X. O

COROLLAIRE 2.4.7. — Si un ouvert non vide de R" est homéomorphe a une partie
deR™, alorsm > n.

Démonstration. — Soit U un ouvert de R" et soit f: U — R une application continue
qui induise un homéomorphisme de U sur son image. Supposons par I'absurde que
m < n. Lapplication x — (f(x),..., fm(x),0,...,0) de U dans R" est continue, injective,

mais son image n’est pas ouverte, contradiction. O
COROLLAIRE 2.4.8. — SiR" est homéomorphe aR™, alors n = m.
COROLLAIRE 2.4.9. — Soit A, B des parties de R" et soit f: A — B un homéomor-

phisme. Alors f(A) = B.

Démonstration. — Comme A est ouvert dans R”, f (A) est ouvert et contenu dans B,
donc contenu dans B. En considérant ’'homéomorphisme réciproque de f, on prouve
de méme que f~'(B) c A. Comme f(A) = B, on en déduit que B c f(A), d’ot finale-

ment I’égalité. O
COROLLAIRE 2.4.10. — La sphere S, n'est homéomorphe a aucune partie de R".
Démonstration. — Soit f: S;, — R” une application continue qui induit un homéo-

morphisme de S, sur son image. Comme §,, est compact, f(S,) aussi. Démontrons
que f(S;) est ouverte. Comme R” est connexe, il en résultera une contradiction.

Pour cela, on fixe un point a de S,, on considére 'hémisphere S} formé des
points x € S, tels que (a, x) > 0. Observons que S;, est homéomorphe a B;,. On déduit
de f une application continue injective g, de B; dans R” telle que g,(0) = f(a).
D’apres le théoréme d’invariance du domaine, g,(B;) est voisinage de f(a). A fortiori,
f(S,) est voisinage de f(a). O

§ 2.5. Variétés topologiques

DEFINITION 2.5.1. — Soit X un espace topologique. On dit que X est une variété topo-
logique si pour tout point x de X, il existe un entier n > 0 et un voisinage U de x dans X
qui est homéomorphe a un ouvert deR".

Soit X une variété topologique. Soit x un point de X, soit # un entier naturel et soit
U un voisinage ouvert de x dans X qui est homéomorphe a un ouvert V de R”. Alors,
U n'est homéomorphe a aucun ouvert de R, pour m # n. Il est donc licite d’appeler n
la dimension de X en x; on la note dim,(X). Avec ces notations, tout point y de U
posséde un voisinage homéomorphe a un ouvert de R”, par exemple U lui-méme. En
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particulier, dim (X) = n pour tout y € U. Cela démontre que I'application x — dim, (X)
est localement constante.

En particulier, si X est connexe, 'application x — dim, (X) est constante. Si X n’est
pas vide, on dira que X est de dimension 7 si elle est de dimension 7 en chacun de ses
points.

DEFINITION 2.5.2. — Soit X un espace topologique. On dit que X est une variété topo-
logique a bord si pour tout point x de X, il existe un entier n > 0 et un voisinage U de x
dans X qui est homéomorphe a un ouvert deR, x R"™1.

Pour simplifier les notations, on notera H,, = Ry x R""!, H? = {0} x R""! et H} =
R} xR""!. Lorsque n =0, Hy = Hj est un point, et H) est vide.

Soit X une variété topologique a bord. Soit x un point de X, soit n un entier naturel
et soit U un voisinage ouvert de x dans X qui est homéomorphe a un ouvert de H,,. Soit
f un tel homéomorphisme et soit V = f(U). Si f(x) € Hj,, alors x posseéde un voisinage
homéomorphe a un ouvert de R”, par exemple f~!(H?). Dans ce cas, on dit que x est
intérieur. On constate aussi que si m # n, aucun voisinage de x n'est homéomorphe a
un ouvert de R”, ni méme de H,,,. On pose donc sans ambiguité dim,(X) = n dans ce
cas. Les points intérieurs forment un ouvert de X qui est une variété topologique; en
tout point de Int(X) N U, Int(X) est de dimension n. En outre, Int(X) est adhérent a x.
Par suite, on peut poser sans ambiguité dim, (X) = n.

Sif(x)e H%, démontrons qu’aucun voisinage de x n'est homéomorphe a un ouvert
de R”. Quitte a restreindre U, on peut supposer que g: U — R’ est un homéomor-
phisme de U sur un ouvert W de R”. Alors, fog™!: W — V est un homéomorphisme.
Par le théoréme d’invariance du domaine, fo g~! applique l'intérieur de W dans R” (a
savoir W, car W est ouvert) sur I'intérieur de V dans R”. Mais f(x) n'appartient pas a
I'intérieur de V, contradiction. Dans ce cas, on dit que x appartient au bord de X, que
I'on note 9(X).

Remarquons que 0(X) N U est I'image réciproque par f de H% n V. Elle est d'une
part fermée dans U, et d’autre part homéomorphe & un ouvert de R”!. 1l en résulte
que 0(X) est fermée dans X, et est une variété topologique; en x € 9(X), dim,(0(X)) =
dim,(X) — 1.

Exercice 2.5.3. — Soit X une variété topologique a bord. Si X est connexe, alors Int(X)
est connexe.

(Soit f: Int(X) — {0,1} une application continue. Montrons que 'on peut prolon-
ger f en une application continue de X dans {0, 1}. Soit x € d(X) et soit U un voisi-
nage de x dans X qui est homéomorphe a I'intersection d'une boule B de R" avec H,,.
Comme B, H,, et H), sont convexes, il en est de méme de BN H,, et de BN H;,. En par-
ticulier, U NnInt(X) est connexe et f est constante sur U N Int(X). Elle se prolonge donc
de maniére unique en une application continue au voisinage de x.)
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Remarques 2.5.4. —  a) Une variété topologique (a bord) hérite de nombreuses pro-
priétés topologique de 'espace R" ou de 'espace H,,. En particulier, une variété topo-
logique (a bord) est localement connexe par arcs et localement compacte.

b) En pratique, il est nécessaire d'imposer en outre des hypotheses de nature glo-
bale sur une variété topologique X. Lhypotheése la plus courante est que sa topologie
soit de type dénombrable, c’est-a-dire qu'’il existe une suite d’ouverts (Uy) ;>0 telle que
tout ouvert de X soit réunion d'une partie d’entre eux. Cela interdit des objets un peu
étranges comme la «longue droite », et est nécessaire pour pouvoir construire des par-
titions de I'unité sur une variété.

On exige aussi que X soit séparé, c’est-a-dire que deux points distincts quelconques
possedent des voisinages disjoints. Si x et y sont des points de X possédant un voisi-
nage commun U homéomorphe a un ouvert V de R", alors x et y ont des voisinages
disjoints, par exemple les images réciproques de boules dans V centrées en les images
de x et y. Mais il est fort possible que deux points x et y étant donnés, on ne puisse
trouver un tel voisinage. Par exemple, la droite dont I'origine est dédoublée est un tel
espace : La réunion de R* et de deux points 0* et 07, ol1 la topologie est telle que les en-
sembles {0"}U(]—a, a[nR*) forment une base de voisinages de 0", et de méme pour 0~.
Dans ce cas, 0" et 0~ n’ont pas de voisinages disjoints.

¢) Pour un espace X localement homéomorphe a un ouvert d'un espace H,, les
conditions que la topologie soit séparée et de type dénombrable peuvent se reformuler
de fagon un peu plus parlante : elle équivaut a ce que X soit métrisable (sa topologie
peut étre définie par une distance) et réunion dénombrable de partie compactes (dé-
nombrable a l'infini).

Pour résumer : lorsqu’on supposera qu'une variété topologique X est métrisable et
séparable, sa topologie sera séparée, de type dénombrable, et X sera réunion dénom-
brable de parties compactes.

d) Supposons que la variété topologique X est métrisable et connexe et prouvons
qu’'elle est réunion dénombrable de partie compactes. Comme X est localement
compact, on peut considérer un recouvrement (U;) je; de X par des parties ouvertes
dont les adhérences sont compactes. Soit (f})je; une partition continue de I'unité
subordonnée au recouvrement (U;) (théoréme [4.2.2). Pour tout j, soit U; 'ensemble
des points de V; tels que f;(x) > 0; c’est un ouvert de X dont I'adhérence, contenue
dans 7]-, est compacte dans X. Soit alors I 'ensemble des i € J tels que f; # 0. La
famille (Uj;);e; est un recouvrement localement fini de X par des parties ouvertes et
d’adhérences compactes.

Notons alors ~ la relation d’équivalence la moins fine sur X telle que x ~ y s’il existe
i € I tel que {x, y} c U;.

Démontrons que pour tout x € X, la classe d’équivalence U(x) de x est la réunion
d’'une sous-famille dénombrable d’ensembles U;. Fixons un point x € X et construisons
comme suit une suite croissante (I,;) de parties finies de I. On prend pour [y 'ensemble
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fini des i € I tels que xy € U;; si I, est défini, on prend pour ensemble I, celui des
indices i € I tels que U; rencontre Uje g, Uj. Comme la réunion K;, des parties Uj, pour
j € I, est compacte dans X, I'’ensemble des indices i € I tels que U; rencontre K
est fini. A fortiori, I,,4+; est fini. La réunion I(x) des parties I,, pour n € N, est donc
dénombrable et la classe d’équivalence de x est la réunion des Uj;, pour i € I1(x).

Les classes d’équivalence de cette relation ~ forment une partition de X en parties
ouvertes. Puisque X est connexe, U(x) = X pour tout x € X. Par conséquent, X est aussi
la réunion des U;, pour i € I(x), donc est dénombrable a I'infini.

Exemple 2.5.5 (La sphere de dimension n). — Démontrons que la sphere de dimen-
sion n dansR""*! est une variété topologique de dimension 7, de bord vide.

Soit N = (0,...,0,1) le pble nord. Le plan IT de I'équateur est I'hyperplan d’équation
Xn+1 = 0. La projection stéréographique pn: S, \ {N} — R applique un point A€ S,
distinct de N sur le point d’intersection de la droite (IVA) avec le plan de I'équateur.
Ecrivons les formules : Si A = (ay, ..., a,+1), la droite (N A) est paramétrée par

X1=a1t, Xp=aut, Xpy1=1+(ap1—-DL.

Le point d’intersection de cette droite avec le plan IT est donné par ¢t = 1/(1 — an+1)
(comme A# N, a,+1 #1). D’ou les formules
a an

pN(al)---)an+l): (l_an+1)---) l_an+1)0)-

On voit que py est continue. GEométriquement, elle est bijective : si B est un point
de I, la droite (IVB) coupe la sphére en deux points, le point N et un second point qui
est 'unique antécédent de B par py. Faisons le calcul. Si py(x1, X5+1) = (by,...,by,0),
on obtient x; = b;(1 — x,+1) pour i € {1,...,n}. Alors, ¥, x? = | b||* (1 - x,+1)?, donc
1 = [|xlI> = |BI* (1 = x441)* + x2, . C'est une équation du second degré en x,.1, mais
Xn+1 = 1 estracine. Si on factorise par 1 — x,41, on obtient

1+ Xp41 = 1BI2 A = xp41),

d’ou )
_bl2-1
n+l — . o5
Ib)I* +1
et
2
—Xpy1 = —5—.
T b2 +1
Ainsi,
2b, 2b, |IbI?>-1

p]_\ll(bly---ybnyo) :(

D1 b 1B r 1)
La réciproque de py est manifestement continue, si bien que S, \ {N} est homéo-
morphe a R".

En raisonnant a partir d'un autre point (par exemple le pdle sud), on conclut que S,
est une variété topologique de dimension n.
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Exemple 2.5.6 (La boule unité de R"). — La boule unitéB,, de R" est une variété topo-
logique a bord de dimension n. Son bord est la sphereS,,_;.

Pour cela, un fixe un point de B, par exemple le péle sud S = (0,...,0,—1) et on effec-
tue une inversion de centre S. Cette inversion applique un point M # S sur le point M’
de la demi-droite [SM) tel que SM-SM' = 1. Ecrivons les formules: si M = (a3, ..., a,) =
(d,ay),

M =S+

M-S
IISMIIZ( )

=0,...,0,-D + (|&|]* + A+ a» (@, an+ 1)
!/
= 1).

a anp+1
: 2 | . s
SiME€S,, |a|"+a% =1, etla derniére coordonnée de M’ est égale a

la'll> + A+ an)? la'? + (1+ ay)?

anp+1 1

—1=-=.
1-a%+(1+ay)? 2

Si M € B, ||@'||° + @3 < 1, et on voit de méme que le point M’ appartient au demi-
espace H défini par I'inégalité x,, > —1/2. Inversement, si M’ € H,

20an+1) = ||d|? + A +an?,
d’ou
|+ <1,

c’est-a-dire M € B,,.
Cela prouve que B, \ {S} est une variété a bord, et que son bord est S,_; \ {S}. En
partant d'un autre point, on obtient le résultat voulu.

Exemple 2.5.7. — La réunion X des deux axes de coordonnées dans R? n’est pas une
variété a bord.

Observons que tout point de X autre que I'origine a un voisinage homéomorphe a
un intervalle. En particulier, X* = X \ {O} est une variété topologique de dimension 1.
C’est I'origine qui pose probléme : pour tout voisinage U de O dans X, U\ {O} a au
moins quatre composantes connexes. Par suite, O n’a pas de voisinage dans X qui soit
homéomorphe a un intervalle puisque le complémentaire d'un point dans un inter-
valle a au plus deux composantes connexes.

Exemple 2.5.8. — Le quadrant positif {x > 0} n{y > 0} dans R? est une variété topolo-
gique a bord.

Considérons en effet 'application (x, y) — (x? — y?,2xy). En posant z = x + iy, elle
s'écrit z— z2, et on voit bien que c’est un homéomorphisme du quadrant positif sur le
demi-espace 3(z) > 0.
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C’est un exemple un peu bizarre car on verra que ce n’est pas une variété différen-
tiable a bord.

Exemple 2.5.9 (Recollement le long du bord). — Soit X; et X, deux variétés topolo-
giques a bord (de dimension n), soit u: 0(X;) — 0(X2) un homéomorphisme. Soit X
I’espace topologique obtenu en quotientant la réunion disjointe X; L X, par la relation
d’équivalence la plus fine qui identifie x € X; a u(x) € X,. Alors, X est une variété topo-
logique (de dimension n), sans bord. Elle contient le bord de la variété initiale comme
fermé privilégié.

Si X; = X, et u est I'identité, la variété obtenue est appelée le double de X;. En par-
ticulier, lorsque X; = X» = B,;, on obtient la sphere S;,, avec I'équateur.

Exercice 2.5.10. — Supposons que X; = X, = Rx [0,1]. Alors, 0(X;) = Rx{0,1}, etil y
a deux possibilités, suivant que '’homéomorphisme u: R — R utilisé pour recoller les
deux droites est croissant ou non.

a) Dans le cas ou u est croissant, démontrer que I'espace X obtenu est homéo-
morphe a R x §; (un cylindre).

Démontrer qu'’il existe une partie compacte K du cylindre X telle que pour toute
partie compacte K’ contenant K, X \ K’ ne soit pas connexe. (On peut prendre K =
{0} x §;.)

b) Si u est décroissant, démontrer que pour toute partie compacte K de X', il existe
une partie compacte K’ de X' tel que X'\ K’ est connexe. (Prouver qu'il existe a, b € R
tels que K soit contenu dans I'image de la réunion de la partie [a, b] x [0,1] de X; et de
la partie [u(b), u(a)] x [0,1] de X,.) Lespace X' est appelé ruban de Mdébius.

c) En déduire que X et X’ ne sont pas homéomorphes.

§ 2.6. Variétés topologiques de dimension 1

THEOREME 2.6.1. — Soit X une variété topologique a bord de dimension 1, connexe et
métrisable. Alors X est homéomorphe a [0,1], S1, Ry ou R et ces quatre espaces ne sont
pas deux a deux homéomorphes.






CHAPITRE 3

SOUS-VARIETES DIFFERENTIABLES

§ 3.1. Théoreme d’inversion locale et applications

Dans ce paragraphe, on rappelle les trois grands théorémes du calcul différentiel :
théoreme d’inversion locale, théoreme des fonctions implicites et théoréme du rang
constant. Ces théoremes nous permettrons d’affirmer que de nombreux sous-espaces
de R" sont des variétés topologiques. Il seront plus tard a la base de la théorie des
variétés différentiables.

THEOREME 3.1.1 (Théoréme d’inversion locale). — Soit E et F des espaces de Banach,
soit U un ouvert de E, soit f: U — F une application de classe €'P. Soit a un point de U,
soit b = f(a). Si Df(a) est un isomorphisme, il existe un voisinage V de a dans U, un
voisinage W de b dans F tel que f induise un homéomorphisme de V sur W. En outre,
Papplication réciproque g: W — V est de classe 6"

Démonstration. — Quitte a remplacer f par I'application x — D f(a)~}(f(x + a) — b),
onsupposeque E=F,a=b=0etDf(a) =id.

On doit prouver que pour y assez petit, I'équation f(x) = y a une seule solution
petite, et que I'application y — x est continue. L'équation f(x) = y se récrit x = F(x),
ol F(x) = y— f(x)+ x. Comme f est différentiable en 0, de différentielle I'identité, on
a f(x) = x+o(lx|). Soit € un nombre réel tel que 0 < € < 1, soit r un nombre réel > 0
tel que la boule fermé B, de centre 0 et de rayon r soit contenue dans U et que I'on ait
| Df(x)-id| < € pour x € B,. Alors, pour x, x' € B, I'inégalité des accroissements finis
entraine

£ Fer== < sup [DF=id] =2 <els=]

x"e[x,x
en particulier,
| f(x)—x|| <ellxll.

Par suite, pour x € By,

IFCl= [y =+ x| <[y + ] fG0 - x| <]yl +elxt.
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Posons s =r(1—¢);si||y|| <s, onadonc F(x) € B,. De plus, pour x, x’ € B,
[F)-=F | =ly-Ff@+x-y+f&) -2 =|fx0)-fx)-x-x)| <e|x-X].

Autrement dit, I'application F applique B, dans elle-méme et est contractante. D’apres
le théoreme du point fixe, elle possede un unique point fixe g(y) dans B, et I'on a
fgy=y+gy—-Fgy)=y.

Pour démontrer que 'application g est continue, on applique ce raisonnement « a
y variable » ; autrement dit, on introduit 'espace 4 des applications continues de B
dans By, que I'on munit de la distance d(u,v) = sup,, || u(y)—v(y) || Pour u € %, on
définit ®(u) € ¢ par la formule ®(u)(y) = y — f(u(y)) + u(y). Pour u,v e € et y € Bg, on
a

[®w ) -2 )| <e|u@) - vy

donc d(®(u),®(v)) < €d(u,v) et ® est contractante. Il existe donc une unique appli-
cation u € ¢ telle que ®(u) = u. Nécessairement, u(y) = g(y) pour tout y € B, ce qui
prouve que g est continue sur Bs.

Construisons maintenant des voisinages ouverts V et W de 0, respectivement conte-
nus dans B, et dans By, tels que f(V) =W, g(W) =V, go fly =idy et foglw =idyw.

Soit W la boule ouverte de centre 0 et de rayon s; c’est un ouvert de E. Posons
V = f"Y(W)n B,. Six € E vérifie || x|l = r, alors || f(x) | > Q- &) x| > s, donc f(x) g W;
cela entraine que V = f~}(W) n BY; en particulier, V est ouvert dans E. Par construc-
tion, f(V) € W; mais comme f(B;) contient W, on a f(V) = W. De plus, si y € W,
alors g(y) € B, vérifie f(g(y)) = y, donc g(y) € V; cela démontre que g(W) c V et
foglw =idw. Enfin,si x € V, f(x) € W et g(f(x)) = x puisque c’est 'unique élément
de B, d’'image f(x) par f; ainsi, g(W) =V et go fly =idy.

Démontrons que g est de classe 4! sur W. Soit y,y' € W. Lorsque y’ tend vers y, on

M

V-y=fE UN-fgw)=DfgyEy)-g) +o(|gl)-gw|.
Pour ye W, g(y) e Vet Df(g(y)) est inversible, si bien que

g -g») =Dfg (' -y +ollgy) - g
Cela entraine que [|g(y") —g) | =O(|y’ - ¥|) puis

g0V —g =DfEM G/ -y +o(|yy|.

Autrement dit, g est différentiable en y, de différentielle D f(g( y))_l.

Lapplication y — Df(g(y)) est continue; comme |'application u — u~! de GL(E)
dans lui-méme est de classe '™, cela prouve que g est de classe €.

Soit p un entier > 1. Si f est de classe 7, démontrons par récurrence sur p que g
est de classe ¢’P. On vient de le voir pour p = 1; si p > 2, on sait par récurrence, que g
est de classe 4’71, la formule précédente pour Dg prouve que Dg est de classe €7},
si bien que g est de classe €.
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Enfin, si f est de classe €, g est de classe ¢’¥ pour tout p, donc de classe €°. O

COROLLAIRE 3.1.2. — Soit U un ouvert de R, soit f: U — R" une application de
classe €', soit a € U tel que D f(a) soit injective. Il existe alors un voisinage V de a
contenu dans U tel que f (V) soit une variété topologique de dimension m.

Démonstration. — Soit g: R — R”" une application linéaire dont I'image est un
supplémentaire de I'image de D f(a). Lapplication ¢: R™ x R”~" — R" donnée par
(x,¥) — f(x)+g(y) estde classe €. Sa différentielle en (a,0) est égale a (D f (a), g) donc
est un isomorphisme. D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ou-
vert V de (a,0) dans R” et un voisinage ouvert W de g(a) dans R” tels que ¢ induise
un difféomorphisme de classe ¢! de V sur W. Pour toute partie A de V, ¢|4 induit
un homéomorphisme de A sur ¢(A). Soit V' ... Alors, 'application x — ¢(x,0) = f(x)
induit un homéomorphisme de V sur son image. En particulier, f(V) est une variété
topologique de dimension m. O

THEOREME 3.1.3 (Théoréme des fonctions implicites). — Soit E, F, G trois espaces de
Banach, soit U un ouvert de E x F, soit f: E x F — G une application de classe €7 .
Soit (a,b) € U un point tel que f(a, b) = 0 et tel que la différentielle partielle D, f (a, b)
par rapport a la seconde variable soit un isomorphisme de F sur G. Alors, il existe un
voisinage V de a dans E, un voisinage W de b dans F tel que pour tout x € V, il existe un
unique point g(x) € W tel que f(x, g(x)) = 0. Lapplication x — g(x) de V dans W est de
classe 6P et sa différentielle est donnée par

Dg(x) = —(Daf(x,g(x)) " o (D1 f(x, g(x)))

pour toutxe V.

Démonstration. — Soit ¢ l'application de U dans E x G donnée par ¢(x,y) =
(x, f(x,y)). Elle est de classe €7 et sa différentielle en (x,y), exprimée par blocs,
est égale a
idg 0
Dif(x,y) Daf(x,y)’

donc est inversible en (a, b). Par suite, il existe un voisinage ouvert U’ de (a, b) contenu
dans U et un voisinage V' de (a,0) dans Ex G tel que ¢ induise un 4’7 -difféomorphisme
de U’ sur V'. On peut supposer que U’ est de la forme Uj x Uy, ol U] est un voisinage
de a et U} un voisinage de b. Posons y = ¢ 11 W — V;pour (x,y) € V/, on peut écrire
w(x,y) = (x,¥2(x, ). Alors, pour (x, y) € U’, I'équation f(x, y) =0 équivaut a ¢(x,y) =
(x,0), soit encore (x,y) = ¥ (x,0) = (x,¥2(x,0)).

Soit V I'ensemble des x € E tels que (x,0) € V'; c’est un voisinage de a dans E.
Pour x € V, posons g(x) = y2(x,0); c’'est 'unique élément y de F tel que (x,y) € U’
et f(x,y) = 0. Lapplication g: V — F est de classe 7. Notons i: E — E x G I'applica-
tion x — (x,0), p: E x F — F la seconde projection; elles sont linéaires, donc Di(x) = i
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et Dp(x,y) = p pour tout x € E et tout y € F. En outre, g = pow o i, de sorte que pour
xeV,Dg(x) =Dp(y(i(x)) o Dy(i(x)) o Di(x). D’apres le théoreme d’inversion locale,
on a aussi Dy (x, y) = Doy (x,y)) L. Pour y =0,

idg 0 )

De(y(x,0)) = (le(x,g(x)) Dy f(x,g(x))

de sorte que

Doy (x,00) " = ( idg 0 )

Dy f(x,8(x) LoDy f(x,g(x)) Dof(x,g(x)) !

Pour ¢ € E, on adonc

Dg(x)(é) = poDep(y(x,0) " 0 (&)

= < e €]
P Dafx,g00) o D1 flx, g(x)) Daf(x,g(x)1) "

=p(é,-Daf(x,g(x) oDy f(x,g(x) ()
=D, f(x,g(x)) " oDy f(x, g(x)(&).

Cela conclut la preuve du théoréeme des fonctions implicites. O

COROLLAIRE 3.1.4. — Soit U un ouvert de R", soit f: U — R une application de
classe €. Soit M I'ensemble des points x de U tels que f(x) = 0. Soit a € M un point
D f(a) soit surjective. Alors, il existe un voisinage V de a dansR" tel que M NV soit une
variété topologique.

Démonstration. — Un changement de base permet d’écrire R” sous la forme R” x R™,
de sorte que Df(a) = (D f(a), D2 f(a)), ou D;f(a) est un isomorphisme. Posons a =
(a1, ay) avec a; € RP et a, € R™. D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe
un voisinage compact V de a;, un voisinage compact W de a, tels que V x W soit
contenu dans U, et une application continue g: V — W telles que pour tout x € V,
y = g(x) soit'unique point de W tel que (x, y) € M. Alors, 'application y: x — (x, g(x))
de V dans M est continue; elle est injective; comme V est compact, c’est un homéo-
morphisme de V sur son image. Par construction, y(V) = M n (V x W) : il est clair que
Y(V)c Mn(V xW);inversement, si (x,y)) e MN(Vx W), xeV,ye Wet(x,y) €M,
donc y = g(x) si bien que (x, y) = y(x).

Par suite, M N (V x W) est un voisinage de a dans M qui est homéomorphe a V.En
particulier, M N (V x W) est une variété topologique. O

THEOREME 3.1.5 (Théoréme du rang constant). — Soit U un ouvert deR", soit f: U —
R une application de classe €'P. Soit a € U. Soit r un entier naturel; on suppose que
pour tout x € U, Df (x) est de rang r. Alors, il existe un voisinage V de 0 dans R", un
difféomorphisme v de classe " de V sur un voisinage w(V) de a contenu dans U tel
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que w(0) = a, un voisinage W de 0 dansR™ et un difféomorphisme 0 de classe " de W
sur un voisinage de f(a) tels que

f(W(xl,...,xn)):e(xl,...,xr,o,...,())

pour tout (x1,...,Xp) € V.

Démonstration. — On peut supposer que a = 0 et f(a) = 0. Quitte a composer [ a
droite et a gauche par des applications linéaires, on suppose que le mineur principal de
taille r de D f'(x) est inversible, pour tout x € U. Autrement dit, on écrit R? =R" xR"*"7,
R =R" xR"™77, f(x,y) = (fi(x,y), f2(x,y)) et D, f(x, y) est inversible pour tout (x, y) €
U. Soit ¢: U — R" x R""" 'application définie par

e, y)=([ilx,3),1).

Elle est de classe ¥ et sa différentielle s’écrit par blocs

Dy filx,y) Da2fi(x,y)
0 id ’

donc estinversible en tout point de U. L'application ¢ définit donc un ¢’?-difféomorphisme
d’'un voisinage U; de 0 dans R" sur un voisinage V] de 0 dans R". Il n’est pas restrictif

de supposer que V; est de la forme V{ x V{’, ot V] est un voisinage connexe de 0
dans R” et V" un voisinage connexe de 0 dans R"™". Lapplication ¢ = ¢~ ': V; — U;
s'écrit (x,y) — (w1(x,y),y). Posons g = foy: V; — R"™; écrivons g = (g1, g2). Pour
(x,y) € V1, onadonc

gx,y) =[xy, 1), ), Lw(x, y),y) =, L(w(x,y),y) =(x, g&(x,)).

En outre, la différentielle de g est de rang r en tout point (x, y) de V; ; comme elle s’écrit
par blocs
id 0
Dig(x,y) D2ga(x,)))’

on a nécessairement D, g»(x,y) = 0 pour tout (x,y) € Vi = V{ x V}". Comme V' est
connexe, il s’ensuit que g» ne dépend pas de y et 'on a g(x,y) = (x, &(x)), ol g(x) =
g2(x,0). Posons alors 8(x, y) = (x, y+ &(x)). Lapplication 6 est un ¢”-difféomorphisme
de R” sur lui-méme et 'on a f(y(x,y)) = g(x,y) = 8(x,0) pour tout (x,y) € V;. Cela
termine la démonstration du théoreme. O

COROLLAIRE 3.1.6. — Soit U un ouvert de R", soit f: U — R™ une application de
classe €', soit p un entier naturel. On suppose que pour tout x € U, D f (x) est une appli-
cation linéaire de rang p. Alors, pour tout b € f(U), f~1(b) est une variété topologique
de dimension n— p.

Démonstration. — Posons M = f~1(b) et soit a un point de M. Soit V un voisinage
de 0 dans R”, soit 1 un difféomorphisme de V sur un voisinage (V) de a contenu
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dans 0 tel que ¥ (0) = a, soit W un voisinage de 0 dans R, soit 6 un difféeomorphisme
de W sur un voisinage de b tels que

f(W(xl’---rxn)) :H(XI,...,XP,O,...,O)

pour tout x € V. Un élément y de w (V) appartient a M si et seulement si I'unique élé-

ment x de V tel que y = (V) vérifie 0(x, ..., xp,0,...,0) = b, c’est-a-dire (xy,..., Xp,0,...,0)

6~1(b) = 0. Par suite, w (M) = y (M ny(V)) = VN {(0,...,00} x R”P). Comme v
induit un homéomorphisme de V sur son image, il induit un homéomorphisme de
V N {0} x R™~P sur son image, M N (V), dans R". Cela prouve que M Ny (V) est une
variété topologique de dimension m — p. O

DEFINITION 3.1.7. — Soit U un ouvert de R", soit f: U — R une application de
classe ¢!, Soitac U.

On dit que [ est uneimmersion en a si D f (a) est injective.

On dit que [ est une submersion en a si D f (a) est surjective.

On dit que f est une subimmersion en a s'il existe un voisinage V de a et un entier p
tel que D f (x) soit de rang p pour toutx€ V.

Remarque 3.1.8. — Si f est une immersion ou une submersion, c’est aussi une subim-
mersion. En effet, si A est une application linéaire injective (surjective) de R” dans R™,
toute application linéaire assez proche de A est encore injective (surjective).

§ 3.2. Sous-variétés

Rappelons que pour tout entier n > 1, on note H, = Ry x R""}, Hf = R* x R" ! et
HY = {0} x R""!. Si n =0, Hy = Hj est un point et H) est vide.

DEFINITION 3.2.1. — Soit M une partie de R" et soit p un élément de N U {oo}. On dit
que M est une sous-variété a bord de classe €7 si pour tout point a € M, il existe un
voisinage ouvert U de a dansR", un ouvert V deR", un difféomorphisme ¢: U — V de
classe ¢'P et un entier d tels que l'on ait (U N M) = V n (Hy x {0}).

Avec les notations de la définition, on pose d = dim,(M) ; on dit que a est intérieur
si ¢(a) € H}, x {0} et que a est un point de bord sinon. On note Int(M) I'ensemble des
points intérieurs de M et d(M) son bord. On dit qu'une sous-variété différentiable a
bord M est sans bord si 0(M) = & ; sil’on parle de sous-variété différentiable (sans plus
de précision), il est souvent sous-entendu qu'’il s’agit d'une sous-variété sans bord.

Lobservation suivante. nous permettra de justifier que ces notions sont bien défi-
nies, indépendamment du choix d'un difféomorphisme ¢.

Remarque 3.2.2. — Conservons les notations de la définition. Considérons R” comme
le produit de R? par R"~¢, soit i : R? — R" I'injection x — (x,0) et p: R”* — R% la projec-
tion (x1, X2) — x1. Soit V; = i~1(V) 'ensemble des points x de R tels que i(x) = (x,0) €
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V. Alors, I'application fi = f o i est une immersion de classe €7 (si p > 1) et induit un
homéomorphisme de V; sur son image dans U, et un homéomorphisme de V; nH; sur
UnM.

PROPOSITION 3.2.3. — &) Une sous-variété a bord de classe €'” est une variété topo-
logique a bord ; les notions de dimension, de points intérieurs et de bord coincident.

b) Lintérieur d'une sous-variété différentiable a bord de classe €P est une sous-
variété (sans bord) de classe €'".

¢) Le bord d’une sous-variété différentiable a bord de classe €7 est lui-méme une
sous-variété différentiable (sans bord) de classe €'P.

Démonstration. —  a) Celarésulte directement de la remarque précédente. En effet,
U N M est homéomorphe a un ouvert de H.
b) Avec les notations de la définition, U nd(M) est'image réciproque de {0} x R4~1 x
{0} par ¢. Cela prouve que 0(M) est une sous-variété différentiable de classe €”.
O

Remarques 3.2.4. —  a) Si M est une sous-variété différentiable a bord de classe ¢’”
de R", alors M est une sous-variété différentiable a bord de classe %7 pour tout entier g
tel que g < p.

b) Il est possible, pour une partie de R”, d’étre une variété topologique a bord (pour
la topologie induite), mais de ne pas étre une sous-variété différentiable a bord de
classe €.

Supposons p > 1.

Alors, les théorémes des fonctions implicites, d’inversion locale et du rang constant
fournissent des moyen efficace est simple de garantir qu'une partie de R” soit une
sous-variété différentiable : sous les hypothéses des corollaires[3.1.4et[3.1.6, M est une
sous-variété différentiable de classe ¢'. Plus généralement :

PROPOSITION 3.2.5. — Soit U un ouvert de R" et soit f: U — R™ une application de
classe ¢'P qui est une subimmersion de rangr en tout point. Soit b € R™.

a) Lensemble f~1(b) est une sous-variété différentiable de classe ¢, de dimen-
sion n—r en tout point.

b) Supposons m =1 etr =1 (de sorte que | est une submersion en tout point). Alors,
pour tout intervalle I deR d’'intérieur non vide, f (D) est une sous-variété différentiable
de classe ¢'P, de dimension n+ 1 —r en tout point et de bord f‘1 oI).

Démonstration. — On démontre simultanément les deux assertions. Posons A =
f‘1 (b) ; dans le premier cas, et A = f‘1 (I) dans le second ; soit a € A.

D’apres le théoreme du rang constant, il existe un voisinage ouvert V de a dans U,
un difféfomorphisme ¢ de classe 7 d'un voisinage ouvert V; de 0 dans R" sur V vé-
rifiant ¢(0) = a, un voisinage ouvert W de f(a) dans R et un difféomorphisme v
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de classe P d’'un voisinage ouvert W) de 0 dans R” sur W vérfifiant ¢ (0) = f(a),
tels que pour tout (xy,...,x,) € V1, on a (xy,...,Xx,,0,...,0) € W; et f(p(xy,...,X,) =
w(x1,...,%,0,...,0). Posons F=y 1o fog.

Traitons maintenant le premier cas. Par construction, un point x = (xy, ..., x,) appar-
tienta (AN U) si et seulementsi x; =--- = x, = 0. Autrement dit, (AN U) = {0} x R"*7".
Cela prouve que AN U est une sous-variété de classe ¥ de R", de dimension n—r.

Traitons enfin le second cas. De méme, un point x = (xy,..., x,) appartient a ¢ (AnU)
si et seulement si x; appartient a w1 (W n ). Si f(a) appartient a l'intérieur de I, on
peut supposer, quitte a diminuer W, que W < I, de sorte que Wn I = W; dans ce
cas, (AN U) = Rx {0} x R"™" et AnU est une sous-variété de classe ¥ de R", de
dimensionn+1-r.

Si f(a) est 'extrémité inférieure de I, on peut supposer que W n|[f(a),+oo[ < I, de
sorte que WnN I =W n|[f(a),+ool. On peut aussi supposer que ¥ est croissant (quitte
a changer y en —y et W; en —W). Alors, (AN U) =Ry x {0} x R*™7, sibien que AnU
est une sous-variété de classe €7, de dimension n+1—r etde bord f~!(f(a)) nU.

Le cas ou f(a) est'extrémité supérieure de [ se traite de facon analogue. O

Dans la remarque qui suit la définition d’'une sous-variété différentiable, I’applica-
tion f est nécessairement une immersion. Ainsi, une sous-variété différentiable est,
«localement », I'image d'un ouvert de H; par une immersion qui induit un homéo-
morphisme sur son image. Inversement :

PROPOSITION 3.2.6. — Supposons p > 1. Soit d un entier > 0, soit V un ouvert de R?
et soit f: V — R" une immersion de classe ¢'”. Supposons que f induise un homéomor-
phisme de V "H, sur son image M dansR". Alors, M est une sous-variété différentiable
a bord de classe 6P deR".

Démonstration. — Pour alléger les notations, si V est un ouvert de R%, on pose V* =
VnHg;onadonc M = f(V*). De maniére analogue, si W est un ouvert de R”, on pose
W* =W n{0} x Hy.

Soit @ un point de M, soit b € V" tel que a = f(b). Par hypothese, D f(b) est une
application linéaire injective de R dans R”. Son image est donc un sous-espace vec-
toriel de rang d de R"; en complétant les images des vecteurs de la base canonique
en une base de R”, on construit une application linéaire j: R"~¢ — R” telle que I'ap-
plication linéaire (D f(b), j): (x,y) — D f(b)(x) + j(y) soit un isomorphisme d’espaces
vectoriels de R% x R"~% sur R”. Posons W = V x R"~% et soit f;: Wi — R" 'application
(x,y) — f(x)+ j(p). Elle est de classe €’” et sa différentielle en b; = (b,0) est égale a
(Df(b), j). D’apres le théoreme d’inversion locale (théoréme , il existe des voi-
sinages ouverts W) de b; dans R” et U; de a = fi(b;) dans R” tels que f; induise un
difféomorphisme de classe ¥ de W; sur Uj.
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Puisque f induit un homéomorphisme de V* sur M, I'image par f de tout voisinage
de b dans V* est un voisinage de a dans M. Soit V; I'ensemble des éléments x de R? tels
que (x,0) € Wy ; c’est un voisinage de b contenu dans V, donc V;" est un voisinage de b
dans V. Par suite, f(V;") est est un voisinage de a dans M. Il existe donc un voisinage
ouvert U, de a dans R”, contenu dans Uy, tel que f (V1+) contienne M N Us.

Posons W, = fl_l(Uz) ; c’est un voisinage ouvert de b, contenu dans W et f; induit
un difféomorphisme de classe ¥ de W, sur Us,. Soit V, I'’ensemble des éléments x € V
tels que (x,0) € W, ; c’est un voisinage de b dans V contenu dans V.

Par construction, ona U,nM = f(V,") = fi(W,). En effet, si x € V7, (x,0) € W>, donc
f(x) = fi(x,0) € U, et f(x) € M. Inversement, si y € U, N M, il existe un élément x € V1+
tel que f(x) = y; alors, (x,0) € Wy, fi1(x,0) = f(x) € U, donc (x,0) € W, et finalement
x € Vo; puisque V;" cHg,onaaussixe V,nHy =V,

Cela prouve que U,N M est une sous-variété différentiable a bord de classe 7 de U>,
de bord fi(W>n (Hg x {0})) = f(H?i N V3), d’ou la proposition. O

Remarque 3.2.7. — Dans cette proposition, on ne peut pas omettre '’hypothése que
f induit un homéomorphisme sur son image. Par exemple, si f: R — R? n’est pas in-
jective, f peut décrire une courbe qui « se recoupe » (penser a un « 8 ») et cette courbe
n’est pas une variété topologique.

Il n’est pas non plus suffisant de supposer que f soit une immersion injective pour
en conclure que son image est une sous-variété différentiable a bord de R". Dans la
preuve de la proposition, on a di utiliser que I'image par f du voisinage V; NH, de b
dans V nH, est un voisinage de a dans M. Sans 'hypotheése d’homéomorphisme, on
pourrait avoir besoin, pour décrire M au voisinage de a, de valeurs de f en des points
tres loin de b. Penser de nouveau a un « 8 », image d’'une application injective f de R
dans R? telle que le centre du « 8 » soit égal a £(0) et a lim.o f(1).

Cette hypothese que f induit un homéomorphisme de V nHy; sur M est vérifiée si
I'on suppose que 'application continue f: VNnH; — M, supposée bijective, est ouverte
(c’est la définition) ou fermée (comme elle est bijective elle sera alors ouverte). Mais
cette propriété est quasi-tautologique et sa vérification requiert de connaitre M. Voila
un cas important et relativement simple a vérifier ou elle est satisfaite : il suffit que
I'image réciproque par f de tout compact de R” soit compacte dans UnR? (on dit que
f est propre).

§ 3.3. Espaces et cones tangents

DEFINITION 3.3.1. — Soit M une partie de R" et soit a un point de M. On définit le
cone tangent de M en a comme l'ensemble des points x € R" tels qu'il existe une suite
(xx) de points de M et une suite (tx) de nombres réels strictement positifs tels que t — 0
et (xx—a)l ty — x quand k — oo.
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Remarques 3.3.2. —  a) Pour tout point a, C,(M) estun cone au sens ousi x € C,(M)
et t >0, alors tx € C,;(M). C'est vrai si t =0, car 0 € C,(M); il suffit de prendre x; = a
pour tout k et t; = 1/k (disons). Si ¢ > 0, choisissons des suites (f;) et (xi) telles que
ty — 0 et (xy —a)/ ty — x; alors, (xx — a)/ (tx/ t) converge vers tx.

En outre, C,(M) est fermé. En effet, si (x,,) est une suite de points de C,(M)
qui converge vers un point x € R”, choisissons des suites (£, ) et (x,,x) telles que
(Xm,k — @)ty k — Xm lorsque k — oo. Pour tout m, choisissons un entier k = k(m) tel
que I, < 1/m et (x;,x — @)/ t;, i soit a distance au plus 1/m de x,,; posons alors
Ym = Xm,km) € tm = b k(m); Ona ty, <1l/met

Ym—4a

Im

1
x| < —+llxm—xll,
m

donc (y;, —a)/ t,, tend vers x.
b) Le cone tangent C,(M) ne dépend que de « M au voisinage de a» : si U est un
voisinage de a dans R”, ona C,(M N U) = C,(M).

Exemples 3.3.3. — Soit M une partie de R” et soit a un point de M.

a) Si a appartient a I'intérieur de M, alors C,(M) = R”". En effet, pour tout v € R”,
a+ tv appartient a M pour t assez petit.

b) Supposons M =Hy x {0} et a € H* ; alors, C,(M) = R% x {0}.

En effet, pour tout x € M et tout t > 0, v = (x — a)/t appartient a R4 x {0} ; comme
ce sous-espace est fermé dans R”, il en résulte que C,(M) est contenu dans R x {0}.
Inversement, si v € R? x {0}, alors a + tv appartient a H; x {0} pour tout ¢ assez petit,
douveC,(M).

c) Supposons M =H; x {0} etac€ H?i x {0} ; alors, C,(M) =H,; x {0}.

SixeMett>0,v=(x—a)lt appartient a H; x {0}, car a; = 0; comme ce sous-
espace est fermé dans R”, cela entraine 'inclusion C,(M) c H; x {0}. Inversement, si
v e H, x {0}, alors a + tv appartient a H; x {0} pour tout nombre réel strictement positif
t assez petit, d’'ou v € C,(M).

d) Soit M la réunion des deux axes de coordonnées dans R? et soit a = (0,0). Alors,
Ca(M) =M.

LEMME 3.3.4. — Soit U un ouvert deR", soit f: U — R" une application de classe ¢,
soit a un point de U et soit b = f(a). Soit M une partie deR" telle que a € M.

a) OnaCy(f(MnU)))>Df(a)(Ca(M)).
b) Si, de plus, f induit un difféomorphisme de U sur f(U), alors Cp(f(M N U)) =
Df(a)(Cq(M)).

Démonstration. — Quitte a remplacer M par M n U, ce qui ne change pas C,(M), on
peut supposer que M < U. On commence alors par démontrer que Cj(f(M)) contient
Df(a)(C,(M)). Soit donc v € C,(M), (xi) une suite de points de M, (f;) une suite de
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nombres réels strictement positifs tels que tx — 0 et (xx —a)/tx — v. On a donc xi =
a+ tv+o(t;), donc

fxx) = fla)+Df(a)(xx—a) +o(lxx—al) =b+ txDf(a)(v) + o(ty),

ce qui prouve que (f(xx) — b)/ty tend vers Df(a)(v). Ainsi, Df(a)(v) appartient
a Cp(f(M)).
Soit g: V — U l'inverse de f. D’apres 'argument précédent, on a les inclusions

Ca(M) = Cqa(g(f (M) > Dg(b)(Cp(f (M) 2 Dg(b) o D f (@) (Ca(M)) = Ca(M).

Par suite, ces inclusions sont toutes des égalités. Comme les applications linéaires
Df(a) et Dg(b) sont bijectives, on a donc C,(f(M)) = D f(a)(C,(M)). O

COROLLAIRE 3.3.5. — Soit M une partie de R" qui est une sous-variété différentiable a
bord de classe¢’ . Soit a un point de M. Si a € Int(M), C,(M) est un sous-espace vectoriel
de dimension dim,(M) deR". Si a € 0(M), C,(M) est un demi-espace d'un sous-espace
vectoriel de dimension dim, (M) deR" dont le bord est C,(0(M)).

On note T,(M) le sous-espace vectoriel de R” engendré par C,(M) et on dira que
c’'est I'espace tangent de M en a; sa dimension est égale a dim,(M). D’apres le corol-
laire précédent, on a donc C,(M) = T,(M) si a € Int(M), tandis que C,(M) est un des
deux demi-espaces de T,(M) séparé par T,(0(M)) si a€ 0(M).

Démonstration. — Soit U un voisinage ouvert de a dans R”, soit ¢: U — R” une ap-
plication de classe ¢! qui induit un difféomorphisme de U sur son image dans R” et
tel que @(UN M) =V n (Hy x {0}). D’apres le lemme précédent, on a donc

Ca(M) = Co(M N U) = Dp(a) " (Cp(a)(V NHg % {0}) = Dp(a) " (Hg x {0}).

Nous avons calculé le cone tangent de H; x {0} en b dans les exemples ; observons que
c’est ou bien le sous-espace vectoriel R? x {0} (si ¢(a) est un point intérieur de R? x {0})
ou bien le demi-espace H; x {0} de ce sous-espace vectoriel (si ¢(a) est un point de
bord), d’ot le corollaire. O

Remarque 3.3.6. — Le corollaire précédent fournit une définition simple de la dimen-
sion et du bord d'une variété a bord de classe €.

Soit M une sous-variété a bord de R” et soit a € M. La dimension de M en a et
I'appartenance de a au bord 0(M) de M avaient été définis en termes de la variété
topologique M, donc d'un homéomorphisme f d'un voisinage U de a dans R" sur
un voisinage V de 0 dans R” qui applique U n A sur R% x {0} ou sur Hy x {0}. C’est
le théoréme d’invariance du domaine qui garantissait que I'entier d ne dépend pas du
choix de 'homéomorphisme f de méme que I'appartenance de f(a) a Hg x {0} ounon.

Si M est une sous-variété a bord de classe €, et si 'on prend pour f un difféo-
morphisme, le corollaire précédent prouve que d est la dimension de T,(M), et que
a € 0(M) si et seulement si C,(M) # T,(M).
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COROLLAIRE 3.3.7. — Soit U un ouvert de R", soit f: U — R™ une subimmersion de
rangr en tout point. Soit b € R™ et soit M = f~1(b). Pour tout pointa€ M, ona T,(M) =
ker(Df(a)).

Démonstration. — On peut supposer que M # . Soit a € M. Comme f(M) = {b}
et Cp,({b}) = {0}, Df(a)(T,(M)) = 0 et To(M) < ker(Df(a)). Puisque, de plus, T,(M)
est un espace vectoriel de dimension dim,(M) = n—r et que dim(ker(Df(a))) = n—
rg(Df(a)) = n—r, on al’égalité. O

Exemple 3.3.8. — Identifions I'espace M, (R) des matrices carrées de taille n a I'es-
pace R”. Le groupe SL(n,R) est une sous-variété différentiable de classe € de M,,(R).
Elle est connexe et de dimension n> — 1. Son espace tangent en la matrice identité est le
sous-espace des matrices de trace nulle.

La fonction déterminant det: M, (R) — R est polynomiale, donc de classe . Le
sous-groupe GL(n,R) est ouvert dans M, (R). Démontrons que D(det) est de rang
constant égal a 1 en tout point de GL(n, R).

On adet(l, + M) =1 +tr(M) + O(| M||?) lorsque M — 0 (exercice : le vérifier!), si bien
que Ddet(I,) = tr. Plus généralement, si A€ GL(n,R),

det(A+ M) = det(A)det(I,, + A~ M) = det(A) + det(A) tr(A"* M) + O(| M|1?),

si bien que D det(A) est I'application linéaire M — det(A) tr(A~' M). On constate donc
que D(det)(A) n'est nulle pour aucune matrice A € GL(n,R). Elle est donc de rang 1.

Puisque SL(n,R) est I'image réciproque de {1} par la fonction det, cela prouve que
SL(n,R) est une sous-variété différentiable de M,,(R) de dimension 7% —1 en tout point.

La formule D det(I,) = tr que nous avons démontrée ci-dessus entraine que I’espace
tangent a SL(n,R) en I, est le sous-espace de M, (R) formé des matrices de trace nulle.

La connexité de SL(n,R) découle, par exemple, de ce que ce groupe est engendré
par la réunion des sous-groupes formé des matrices de la forme I, + t A, ou A est une
matrice de rang 1 de carré nul (transvection).

Exemple 3.3.9. — Le groupe SO(n,R) des matrices orthogonales de déterminant 1 est
une sous-variété connexe de dimension n(n —1)/2 de M, (R). Son espace tangent en 1,,
est le sous-espace des matrices antisymétriques.

Soit ®: M, (R) — M, (R) I'application donnée par ®(A) = 'A A. Elle est polynomiale,
donc de classe €, et sa différentielle en A est I'application linéaire M — 'AM +'M A.
On constate que D@(A)(M) = Do(1,)(*AM); pour A € GL(n,R), 'application linéaire
M — 'AM est un isomorphisme, si bien que le rang de D (A) est égal a celui de Do (1},).

On constate que ker(D¢(1,)) est le sous-espace des matrices antisymétriques; il est
de dimension n(n—1)/2.

La connexité de SO(n,R) provient de ce qu'une matrice de SO(n,R) est semblable
dans une base orthonormée a une matrice diagonale par blocs 2 x 2 ou 1 x 1, les blocs
2 x 2 étant des rotations planes (des éléments de SO(2,R), les blocs 1 x 1 étant I'identité.
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En outre, le groupe SO(2,R) est connexe, puisque c’est I’ensemble des matrices de la

cos(t) —sin(f)
forme (sinm con(t )} avec t€R.

§ 3.4. Sous-groupes fermés de GL(7,R)
Le théoréme suivant généralise les exemples et

THEOREME 3.4.1 (Cartan). — Soit G un sous-groupe de GL(n,R) qui est fermé. Alors G
est une sous-variété différentiable (sans bord) de classe €.

Avant de démontrer ce théoreme, nous devons faire quelques « rappels » sur I'expo-
nentielle des matrices.

On munit M, (R) d'une norme d’endomorphisme : R” est (par exemple) muni de la
norme euclidienne et, si A€ M, (R), || A estla borne supérieure des || Ax||, pour x € R"
de norme < 1.Ona | AB| < || Al IIB]l.

DEFINITION 3.4.2. — Pour A€ M, (R), on pose
S|
exp(A) = ) —AP.
p=0 ]9!

LEMME 3.4.3. — a) Cette série converge normalement et définit une fonction conti-
nuedeM,,(R) dans M,,(R).
b) Si A et Be M, (R) sont deux matrices telles que AB = BA, alors

exp(A+ B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).
c) Pour toute matrice Ac M,,(R) et tous s,te R, ona
exp((s+1)A) =exp(sA) exp(tA).

En particulier, exp(A) est inversible et exp(A)_1 =exp(—A).

Démonstration. — a) Comme ||AP| < ||AllP et que le rayon de convergence de la
série exponentielle est infini, la série de matrices exp(A) converge uniformément sur
toute boule. L'application A— exp(A) est donc continue.

b) Puisque A et B commutent, la formule du bindme est valable etl'on a

p

(A+B)P =Y |P|akpnt
k=0
pour tout entier p > 0. Alors,
(e p p
exp(A+B)= )Y — ) |V|AFB" k.
p=0 p! k=0 k
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Cette série double est normalement convergente puisque
[ee) 1 p o0 1 p
UMD N 1 Vi EOWEDY

! !
p=0P- k=0 p=0P- k=0

On peut donc intervertir 'ordre des termes sans changer ni la nature nila somme de la
série et écrire

IAI*1IBI™"* = exp(l| All) exp(lI B).

p
k

p
k

exp(A+ B) i i L ek i Ly L _pnk_g p(A) exp(B)

X — = _— =X X .
¢) L'assertion précédente appliquée aux matrices sA et tA (Qqui commutent) en-

traine la premiere égalité. Comme exp(0) = I, on voit alors que exp(A) exp(—A) =1,

donc exp(A) est inversible, d’inverse exp(—A).

O
Remarque 3.4.4. — Observons la majoration, valable pour toute matrice A€ M, (R) :
exp(A) I, —A--A%| < ) — A7 <exp(lAI I AI°.
2 p=3 p!

En particulier, pour toute matrice A € M, (R), on a le développement limité
exp(tA) =1, +tA+0(t?)

lorsque t — 0 dans R.

PROPOSITION 3.4.5. — La fonction exp est de classe €' surM,(R) et sa différentielle en
A eM;(R) est donnée par

o P .
Dexp(A): M— Y | 2 AT MAPT .
p=1 (p-D! j=1
Démonstration. — Nous avons déja démontré que la fonction exp est continue. Prou-

vons qu’elle est différentiable et que sa différentielle est obtenue par dérivation terme
a terme. Pour A et M € M;,(R), posons

o0 1 p . ,
M) = AT M AP
@ a(M) p;l (=1 (];

Cette expression est la somme d’'une série normalement convergente, car || Al MAP-T || <
IAIP~L|IM], de sorte que l'application (A, M) — @ (M) est continue. De plus, pour
tout p = 0,

p P
(A+MP=AP+> AIT'MAPT + 3 R, 4,
j=1 k=2
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oll R, ; est la somme de (?) termes, chacun étant un produit de k facteurs égaux a M
et de p — k facteurs égaux a A, dans tous les ordres possibles. Ainsi,

IRl < | [1AIP~*1M%,

p
k

de sorte que

© 1 p
Jexp(a-+ M) - exp(a) | < 3+ [ Ry
p=2 P =2

o P
<y ¥ ’,: APk Mk

p=2k=2
< exp(lAll + IMI) — exp(I All) - IM 1 exp(ll All
<O(IM|?).

Il en résulte que @ 4 est la différentielle en A de I'application exp. Cela prouve que exp
est de classe €. O

Remarque 3.4.6. — La différentielle de I’exponentielle est encore donnée par une série
de polynémes. Un argument similaire démontrerait qu’elle est aussi de classe %'}, de
sorte que exp est de classe 6.

PROPOSITION 3.4.7. — Il existe un voisinage ouvert U de 0 dans M, (R) et un voisi-
nage ouvert'V del, dans GL,(R) tels que l'exponentielle induise un difféomorphisme de
classe €*° de U surV.

Démonstration. — En effet, la différentielle de exp en 0 est 'application identique. La
proposition découle donc immédiatement du théoreme d’inversion locale. O

Si A et B sont deux matrices dans M, (R), on note [A, B] = AB — BA.

COROLLAIRE 3.4.8. — Pour A,BeM,,(R) et t € R, on a les relations

1
(3.4.9/a) exp(tA)exp(tB) = exp (t(A+ B) + > t*[A, B] +O(£))

(3.4.9/b) exp(tA) exp(tB) exp(—tA) = exp (B + t*[A, B] + O(¢?))

(3.4.9/c) exp(—tA) exp(—tB) exp(tA) exp(tB) = exp (£*[A, B] + O(£%))
Démonstration. — a) On peut écrire exp(tA)exp(tB) = exp(tCy + tzCz +0(t%).

Quand ¢ — 0, le membre de gauche vérifie le développement limité
1202 3 [ 3
exp(tA)exp(tB) =, +tA+ Et A“+0(7) I, +tB+ Et B~ +0(t%))

12 2 2
=Ly + {(A+B) + S 1*(A*+2AB + BY),
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tandis que le membre de droite s’exprime par
exp(tCy + t2Co + O(£3) =1, + tC) + t*(Co + C?) + O(£3),
sibienquel’'ona Cy=A+BetC, + C12 = A2+ 2AB+ B?, d’ou
Cy=A*+2AB+B*~(A+B)*=2AB— AB—BA= AB-BA=[A,B].

Les calculs précédents prouvent en fait ce développement limité uniformément
en A et B lorsque ces matrices parcourent un ensemble borné.
b) Compte tenu de la formule précédente, on a

exp(tA) exp(¢B) exp(—tA) = exp(t(A+ B) + %tz [A, Bl + O(£%)) exp(—t A).

On'applique de nouveau aux matrices A+ B+ % t[A, B]+0(#?) (qui reste bornée quand
t — 0) et — A, ce qui donne

exp(tA) exp(tB) exp(—tA) = exp(tB + %tz [A,B] - %IZ[A+ B, Al +0(£%))
=exp (tB + t*[A, Bl + O(+%)).
c) De méme,
exp(tA)exp(tB)exp(—tA)exp(—tB)
=exp(t(A+B) + %rz [A,B] +0(£)) exp(—t(A+ B) + %tz [A,B] +0(£%))
=exp (£*[A, Bl - %tZ[A+ B,A+B]+0(t))
=exp (£*[A, Bl + O(1%)).

Cela conclut la preuve du corollaire.

Remarque 3.4.10. — Lorsque t — 0,
exp(t(A+B))=1,+t(A+B)+ %IZ(A+B)2 +0(£3)
exp(tA)exp(tB) =1, + t(A+B) + %tZ(AZ +2AB+B*) +0(£)
exp(tA)exp(tB) =1, + t(A+B) + %tZ(AZ +2BA+ B +0(t).

Par suite, ces trois expressions different d'un multiple de 2[A, B] + O(#3), donc sont
deux a deux distinctes quand [A,B] # 0 et ¢ est assez petit (mais non nul). Cela
prouve qu’'on ne peut enlever I'hypothese que A et B commutent dans la formule
exp(A) exp(B) =exp(A+ B).
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Nous pouvons maintenant commencer la preuve du théoreme Soit G un sous-
groupe de GL(n,R), fermé. Nous allons commencer par prouver que le cone tangent
a G en I'identité est un sous-espace vectoriel. Notons-le g.

LEMME 3.4.11. — Pour A€ M, (R), les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) OnaAeg;

(i) PourtoutteR, onaexp(tA)eG;

(iii) Il existe une suite (ty) de réels non nuls tendant vers 0 telle que exp(ty A) € G pour
toutk.

Démonstration. — Supposons A € g. Soit (Ax) une suite de matrices dans G et (f)
une suite de nombres réels strictement positifs qui converge vers 0 tels que (Ax—1,)/ tx
converge vers A. Alors, A =1, + tx A+ o(t;). Comme I'exponentielle définit un difféo-
morphisme d'un voisinage de 0 dans M, (R) sur un voisinage de I,, dans GL(7,R) et
que sa différentielle en 0 est I'identité, il existe (pour k assez grand) une matrice By vé-
rifiant By = tx A+ o(tx) et Ax = exp(By). Soit ¢ € R. Choisissons une suite (m;) d’entiers
relatifs telle que my tx converge vers ¢; par exemple, on prend my = [t/ ], de sorte
que t— tp < mity < t, d’olt myty — t puisque tx — 0. Alors, my By = mytx A+ o(myty)
converge vers fA et AZ”“ = exp(myBy) converge vers exp(tA), car I’exponentielle est
continue. Puisque Ay € G et que G est un sous-groupe de GL(n,R), A,T’“ € G; comme G
est une partie fermée de GL(n,R), on a donc exp(tA) € G. Cela démontre I'implication
()= (i).

Limplication (ii)= (iii) est évidente.

Sous I'hypothese (iii), on peut supposer t > 0, car G est un sous-groupe de GL(n, R).
Pour tout k, posons Ay = exp(txA). Alors, Ay =1, + tr A+ O(t]%), donc (Ap =1,/
converge vers A. Cela prouve que A appartient au cone tangent de G en l'identité. [

LEMME 3.4.12. — Le cone g est un sous-espace vectoriel de M,,(R). Pour A,Be g, ona
[A, Bl eg.

Remarque 3.4.13. — Une algebre de Lie est un espace vectoriel V muni d’'une applica-
tion bilinéaire antisymétrique (A, B) — [A, B] vérifiant la relation (identité de Jacobi) :

[A, [B,Cll1+[B,[C, All +[C, [A, B]]

pour tous A, B,C dans V. On vérifie que M, (R) muni du crochet [A, B] = AB— BA est
une algebre de Lie. Autrement dit, g est une sous-algebre de Lie de M, (R).

Démonstration. — OnaOegcarl, € Getexp(0) =1,.Si A, B € g,alorsexp(tA)exp(tB) €
G pour tout ¢ € R. Le développement limité

exp(tA) exp(tB) =1, + t(A+ B) + O()
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entraine alors que A+ B appartient a g. Enfin, si Ae get se R, on a exp(tsA) € G pour
tout r € R, donc sA € g. Enfin, si A, B€ M, (R) et t € R, on a le développement limité

exp(tA) exp(tB) exp(—tA) exp(—tB) =1, + t*[A, B] + O(%).

Comme le membre de gauche apartient a G, [A, B] appartient a g. O

LEMME 3.4.14. — Il existe un voisinage U de 0 dans M, (R) tel que, pour A € U, les
conditions exp(A) € G et A € g sont équivalentes.

Démonstration. — Si A € g, on sait déja que exp(A) € G. Supposons que I'énoncé
soit faux; il existe alors une suite (A;) d’éléments de M, (R) qui tend vers 0 telle que
exp(Ag) € G pour tout k mais A ¢ g. Soit V un supplémentaire de g dans M, (R). I'ap-
plication (B, C) — exp(B) exp(C) de g x V dans M, (R) est de classe € et sa différen-
tielle en I'origine est 'application (M, N) — M+ N de gx V dans M, (R), donc est un iso-
morphisme. Par suite, elle réalise un difféeomorphisme d'un voisinage de 0 dans g x V
sur un voisinage de I, dans M, (R). Pour tout k assez grand, on peut donc écrire
exp(Ax) = exp(By) exp(Cyg), ou By € g et Cy € V, les suites (By) et (Cy) tendant vers 0.
Comme By € g et exp(Ag) € G, on a donc exp(Cy) = exp(—By) exp(Ax) € G. Posons
tx = [ICk|l. Par hypothese, A; € g, donc Cy # 0 et tx > 0. Introduisons la suite (Ci/ ;) a
valeurs dans la spheére unité de M, (R) et considérons-en une valeur d’adhérence C.
OnaCeVet]|C|=1,donc C¢g. Alors, exp(Cy) = exp(tx(Cr/tr)) =1, + t;C + o(ty), ce
qui prouve que C € g, une contradiction. O

Fin de la démonstration du théoremel3.4.1l — Soit U un voisinage de 0 dans M, (R)
et V un voisinage de I,, dans GL,(R) tels que 'exponentielle induise un difféomor-
phisme ¢ de classe ¥ de U sur V. Quitte a diminuer U, on peut supposer qu’il vérifie
les conditions du lemme[3.4.14] Cela montre que GN U = ¢(gn V), par suite, GN U est
une sous-variété différentiable de classe ¢*°.

Il reste a établir cette propriété au voisinage de tout point g de G. Mais I'application
de GL(n,R) dans lui-méme donnée par A — gA est un difféomorphisme. Par suite,
G n gU est une sous-variété différentiable de classe ¥>°. Comme gU est un voisinage
ouvert de g, cela conclut la preuve du théoreme. O

§ 3.5. Fonctions différentiables sur une sous-variété différentiable

LEMME 3.5.1. — Soit M une sous-variété différentiable de classe ¢’ deR", soit f: M —
R une application. Soit a un point de M et soit d = dim,(M). Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) Il existe un voisinage U de a dans R" et une application F: U — R de classe ¢
qui coincide avec f surUn M.
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(ii) Pour tout ouvert V de H, et toute immersion i: V — R" de classe ¢P qui induit
un homéomorphisme de V sur un voisinage de a dans M, l'application foi deV dansR
est de classe €P au voisinage de i~ (a).

(iii) Il existe un ouvert V deHy et une immersion i: V — R" de classe € " qui induit
un homéomorphisme de V sur un voisinage de a dans M tels que Uapplication foi deV
dans R soit de classe ¢'” au voisinage de i~ (a).

Démonstration. — Nous conservons les notations des assertions du lemme. (i)= (ii).
Pour x€ Vi }(U),ona fli(x)) =F(i(x)),sibienquel'ona foi=FoisurVn L.
Comme F et i sont de classe €7, foi est de classe €7 sur V n i~1(U), et cet ensemble
est un voisinage de a.

(ii)= (iii). Cela résulte de ce qu'’il existe un tel ouvert et une telle immersion.

(iii)=(). Soit b € V tel que i(b) = a. On a vu (preuve du théoreme) qu'il existe un dif-
féomorphisme ¢ d'un voisinage ouvert W de b x {0} dans R” sur un voisinage ouvert U
de a dans R” tel que pour tout x € R? tel que (x,0) € W, on ait x € V et ¢(x,0) = i(x).
Quitte a restreindre W et U, on peut supposer que W = V' x V", o1 V' est un voisinage
ouvert de b dans R? tel que V' nH, c V et V" est un voisinage ouvert de 0 dans R" ¢,
Alors, il existe une unique application F de U dans R telle que F(p(x,y)) = f(p(x,0))
pour tout x € V' et tout y € V”. Lapplication F est de classe ¢’” et prolonge fl;). O

DEFINITION 3.5.2. — Soit M une sous-variété a bord deR" de classe €7 et soit f: M —
R une application. On dit que f est de classe ¢'P au voisinage de a si les propriétés équi-
valentes du lemme précédent sont satisfaites.

L'ensemble des points a € M tels que f soit de classe 7 au voisinage de a est un
ouvert de M. On dit que f est de classe €7 si elle I'est au voisinage de tout point de M.

LEMME 3.5.3. — Soit M une sous-variété a bord de R™ de classe €P, soit N une sous-
variété a bord de R" de classe €7 et soit f: M — N une application. Soit a € M et soit
b = f(a). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Les composantes (f1,..., fn) de f sont de classe ¢P au voisinage de a.
(ii) Pour toute application g de N dans R qui est de classe € au voisinage de b,
l'application g o f est de classe €P au voisinage de a.

Démonstration. — (i)=(ii). Soit d = dim,(M), soit i une immersion d'un ouvert V
de R? dans R™ qui induit un homéomorphisme de V nH, sur un voisinage de a
dans M. Par hypothese, les composantes ¢, = fioi,...,p, = froi de foi sont de
classe P sur V. Soit U un voisinage de b dans R"” et G: U — R une application de
classe €’P qui coincide avec g sur Un N. Pour xe Vn f~1(U),ona

go fi(x) =Gp1(x),...,¢0u(x)),

donc go foi est de classe 7. Cela prouve que go f est de classe ¢ au voisinage de a.
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(ii)=(). Les projections g, ..., g» de R” dans R sont de classe % ”. Leurs restrictions
a M (notées de la méme facon) sont donc de classe ¢’”. Pour tout j, ona fj = gjo f,
donc f; est de classe 67. O

LEMME 3.5.4. — Soit M une sous-variété deR™, N une sous-variété deR", toutes deux
de classe €. Soit f: M — N une application de classe €. Soit a € M et soitbh = f(a).

a) Il existe une unique application linéaire T,(f): To,(M) — Tp(N) telle que l'on ait
pour tout u € C,(M), toute suite (xi) de points de M et toute suite (ty) de nombres réels
strictement positifs qui tend vers 0 et telle que (xx — a)l t; — u,

fxx) - fla)
Ik
b) Enoutre, T,(f) applique C,(M) dans C,(N).
c) Pour tout voisinage U de a dans R™ et toute application F: U — R" de classe ¢!

qui coincide avec f sur M nU, DF(a) coincide avec T,(f) sur T,(M) et, en particulier,
applique C,(M) dans C,(N) et T4(M) dans T, (N).

- Taf(u)-

Démonstration. — Soit U un voisinage de a dans R", soit F: U — R" de classe ¢! qui
coincide avec f sur M N U. Soit u € C,(M), soit (xj) une suite de points de M, soit ()
une suite de nombres réels strictement positifs qui tend vers 0 telle que (xx—a)/ tx — u.
Alors, x;. = a+ tru+o(ty), donc

f(xk) = F(xy) = F(a) + 1y DF(a)(w) + o(tx) = b+ ty DF (a) (u) + o(t),

ce qui prouve que (f(xx) — b)/ ty — DF(a)(u).

En particulier, DF(a)(u) appartient a C,(N). Comme les cones tangents C,(M) et
Cp(IN) engendrent T,(M) et Ty (N) respectivement (on a égalité si a est intérieur, et le
cOne tangent est un demi-espace de I’espace tangent sinon) et que DF(a) est linéaire,
elle applique T,(M) dans T,(NN). Cela prouve que I'application linéaire DF (a) vérifie
les conditions a) et b).

Cela démontre en outre que la restriction de DF(a) a I'espace tangent T,(M) ne dé-
pend pas du choix de 'application F choisie, d’olt1 'assertion c). O

THEOREME 3.5.5 (Théoreme des extréma liés). — Soit M une sous-variété de R" de
classe €, soit f: M — R une application de classe €. Soit a € M ; supposons que a
soit un minimum local de f c’est-a-dire qu'il existe un voisinage U de a dans M tel que
f(x) > f(a) pourtoutxe U.

a) SiaeInt(M), alors T,(f) =0.
b) Siaed(M), alors T,(f)(Cy(M)) cR;.

Démonstration. — Par hypothese, f applique U dans la variété abord N = [f(a), +ool.
D’apres le lemme précédent, T,(f) applique C,(M) dans le cone tangent en f(a) de N,
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a savoir R, d’oula seconde assertion. Si a € Int(M), C,(M) = T,(M) est un espace vec-
toriel, donc son image par T,(f) est un sous-espace vectoriel de R contenu dans R, ; il
est nul. O

Soit p € NU {oo} ; on suppose que p > 1. Soit M, N des sous-variétés de classe ¢’” de
R et R” respectivement. Soit f: M — N une application de classe €”.

Soit a € M. On dit que f est une immersion (resp. une submersion) en a si T,(f) est
injective (resp. surjective). Plus généralement, soit B une sous-variété de N. On dit que
f est transverse a B si pour tout a € f~(B),

Tf(a) (B) + Taf(Ma) = Tf(a) (N).

Lorsque B est réduite a un point, f est transverse a B si et seulement si c’est une sub-
mersion en tout point de f~!(B).

THEOREME 3.5.6. — Soit p > 1. Soit M, N des sous-variétés de classe " d'un espace
euclidien, N étant sans bord. Soit f: M — N une application de classe €P. Soit B une
sous-variété de N et soit A = f~1(B). On suppose que les applications f et flanr sont
transverses & B et a 8(B), et que f~1(0(B)) N d(M) = &. Alors A est une sous-variété de
classe €7 de M, de bord

0(A) = (Ana(M) U f~1((B)).

De plus, pour tout pointa€ A, T,(A) = (Taf)_1 (T,(B)) ; en particulier,
dimg(A) = dim,(M) + dim (g (B) — dim (g (N).

Démonstration. — Soit a un point de A; posons b = f(a).

a) Supposons d’abord que b € Int(B). Il existe ainsi un voisinage V de b dans R" et un
¢’P-difféomorphisme ¢ de V sur un voisinage ¥ (V) de 0 dans R” tels que w(V N B) =
R® x {0} et w(b) = 0; soit g la projection de R” sur R"~°. Alors,

AnfH V) = (gowo /L (0);

Si 'on remplace M par f~(V), N par l'origine de R"7¢, e par 0 et f par gowo f, les
hypothéses de transversalité restent vérifiées, ce qui permet de supposer que N est
l'origine {e} de R", et que f est une submersion en a, de méme que fls-

Quitte a remplacer M un voisinage de a dans M, on peut aussi supposer qu’il existe
un voisinage U; de a dans R et une application F: U; — R" de classe ¢P qui coincide
avec a sur M. Soit alors U un voisinage de a dans U, et ¢ un difféomorphisme de

classe €7 de U sur un voisinage de 0 dans R" tel que ¢(a) = 0 et tel que
R4 x {0) np(U) siaeInt(M);

PMAU) = R x{0) Nne(U) siaelnt(M)

H, x {0} siaed(M).

Alors, 9(ANU) = (Fog™1)71(0) n (M n U). Cela permet de supposer que a = 0, que
M = R4 x {0} ou M = H? x {0} (suivant que a € Int(M) ou a € d(M)) et que f est la
restriction a M d’une application F de classe 4’7 définie sur un voisinage U de 0.
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Pour finir, il est plus commode de séparer les deux cas. Supposons d’abord que
a € Int(M). Par construction, la restriction a R? x {0} est une submersion en 0, c’est-a-
dire que les dérivées partielles 0, F(0),...,04F(0) engendrent R”. Quitte a renuméroter
les variables x,..., x,, on peut supposer que 04_,+1 F(0),...,0,4F(0) forement une base
de R". Soit 0: U — R™ =R x R"” x R"~"~1 I'application donnée par

Q(X1,...,Xd,...,xn) = (xl)---)xd—n!F(xly---)xm))xl’l+ly---yxm)-

N

Elle est de classe €7 et sa différentielle en l'origine est inversible. Quitte a res-
treindre U, elle réalise un difféomorphisme de classe ¥ de U sur un voisinage ouvert
de 0 dans R™. Alors, UnM = UnO ' (R"x {0}) et UNnA = UnO~ (R4 " x {0}). Cela prouve
que Un A est une sous-variété différentiable, sans bord, de R™, et de dimension d—n =
dim, (M) — dimy,(N) + dimy,(B) en a. En outre, on a T,(M) = DO(0) "} (R% x {0}) et

T,(A) = DO(0) L (R x {0}) = DF(0) "1 ({0}) n DA(0) "L (R™ x {0}) = Df(0) 1 (T},(B)).

Traitons maintenant le cas o a € d(M). Par construction, la restriction de F
a (M) = {0} x R%1 x {0} est une submersion en 0; autrement dit, les dérivées
partielles 0,F(0),...,04F(0) engendrent R”. Quitte a renuméroter les variables
X2,...,Xq, on peut supposer que 02F(0),...,0,+1F(0) forment une base de R”. Soit

alors 0: U — R™ =R x R" x R~ 'application donnée par
H(XIJ---rxd)---rxn) = (xlyF(xl»---;xm)»xn+2»---»xm)-

Elle est de classe €7 et sa différentielle en l'origine est inversible. Quitte a res-
treindre U, elle réalise un difféomorphisme de classe ¥ de U sur un voisinage ouvert
de0dansR™. Ona M =607 (R, x R? x RT"""1 x {0}) et A= 0" (R; x {0} x R "L x {0}).
Cela prouve que A est une variété a bord de dimension d — n = dim, (M) — dim, (V) +
dimy (B) et que son bord est égal a

A(A) =071 (0 x {0} x RI™"" 1 x {0}) = AnA(M).

En outre, T4(A) = (Tof) " (Tp(B)) et T4(0(A) = T4(A) N T,(0(M)).

b) Supposons maintenant que b € d(B). Par hypothese, on a donc a € Int(M). Soit V
un voisinage de b dans R” et : V — R” un difféomorphisme de classe ¢” de V sur
un un voisinage de 0 dans R” tel que y(b) = 0 et tel que w(V N N) = w(V) n (R x {0});
soit g: R” — R * la projection sur les derniéres coordonnées. Quitte 4 remplacer M
par Mn f~1(V) et f par gowo f, on peut supposer que N = R” et b = 0. Soit alors V'
un voisinage ouvert de 0 dans R” et ¥': V' — R" un difféomorphisme de classe ¢’
de V' sur un voisinage de 0 dans R” tel que v'(b) =0 et ¥/'(VNB) = ¢'(V) n (R®! x
R, x {0}); soit g": R" — R+ ]a projection sur les derniéres coordonnées. On a alors
ANV’ = (q' oy’ o /) 1 (R, x {0}). Cela permet de supposer que B = R, x {0} dans R";
alors, 0(B) = {0}.

Soit U; un voisinage ouvert de a dans R et F: U; — R une application de classe 47
qui coincide avec f sur U; n M. Soit alors U un voisinage ouvert de a dans U; et ¢
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un difféomorphisme de classe ¥ de U sur un voisinage ouvert de 0 dans R tel que
pla=0etpUnM)= R% x {0}. Alors, PpUNA) = (Fop HRy x {0}) NN M), ce
qui permet de supposer que M = U n (R? x {0}) et que f est la restriction 2 M d’une
application F de classe €7 définie sur U.

Lhypothese que f est transverse a 0(B) s'énonce T, f(T,(M)) + Tp(0(B)) = Tp(R").
Comme on a T,(M) = R% x {0} et T;(8(B)) = 0, il en découle que 01 F(0),...,04F(0) en-
gendrent R". Quitte a renuméroter les coordonnées xi,..., X;;, on peut supposer que
0,F(0),...,0,F(0) forment une base de R". Alors, I'application 6 de U dans R" définie
par

O(x1,...,Xm) = (F(X), Xnt1y.+0r Xm)
est de classe €7 et sa différentielle en I'origine est un isomorphisme. Quitte a dimi-
nuer U, elle induit donc un difféomorphisme de classe ¥ de U sur un voisinage ouvert
de 0 dans R”. Alors, 8(M) = 0(U)NRY x {0}, tandis que 8(A) =0(U)N(R4 x{0}) xR x {0}.
Il en résulte que A est une sous-variété a bord de M de dimension d—n+1 = dim,(M)—
dim ¢4 (N) +dim (4 (B) en a, et de bord 010} x R " x {0}) = f‘l(G(B)). En outre, on
a T,(M) = DO(0) L (RY x {0}) et

T,(A) = DO0) ' (R x {0} x R*™" x {0})
= DF(0) ' (R x {0}) n DO(0) "' (R" x {0})
=Df ()" H(Ty(B)).

De plus,
T4(0(A)) = DO0) ™' ({0} x {0} x RY™" x {0})
= DF(0) "' (0) n DO(0) ' (R" x {0})
= Df(0)"' (Tp(3(B))).
Cela conclut la démonstration du théoréme. O

Exercice 3.5.7. — On pose M =R xR;, N=Ret B=R,. Soit g: R— R une application
de classe ¢! et soit f: M — N I'application donnée par f(x,y) = y — g(x).

Prouver que f est une submersion en tout point, et que fls)s est une submersion
en (x,0) si et seulement si g'(x) # 0.

Donner un exemple d’application g telle que f~!(B) ne soit pas une sous-variété.

En déduire que 'on ne peut omettre I'’hypothése que f~!((B)) soit disjointe
de 0(M).






CHAPITRE 4

VARIETES DIFFERENTIABLES

§ 4.1. Définition des variétés différentiables

La notion de variété différentiable que nous définissons maintenant abstrait des
sous-variétés leur substantifique moélle : un espace topologique raisonnable (variété
topologique, métrisable et séparable) et la notion de fonction de classe €.

DEFINITION 4.1.1 (Faisceau de fonctions). — Soit M un espace topologique. Un fais-
ceau de fonctions .7 sur M est la donnée, pour tout ouvert U de M, d'un sous-ensemble
Z (U) de l'ensemble des fonctions de U dans R vérifiant les deux conditions suivantes :

a) Si U etV sont des ouverts de M tels que V c U, et si f € % (U), la restriction a V
de f appartient a ¥ (V) ;

b) SiU est un ouvertde M, f: U — R une application, alors f € % (U) si et seulement
si tout point x € U posséde un voisinage V dans U tel que f|y € F (V).

Exemple 4.1.2. —  a) Soit M un espace topologique. Pour tout ouvert U de M, soit
“v(U) 'ensemble des fonctions continues de U dans R. Alors %y est un faisceau de
fonctions.

b) Soit M une sous-variété différentiable (2 bord) de classe €7 de R". Pour tout ou-
vert U de M, soit CKA’ZI(U) I’ensemble des fonctions de classe €? sur U. Alors, ‘5]61 estun
faisceau de fonctions.

DEFINITION 4.1.3. — Soit M un espace topologique et soit % un faisceau de fonctions
sur M. On dit que (M, .%) est une variété différentiable (a bord) de classe ¢'P si les condi-
tions suivantes sont satisfaites :

a) Lespace topologique M est métrisable et séparable;

b) Pour tout point a de M, il existe un voisinage U de a dans M, un entier d, un ou-
vertV deH, et un homéomorphisme ¢ de U surV tel que pour toute ouvert W contenu
dansV et toute fonction f: W — R, fop e F (¢~ (W) si et seulement si f € ckw).

La premiere condition est de nature globale et permet d’éviter d’avoir a considé-
rer des espaces topologiques dont I’étude est compliquée et qui n'apparaissent pas en
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pratique. La seconde est de nature locale; elle entraine déja que M est une variété to-
pologique a bord.

Soit (M, .#) une variété différentiable (a bord) de classe ¢’7. Le faisceau .# est appelé
faisceau des fonctions de classe ¢’” sur M et noté (515[.

Un homéomorphisme ¢ comme dans la définition est appelé carte de classe €.
Comme les fonctions coordonnées sur R? sont des fonctions €', les composantes
(1,-..,94) d'une carte ¢ définie sur U appartiennent a %”AZ(U).

Soit ¢: U — Vetg': U — V' deux cartes, ou1 V est un ouvert de Hy et V' un ouvert
de H, . Soit ¥ I'unique application de @(U N U’) sur ¢’ (U N U’) tel que ¢ (¢ (x)) = ¢’ (x)
pour tout x € U n U’. Puisque ¢ et ¢’ induisent des homéomorphismes de U N U’ sur
@UNU) et ¢'(UnU’) respectivement, I'application y est un homéomorphisme, dit
de changement de cartes.

LEMME 4.1.4. — Soit (M, (5]\’2) une variété différentiable de classe €'P. Soitp: U — V et
¢': U — V' deux cartes et soity: p(UnU') — ¢ (UnU") 'homéomorphisme de chan-
gement de cartes. Alors, v est un difféomorphisme de classe ¢’ .

Démonstration. — Posons W = U n U’; les fonctions ¥1,...,pq appartiennent
a C5161(U), donc leurs restrictions a W appartiennent a ‘KZCI(W). De méme, les res-
trictions a W des fonctions (p'l, . ..,(p;i appartiennent a CKA’/’I(W). Notons y1,..., ¥4 les
composantes de w. Puisque I'on a I'égalité (p’j =y jo@sur W, la définition d'une carte
entraine que v ; est de classe ¢’7. Ainsi, y est de classe ¢7.

En échangeant les rdles de ¢ et ¢, le méme argument prouve que ¥ ' est de
classe €’”. 1l en résulte que ¥ est un difféomorphisme de classe €7 de V sur V'. O

Ce lemme fournit une autre approche des variétés différentiables que nous présen-
tons comme une construction.

Soit M un espace topologique. Soit (U;) un recouvrement de M par des ouverts U ;
pour tout i, soit d; € N et soit ¢;: U; — V; un homéomorphisme de U; sur un ou-
vert V; de Hy,. On dit que la famille (U;, ;) est un atlas de classe €’” si pour tout
couple (i, j), I'application ¢; o (,oi_l de ¢;(U; nUj) sur ¢;(U; nUj) est un difféomor-
phisme de classe €.

PROPOSITION 4.1.5. — Soit M un espace topologique métrisable et séparable. Soit
(Ui, ;) un atlas de classe €” sur M. Pour tout ouvert U de M, soit %A’;(U) l'ensemble
des fonctions f: U — R telles que pour tout i, l'application f o (pl.‘l dep;(UNU;) dansR
soit de classe €'P.

Alors, (M, CKAZ) est une variété différentiable de classe ¢'P.
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Démonstration. — Soit U et V des ouverts de M tels que V < U. Soit f € %A’ZI(U). Pour
tout i, 'application fIVO(pi‘1 de ¢;(VNnU;) dans Restlarestriction a ¢; (UnUj;) de 'ap-
plication fo (pi‘l définie sur ¢; (U N U;), donc est de classe ¢’P. Par suite, f|y appartient
aeh ).

Fixons un indice i; soit W un ouvert de V; et soit f: W — R une application. Si f o
Qi€ %A’j[((pi‘l (W), alors f € €X(W), par définition de ‘KA’ZI. Inversement, supposons que
f e €X(W). Pour tout j, I'application fo ;o (p]_.l sur ¢;(U;n (pl._l (W)) est de classe €7
comme composée de f et de 'application ¢; 0(,0]_.1 qui est de classe ¢’P. Cela démontre
que fog; € G (p; (W)).

Par suite, (M, ‘516[) est une variété différentiable de classe €. O

Si g < p, un atlas de classe €7 sur un espace topologique est aussi un atlas de
classe ©9. Par suite, toute variété différentiable (M, ‘5]@) de classe €’P définit une va-
riété différentiable (M, CKA‘ZI) de classe € 9. Pour tout ouvert U de M, ‘KAZ(U) est 'en-
semble des fonctions f: U — R telle que pour toute carte (W, @) de classe €’” sur M,
fop~! soit de classe €7 sur ¢ (W n U). En particulier, CK]@(U) c %”AZ(U).

PROPOSITION 4.1.6. — Soit M une sous-variété différentiable (a bord) de R" de
classe €P. Alors, (M, ‘5]@) est une variété différentiable de classe €'P .

Démonstration. — Comme M est un sous-espace de R, c’est automatiquement un
espace topologique métrisable et séparable.

Pour tout point a de M, il existe un entier d > 0, un ouvert V de H; et une immersion
i: V—R"de classe ¢” qui induit un homéomorphisme de V sur un voisinage U de a
dans M. On a démontré qu'une fonction f sur U est de classe € si et seulement si
la fonction foi~! sur V est de classe €”. Plus généralement, si W est un ouvert de M
contenu dans U, une fonction f sur W est de classe ¢’ si et seulement sila fonction fo
i~y sur W est de classe €7 Cela prouve que (M, %]\’2) vérifie la seconde condition de
la définition d’'une variété différentiable de classe €”.

La proposition est ainsi démontrée. O

Exemple 4.1.7. — Soit M une variété différentiable (a bord) et soit U un ouvert de M.
Muni de la restriction a U du faisceau CKA’ZI, U est une variété différentiable a bord.

DEFINITION 4.1.8. — Soit M et N des variétés différentiables (a bord) de classe €. On
dit qu'une application f: M — N est de classe €P si elle est continue et si pour tout
ouvert U de N et toute fonction u € (gﬁ(U) de classe €7 sur U, la fonction uo f sur
Pouvert f~Y(U) de M est de classe 6P .

Un isomorphisme de variétés est une application f entre ces variétés qui est de
classe €7, bijective, et dont I'inverse est de classe ¢’7.
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Exemples 4.1.9. —  a) Pour tout ouvert U et toute suite finie (f,...,f,) d’élé-
ments de CKA’Z(U), I'application de U dans R" donnée par x — (f(x),..., fn(x)) est de
classe €”.

b) Une carte (U, @) d'une variété différentiable est un isomorphisme de variétés
de U sur @(U).

LEMME 4.1.10. — Soit M et N des variétés différentiables (a bord) de classe €?, soit f
une application de M dans N. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Lapplication ¢ est de classe 6P ;

b) Pour tout a € M, toute carte (U, @) sur M dont le domaine de définition est un
voisinage ouvert de a et toute carte (V,y) sur N dont le domaine de définition est un
voisinage ouvert de f(a), il existe un voisinage U’ de a contenu dans A tel que f(U') c 'V
et que lapplicationy o f o (p|y) ™t de p(U") dansy (V) soit de classe 6P ;

c) Pour tout a € M, il existe une carte (U, ) sur M dont le domaine de définition est
un voisinage ouvert de a et une carte (V,y) sur N dont le domaine de définition est un
voisinage ouvert de f(a) telles que f(U) c V et que l'application yo f o™ de ¢(U)
dansy (V) soit de classe 6P .

§ 4.2. Partitions de 'unité

DEFINITION 4.2.1. — Soit X un espace topologique et soit (U;) jc; un recouvrement ou-
vert de X. On appelle partition continue de I'unité faiblement subordonnée au recou-
vrement (U;) je1 toute famille (f;) e vérifiant les deux propriétés suivantes :

a) Pourtouti€ I, f; est une fonction continue de X dans [0, 1] telle que f;(x) = 0 pour
x¢U;;

b) Pourtoutxe X,onay ;e fi(x)=1.

On dit qu'une telle partition de l'unité est subordonnée au recouvrement (U;) ey Si
pour tout i, le support de f; est contenu dans U .

On dit qu'elle est localement finie si pour tout a € X, il existe un voisinage ouvert U
de a dans X et un ensemble ] c I tel que supp(f;) NU =& pour toutie I\ ].

THEOREME 4.2.2 (Stone). — Soit X un espace topologique métrisable. Pour tout recou-
vrement ouvert (U;) e, il existe une partition de l'unité subordonnée a (U;) e qui est
localement finie.

PROPOSITION 4.2.3. — Soit X un espace topologique métrisable. Pour tout recouvre-
ment ouvert de X, il existe une partition continue de l'unité qui lui est faiblement subor-
donnée.

Démonstration. — Soit (U;) je; un recouvrement ouvert de X ; on suppose que I n’est
pas vide. Soit d une distance sur X qui définit sa topologie. Quitte a composer d avec
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I'application ¢ — ¢/(1 + t), on peut supposer que d(x,y) < 1 pour tous x,y € X. Pour
tout i € I et tout x € X, posons

fi(x) =d(x,CU;) = inf d(x,y).
yEEUi

Comme CU; est fermé dans X, on a f;(x) = 0 si et seulement si x ¢ U;. Pour tous x, y € X
ettout z€ X, on a fi(x) < d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), donc f;(x) < d(x,y) + fi(y); de
meéme, f;(y) < d(x,y) + fi(x), si bien que |ﬂ(x) —ﬂ(y)| < d(x,y). Cela prouve que f;
est continue sur X, et méme uniformément continue.

Fixons un bon ordre < sur I'’ensemble I, c’est-a-dire un ordre (nécessairement total)
pour lequel toute partie non vide de I posséde un plus petit élément; I'existence d'un
tel ordre est un axiome de la théorie des ensembles qui équivaut aulemme de Zorn ou a
I'axiome du choix. Il sera commode de supposer que I a un plus grand élément w (fixer
a priori un élément w de I, se donner un bon ordre sur I'’ensemble complémentaire,
décréter que tout élément i € I tel que i # w vérifie i < w; constater que 'on a défini
un bon ordre sur 1.).

Pour tout i € I et tout x € X, on pose

gi(x) =sup fi(x), h;(x) =sup f;(x).
j<i Jj=i
(Si i est le plus petit élément de I, on pose g;(x) = 0; cela revient a prendre les bornes
supérieures dans l'intervalle [0;1].) Observons que h,(x) = sup;c; h;(x) = sup;¢; fi(x).

Soit i € I; soit x,y € X. En passant a la borne supérieure dans I'inégalité f;(x) <
fi(y) +d(x,y) pour tout j < i, on obtient g;(x) < g;(y) + d(x,y); par symétrie, on a
aussi g;(y) < gi(x)+d(x,y), dou |g,-(x) — g,-(y)| < d(x,y). Cela prouve que g; est uni-
formément continue. Le méme argument prouve que h; est uniformément continue,
ainsi que h. Par définition, h;(x) = sup(f;(x), g;(x)).

Pour tout x € X et tout i € I, posons alors u;(x) = h;(x) — g;(x). Si x ¢ U;, fi(x) =0,
donc h;(x) = g;(x) puisque g;(x) > 0; par suite, u;(x) =0.

Démontrons par récurrence transfinie que pour tout i € I, la famille (u;(x)) j<; est
sommable, de somme h;(x). Supposons cette relation vérifiée pour tout j € I tel que
j < i.Par définition de la somme d’une famille de termes positifs,

Y uj(x)=sup ) u;j(x)

= I<i 4
=t ]ﬁni]€]
= ui(x)+supz u;j(x)
J<i jej
J fini
= u;(x) +supsupz uj(x)
j<i J=j jej
J fini

= u;(x) +sup(z uk(x)),
J<i \k=j
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oul’'on anoté J < i pour signifier que tout élément j de J vérifie j < i, et de méme pour
J <i. Par hypothese de récurrence, on a donc
Z uj(x) = u;(x) +sup hj(x) = u;(x) +sup f;(x) = u;(x) + g; (x) = h;(x).
j=i Jj=<i j<i
La relation est donc vérifiée pour tout i € I. En I'appliquant au plus grand élément w
de I, on obtient
Y ui(x) = hy(x).
iel
Pour tout x € X, il existe i € I tel que x € U;; alors, f;(x) > 0, d'ou hy(x) > 0. La
famille (u;/hy);er est alors une partition continue de I'unité faiblement subordonnée
au recouvrement (U;) je;. O

PROPOSITION 4.2.4. — Soit X un espace topologique, soit (U;) jc; un recouvrement ou-
vert et soit (f;)ie; une partition continue de l'unité qui est faiblement subordonnée au
recouvrement (U;)je1. 1l existe alors une partition continue de l'unité subordonnée au
recouvrement (U;) ;1 qui est localement finie.

Démonstration. — Pour tout x € X, posons f(x) = sup;; fi(x). Démontrons que la
fonction f est continue sur X. Soit x € X. Comme } ;c; fi(x) = 1, il existe i € I tel que
fi(x) >0, si bien que f(x) > 0. Alors, 'ensemble des i € I tels que f;(x) > % f(x) est fini
et il existe k € I tel que fi(x) = f(x). Soit alors € > 0 tel que 4¢ < f(x). Par définition
d'une famille sommable, il existe une partie finie J < I telle que ). jer filx)>1-g/2.
Comme les fonctions f;, pour j € ], sont continues et que I'ensemble J est fini il existe
un voisinage V de x tel que pour tout y € V, onait }_jc; fj(y) =2 1-€ et |f]-(y) ~ f]-(x)| <
€. Puisque ) je; fj(y) = 1, cela entraine I'inégalité f;(y) < e pour tout j € I\ ] et tout
y € V. En particulier, k € J, si bien que fi(y) > fi(x) —€ =3¢ > fj(y) si j € I\]. Par
suite, pour tout ye V,ona
f(y) =sup fi(y) =sup f;(y).
iel jej
Cela entraine que f est continue dans V ainsi que I'inégalité f(y) > f(x) —& > 3¢ pour
tout ye V.
Pour tout i € I et tout x € X, posons

1
gi(x) =sup(0, f;(x) — Ef(x)).

Posons aussi g(x) =) ;c; gi(x) (la famille est sommable en tout point puisque g;(x) <
fi(x). Pour tout i, g; est continue.

Démontrons que le support de g; est contenu dans U; et que g est continue et stric-
tement positive en tout point.

Soit x € X. Soit k, J et V. comme au début de la démonstration.

Ona f(x) = fx(x) >0, si bien que g (x) = %f(x) > 0.
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Pour jeI\Jetye V,onavuque fj(y) < €< %f(y), si bien que g;(y) = 0. Cela
prouve que pour tout y € V, on a g(y) = X je; &j(y). Par conséquent, g est continue
sur V.

De plus, six g U;,ona f;(x) =0;sil’'onai € J,ladéfinition de V entraine que f;(y) <
e pour y€ V;sinon, i ¢ J et on a démontré que f;(y) < €. Par suite, fij(y) <& < %f(y),
puis g;(y) = 0. Autrement dit, le support de g; ne rencontre pas CU;.

Cela démontre que la famille (g;/g);cs est une partition continue de I'unité, locale-
ment finie, subordonnée au recouvrement (U;) j¢;. O

THEOREME 4.2.5. — Soit M une variété différentiable de classe €'P. Soit (U;) e un re-
couvrement ouvert de M. Il existe une partition continue de l'unité (f;) subordonnée au
recouvrement (U;) telle que, pour tout i € I, f; soit de classe €.

Démonstration. — Pour tout x € M, on choisit un voisinage ouvert Uy, un entier dy,
un indice i(x) € I tel que Uy < Uj(y) et une carte ¢,: Uy — Vy, ol Vy est un ouvert
de H,, ; on choisit alors un voisinage U}, de x dont I'adhérence est contenue dans Uy
et tel que <Px(7;'c) soit compact. Soit D une partie infinie dénombrable de M telle que
la famille (U}) xep soit un recouvrement de M ; fixons une bijection n— x, de N sur D.
Soit (f},) nen une partition continue de 1'unité subordonnée au recouvrement (UJ’Cn) neN-
Soit € un nombre réel tel que 0 < € < 1/2. Pour tout n € N, soit f, une fonction de
classe €? sur Uy,, positive ou nulle et a support compact, telle que || fa— 1 H <e2™,
La série de terme général (f;,) converge, sa somme h =) ,cn fn est 7 car localement
tous ses termes sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux, et 'on a |h—1| < 2¢. Par
suite, i > 0 en tout point et la famille (f,,/h) est une partition de I'unité de classe €7
sur M. Pour tout n, le support de f;,/h est contenu dans Ujy,), d’ ot le théoreme. O

§ 4.3. Dérivations et fibré tangent

Nous allons maintenant définir I’espace tangent d’'une variété différentiable en un
point. Pour motiver la définition, revenons sur le cas des sous-variétés.

Soit M une sous-variété différentiable de classe %' de R”, soit a € M.

Sir>0etsiy: [0,r[ — M est une courbe paramétrée de classe ¢ 1 telle que y(0) = a,
alors y'(0) € C,(M).

Soit U un voisinage de a dans M. Pour toute fonction f: U — R de classe ¢}, notons
D, f(a) la dérivée en 0 de I'application f oy. Lapplication f — D, f(a) est R-linéaire.
De plus, pour toutes fonctions f, g de classe ¢! sur U, on a

Dy(fg)(a) = f(a)Dyg(a) + Dy f(a) g(a).
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En effet,

Dy(fg) (@) = ((fg)op)(0)
=((fop)(goy)'(0)
=(foy)0)(gop) (0)+ (foy) (0)(goy)(0)
= f(a)Dyg(a)+ D, f(a) g(a).

On dit que c’est une dérivation en a sur 'anneau des fonctions de classe ¢’ sur U.

PROPOSITION 4.3.1. — Soit M une sous-variété différentiable de classe ¢ de R", soit
ae M.

a) Pour tout vecteur u € C,(M), il existe r > 0 et une courbe paramétréey: [0,r[ — M
de classe 6" telle quey'(0) = u.

b) Soity,0 deux courbes paramétrées de classe 6. Les dérivations D, et Dy en a sont
égales si et seulement si les vecteursy'(0) et 6'(0) sont égaux.

Démonstration. —  a) Soit d = dim,(M), soit V un ouvert de H,; et soit i: V — R"
une immersion qui induit un homéomorphisme de V sur un voisinage de a dans M.
Posons b = i !(a). Lapplication linéaire Di(a) induit un isomorphisme et soit w
'unique vecteur de Cj,(Hy) tel que u = Di(b)(w). Lapplication de R, dans R donnée
par t — b+ wt est de classe € et applique [0, +oo[ dans Hy ; il existe donc 7 > 0 tel
que b+ wt appartienne a V pour ¢ € [0, r]. La courbe t — i(b+ wt) convient.

Si b € Int(Hy), il existe méme r > 0 tel que b+ wt appartienne a V pour tout ¢ €
[—r,r]. Ainsi, u est le vecteur tangent en I'origine d'une courbe paramétrée définie sur
un intervalle ouvert de R.

b) Reprenons les notations du a). Soit y € [0,7[ — M une courbe paramétrée de
classe €’'. Quitte a diminuer r, posons ¥ = i 1 oy, de sorte que y = ioy. On a y'(0) =
Di(b)(y'(0)). On a

Dyf(a)=(fo(iop)'(0) = ((foi)op) (0) = D(fi)(b)(¥(0)).

Etant données deux courbes paramétrées y et 6, définissons ¥ =i loyetd=i"100.

Comme Di (b) induit un isomorphisme d’espaces vectoriels de R? = T;,(H,) sur T, (M),
les conditions y'(0) = 6'(0) et ¥/ (0) = 6’(0) sont équivalentes.

La formule précédente pour D, f(a) montre alors que si Y'(0) = 6'(0), alors
Dy (f)(a) = Dg(f)(a) pour toute fonction f de classe €1 au voisinage de a.

Inversement, sil’'on prend pour fonction f la fonction f; telle que fjoi: V — Rsoitla
coordonnée d’indice j, on obtient D, f;(a) = )7’]. (0), ou yy,...,Y4 sont les composantes
de y. Alors, si Dy f(a) = Dg f(a) pour toute fonction f, on a y'(0) = 6'(0), d’'ot1 y/(0) =
0'(0).

O

Plus généralement, soit M une variété de classe 7 (p > 1) et soit a € M.
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DEFINITION 4.3.2. — On appelle dérivation en a sur l'anneau 6¢'” (M) des fonctions de
classe € toute forme linéaire D: €'P (M) — R vérifiant

D(fg) = f(aD(g) + D(f)g(a)
pour tous f,g € €P(M).

Lensemble Der, (M) des dérivations en a est un espace vectoriel réel.

Remarques 4.3.3. —  a) Si D est une dérivation en a et si f € €” (M) est nulle au voi-
sinage de a, alors D(f) = 0.

En effet, soit U un voisinage de a sur lequel f est identiquement nulle, soit g €
%P (M) une fonction qui vaut 1 au voisinage de a et qui est nulle hors de U. On a donc
f(x)g(x) = 0 pour tout x € M, c’est-a-dire fg =0.On adonc 0= D(fg) = f(a)D(g) +
D(f)g(a) = D(f).

On peut alors prolonger D al’anneau ‘51\’2, , des germesen a de fonctions de classe ¢’”
sur M : c’est '’ensemble des classes d’équivalence de couples (U, f), ou U est un voi-
sinage ouvertde a et f € CKI\IjI(U), pour la relation qui identifie (U, f) et (V,g) si fet g
coincident sur un voisinage de a contenu dans U n V. Pour un tel couple (U, f), on
choisit une fonction 6 qui vaut 1 au voisinage de a et dont le support est contenu
dans U; on pose alors D((U, f)) = D(@f); cela ne dépend pas du choix de 6 et défi-
nit une dérivation en a sur ’anneau (5161, o

b) Lespace Der,(M) dépend du choix de p et est de dimension infinie si p < co (a vé-
rifier). En revanche, si p = oo, Der, (M) est un espace vectoriel de dimension dim,(M).

Soit a € M. Toute application y: [0, 7[ — M de classe ¢! telle que y(0) = a («arcena
sur M ») définit une dérivation D, en a sur I'espace ¢’ 1(M) des fonctions de classe €
sur M, par la formule f— (foy)'(0).

DEFINITION 4.3.4. — Soit M une variété de classe €7, soit a € M. Le cOne tan-
gent C,(M) est l'ensemble des dérivations en a de la forme D, sur l'espace EHM).
Lespace tangent T,(M) est le sous-espace vectoriel engendré par C,(M) dans les-
pace Der ;,(M).

Soit f: M — N une application de classe %. Elle induit une application linéaire
Tq(f) de Der,(M) dans Der s, (N), donnée par la formule T,(f)(D) = D(uo f) pour
u€ ¢ (N).Siyestunarcen asur M, ona

Dy(uo f)=(uo foy)'(0) = Doy (1)
Par suite, T,(f) applique C,(M) dans C¢ 4 (N) et T,(M) dans T4(N).

LEMME 4.3.5. — Soit M une variété de classe 6P (avec p > 1), soitac M.

a) Si U est un ouvert contenant a, l'injection i de U dans M induit un isomor-
phisme T,(i) de C,(U) sur C,(M), et un isomorphisme de T,(U) sur T,(M).
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b) Soit f: M — N un morphisme de classe 6" qui induit un isomorphisme d'un voi-
sinage ouvert U de a sur un voisinage ouvertV de f (a). Alors, T,(f) est un isomorphisme
de Co(M) sur Crq)(N) et de To(M) sur Ty q)(N).

c) Soit (U, ) une carte de M telle que a € U. Alors, T,(¢) induit un isomorphisme
de Cy(M) sur C4(p(U)) et un isomorphisme de T,(M) sur T,(p(U)).

COROLLAIRE 4.3.6. — Soit M une variété de classe 6P (avec p > 1). Soit a€ M.

a) Lespace tangent T,(M) est un espace vectoriel de dimension dim,(M).

b) Sia e Int(M), alors C,(M) = T,(M).

c) Siae€d(M), alors C (M) est un demi-espace fermé de C,(M). De plus, Uinjection
de 0(M) dans M identifie T,(0(M)) a la frontiere de C,(M) dans T,(M).

§ 4.4. Le théoreme de Sard

DEFINITION 4.4.1. — Soit f: M — N une application de classe € entre variétés diffé-
rentiables.

a) On dit qu'un point a € M est un point critique si T,(f): To(M) — Tgq)(N) nlest
pas surjective; on dit que c’'est un point régulier sinon.

b) On dit qu'un point b € N est une valeur critique s'il existe un point critique a € M
tel que b = f(a), autrement dit si c’est l'image par f d'un point critique de f. On dit que
c'est une valeur réguliere sinon.

Il convient d’insister sur une ambiguité de la terminologie : si un point b € N n’ap-
partient pas a 'image de f, ce n'est pas I'image d’'un point critique, c’est ainsi une
valeur réguliére bien que ce ne soit pas une valeur de f'!

DEFINITION 4.4.2. — Soit N une variété différentiable de classe €'”. On dit qu'une par-
tie A de N est localement négligeable si pour tout point a de N, il existe une carte (U, ¢)
de N telle que (AN U) soit de mesure nulle dans ¢ (U).

On verra que si N est un ouvert de R”, alors une partie A de N est localement négli-
geable si et seulement si elle est de mesure nulle comme partie de R".

THEOREME 4.4.3 (Sard). — Soit p > 1. Soit M et N des variétés différentiables de
classe €'P, soit f: M — N une application de classe ¢'P. On suppose que pour tout point
a€ M, p>1+dimgg(N) —dim,(M). Alors, l'ensemble des valeurs critiques de f est
localement négligeable dans N.

On va d’abord ramener cet énoncé au cas ou M est un ouvert de R” et N = R".
L'hypothese (implicite) que M est métrisable et séparable intervient de facon cruciale
dans cette réduction.

Nous démontrons ensuite cet énoncé dans les deux cas les plus faciles : lorsque
m < n (corollaire[4.4.9} ot il suffit de demander que f soit localement lipschitzienne)
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et lorsque m = n (proposition [4.4.10). On le prouvera enfin dans lorsque m > n en
suivant Milnor (1965); Guillemin & Pollack (2010) qui font I'hypothése supplémentaire
que f est de classe €. Le cas général est démontré dans le livre (Sternberg, |1983).

Auparavant, nous avons besoin de quelques rappels concernant les ensembles de
mesure nulle dans R".

PROPOSITION 4.4.4. — Soit A une partie deR". Alors, A est de mesure nulle si et seule-
ment s'il existe, pour tout € > 0, une suite dénombrable (A;);>1 de parties de A recou-
vrant A telle que Y ;~, diam(A;)" < e.

Démonstration. — Observons que si A est une partie de R"” de diametre d, son adhé-
rence est une partie fermée de R” de méme diametre et de mesure de Lebesgue au
plus égale a cd”, ou c est le volume de la boule unité de R”. (C’est évident si A est vide;
sinon, ona Ac B(b,d) pour tout point b de B.)

Par suite, si la famille (A;) recouvre A et vérifie Y diam(A;)" < ¢, l'inclusion A c
Ui>1E- entraine que la mesure de A est au plus ce. S’il existe une telle famille pour
tout € > 0, la mesure de A est donc nulle.

Démontrons maintenant la réciproque. Soit A une partie de R de mesure nulle.
Soit € > 0. Comme la mesure de Lebesgue est extérieurement réguliere, il existe un
ouvert U de R" contenant A et de mesure < €. Soit (B;);>o un recouvrement dénom-
brable de U par des boules ouvertes de diametres < 1 contenues dans U ; pour tout i,
notons F; la boule de méme centre et de rayon égal a 6 fois le rayon de B;. D’apres le
lemme de recouvrement de Vitali (lemmel4.4.5), il existe une partie I de N telle que les
boules B;, pour i € I, soient deux a deux disjointes, et telle que les boules F l’ ,pouriel,
recouvrent U. Alors, on a

<p(UF) <6™")_ uBi) <6"ul) <6"u(e).

iel iel
Cela conclut la preuve de la proposition. O
LEMME 4.4.5 (Vitali). — Soit X un espace métrique. Soit (B;) ;>0 une famille de boules

B(a;, 1;) de X dont les rayons r; appartiennent a 10,1]; pour tout i, notons B} la boule
de méme centre a; et de rayon 6r;. Il existe une partie I deN telle que les boules B;, pour
i € I, soient deux a deux disjointes, et telle que

o0
!/
UBicUB.
i=0 iel
Démonstration. — On construit par récurrence une suite (Ix)x>; de parties de N vé-

rifiant les propriétés suivantes, dans lesquelles on a posé I = x> Ix : pour tout en-
tier k > 1 ettouti € I,

— le rayon de la boule B; appartient 2 ]27%,217%];
— pour tout entier £ < k et tout j € Iy, les boules B; et B; sont disjointes;
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- pour tout j € I} tel que j < i, les boules B; et B; sont disjointes;

et la partie I est maximale parmi celles qui vérifient les propriétés précédentes. On
commence par construire une partie I; de N, maximale, telle que pour tout i € I3, le
rayon de B; soit > 1/2, et telle que les boules B;, pour i € I;, soient deux a deux dis-
jointes. Pour cela, on décide par récurrence sur i € N de son appartenance a I; : on
sélectionne la boule B; si son rayon est > 1/2 et si elle est disjointe des boules pré-
cédemment sélectionnées. Ensuite, supposant [,..., [_; construites, on décide par
récurrence sur i € N de son appartenance a I en sélectionnant la boule B; si son rayon
appartient a 127%,217¥] et si elle est disjointe des boules précédemment sélectionnées
(c’est-a-dire les boules Bj, pour j€ Iy U---UIi_j, oupour j € I et j <1i).

Prouvons que la partie I = Ug>1 I convient. Soit j un entier et démontrons que B;
est contenue dans la réunion des boules B}, pour i € I. Soit k I'unique entier > 1 tel que
le rayon de B; appartienne a 127k 21-k] i J appartient a I, 'assertion a démontrer est
évidente puisque B; est contenue dans B’. Sinon, la partie I ,’C = I U{j} ne vérifie pas
les hypothéses précédentes. Il existe donc ¢ < k et i € I, tels que B; N B # . Soit a un
point de B; N B; ; alors, pour tout x € Bj,

d(x,a;) <d(x,@) +d(a,a) <2rj+r; <2270+ 2178 <6270 C6r.

Ainsi, x € B;, d’ot1 I'inclusion souhaitée B; c B;.. O

COROLLAIRE 4.4.6. — Soit N une variété de classe €' et soit A une partiede N. Alors, A
est localement négligeable si et seulement si pour toute carte (U, @) sur N, oitgp: U — R",
@ (AN U) est de mesure nulle dans R".

Démonstration. — Pour tout x € U, soit (Uy, @) une carte de N dont le domaine de
définition U, est contenu dans U et tel que ¢, (AN Uy) soit de mesure nulle dans R”.
Soit ¥y : @x(Uy) — @(Uy) le difféomorphisme de changement de carte; comme v est
de classe ¢!, p(An Uy) = w(@ (AN Uy)) est de mesure nulle dans R”. Comme U est
meétrisable et séparable, il existe une partie (au plus) dénombrable D de U telle que la
réunion des Uy, pour x € D, soit égale a U. Alors, ¢(AnU) estlaréunion des (AN Uy),
pour x € D, donc est de mesure nulle. O

LEMME 4.4.7. — Il suffit de démontrer le théoréme sous I’hypothese supplémen-
taire que M est un ouvert deR™ et que N =R".

Démonstration. — Soit b € N, soit (V,y) une carte de N telle que b € V. Alors, un
point y € V est une valeur critique de f si et seulement si c’est une valeur critique
de fv: f “Lv) >V, ce qui équivaut aussi a ce que y¥(y) soit une valeur critique de
wo fy: f~1(V) — R". Cela permet de supposer que N = R".

Soit ((U;,¢;))ie; une famille de cartes de M telle que M soit la réunion des U;.
Comme M est métrisable et séparable, il existe une partie (au plus) dénombrable I,
de I telle que M soit la réunion des Uj, pour i € Iy. Quitte a remplacer I par Iy, on
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suppose donc que I est dénombrable. Si i € I et a € U;, a est point critique de f si
et seulement si c’est un point critique de 'application f; = fo (pi‘l : @(U;) — N. Ainsi,
I’ensemble Crit(f) des valeurs critiques de f est la réunion des ensembles Crit(f;),
pour i € I. Puisque I est dénombrable, il suffit de démontrer que chacun d’eux est de
mesure nulle. O

PROPOSITION 4.4.8. — Soit A une partie de R™ et soit f: A — R" une application lo-
calement lipschitzienne. Supposons n > m. Si A est de mesure nulle dansR™, alors f(A)
est de mesure nulle dansR".

Démonstration. — Pour tout a € A, soit U, un voisinage de a dans R™ qui est une
boule dont le centre apartient a Q" et dont le rayon est un nombre rationnel, et soit k,
un entier tel que f|any, soit lipschitzienne de rapport L,. Comme I'’ensemble des tels
voisinages est dénombrable, il existe une suite (Ax) x> de parties de A qui recouvrent A
et une suite (L;) de nombres réels > 1 telles que pour tout k, f|4, soit lipschitzienne
de rapport L.

Soit € un nombre réel tel que 0 < € < 1. Pour tout k, soit (B ;) une famille dénom-
brable de boules de rayons < 1 recouvrant Ay telle que }_; diam(By ;)™ < e2k/@L™;
en particulier, on a diam(By, ;) < 1/2Lg. Pour tout k et tout 7, on a donc diam(f (Bg,;) N
Ay) < Ly diam(By,; N Ag), si bien que f(Bg,; N Ag) est contenu dans une boule Cy; de
diametre < 2L diam(By ;) < 1. On a alors

fAO<UUfBrinAw < JUCk,:.

k=11 k>1 i

Comme n > m, il vient alors
> diam(Cy,)" < )_diam(Cy, )™ < ) (2Ly)™ diam (B, )™
k,i k,i k,i
<Y @LY™Y diam(Bp )™ <Y e27F <.
k i k

Comme ¢ est arbitraire, cela prouve que f(A) est de mesure nulle dans R". O

COROLLAIRE 4.4.9. — Soit U un ouvert deR™, soit f: U — R" une application locale-
ment lipschitzienne. Si n > m, f(U) est de mesure nulle dans R™.

Puisqu’une application de classe ¢! est localement lipschitzienne, ce corollaire en-
traine le théoréme de Sard lorsque n > m.

Démonstration. — Soit A la partie U x {0} de R" identifié a R x R"™™ et soit g I'ap-
plication de A dans R” telle que g(x,0) = f(x) pour tout x € U. Elle est localement
lipschitzienne. De plus, comme n > m, 'ensemble A est de mesure nulle dans R™, si
bien que g(A) = f(U) est de mesure nulle. O
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PROPOSITION 4.4.10 (Théoreme de Sard pour m = n). — Soit U un ouvert de R", soit
f: U — R" une application de classe €. Soit A 'ensemble des points critiques de f.
Alors, f(A) est de mesure nulle.

Démonstration. — En écrivant U comme réunion dénombrable de pavés ouverts re-
lativement compacts dans U, on se ramene au cas ol U est I'intérieur d'un pavé com-
pact U sur lequel f se prolonge en une application de classe €’!. Alors, Df est uni-
formément continue sur U et il existe une fonction n: R, — Ry, telle que n(¢)/ ¢ tend
vers 0 quand ¢ — 0 et telle que

IDf ) =D <n(|ly-x]
pour tous x, y € U.
Pour x, y € U, 'inégalité des acroissements finis s’écrit alors
If ) = fx)=Df) (-] <nly-x|.
Le pavé U est réunion de N" pavés homothétiques U a N~'U. Prouvons que pour
tout k, on a
p(f (AN Ux) < cp1 (Ldiam(0) "' N~ "n(diam(U)/ N),

ol ¢, est le volume de la boule de diametre 1 dans R”™! et L un majorant de || Df |
sur U. C’est évident si AnUy = @. Sinon, soit a € AnUj et soit Vi I'image de Uy, par I'ap-
plication x — a+ D f(a)(x—a) ; c'est une partie de R” de diametre < Ldiam(Uj) conte-
nue dans un hyperplan de R”. De plus, la distance de f(x) a Vi est < n(diam(U)/N), si
bien que

p(Ve) < cp1 (Ldiam(Up) " 1n(diam(0)/ N).

Linégalité voulue en résulte immédiatement.

Alors,
N" ) }
n(f(A) < Z p(f(AnUp)) < cn_l(Ldiam(U))”_lNn(diam(U)/N),
k=1
Quand N tend vers +oo, le membre de droite tend vers 0. Par suite, u(f(A)) =0. O

Nous démontrons maintenant le théoréme dans le cas général, mais en faisant
I'’hypothese supplémentaire que f est indéfiniment dérivable. Soit U un ouvert de R™,
f: U — R"une application de classe € et soit A1’ensemble des points critiques de f.
Pour tout k € {1,..., p}, soit A; I'ensemble des points a € U tels que Df (a) = sz(a) =
.=D*f(a)=0.

Le théoréme est évident lorsque m = 0 : alors U est vide, ou un point. Si n = 0, alors
A=2;sin>0, A= U et sonimage est un point, donc est de mesure nulle dans R”. Par
récurrence, on suppose ainsi le théoreme démontré pour toute application f: U’ —
R" qui est de classe € ot U’ est un ouvert de R™ , avec m’ < m.

LEMME 4.4.11. — a) Lensemble f(A\ A;) est de mesure nulle dansR".
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b) Pour tout entier p > 1, I'ensemble f(Ap\ Apy1) est de mesure nulle dansR”".
c) Sip estun entier tel que pn > m, l'ensemble f(A)) est de mesure nulle dansR".

Démonstration. — Soit B I'un de ces ensembles A\ Ay, A\ Api1, Ap. Comme U pos-
sede une base dénombrable de voisinages, pour démontrer que f(B) est de mesure
nulle, il suffit de prouver que tout point b € B posséde un voisinage V dans U tel que
f(BNV) soit de mesure nulle. On se raméne ainsi directement au cas ot U est un pavé
compact et f est € au voisinage de U. En particulier, on suppose que pour tout en-
tier p, la différentielle D f est bornée sur U et est uniformément continue.

On démontre maintenant ces trois propriétés dans I'ordre inverse de I'’énoncé.

c) Soit N un entier > 1. Le pavé U est réunion de N™ pavés U; qui sont isométriques
a %U. On va majorer la mesure de f(A, N U;). C'est évident si A, N U; est vide; sinon,
soit a € A,NU;. Comme toutes les différentielles de f jusqu’al’'ordre p s’annulenten a,
la formule de Tayor entraine que pour tout x € A, N U;,ona

£ @) - f@] <nlx—-al)llx—al”,

ol1 7) est le module de continuité de D f. Par suite, f(A, N U;) est contenu dans une
boule de centre f(a) et de rayon n(6/N)(5/N)P, ou & est le diametre de U. Soit ¢ le
volume de la boule unité de R"”, on a donc u(f (A, N U)) <cN™P'n(6/N)™) et

H(f(Ap) < N™ P/ N)c.

Par hypothese, pn > m; par suite, lorsque N tend vers I'infini, 7(6/N) tend vers 0 et le
membre de droite également. Cela entraine que u(f(Ap)) = 0.

b) Soit p un entier > 1, soit a € A, \ Apy1; autrement dit, DPf(a) = 0 mais
DP*f(a) # 0. 1l existe donc un (ky,...,k;;) € N™ tel que ky + -+ kp, = p+1 tels
que 0P f/ Ox{Cl ...6x,’§{” (a) # 0. Quitte a changer 'ordre des coordonnées, supposons
ki1 >1et Op“flldxfl ...6x',§;”(a) # 0. Posons alors h = apfllaxfl_l...dx,];’"; c’est une
application de classe €’ au voisinage de U, et 0, h(a) # 0. Soit ¢: U — R™ I'applica-
tion donnée par ¢(x) = (h(x), X2,..., Xn). Elle est de classe € sur U et la matrice de sa
différentielle en a est triangulaire, de diagonale (0, h(a),1,1,...,1), donc est inversible.
D’apres le théoreme d’inversion locale (théoreme [3.1.1), il existe alors un voisinage
ouvert V de a dans U et un voisinage ouvert W de 0 = ¢(a) dans R tels que (V) = W
et ¢ réalise un difféomorphisme de classe ¢**° de V sur W.

Par construction, h s'annule sur A,, donc @(A, NV) < {0} x R™ !, Soit U’ 'en-
semble des points x € R™"! tels que (0,x) € W et soit f': U — R”" l'application
X — f(cp_l(O,x)). Elle est de classe ¥ Pour tout point x € A,nV,ona h(x) =0,
donc ¢(x) est de la forme (0, x'). Puisque ¢ est un difféomorphisme en x, (0, x’) est un
point critique de I'application fo¢™! et x’ est un point critique de f’. Par I'hypothése
de récurrence, I'ensemble des valeurs critiques de f’ est de mesure nulle; par suite,
f'(ApnV) est de mesure nulle.
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a) Soit a € A\ Aj; autrement dit, a est un point critique de f mais Df(a) #
0. Quitte a changer 'ordre des coordonnées sur R™ et sur R”, supposons que
0f1/0x1(a) # 0 et soit alors ¢: U — R l'application donnée par ¢(x,...,X,) =
(fi(x1,...,Xm), X2,..., Xm). Elle est de classe € et sa différentielle en a est triangulaire,
de diagonale (0, fi(a),1,...,1), donc est inversible. D’aprés le théoreme d’inversion lo-
cale (théoreme[3.1.1), il existe alors un voisinage ouvert V de a dans U et un voisinage
ouvert W de 0 = ¢(a) dans R” tels que ¢(V) = W et ¢ réalise un difféomorphisme de
classe ¢*° de V sur W.

Soit g: V — R" I'application f o¢~L. Par construction de ¢, on a
8(x1,.. o, Xm) = (X1, 82(X15 -, X, -, 8n (X1, .oy Xa)).

Par conséquent, pour qu'un point x = (xy,..., X,;) € V soit un point critique de g il faut
et il suffit que (xo, ..., x;;) soit un point critique de 'application

Gyt (X2 X)) = G2(X1, 00, Xy ooy (X1, X))

de I'ensemble Vy, = {x € R™!; (x1,x) € V} a valeurs dans R*"!. Par I'hypothese de ré-
currence, gjcl (Vy,) est de mesure nulle dans Rl puisque

glx} x Vi) =t} x g'(Vy)) = g(V) N (fxr} xR,

le théoreme de Fubini entraine que g(V) est de mesure nulle dans R". O
Conclusion de la démonstration du théoréemel4.4.3 — Soit p un entier assez grand de
sorte que pn > nm.On a

p-1

fA) = f(AVADU U f(AR\ Ars) U f(A)).

k=1
D’apres le lemme précédent, tous ces ensembles sont de mesure nulle dans R”. Par
suite, f(A) est de mesure nulle. O

§ 4.5. Le théoreme de plongement de Whitney

On a vu qu'une sous-variété d'un espace R" est naturellement munie d'une struc-
ture de variété différentiable. La réciproque est un énoncé fondamental, dtt a Whitney
(1935). Bien str, si M possede une infinité de composantes connexes de dimensions
arbitrairement grandes, il ne peut exister de sous-variété d'un espace R” qui soit iso-
morphe a M.

THEOREME 4.5.1. — Soit M une variété de classe ¢P. Supposons d = dim(M) < oo. Il
existe une immersion injective et propre de classe €7 de M dans R**!,

LEMME 4.5.2. — Soit M une variété a bord de classe ¢'P. Soit A une partie compacte
de M. 1l existe un entier n > 0, un voisinage U de A dans M et une immersion injective
de classe € de U dansR".
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Si M est compacte, on peut prendre A = M, de sorte que U = M également. Une telle
immersion est alors automatiquement propre et induit donc un homéomorphisme
de M sur son image. Ainsi, toute variété a bord compacte est une sous-variété d'un
espace R".

Démonstration. — Soit (U;);e; un recouvrement ouvert de M par des domaines de
cartes de classe €% ; pour tout i, soit ;: U; — R” une immersion injective qui induit
un homéomorphisme de U; sur son image. Comme A est compact, il est recouvert
par un sous-famille finie de (U;). On peut ainsi supposer que I’ensemble d’indices I
est fini; posons U = ;¢ U;. Soit (f;) une partition de 'unité de classe €’* sur U subor-
donnée au recouvrement (U;). Pour tout i € I, soit y; : U; — R!*" I'application donnée
par x — (f;(x), fi(x)@;(x)). Comme le support de f; est contenu dans U;, la fonction qui
coincide avec ; sur U; et est nulle hors de U; est de classe ¢ k. notons-la encore vi.
On définitalors v: U — []; Rt par x — (y;(x));. Elle est de classe ¢k,

Soit V; 'ouvert de U; défini par I'inégalité f;(x) # 0. Pour tout x € V;, on a ¢;(x) =
qi(w(x))/ fi(x), ou g; estla projection de []; R sur le facteur R'*7, composée avec
la projection sur le facteur R"”. Comme ¢; est une immersion, cela entraine que 1 est
une immersion sur V;. Puisque les ouverts V; recouvrent U, 1y est une immersion.

Démontrons que v est injective. Soit x, y des points de U tels que y(x) = y(y). Par
projection, on en déduit que f;(x) = f;(y) pour tout i. Soit i € I tel que f;(x) # 0. Ainsi,
x et y appartiennent tous deux a V;. Par suite, ¢;(x) = ¢;(y). Puisque ¢; est injective
sur U;, onadonc x = y. O

LEMME 4.5.3. — Soit M une sous-variété deR", de classe ¢’P oit p > 2. On suppose que
n > 2dim(M) + 1. Pour presque tout a € S,,_1, la projection orthogonale p, de R" sur
lorthogonal de a dans R" induit une immersion injective de M sur son image.

Démonstration. — Notons Ay la diagonale de M x M et soit f: M x M\ Apy — S;—1
I'application donnée par (x,y) — (y — x)/ |y — x||. Elle est de classe €. Puisque n—1 >
2dim(M) = dim(M x M), son image F est donc de mesure nulle dans .%;,_1.

Soit TM le fibré tangent de M, c’est-a-dire la sous-variété de R” x R"” formée des
couples (x,v) tels que x € M et v € T.M. Notons TM* I'ouvert de TM formé des
couples (x,v) € TM tels que v # 0. Soit g: TM* — S,,_; 'application donnée par
(x,v) — v/|vll. Comme p > 2, elle est de classe &1 Puisque n -1 > 2dim(M) =
dim(TM*), 'image G de g est de mesure nulle dans S,,_;.

Ainsi, FU G est de mesure nulle dans S;,—. Soit A son complémentaire et soit a € A.

Soit x, y des éléments de M tels que x # y. Comme a n'appartient pas al'image de f,
y — x n'est pas un multiple positif de a; de méme, x — y n’est pas un multiple positif
de a. Ainsi, x — y n'est pas colinéaire au vecteur a et p,(x) # p4(y). Nous avons prouvé
que pqly estinjective.
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Soit x € M et soit v € TyM tel que v # 0. Par construction encore, v n’est pas coli-
néaire a a, si bien que p,(v) # 0. Cela entraine que Ty p,(v) = pa(v) # 0. Autrement dit,
Paly est une immersion en x.

Le lemme est ainsi démontré. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme4.5.1

Démonstration. — Le cas ol M est compacte est une conséquence immeédiate des
deux lemmes précédent

Pour traiter le cas général, on commence par construire une fonction propre f: M —
R, de classe €’P. Soit (U;) jc; un recouvrement de M par des ouverts relativement com-
pacts dans M. Soit (f;);e; une partition de 'unité subordonnée a ce recouvrement.
Nécessairement, I'ensemble des indices i tels que f; # 0 est au plus dénombrable et
on peut donc supposer que I = N. Soit alors f: M — R, l'application donnée par
x— Y2, ifi(x). Horsde U, U;, on a fj(x) =0 pour j > i, d’ou

n n
fOLY ifi<ny i <n
i=0 i=0
Cela entraine que f ~1([0, n]) est contenu dans la réunion des Ui, pour 0 < i < n. En
particulier, f ~1([0, n]) est compact. Cela prouve que f est propre.

Pour tout entier i > 0, posons F; = f‘l([i - %, i+ %]) etV; = f‘l(]i - i, i%[). Les ou-
verts V; recouvrent M ; de plus, si i et j sont des entiers distincts mais de méme parité,
|i — j| > 2 sibien que F; et F; sont disjoints. Soit (¢;) une fonction de classe €7 sur M
qui vaut 1 sur un voisinage de V; et est nulle hors de F;.

Soit i € N. Soit Vl.' un voisinage de F; dans M, soit n; un entier et soit ¢; : Vl.’ — R™ une
immersion injective (lemme. Comme F; est compact, la restriction de ¢; a F; in-
duit un homéomorphisme sur son image. Par suite, ¢; ( Vi’ ) est une sous-variété de R™.
D’apresle lemme il existe une application linéaire p; telle que p;o@;: V! — R2d+1
soit une immersion injective. Lapplication v;: M — R?>?*! donnée par v;(x) = 0 si
x ¢ Fj et ;(x) = u;(x)p; op(x)) si x € F; est de classe €’”. Sa restriction a un voisi-
nage de V; sur lequel u; est identiquement égal a 1 coincide avec p; o ¢;, donc est une
immersion injective. Comme V; est compact, elle induit un homéomorphisme de V;

R2d+l

sur son image. Quitte a composer ; avec un difféomorphisme de sur la boule

o] 2,
ouverte B] , |, on suppose enfin que y; est bornée.

Pour tout x € M, on pose alors

Oox)= ) vilx), )= ) i),
i pair i impair
et
0(x) = (0o(x), 01 (x), f(x)).

.. aumoins si p > 2, le cas p = 1 échappant étrangement a I'argument.
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Lapplication 6 ainsi définie de M dans R??*! x R*@*! x R est de classe €. Si x € F;,
alors x n'appartient pas a F; pour |j - i| > 2. Si i est pair, on a donc 0y (x) = ¥;(x); si
i est impair, 0, (x) = y;(x); les applications 6, et 6, sont ainsi bornées. Cela entraine
que 0 est une immersion. Par ailleurs, si 8(x) = 8(y), alors f(x) = f(y); alors, si x € V;,
cela entraine que y € V; aussi; il s’ensuit de plus que u;(x) = u;(y). Si’on choisit i de
sorte que u;(x) # 0, on conclut que y;(x) = v;(y), dou x = y. Enfin, I'application f est
la composée de 6 et de la derniere projection. Comme f est propre, 6 est elle-méme
propre.

Nous avons ainsi construit une application 8: M — R” qui est une immersion in-
jective telle que la composée g o8 avec la derniere projection g soit une application
propre. Si n>2d + 1, le lemme[4.5.3|garantit 'existence d'un élément a € S,,_; distinct
des vecteurs +(0,...,0,1) tel que la composée p,00 soit une immersion injective. Par ré-
currence, il en résulte qu'il existe une application linéaire surjective p: R?4*1 x R?4+1 x
R — R%4*1 telle que p o0 soit une immersion injective et telle que p(0,...,0,1) #0.

En particulier, une des composantes de p est de la forme

2d+1 2d+1

(X1yen s X2d41, V1o Yod+1, D — Y aiXi+ Y. biyi+ct,
i=1 i=1

oil ¢ # 0. Soit C une partie compacte de R*¥*! et soit x € M tel que p(8(x)) € C. Comme

00 (M) et 0, (M) sont bornées par 1, il en résulte une majoration de f(x) par un nombre
réel ne dépendant que de C (et des constantes a;, b;, ¢ intervenant dans p). Comme f
est propre, x appartient a une partie compacte de M. Cela prouve que p o est propre
et conclut la preuve du théoréeme4.5.1 O

§ 4.6. Le lemme de Morse

THEOREME 4.6.1 (Lemme de Morse). — Soit E un espace de Banach réel, soit U un
ouvert convexe de E, soit p un entier tel que p > 3 et soit f: U — R une application
de classe €. Soit a € E un point critique non dégénéré : on a Df(a) = 0 et D*f(a) €
Z(E x E;R) induit un isomorphisme de E sur E*. Alors, il existe un voisinage V de 0
dans E, un €¢’P -difféomorphisme ¢: V — U tel que ¢(0) = a, Dg(0) = idg et pour tout
xeV,

1
fx)=a+ Esz(“) (@(x),p(x)).

Pour simplifier les notations, on pose A = %Dz f(a). On note aussi .Z(E; E*) le sous-
espace de .Z(E; E*) formé des applications linéaires continues u telles que tu: E** —
E* coincide avec u sur E. Explicitons cette condition. Soit i: E — E** I'injection cano-
nique de E dans son bidual; pour tout x € E, i(x) est 'application d’évaluation en x,
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donnée par i(x)(¢p) = @(x) pour tout ¢ € E*. Ainsi, pour x € E, tu(i(x)) = i(x) o u ap-
plique y sur u(y)(x). Autrement dit, u € Zs(E; E*) si et seulement si u(x)(y) = u(y)(x)
pour tous x, y € E. Observons aussi que .Z(E; E*) est fermé dans . (E; E™).

Soit a: E — E* I'application linéaire définie par a(x)(y) = A(x, y) pour tous x,y € E
Par définition d'une forme bilinéaire inversible, c’est un isomorphisme. Comme A est
symétrique, on a @ € Z(E; E*).

Soit enfin .Z;(E; E) le sous-espace de .Z(E; E) formé des endomorphismes conti-
nus u tels que A(u(x), y) = A(x, u(y)) pour tous x, y € E. Il est fermé.

LEMME 4.6.2. — Lapplication u — aou de £ (E;E) dans £ (E;E*) est un isomor-
phisme d’espaces de Banach. Elle applique £(E; E) sur £5(E; E*).

Démonstration. — La premiere partie du lemme résulte immédiatement de ce que a
est un isomorphisme. Pour x € E et u € .Z(E; E), 'application linéaire aou(x) = a(u(x))
applique y € E sur A(u(x), y). Ainsi, a o u appartient a .%(E; E*) si et seulement si (a o
u)(x)(y) = (aou)(y)(x) pour tous x,y € E, c’est-a-dire si et seulement si A(u(x),y) =
A(x, u(y)). Autrement dit, @ o u appartient a .%5(E; E*) si et seulement si u appartient
a Zs(E;E). O

LEMME 4.6.3. — Soit®: Z(E; E) — £(E; E*) l'application définie par

() (x)(y) = A(u(x), u(y))

pour u € Z(E;E), x€ E et y € E. Elle est € et l'on a ®(idg) = a. De plus, il existe
un voisinage V deidg dans Zs(E; E) et un voisinage W de a dans Z;(E;E*) tels que ®
induise un difféomorphisme de classe €°° de V sur W.

Démonstration. — Pour u,v e Zs(E;E) et x,y€ E,ona

(@(u+v)—P(W)(x)(¥) = A(u(x) + v(x), u(y) + v(y)) — Au(x), u(y))
=A(ux),v(y) + Alv(x), u(y)) + A(v(x), v(y),

si bien que ® est différentiable en u, et
DO (u)(v)(x, y) = Alu(x), v(y)) + A(v(x), u(y)).

En particulier, D® est linéaire continue, donc ® est de classe 4*°*°. Observons aussi que
pourve S, x,y€ E,ona

DO>Idg))(v)(x)(y) = A(v(x), y) + Alx, v(y) = 2A(v(x),y) =2ac v(x) ().

Autrement dit, D (idg) (v) = 2a o v.
D’apres le lemme précédent, D¢ (idg) est unisomorphisme de Z;(E; E) sur Zs(E; E™).
Le lemme découle alors du théoreme d’inversion locale. O
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Preuve du théorémel4.6.1 — Comme U est convexe, le segment [a, b] est contenu
dans U pour tout b € U et on peut écrire :

1
fb) :f(a)+f Df(a+t(b—a))(b-a)dt
0

1
:f(a)+Df(a)(b—a)+f (1-tD*fla+t(b—a)(b—a,b—a)du.
0

Par hypothese, D f(a) = 0. Soit g: U — Zs(E; E*) I'application telle que
1
g (x)(y) = fo (1-1D*f(a+ tb— a)(x,y)dt

pour tous x,y € E. Elle est de classe €772 et g(a)(x)(y) = %sz(a) (x,y) = Alx,y) =
a(x)(y), c'est-a-dire g(a) = a.

Soit V, W, ® comme dans le lemme précédent; soit U; 'ensemble des points b € U
tels que g(b) € V et notons y: U, — Z;(E; E) 'application o lo g. Autrement dit, pour
tout be U ettous x,y € E,

gb)(x)(y) = Ay (b)(x),y(b) ().

En particulier, pour tout b € Uy, on a
fb)=fa)+gb)(b—a)(b—a) = f(a)+ A(y(b)(b—a),y(b)(b— a)).
Soit ¢: U; — E 'application donnée par b — y(b) (b — a), de sorte que
f(b) = f(a)+ Alp(b), p(b))

pour tout b € U;. Comme ® est de classe € et g de classe €72, y est de classe €72
et ¢ est de classe ¢’P~2 également. Puisque p > 3, ¢ est de classe €' etl'on a

Dg(b) = Dy(b)(b—a) +y(b)

pour tout b € Uy ; en particulier, Dg(a) = y(a) = idg. En outre, ¢(a) = 0.

D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U’ de a contenu
dans U; et un voisinage ouvert V' de 0 dans E tels que ¢ induise un difféomorphisme
de classe €73 de U’ sur V', ce qu'il fallait démontrer. O






CHAPITRE 5

CHAMPS DE VECTEURS, EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

§ 5.1. Le fibré tangent d’'une variété différentiable

PROPOSITION 5.1.1. — Soit M une sous-variété de classe € d'un espace R". Le
sous-ensemble TM de M x R" formé des couples (x,v) tels que v appartient au sous-
espace TyM est une sous-variété de classe €P~' de R" x R". Sa dimension en un
point (a,v) de TM est égale a 2dim,(M) ; son bord est I'ensemble des points (a, v) tels
queacoMetveT,M.

Démonstration. — Soit a € M, posons m = dim,(M), soit U un voisinage de a
dans R”, soit V un ouvert de R”, soit ¢: U — V un difféomorphisme de classe ¢’”
tel que @(UN M) = H,;, x {0,...,0}. Soit ¢: U x R” x V x R” 'application donnée par
(x,v) — (@(x), Dyp(v)). Elle est de classe €P~!. Elle est bijective et son inverse est
donnée par (y,w) — ((p‘l(y),qu)‘l(w)). Par suite, 1 est un difféomorphisme de
classe P71

Notons f: TM — M l'application donnée par (x, v) — x. Elle est continue (et méme
de classe ). Pour (x,v) e R" xR, on a (x, v) € f~1(U) si et seulement si ¢ (x) € H,;, x
{0} et D¢ (x) € R™x {0}. Ainsi, f~!(U) est égal aI'image réciproque de H,, x {0} x R x {0}
par . Cela démontre que TM est une sous-variété de classe 7! de R*”*. Son bord est

fromn). 0

Soit M une variété différentiable de classe %”. Soit TM I'’ensemble des couples (x, v),
ouxe MetveTyM;onnote f: TM — M l'application (x, v) — x.

THEOREME 5.1.2. — [l existe une unique structure de variété différentiable (de
classe €P~1) sur TM pour laquelle f est continue et telle que tout ouvert U de M et
toute carte p: U — R™ de classe ¢, l'application de f~1(U) dans R™ x R™ donnée par
(x, v) — (@(x), Tx(v)) soit une carte de classe €' P~*.

Démonstration. — Soit a un point de M, posons m = dim,(M), soit U un ouvert de M,
V un ouvert de H,, et soit ¢: U — R une carte de classe €7 telle que ¢ (U) = V. Lap-
plication T¢ de f~!(U) sur V x R™ donnée par (x, v) — ((x), Tx@(v)) est bijective. Si
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TM est munie d'une structure de variété différentiable comme prescrit par I’énoncé,
f~H(U) est ouvert dans TM et Ty est une carte sur £~ (U). Cela entraine qu'il existe au
plus une structure de variété différentiable vérifiant la condition de I’énoncé.

Inversement, pour prouver I'existence d’une telle structure, il suffit de vérifier que
les applications T¢ comme ci-dessus forment un atlas sur TM. Soit donc ¢, ¢’ deux
cartes définies sur des ouverts U et U’ respectivement, de buts des ouverts ¢(U) de Hy,
et ¢'(U) de H,,y. Posons V = UNn U’ et soit y: @(V) — ¢'(V) le difféfomorphisme de
changement de cartes. On peut supposer que V # &; alors, m = m'. Uapplication de
changement de cartes associée aux cartes Tg et T¢' est donnée par

Ty: (V) xR — @' (V) xR, (x,v) — (w(x), Dyy(v)).

C’est une application de classe €’P~!. C’est en fait un difféomorphisme de classe 7!,
son inverse étant I'application T(y ') associée a ¢~ 1.
Il reste a vérifier que TM est métrisable et séparable. O

PROPOSITION 5.1.3. — Soit f: M — N un morphisme de classe €' P entre variétés diffé-
rentiables. Lapplication Tf: TM — TN est de classe ¢" 1.

DEFINITION 5.1.4. — Soit M une variété différentiable de classe €'P. Un champ de vec-
teurs (de classe €', oit g < p—1) sur un ouvert U de M est une application X de classe €7
de U dans TM telle que X (a) € T,M pour touta € U.

PROPOSITION 5.1.5. — Soit U un ouvert de M, soit X et X' des champs de vecteurs
sur U, de classe €1, soit u et u' des fonctions de classe € sur U. Alors Uapplication
a— ula)X(a)+ u'(a)X'(a) est un champ de vecteurs sur U.

DEFINITION 5.1.6. — On dit qu'une variété différentiable M est parallélisable s’il existe
des champs de vecteurs Xy, ..., Xy, sur M tels que pour touta € M, (Xy(a),..., X;y(a)) soit
une basedeT ;(M).



CHAPITRE 6

FORMES DIFFERENTIELLES

§ 6.1. Lalgebre des formes multilinéaires alternées

DEFINITION 6.1.1. — Soit k un anneau, soit V un k-module, soit p un entier > 0. Une
forme p-linéaire sur V est une application w: VP — k qui est linéaire en chaque va-
riable. On dit qu'elle est alternée si w(vy, ..., vy) = 0 dés quil existe i # j dans{1,..., p}
tels que v; = v;.

Remarque 6.1.2. — Soit p un entier > 0. On rappelle que le groupe symétrique G, est
le groupe des permutations de {1, ..., p}. Son cardinal est p!.

Ce groupe est engendré par les transpositions, c’est-a-dire les permutations qui
échangent deux éléments et fixent tous les autres. Il est méme engendrée par les
transpositions de la forme (i,i + 1), pour 1 < i < p.

Si o € G, est une permutation, on note £(o) sa signature. C’est un élément de {+1}
donné par

o(j)—o(i)
m ===

glo) =
1<i<j<p J 71

Sio = (i,i+1), plus généralement si o est une transposition, on constate que €(o) = 1.
Lapplication o — ¢(0) est un morphisme de groupes.

LEMME 6.1.3. — Soit w une forme p-linéaire alternée sur un k-module V. Pour tous
V..., VpEVettoutag € Sy, ona

W(Vg), -+ Va(p)) = E(@)0(V1,..., Up).
Démonstration. — On traite d’abord le cas oli 0 = (i, i + 1). Dans ce cas, on calcule
W(V1,..., Vi1, Vi + Vi41, Vi + Vi41, Vi+2,.--, Up).
Puisque w est alternée, ce nombre vaut 0. Puisque w est p-linéaire, il vaut aussi

CU(Vl,..., Viy Uiy Vig2y.. 0y Vp) +(U(V1,..., Vi, Vi+1, Vj+2,.-+) Vp)+

+(,U(V1,..., Vi+1b Vi Vit2y.00) vp) +w(v1;---1 Vi-1 Vi+1, Vi+1, Vi42y. 4y vp) )
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dans cette expression, le premier et le dernier termes sont nuls, car w est alternée. On
adonc
W(V1, ..., Vi+1, Vi, Vit2y..., Vp) = —@(V1, ..., Vi, Vit1, Vit2s.-, Up),
comme il fallait démontrer.
Lensemble des permutations o pour lesquelles la formule est vraie est un sous-
groupe de G, ; il contient les permutations de la forme (i, + 1), donc il contient le
sous-groupe qu’elles engendrent, c’est-a-dire G ,,. Le lemme est ainsi démontré. O

Soit k un anneau, soit V un k-module. Pour tout entier p > 0, on note A”(V) I'en-
semble des formes p-linéaires alternées sur V' ; c¢’est un sous-k-module de I'’ensemble
des applications de V? dans k.

Le cas p = 0 est amusant. Le module V° est le module nul; une application w: V° —
k est donc un élément de k. La condition de linéarité en chaque variable est vide,
puisqu’il n'y a pas de variable; il en est de méme de la condition d’alternance. Ainsi,
A(V) =k.

On pose enfin A(V) la somme directe de ces k-modules, lorsque p parcourt N; c’est
un k-module gradué, au sens ou il est présenté comme somme directe d'une famille
de modules indexée par les éléments d'un groupe abélien (en I'occurrence Z).

Nous allons le munir d’'une structure d’algebre dont le produit sera noté A. Cette
algebre sera graduée commutative au sens suivant : si w € AP(V) et n € A9(V), alors
wAneAPTI(V) et

nAw= (D0 An.

Pour p, g € N, notons S(p, q) '’ensemble des permutations o de {1,...,p+ g} qui vé-

rifient
ol)<---<o(p) et op+l)<---<o(p+q).

Une telle permutation est déterminée par la partie {o(1),...,0(p)}, et toute partie a p

éléments de {1,...,p + g} et ainsi obtenue. Par suite, le cardinal de S(p, q) est égal a
p+q

( p )

DEFINITION 6.1.4. — Soit k un anneau, soit V un k-module, soit p, q des entiers natu-
rels. Soit w € AP(V), ne A1(V). Si p,q > 1, on définit une application w An: VP9 — [

par la formule

(6.1.5) WAL, Vpig) = Y, EOOWo),..0p)NWo(psD)s---» Volp+q)-
oeS(p,q)
Exemple6.1.6. — a) Si p =0, ona S(0,q) = {id}; de plus, w est un élément de k et

l'onawAn=wn. Deméme,siqg=0,alors S(p, q) = S(p,0) = {id}, n est un élément de k
etl'onawAn=no.
b) Supposons p = g =1. Lensemble S(1,1) est égal a S,, donc on a

oAV, w) =w(v)n(w) —ww)n(v).
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c) Plus généralement, supposons p = 1 mais prenons g > 1 est arbitraire. Pour tout
i €{l,...,q+ 1}, 'unique permutation o € S(1, q) telle que o(1) = i applique 2,...,1
sur 1,...,i—1,eti+1,...,g+1 sur eux-mémes. C’est un cycle de longueur i et elle a
donc pour signature (—1) =1, Ainsi,

q+1

WAL, Vi) = Y. D T odn(oy,.., By, Vpe),
i=1

ol le symbole™~, signifie que ce terme est omis.
PROPOSITION 6.1.7. — Lapplication w A1 est (p + q) -linéaire alternée.

Démonstration. — Lalinéarité de w A 1 en chaque variable se vérifie immédiatement
en inspectant chaque terme de la formule. Il reste a montrer que w A7 est alternée. Soit
i€fl,...,p+q—1},s0it vy,...,Vps4 des éléments de V tels que v; = v;41 ; démontrons
que wAn(vy,..., Vprq) =0.Soito € S(p, q);si{o(1),...,0(p)} contient alafoisieti+1,
alors w(Vs(1), ..., Vo(p)) = 0; de méme, s'ilne contientniinii+1, {o(p+1),...,0(p+q)}
contient a la fois i et i + 1, donc n(vg(p+1),---» Vo(p+q)) = 0. Notons S(p, g); 'ensemble
des éléments o € S(p, q) tels que {o(1),...,0(p)} contienne i mais pas i + 1; notons
S(p,q)i+1 I'ensemble des éléments o € S(p, q) tels que {o(1),...,0(p)} contienne i +
1 mais pas i. Si 0 € S(p, q);, on note ¢’ I'élément de S(p,q);+1 qui coincide avec o
sauf 12 ou1 o prend les valeurs i et i + 1. Autrement dit, ¢’ = (i,i + 1) oo. Comme o ne
prend pas la valeur i (resp. i + 1) sur {1,..., p}, o' appartient effectivement a S(p, q)i+1
(resp. a S(p, q);). Les applications ¢ — ¢’ sont des bijections de S(p, q); sur S(p, q)i+1
etde S(p, q)i+1 sur S(p, q);; elles vérifient ¢” = . De plus, £(0’) = —€(0). Puisque v; =
Vi+1, les termes de la définition de w A 7n(vy,..., v,;) correspondant a ¢ et o’ sont donc
opposés. Par suite, w An(vy,..., Vp+q) =0, comme il fallait démontrer. O

1l est évident sur les formules que 'application (w,n) — w A1 de AP (V) x A9(V) dans
AP*4(V) est bilinéaire.

PROPOSITION 6.1.8. — Soitw e AP(V),ne A9(V),0 € A" (V). Alors :

(6.1.9) WAMAO) = (AN A,
(6.1.10) nAw= 1" An.
Démonstration. — La seconde formule résulte de ce que la permutation de {1,...,p +

g} qui applique 1,...,psur g+1,...,q+petp+1,...,p+qg sur 1,...,p a pour si-
gnature (—1)”9. Pour la premiére, notons S(p,q,r) I'ensemble des permutations o
de {1,...,p+ g+ r} telles que

cl)<---<o(p), op+)<---<o(p+q), op+tq+)<---<o(p+qg+r).
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wAMAO) = ) E@OWe) - s Vo) MAO) WVa(p+1),-- o) Va(prq+r)
ogeS(p,q+r)
= ) €@0Wo..., Vop)*
oeS(p,q+r)
x Y €@NWopsr)s--- Voprr@)O0WVo(prrg1)s - Voprilgen))-
7€S5(q,1)

Pour 0 € S(p,q+71) et T € S(q,1), on définit v € S(p,q,r) par w(i) =o(i) sii < p et
w(p+i)=0o(p+71(i)sii> p+1. Autrement dit, v = o o7/, ot T’ est la permutation
de{l,...,p+qg+r}donnéepari—isur{l,...,pletpari+p—t1(i)+psuri{p+1,...,p+
q+r}.Onae(t’) =e(r), donc e(y) = €(0)e(t). De plus, toute permutation de S(p, g, 1)
s’écrit sous la forme o o 7’/ pour un unique couple (o, 7). Ainsi,

wANMAO)(vy,..., Vprger)

= Z W), Va(p)NWo(p+1)) -+ Vopr ) O Wa(prg+1)» - - o Vo (prg+r)-
oeS(p,q,r)

D’autre part,

AMAB= Y @AW ---» Voptg)O Wo(prgiD)s---» Voprgin)
ogeS(p+q,r)
= Z £(o) Z EMw(Vgr)s---» Va‘r(p))n(var(p+l),---y Var(p+q)) X
oeS(p+q,r) 1€S(p,q)
X 9(”0(p+q+l)); e or Ug(pt+q+r)-

Pour o € S(p+q,r) et T € S(p, q), on définit v € S(p,q,r) par w(i) =ot(i)sii < p+
gety(i)=0(i)sii> p+q+1. Autrement dit, ¥ = oo 1", olt 7" est la permutation
de{l,...,p+qg+r}donnéepartsur{l,..., p+q}etparlidentité sur {p+1,..., p+q+r}.
On a e(t") = (1), donc () = €(0)e(1). De plus, toute permutation de S(p, g, r) s’écrit
sous la forme ¢ o 7" pour un unique couple (o, 7). Ainsi,

((,U /\T’) /\6(1/1,..., Vp+q+r)

= Y 0Wo)-» Vo) Wa(ps1)s--or Vo(p+ @) Wotpsgr1)s-- s Va(prqin)-
oeS(p,q,r)

La proposition en résulte. O
DEFINITION 6.1.11. — Soit k un anneau et soit V un k-module. On appelle algebre des

formes multi-linéaires alternées sur V la somme directe A(V) = EBpeN AP(V), munie du
produit A.

C’est une k-algebre graduée (on dit que les éléments de A”(V) sont de degré p),
associative, et anti-commutative (formule (6.1.10)).

PROPOSITION 6.1.12. — On suppose que V est un module libre de rang fini n. Soit
(e1,...,ey) une basede V, soit (wy,...,w,) la base duale de V*. Pour tout entier p €N, la
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famille (wj, A--- A Wi,)1<ij<-<i,<n €St une base de AP(V). Par suite, on a AP (V) est un
k-module libre de rang (Z) On a donc AP (V) =0 pour p > n.

Démonstration. — Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin du lemme
suivant.
LEMME 6.1.13. — Soit wy,...,w, des formes linéaires sur V, soit (v,...,vp) des élé-
ments de V. Alors,

wi1(v) wi(v2) ... wi(vp)

w2 (V1) w2(v2) ... w2(vp)

Wi A ANwp(vy,...,vp) =det ]

wp(v) wp(v2) ... wp(vy).

Démonstration. — Le cas p = 1 est évident, de méme que le cas p = 0 (un produit de

0 facteur est égal a 1, de méme que le déterminant d’'une matrice carrée de taille nulle).
Démontrons l'assertion par récurrence sur p. Par définition, on a

WA ANWp(Vy,...,Vp) =1 A (W2 A...p)(V1,..., Vp)

A
=Y DT o W) @2 A 0p) (Ve Dy, V)
i=1

p w2(v1) w2(v2) ... w2(vp)
=) (=D w(v) det : :
= wp(v) wp(v2) ... wp(vy).
wi(v) wi(v2) ... wi(vp)
_ det a)g(.vl) (1)2(.122) wg(.vp)
wp(v) wp(ve) ... wp(vp).

comme on le voit en développant ce dernier déterminant suivant la premiére ligne. O

Revenons maintenant a la preuve de la proposition ?2. Soit (ay, ..., ap) et (by, ..., by)
des suites croissantes d’entiers de {1,..., n}. D’apres le lemme précédent, on a

Way N+ Awg,(€py,...,ep,) = det(wg, (ep)).

Si deux termes de la suite (a;) sont égaux, ou si deux termes de la suite (b;) sont
égaux, ce déterminant est nul. Supposons donc les entiers a; tous distincts, de méme
que les entiers b;. S'il existe i tel que a; n'appartienne pas a {b,..., by}, la ligne i
est identiquement nulle; il en est de méme s'il existe j tel que b; n’appartienne pas
a{a,...,ap}; ce déterminant est donc nul si {ay,...,ap} # {b1,..., by}. Supposons que
ces deux ensembles soient égaux et soit o la permutation telle que o(a;) = b;; on a
alors det(wg, (ep;) = €(0).
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Soit maintenant 1) une forme p-linéaire alternée sur V. Pour tout vecteur v € V, on

av=Y"_,wq)e,. Par suite, pour toute famille (vy,...,v,) de vecteurs de V, on peut
écrire

n n
N, vp) = Y . Y Nwa (V)eq,...,Na, (Vp)ea,)

=Y ) Wa (V). 0q,(Wp)N(eqy, ..., €q,)

Z T](eap---,eap)(wal/\"'/\ap)(vln--yl/p)-
acS(p,n—p)

Cela prouve que la famille indiquée engendre AP (V). Inversement, soit (14) aeS(p,n—p)
une famille d’éléments de k telle que Y A w4 A--- A Wa, =0. Evaluons cette forme p-

linéaire alternée en (eq, ..., €4,), pour a € S(p, n—p), on trouve A, = 0. Cette famille est
donc libre. O

6.1.14. Fonctorialité. — Soit f: V — W une application linéaire entre k-modules
et soit w une forme p-linéaire alternée sur W. Alors, l'application (vy,...,vp) —
o(f(n),..., f(vp)) est une forme p-linéaire alternée sur V, que I'on note f*(w).
L'application f*: AP(W) — AP(V) est linéaire. Lapplication f*: A(W) — A(V)
est un morphisme d’algebres graduées : pour w € AP(W) et n € A9(W), on a
fflonn = A f*m.
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