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2 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES — APERCU

des ensembles. Une application f de A dans B est une relation, disons R, sur ces
ensembles A et B vérifiant la propriété suivante : pour tout a € A, il existe un
unique élément b € B tel que R(a,b). On note f : A — B pour dire que f est une
application de A dans B; pour tout a € A, on note f(a) I'unique élément de B
tel que (a, f(a)) appartient 2 R. On dit que la partie R de A x B est le graphe de
I'application f.

1.1.4. Relations binaires. — Soit e une relation binaire dans un ensemble A.
On dit qu’elle est

— réflexive sia e a pour tout a € A;
- symétrique si a e b entraine b e a pour tous a et b dans A ;
— transitive sia @ b et b o ¢ entrainent a e ¢ pour tous a, b, c € A.

1.1.5. Relations d’équivalence. — Une relation d’équivalence est une relation
réflexive, symétrique et transitive.

Soit ~ une relation d’équivalence dans un ensemble A. Pour tout a € A, on
appelle classe d’équivalence de a ’ensemble C, des b € A tels que a ~ b.

Lemme (1.1.6). — Soit ~ une relation d’équivalence dans un ensemble A

a) Pourtoutaec A,onaacCg,;
b) Pour a,b € A, on a soit C, = Cyp, s0it C,nCy = &;
c) L’ensemble des parties C,, pour a € A, définit une partition de A.

Démonstration. — a) C’est évident car la relation ~ est réflexive.

b) Supposons que C, n C, n’est pas vide et soit c € C, N C;0onadonca ~ ¢
et b ~ c. Comme la relation ~ est symétrique, il vient ¢ ~ b. Alors, pour tout
x € Cp,onab ~ x, puis, la relation ~ étant transitive, a ~ x ; cela prouve que
x € C,, d’ou Cpy ¢ C,. Par symétrie, on a aussi C, c Cp, d’ouI’égalité C, = C,,.

¢) Soit A’ ensemble des parties C,, pour a € A. D’apres ce qui précede, deux
éléments distincts de A’ sont des parties de A qui sont disjointes. D’autre part,
pour tout a € A, I’élement a appartient a C,, donc les ensembles C, ne sont pas
vides et la réunion des ensembles appartenant a A’ est égale a A.

O

1.1.7. — Soit ~ une relation d’équivalence dans un ensemble A. L’ensemble des
classes d’équivalence est appelé ensemble quotient et noté A/~. L’application
c: A —> A/~ qui associe a tout élément a de C sa classe C, est une surjection,
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4 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES — APERCU

1.1.10. Minorants, plus petit élément, borne inférieure. — Soit S une partie
de A et soit a un élément de A.

On dit que a minore (resp. majore) S, ou est un minorant (resp. un majorant)
deS.sil’onaa <s (resp. s < a) pour tout s € S.

On dit que a est un élément minimal (resp. maximal) de Ssil’'onaa e Set
si a est le seul élément s € S tel que s < a (resp. tel que a < s). Attention, cela
n’entraine pas que a minore (resp. majore) S, car il peut exister des éléments

de S incomparables avec a. Il peut exister plusieurs éléments minimaux (resp.

maximaux) ; par exemple si I’ensemble des nombres entiers > 2 est muni de la
relation de divisibilité, les éléments minimaux sont les nombres premiers.

On dit que S posséde un plus petit (resp. un plus grand) élément s’il existe
un minorant (resp. un majorant) de S qui est un élément de S; on dit alors
naturellement que c’est le plus petit (resp. le plus grand) élément de S et on le
note éventuellement min(S) (resp. max(S)).

On dit que S posséde une borne inférieure (resp. une borne supérieure) si
I'ensemble des minorants de S possede un plus grand élément (resp. sil’ensemble
des majorants de S posséde un plus petit élément) ; on la note alors inf(S) (resp.

sup(S)).

1.1.11. Ensembles bien ordonnés. — On dit qu’une relation d’ordre < sur un
ensemble A est un bon ordre, ou que ’ensemble A est bien ordonné, si toute
partie non vide de A posseéde un plus petit élément.

Exemple fondamental : les entiers naturels. Si A et B sont des ensembles bien
ordonnés, I’ordre lexicographique sur le produit A x B est bien ordonné.

Un bon ordre est un ordre total ; en effet, pour a, b € A, le plus petit élément
de la partie non vide {a, b} est comparable a I’autre.

Proposition (1.1.12) (Principe de récurrence transfinie)

Soit A un ensemble bien ordonné et soit S une partie de A. On suppose que
pour tout a € A, la condition suivante est vérifiée : si x € S pour tout tout x € A tel
que x < a, alors a € S. Alors, A = S.

Démonstration. — Raisonnons par 'absurde et supposons que A # S. Soit alors
a le plus petit élément de ’ensemble non vide A — S. Par définition du plus
petit élément, on a x ¢ A —S pour tout x € A tel que x < a, C’est-a-dire x € S.
L’hypotheése de la proposition entraine alors que a € S, contradiction. O

4.6. EXERCICES 161

b) Démontrer que 'application o — | définit un homomorphisme injectif
du groupe Gal(F/E) dans le groupe G4 des permutations de A.

¢) Démontrer que P est irréductible si et seulement si Gal(F/E) agit transiti-
vement sur A.

d) Plus généralement, construire une bijection entre ’ensemble des facteurs
irréductibles (unitaires) de P et ’ensemble des orbites de Gal(F/E) dans A.

Exercice (4.6.18). — Soit E I'extension de Q engendrée par a = \/2 + /3.
a) Calculer le polyndme minimal P de a ? Quelles sont ses racines ?
b) En déduire que E est une extension de décomposition du polynoéme P.

¢) Prouver que Gal(E/Q) est isomorphe & Z/4Z et en déterminer un généra-
teur.

Exercice (4.6.19). — Soit P € Q[T] un polyndme irréductible dont le degré est
un nombre premier p. Soit A ensemble des racines de P dans C; on suppose
que Card(A N R) = p — 2. Soit E le sous-corps de C engendré par A.

a) Démontrer que I’extension E de Q est galoisienne.
b) Démontrer que Gal(E/Q) agit transitivement sur A.

¢) Soit G 'image de ’homomorphisme injectif de Gal(E/Q) dans G4 donné
par g — 0|a.

d) Démontrer que G contient une transposition.

e) Démontrer que G contient un élément d’ordre p.

f) Démontrer que G = G,.

) Soit Q, = (T2 + 1) [Th=3(T - a) et soit Q, € Z[T] un polynéme unitaire
de degré p. On suppose que 'image de Q, dans (Z/2Z)[T] est irréductible.

Démontrer que pour tout entier 7 assez grand, le polynéme P = Q, +2"Q, vérifie
les conditions de I’exercice.

Exercice (4.6.20). — Soit E le sous-corps de C engendré par les racines du
polynéme P = T3 — 2.

a) Démontrer que P est le polyndme minimal de v/2.
b) Démontrer que E # Q(v/2).
¢) En déduire que [E : Q] = 6 et que Gal(E/Q) ~ G,.
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6 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES — APERCU

X < a, on en déduirait que x € I car x est un segment initial de S; donc a < x et
ace€Ss,. O

Théoréme (1.1.17) (Zorn). — Soit A un ensemble muni d’une relation d’ordre <.
On suppose que toute partie totalement ordonnée de A est majorée'”). Alors, A
posséde un élément maximal.

Démonstration, d’aprés (1991). — Raisonnons par I’absurde en suppo-
sant que A ne possede pas d’élément maximal.

Soit C une partie totalement ordonnée de A et soit 2 un majorant de C. Comme
a n’est pas un élément maximal de A, il existe un élément b € A telquea < b
et b # a;en particulier, b ¢ C (sinon, b < a, d’ot a = b). Soit T ’ensemble des
parties totalement ordonnées de A et soit G1’ensemble des couples (C, b) € Tx A
tel que b soit un majorant de C n’appartenant pas a C. D’apreés ce qui précede,
la restriction a G de la premiere projection de T x A dans T est une application
surjective. D’apreés I'axiome du choix, il existe donc une application y: T — A
telle que pour tout C € T, y(C) est un majorant de C qui n’appartient pas a C.

On dit qu’une partie S de A est adéquate si elle est bien ordonnée et si 'on a
x = u(Sy) pour tout x € S, out S, est le segment initial {a € S; a < x}.

Lemme (1.1.18). — Soit S et S' des parties adéquates de A ; alors S est un segment
initial de S', ou S' est un segment initial de S, ou S = §'.

Démonstration. — La réunion I des parties de A qui sont des segments initiaux
de S et de S’ est a la fois un segment initial de S et un segment initial de §'; c’est
méme la plus grande partie de A qui ait cette propriété.

Silonal=S§,alors S est un segment initial de . Sil’'onaI =&, alors §' est
un segment initial de S. Supposons donc que I # SetI # §'; notons x le plus
petit élément de S—TI et y le plus petit élément de S’—1. OnadoncI=S§, = §].
Comme § et S’ sont adéquates, il vient x = u(Sy) = u(S) = y. Posons alors
J=Tu{x} =Tu{y};cest un segment initial de S et de S’ tel que I ¢ J, ce qui
contredit la définition de I. O

Notons W la réunion de toutes les parties adéquates de A ; démontrons que
C’est une partie adéquate de A. Il faut d’abord démontrer qu’elle est bien ordon-
née. Considérons ainsi une partie non vide C de W ; soit S une partie adéquate
de A qui rencontre C et soit a le plus petit élément de SN C. Prouvons que a est le

(M) On dit que A est inductif.

4.6. EXERCICES 159

a) Démontrer que [E: Q] = 4.
b) Démontrer que E est une extension galoisienne de Q.

¢) Soit A I’ensemble {+i, +/2}. Démontrer que pour tout a € A et tout
0 € Gal(E/Q), ona o(a) € A. Démontrer que I’homomorphisme de Gal(E/Q)
dans G, donné par o — 0|4 est injectif.

d) Quelle est 'image de cet homomorphisme ? En déduire que Gal(E/Q) ~
(Z2/2Z)>.

e) Déterminer un élément a € E tel que E = Q(a) et calculer son polynéme
minimal.

Exercice (4.6.11). — Soit E c F une extension galoisienne et soit G son groupe
de Galois. Soit H un sous-groupe de G et soit K = FHl. Démontrer qu’il existe
une plus petite extension galoisienne L de E telle que K c L c F. Déterminer le
sous-groupe de G qui lui est associé par la correspondance de Galois.

Exercice (4.6.12). — Soit K un corps commutatif et soit F = K(T,,..., T,) le
corps des fractions rationnelles en #n indéterminées T, ..., T,. Soit E le sous-
corps de F engendré par les polyndmes symétriques S,, ..., S,.

a) Démontrer que 'extension E c F est galoisienne et que Gal(F/E) est
isomorphe a G,,.

b) Soit a = T, + 2T, + - -- + nT,,. Démontrer que F = E(a).

Exercice (4.6.13). — Soit E c F une extension finie galoisienne, soit G son groupe
de Galois.

a) Soit a € Fetsoit G, = {0 € G; 0(a) = a}. Démontrer que I’extension E(a)
est associée au sous-groupe G, de G par la correspondance de Galois.
b) Démontrer que E(a) = F si et seulement si G, = {id}.

¢) Soit b un élément de F tel que G, ¢ G,. Démontrer qu’il existe un polynéme
P € E[T] tel que P(a) = b.

Exercice (4.6.14). — Soit K un corps commutatif; soit ) une extension de K
et soit E, F deux extensions de K contenues dans Q. On note EF le sous-corps
de Q engendré par EUF.

On suppose que 'extension K c E est galoisienne.

a) Démontrer que 'extension F c EF est galoisienne, de méme que ’extension
EnFcE.
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8 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES — APERCU

toute application surjective f: E — F, il existe une application g: F — E telle
que f o g =id.

La suspicion des mathématiciens a ’égard de cet axiome était renforcée par
certains énoncés peu plausibles qu’il permet, tels les décompositions paradoxales
de la sphére (BANACH-TARSKI, 1924) : on peut découper la boule unité de R3 en
un nombre fini de parties et les déplacer dans ’espace de sorte a reconstituer
deux boules de rayon unité!

En introduisant ces « principes maximaux », leurs auteurs voulaient ainsi
proposer un principe alternatif, moins sujet a controverse, a I’axiome du choix
et au théoreme de Zermelo. Il semble qu’Artin observa aussitét que I’on pouvait
déduire 'axiome du choix du principe maximal de Zorn. Expliquons comment,
C’est un exemple simple mais caractéristique d’utilisation de ce principe.

Considérons donc une application surjective f : E — F et soit G ’ensemble
des couples (S, g), ou S est une partie de F et g: S — E une application telle
que f o g = ids. On munit ’ensemble G de la relation d’ordre pour laquelle
(S,g) = (S,¢") siSc S etsig'|s = g On vérifie que 'ensemble G est inductif ;
il posséde donc un élément maximal, disons (S, g). Si S = F, 'application g
vérifie la propriété voulue. Sinon, on considére un élément y € F—S; il existe
par hypothése un élément x € E tel que f(y) = x et on considére I’application
g’ de S’ =Su{y} dans E qui prolonge g et telle que ¢’(y) =x.Ona (§',¢") € G
et (S,g) < (5,¢'), mais S # ' ce qui contredit ’hypothése que (S, g) était un
élément maximal de G.

Ainsi, 'axiome du choix, le théoreme de Zorn et celui de Zermelo sont
des énoncés équivalents (voir ’exercice 1.5.4), méme si on ne peut réellement
apprécier cette équivalence qu’avec une compréhension un peu sérieuse de
I’axiomatique des ensembles de Zermelo-Fraenkel.

Le théoreme de Zorn est ala base de nombreux théoremes d’existence du cours
d’algebre (idéaux maximaux d’un anneau, bases d’espaces vectoriels, cloture
algébrique d’un corps,...) mais aussi d’analyse (théorémes de Tychonov ou de
Hahn-Banach, par exemple). Son ineffectivité (il affirme I’existence d’un objet
sans permettre d’en expliciter un) reste problématique. Il est aussi intéressant
de savoir que dans des formalisations « constructivistes » des mathématiques,
ou I’axiome du choix est exclu, ces théorémes d’existence ne sont plus valables.

4.6. EXERCICES 157

Démontrer que les polynémes S,, ..., S, sont symétriques.

¢) Soit P € A[T,, ..., T,] un polyndme symétrique. Démontrer que le poly-
néme P, € A[T,,...,T,_,] défini par P, = P(T,,...,T,_,,0) est symétrique.
Que deviennent les polynémes S,, . .., S, lorsqu’on remplace T, par o0 ?

d) Soit P € A[T,, ..., T,] un polyndéme symétrique. Démontrer qu’il existe un
unique polyndme Q € A[T,,..., T,] telque P = Q(S,,...,S,). (Pour lexistence,
raisonner par récurrence sur #, puis sur deg(P) ; pour I'unicité, raisonner par
récurrence sur n, puis sur deg(Q).)

Exercice (4.6.5). — Soit E un corps commutatif, soit # un entier > 1 et soit
F = E(a) une extension de E engendrée par un élément d’ordre n.

a) Démontrer que la caractéristique de E ne divise pas n et que le polynome
T" —1 € E[T] est séparable.

b) Démontrer que F est une extension de décomposition du polynéme T" —1 €
E[T].

¢) Soit o € Gal(F/E). Démontrer qu’il existe un unique entier d € {1,...,n}
tel que o(a) = a.

d) Construire un homomorphisme de groupes injectifs de Gal(F/E) dans
(Z/nZ)*. En déduire que Gal(F/E) est un groupe commutatif.

Exercice (4.6.6). — a) Soit G un groupe et soit F un corps commutatif. Soit £
un ensemble d’homomorphismes de groupes de G dans F*. Démontrer que les
éléments de ¥ sont linéairement indépendants dans le F-espace vectoriel FC.
(Considérer une relation de dépendance linéaire a,0, + --- + a,0, = 0, ol 1 est
minimal.)

b) Soit E et F des corps commutatifs et soit £ I’ensemble des homomorphismes
de corps de E dans F. Démontrer que les éléments de X sont linéairement indé-
pendants dans le F-espace vectoriel FE,

Exercice (4.6.7). — Soit E un corps fini, soit p sa caractéristique et soit g son
cardinal. Pour tout polynéme P € E[T,, ..., T,], on pose s(P) = 3 z: P(a).

a) Calculer s('T™) pour tout entier m.

b) Soit P € E[T,,..., T,] tel que deg(P) < n(g —1). Démontrer que s(P) = o.

¢) Soit P, ..., P, des polyndomes de E[T,, ..., T,]. Soit V = {a € E"; P,(a) =
---=P,(a) = o}.
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10 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES — APERCU

Si S est une partie de A, on appelle sous-magma de A engendré par S
Pintersection de la famille de tous les sous-magmas de A qui contiennent S.
C’est un sous-magma de A qui contient S et c’est le plus petit tel sous-magma.

1.2.5. Propriétés. — Soit A un magma, dont on note * la loi de composition.
On dit que la loi * est

- commutativesia b ="b*apourtousa,beA;

- associative si (a * b) * c = a * (b * ¢) pour tous a, b, ¢ € A.

On dit aussi que le magma A est commutatif (resp. associatif) pour dire que sa
loi est commutative (resp. associative).

Dans un magma associatif, on peut sans ambiguité enlever les parenthéses et
écrirea x b * caulieude (a * b) » coua * (b *c).

On dit qu’un élément a est un élément simplifiable a gauche pour la loi * si
a* b =a*b'entraine que b = V', pour tous b, b’ € A. On définit de maniére
analogue la notion d’élément simplifiable a droite ; un élément est dit simplifiable
s’il est simplifiable a gauche et a droite.

On dit qu’un élément e est un élément neutre & gauche pourlaloi xsiexb = b
pour tout b € A ; on définit de maniére analogue la notion d’élément neutre a
droite.

Lemme (1.2.6). — Soit A un magma possédant un élément neutre a gauche, e et
un élément neutre a droite, f. Alors e = f.

Sous les conditions du lemme, on dit que e est I’élément neutre du magma A
et que A est un magma unifere.

Démonstration. — On calcule de deux manieres la composition e * f. Comme
e est un élément neutre a gauche,ona e * f = e; comme f est un élément neutre
adroite,onae * f = f; par suite, e = f. O

Soit A un magma associatif et unifere ; soit e son élément neutre. On dit qu’un
élément a de A est inversible a droite s’il existe un élément b € Btelque axb = ¢;
un tel élément b est appelé inverse a droite de a. On définit de méme la notion

’élément inversible a gauche, et d’inverse a gauche.

Lemme (1.2.7). — Soit (A, *) un magma associatif et unifére ; notons e son élé-
ment neutre. Soit a un élément de A.

a) Si a est inversible a droite, alors il est simplifiable a droite ;

4.6. EXERCICES 155

Pour tout 0 € G—{id}, il existe a € F tel que d(a) # a; soit A, une partie
finie de F contenant un tel élément pour chaque 0 € G={id}. Soit A = G- A;
C’est une partie finie de F, stable par G.

Soit K = E(A). Alors, extension E c K est finie. Pour tout 0 € G, on a
o(A) = A, cela entraine que 0(K) = K. De plus, pour tout ¢ € G — {id}, il
existe a € K tel que o(a) # a, donc I'application ¢ — ol de G dans Autg(K) est
injective. Alors,

Ec KAu(K) c K6 c1G=F,

si bien que E = KAu=(K) = KG, La premiére égalité prouve que I’extension E c K
est galoisienne. D’aprés la correspondance de Galois, la seconde entraine que
G = Autg(K). En particulier, on a [K : E] = Card(G).

Soit a € F. On peut reprendre 'argument précédent avec la partie A’ = AuG-a.
En notant K’ = E(A’), on a donc [K': E] = Card(G) = [K: E]. Puisque K c K,
cela entraine K = K/, donc a € K. Ainsi, K = F, I'extension E c F est galoisienne
etl’ona G = Gal(F/E).

4.6. Exercices

Exercice (4.6.1). — Soit E un corps commutatif, soit F une extension finie de E et
soit a € F. On suppose que [E(a) : E] est impair. Démontrer que E(a?) = E(a).

Exercice (4.6.2). — Le but de I'exercice est de démontrer que le corps C des
nombres complexes est algébriquement clos.

SiP=a,T"+--- + a, € C[T] est un polynoéme a coeflicients complexes, on
note P le polynéme conjugué défini par P = d@, T" + -+ + d,.

a) Démontrer que tout nombre complexe a une racine carrée dans C. En
déduire que toute équation du second degré a coefficients dans C a ses racines
dans C.

b) Soit P € R[T] un polyndome de degré impair. Démontrer qu’il a une racine
dans R.

¢) Soit P un polyndme irréductible de R[T]. Démontrer qu’il existe une
extension finie Q) de C dans laquelle P est scindé et séparable. On note d = deg(P)
eta,...,aylesracines de P dans (.
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12 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES — APERCU

de A/~ et soit a,b des éléments de A tels que x = c(a) et y = ¢(b); on a
f(x) = f(a) et f(y) = f(b). Par définition de la loi de composition de A/~, on
ax*y=c(a)*c(b)=c(a*b);onaalors

flxxy)=fle(axb)) = flaxb)=f(a)*f(b) = f(x)* f(y),

d’ou le lemme. ]

1.3. Structures algébriques

1.3.1. Monoides. — Un monoide est un ensemble muni d’une loi de composi-
tion associative et possédant un élément neutre.

Exemples : les ensembles usuels de nombres (entiers, réels, complexes) pour
P’addition ou la multiplication ; les entiers positifs, les nombres réels positifs
pour 'addition, ou la multiplication ; les matrices carrées de taille donnée a
coefficients positifs ou nuls, pour la multiplication.

Un morphisme de monoide est un morphisme de magmas qui applique
I’élément neutre sur I’élément neutre.

Un sous-monoide d’'un monoide M est un sous-magma qui contient I’élément
neutre; la loi de composition de M en fait alors un monoide.

1.3.2. Groupes. — On dit qu'un monoide est un groupe si tout élément est
inversible.

Un morphisme de groupes est un morphisme de monoides.

Un sous-groupe d’un groupe G est un sous-monoide qui est un groupe.

1.3.3. Anneaux. — Un anneau est un ensemble A muni de deux lois, une ad-
dition + et une multiplication -, vérifiant les propriétés suivantes :

- Le magma (A,+) estun groupe commutatif ; on note o son élément neutre.

- Le magma (A, -) est associatif et unifére ; on note 1 son élément neutre.

- La multiplication est distributive par rapport  I'addition:onaa- (b +c) =
a-b+a-cet(b+c)-a=b-a+c-apourtousa,b,cdansA.

On dit que ’'anneau A est commutatif si sa multiplication est commutative.

On remarquera qu’un ensemble réduit & un élément, disons a, est un anneau
commutatif lorsqu’on le munit de la seule addition et la seule multiplication
possible; dans cet anneau, o = 1; on I’appelle ’anneau nul.

4.5. THEORIE DE GALOIS 153

[F: E]. Tout E-morphisme f : F — F est injectif et son image est un sous-espace
vectoriel de F de dimension [F : E], donc est surjectif. On a ainsi démontré que
Card(G) = [F: E]. O

Définition (4.5.6). — Soit E un corps commutatif et soit F une extension finie
de E. On dit que c’est une extension galoisienne si les conditions équivalentes
du théoréme 4.5.5 sont satisfaites. Le groupe Autg(F) est alors appelé groupe de
Galois de lextension et est noté¢ Gal(F/E).

Exemple (4.5.7). — Soit E un corps fini et soit F une extension finie de E. Posons
q = Card(E) et n = [F : E]. L’application ¢ : F — F définie par ¢(x) = x9 est un
morphisme de corps. On a ¢(a) = a pour tout a € E. Comme F est fini, ¢ est
bijectif. C’est donc un élément de Autg(F). Pour tout entier m > 1 et tout x € F,
ona ¢"(x) = x1". En particulier, 9" = idp. Si1 < m < n, ona ¢ # id car le
polynéme T?" — T a au plus g™ racines dans F. Cela prouve que ¢ est d’ordre n
dans Gal(F/E). Puisque [F : E] = n, cela implique d’une part que I’extension F
de E est galoisienne, et d’autre part que son groupe de Galois est engendré par ¢,
donc est isomorphe 4 Z/nZ.

Corollaire (4.5.8) (Correspondance de Galois). — Soit F un corps commutatif,
soit E un sous-corps de F tel que I’extension E c F soit galoisienne.

Les applications H — FH et K — Autk (F) sont des bijections, inverses 'une de
Pautre, entre sous-groupes H de Gal(F/E) et sous-corps K de F qui contiennent E.

Démonstration. — Soit K un sous-corps de F qui contient E. D’apres la
propriété (iii), 'extension F/K est galoisienne. En particulier, K = FAux(F) et
Card(Autk(F)) = [F: K].

Soit H un sous-groupe de Autg(F) et soit K = FH. Alors, I'extension F/K est
galoisienne et Card(Gal(F/K)) = [F : K]. Démontrons que ’on a H = Gal(F/K).
On a H c Gal(F/K) par construction de K. Inversement, soit a € F un élément
dont le polynéme minimal P sur K est scindé et séparable dans F. On a donc
F = K(a), deg(P) = [F : K] et l'application ¢ — ¢ (a) est une bijection de
Autg (F) sur 'ensemble des racines de P dans F. Par suite, le polyndme Q =
[Tseu(T - o(a)) de F[T] divise P; comme il est invariant par H, il appartient
a FH[T] = K[T]. Par définition du polyn6me minimal, cela entraine que P = Q,
d’ott Card(H) = deg(Q) = deg(P) = Card(Gal(F/K)). On a donc I’égalité
H = Card(F/K). O
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14 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES — APERCU

On définit aussi la notion de A-module a droite ; la multiplication externe est
une application de M x A dans M, notée (m, a) — m - a, et vérifie des propriétés
similaires aux précédentes :

Ona(m+n)-a=m-a+n-apourtoutacA ettous m,neM;
Onam-(a+b)=m-a+m-bpourtousa,beAettout meM;
- Ona(m-a)-b=m-(ab) pourtous a,b € A ettout m € M;

- Onam-1=m pour tout m € M.

Cela revient a un module a gauche sur I'anneau opposé A°.

Lemme (1.3.7). — Soit A un anneau et soit M un A-module a gauche. Pour tout
meM,ona-m=(-1)-meto=0-m.

La preuve est laissée en exercice.
Lorsque ’anneau A est un corps, on parle d’espace vectoriel (a gauche ou a
droite).

1.3.8. Algebres. — Soit K un anneau commutatif. Une K-algebre est un en-
semble A muni de deux lois internes + et -, et d’'une multiplication externe
de K x A dans A, vérifiant les propriétés suivantes :

- Le magma (A, +) est un groupe abélien et la multiplication externe en fait
un K-module;

- La multiplication interne - de A est bilinéaire : ona (am + bn) - p = a(m-
p)+b(n-p)etm-(an+bp)=a(m-n)+b(m-p) pourtous a,b € A et tous
m,n, p € M.

On dit que ’algébre A est associative (resp. commutative, resp. unifére) si le
magma (A, -) est associatif (resp. commutatif, resp. unifére).

Exemple : les matrices carrées de taille fixée a coefficients dans un corps com-
mutatif K donné forment une K-algeébre associative et unifére (non commutative
si la taille est > 1).

1.3.9. Algébres de Lie. — Méme s’il restera exotique dans ce cours, voici un
exemple trés important d’algebre ; il devrait éclairer quelques exercices.

On dit que ’algebre A est une algébre de Lie si sa multiplication interne, notée
(a,b) — [a,b] et appelée crochet, vérifie les deux relations :

- Onala,a]l=opourtoutacA;

4.5. THEORIE DE GALOIS 151

coincident avec g o f sur F et appliquent T sur T. On en déduit en particulier
un homomorphisme de monoides de Hom(F, F) dans Hom(F[T], F[T]) et un
homomorphisme de groupes de Aut(F) dans Aut(F[T]).

SiF et F’ sont des extensions de Eet f : F — F’ est un morphisme d’extensions,
alors f’ est un morphisme de E-algebres. L’application f +~ f’ définit donc un
homomorphisme de monoides de Homg(F, F) dans Homg(F[T], F[T]) et un
homomorphisme de groupes de Autg(F) dans Autg(F[T]).

PourP=3%"_ ¢, ,T" e F[T],ona f'(P) =Y, f(cwm)T™ Poura € F,ona
fP(f(a)) = f(P(a)); en particulier, si a est racine de P, alors f(a) est racine
de /P.

4.5.4. — Si E est un sous-corps de F et P € E[T], on a P = P. En particulier,
I’ensemble des racines dans F d’un polyndme P € E[T] est invariant par tout
élément de Autg(F).

Soit P un polynome unitaire de F[T] et soit P = P, ... P, sa décomposition en
facteurs irréductibles unitaires. Alors 0(P) = a(P,)...a(P,). Pour qu’il existe
une permutation 7 de {1,...,r} telle que 0 (P;) = P,(;) pour tout i, il faut et il
suffit que o(P) = P, C’est-a-dire que les coefficients de P soient fixés par 0. C’est
en particulier le cas si P est scindé a racines simples dans P et si ’ensemble de
ses racines est stable par o.

Théoréme (4.5.5). — Soit E un corps commutatif, soit F une extension finie de E et
soit G = Autg(F) Alors, Card(G) < [F: E]. De plus, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) OnaCard(G) = [F:E];

(ii) II existe un polyndome irréductible et séparable P € E[T] tel que deg(P) =
[F: E] qui est scindé dans F;

(iii) L’extension F de E est une extension de décomposition d’un polynéme
séparable de E[T];

(iv) On a E = FG.

Démonstration. — Démontrons que Card(G) < [F : E]. Soit m € N tel que
m < Card(G) et soit g, .. ., 0, des éléments de G, deux a deux distincts. Pour
tout couple (i, j) d’éléments de {1,...,n} tels que i < j, I'ensemble F; ; des
éléments a € F tels que 0;(a) = 0j(a) est une sous-extension de F, distincte
de F car 0; # 0;. D’apres la proposition 4.5.1, il existe un élément a € F tel que
oi(a) # gj(a) sii# j. Soit P le polyndme minimal de a sur E. On a P(a) = o,
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16 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES — APERCU

Ou encore prendre pour X un ensemble d’espaces vectoriels sur un corps
commutatif K fixé, et, pour x,y € X, prendre pour C(x, y) I'ensemble des
applications linéaires de x dans y.

1.4.3. Grosses catégories. — En pratique, on voudrait prendre pour X
«’ensemble de tous les ensembles », etc., avec le souci que cet ensemble n’existe
pas(®), pas plus que I’ensemble de tous les espaces topologiques... Il y a plusieurs
voies pour résoudre cette difficulté, notamment :

- Se cantonner & une méta-mathématique oti I’« ensemble » X n’est jamais
jamais considéré comme ensemble ;

- Considérer des ensembles d’ensembles assez gros (« univers de Grothen-
dieck »);

- Considérer une axiomatique des mathématiques a plusieurs étages (en-
sembles, classes, etc.) qui permette de considérer la classe de tous les ensembles,
etc;

Chacune de ces solutions présente avantages et inconvénients ; dans ce cours, la
premiere (la plus naive) nous suffira largement.

1.4.4. Groupoides. — On dit qu'une catégorie C est un groupoide si pour tout
couple (x, y) d’objets et tout u € C(x, y) il existe v € C(y,x) tel que u- v = 1, et
vou =1,

Dans ce cas, pour tout objet x de C, 'ensemble C(x, x) muni de la loi de
composition de la catégorie C est un groupe.

1.4.5. Groupoide fondamental. — On définit en topologie algébrique le grou-
poide de Poincaré @x d’un espace topologique X. Pour x, y € X, on définit
@x(x,y) comme ’ensemble des « classes d’homotopie stricte » de chemins
d’origine x et de terme y dans X, c’est-a-dire d’applications continues ¢ de
'intervalle [0,1] dans X telles que ¢(0) = x et ¢(1) = y. Par classe d’homotopie
stricte, on entend qu’on identifie deux applications c et ¢’ s’il existe une appli-
cation continue f: [0,1] x [0,1] = X telle que f(o,t) = ¢(t), f(1,t) = ¢'(¢),

()C’est le paradoxe de Russell : s’il existait un ensemble E tel que tout ensemble soit un élément de E,
on pourrait considérer I’ensemble A = {e € E; e ¢ e} — la contraduction vient de ce que si A € A, alors
A ¢ A, et inversement. Voir la bande dessinée ( , , p- 162 et suivantes)
pour un récit savoureux de la découverte de ce paradoxe.

4.4. CORPS FINIS 149

4.4.5. — Soit E un corps fini et soit p sa caractéristique. Soit ®: E — E

lapplication définie par ®(x) = xP; c’est un homomorphisme de corps
(homomorphisme de Frobenius). Il est injectif; comme E est fini, il est aussi
surjectif.

Notons que pour tout entier 7 > 0, on a ®"(x) = x?" pour tout x € E.

4.4.6. — Soit F un corps fini, soit E son sous-coprps premier. Soit p sa caracté-
ristique, g le cardinal de F et n = [F : E]. D’aprés ce qui précéde, E est isomorphe
aZ/pZetlonaq=p"

Le groupe multiplicatif F* de F est cyclique (théoreme 2.9.6) et de cardinal g—1.
En particulier, on a x97* = 1 pour tout x € F*, donc x? = x pour tout x € F. Le
polyndme T? — T € E[T] posséde g racines (deux a deux distinctes), dans F;
comme il est de degré g, il est séparable et scindé dans F :

T9-T= EAH|3.
acF
Cela montre aussi que F est une extension de décomposition du polynéme T9-T
de E[T].

4.4.7. — Inversement, soit p un nombre premier, soit E = Z/pZ, soit n un
entier > 1, soit g = p” et soit F une extension de décomposition du polynéme
T4 - T de E[T]. Soit F, le sous-corps de F formé des éléments a ¢ F tels que
a4 = a; si ® désigne ’homomorphisme de Frobenius de F, alors F, est le sous-
corps de F fixé par '’homomorphisme ®”. Ainsi, F, est ’ensemble des racines
du polynéme T7 - T dans F; puisque F est engendré par cet ensemble, on a donc
F, = F. Le polyndme T7 — T est séparable, car sa dérivée est égalea qT9' —1= -1
est premiére & T4 - T. On a donc Card(F) = g et F est un corps fini de cardinal g.

Théoréme (4.4.8). — Soit F un corps fini. Alors F est commutatif, il existe un
nombre premier p et un entier n > 1 tels que Card(F) = p", et F est une extension
de décomposition du polynéme TP" — T de (Z/pZ)[T].

Inversement, soit tout nombre premier p et tout entier n > 1, toute extension de
décomposition du polynome TP" —'T de (Z/ pZ)|[T] est un corps fini de cardinal p".

Soit q un entier tel 1 < q < Card(F) ; pour qu’il existe un sous-corps E de F de
cardinal q, il faut et il suffit qu’il existe un entier d divisant n tel que q = p®; alors
E est ’ensemble des racines du polynéme T4 — T dans F.
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18 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES — APERCU

de B} sur A}, respectivement; démontrer que f induit une bijection de A
sur Bo,. En déduire qu’il existe une bijection de A sur B.

Exercice (1.5.2). — a) Soit A un ensemble et soit f : A — PB(A) une application
de A dans I’ensemble B(A) des parties de A. Soit B ’ensemble des éléments
a € Atels que a ¢ f(a). Démontrer que B n’appartient pas a 'image de f.

b) En déduire que 'ensemble 3(A) n’est pas équipotent a A.

Exercice (1.5.3) (Théoréme de Knaster-Tarski). — On appelle treillis complet un
ensemble ordonné A tel que toute partie de A posséde une borne inférieure et
une borne inférieure.

a) Démontrer que I’ensemble [0, 1] (muni de la relation d’ordre usuelle des
nombre réels) est un treillis complet.

b) Démontrer que ’ensemble des parties d’un ensemble, muni de la relation
d’inclusion, est un treillis complet.

¢) Démontrer que 'ensemble des sous-groupes d’un groupe, muni de la
relation d’inclusion, est un treillis complet.

d) Démontrer qu’un treillis complet possede un plus petit et un plus grand
élément.

e) Soit A un treillis complet, soit a, b des éléments de A tels que a < b et soit
B=[a,b] ={x € A; a<x<b}. Démontrer que B est un treillis complet.

f) Démontrer que dans la définition d’un treillis complet, il suffit de supposer

que toute partie de A posseéde une borne inférieure (resp. une borne supérieure).

£) Soit A un treillis complet et soit f: A - A une application monotone. Soit
P I’ensemble des points-fixe de f, muni de la relation d’ordre induite par celle
de A.

Soit S ’ensemble des a € A tels que a < f(a) ; démontrer que f(S) c S. Soit s
la borne supérieure de S; démontrer que s est le plus grand point fixe de f.

h) (suite) Soit Q une partie de P, soit q sa borne supérieure de Q dans A et soit
a = max(A). Démontrer que f([g,a]) c [g, a]. En déduire que f posséde un

plus petit point fixe appartenant [g, a] qui est la borne supérieure de Q dans P.

i) (suite) Démontrer que P est un treillis complet.

Exercice (1.5.4) (Théoréme de Zermelo). — Le théoréme de ZERMELO (1904)
affirme que sur tout ensemble, il existe un bon ordre.

4.4. CORPS FINIS 147

d’extensions g: K(a) — F/ tel que g|x = fetg(a) = b. Alors, (K, f) < (K(a),g)
et K # K(a), ce qui contredit le caractére maximal de (K, f).

On a ainsi démontré qu’il existe un homomorphisme d’extensions f: F - F.
I reste & vérifier que f est surjectif. Soit b € F' et soit P € E[T] son polyndme
minimal. Soit # = deg(P) et soit P = [T%, (T - a;) la factorisation de P dans F[T].
On a donc P = [[7,(T - f(a;)) dans F/[T]. Puisque P(b) = o, il existe i €
{1,...,n} tel que f(a;) = b; en particulier, b appartient a 'image de f. Cela
démontre que f est surjective. O

4.4. Corps finis

Un corps fini est un corps de cardinal fini.

4.4.1. — Soit F un corps et soit E un sous-corps de E. Supposons que E soit
commutatif et fini. Soit d = dimg(F) et soit (a,, ..., a,) une base de F sur E.
Tout élément de F s’écrit de maniére unique Y% x;a;, avec (x;) € E(@). Ainsi, d
est fini si et seulement si F est un corps fini et I'on a Card(F) = Card(E)FE],

4.4.2. — Soit E un corps fini. L’image de 'homomorphisme canonique de Z
dans E étant finie, cet homomorphisme n’est pas injectif et son noyau est un
idéal non nul (p) de Z. Comme E est intégre, p est un nombre premier : la
caractéristique d’un corps fini est un nombre premier p, et le sous-corps premier
de E est isomorphe a Z|pZ.

4.4.3. — Pour tout entier d, notons @, le d-iéme polyndéme cyclotomique, c’est-
a-dire le polyn6me unitaire de C[T] dont les racines sont les racines primitives
d-iémes de I'unité, chacune avec multiplicité 1. Autrement dit, on a

e& = : AHIQV.

aeC*
a est d’ordre d

Ces racines sont les nombres complexes exp(2ikn/n), ot k € {1,...,n} estun
entier premier  n. Par suite, on a deg(®,) = ¢(d), 'indicateur d’Euler. On a
parexemple @, =T -1, D, =T +1, O, =T>+ T +1, etc.

Si a € Cvérifie a” = 1, ’ordre d de a divise n et a est une racine primitive
d-iéme de 'unité. Par suite,

T —1= Ee&.
dln
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¢) Le monoide des applications polynomiales de R dans R.

d) Le monoide multiplicatif d’'une K-algébre associative de dimension finie,
K étant un corps fixé (K = R ou C, si’on veut).

Exercice (1.5.9). — Soit M un monoide commutatif ; on note + sa loi de compo-
sition et o son élément neutre.

a) Soit ~ la relation dans M x M donnée par (a, b) ~ (¢, d) s’il existe u € M
tel que a + d + u = b + ¢ + u. Démontrer que c’est une relation d’équivalence.

b) On note A I’ensemble quotient et [a, b] la classe d’un couple (a, b). Dé-
montrer qu’il existe une unique loi de composition de A telle que [a, b] +[c, d] =
[a+c,b+d]poura,b,c,d € M. Démontrer que A est un groupe abélien et
que lapplication j: M — A donnée par a — [a, 0] est un homomorphisme
de monoides. Démontrer aussi que tout élément de A est la différence de deux
éléments de j(M).

¢) Soit B un groupe et soit f: M — B un homomorphisme de monoides.
Démontrer qu’il existe un unique homomorphisme de groupes ¢ : A — B tel

que goj=f.
Exercice (1.5.10). — Soit M un monoide (non nécessairement commutatif).

a) Soit A un groupe et soit j: M — A un morphisme de monoides tel que
j(M) engendre A. Démontrer que Card(A) < sup(Card(N), Card(M)).

b) Démontrer qu’il existe un ensemble ® dont les éléments sont des couples
(j,A), ol A est un groupe et j: M — A un morphisme de monoides tel que
j(M) engendre A, qui vérifie la propriété suivante : Pour tout couple (f,B), ot
B est un groupe et f : M — B est un morphisme de monoides, il existe un couple
(j,A) € @ et un morphisme ¢: A -~ Btelque g o j = f.

¢) Démontrer qu’il existe un groupe A et un homomorphisme de monoides
j: M — A vérifiant la propriété universelle : Pour tout groupe B et tout mor-
phisme de monoides f: M — B, il existe un unique morphisme de groupes
¢:A—>Btelquegoj=f.

4.3. CLOTURE ALGEBRIQUE 145

sur E. Soit Q € E[T] son polyndme minimal. C’est un multiple de P dans F[T].
Par hypothese, le polynome Q est scindé dans Q) ; en particulier, le polynome P est
scindé dans Q. Soit b € Q une racine de P. Il existe un unique homomorphisme
de F-algebres f: F' - Q tel que f(a) = b. L’élément b est algébrique sur F, donc
sur E; donc b € F. Ainsi, deg(P) = 1. [l

Théoréme (4.3.6) (Steinitz). — Soit E un corps commutatif.

a) Le corps E posséde une cloture algébrique.
b) Deux clotures algébriques de E sont isomorphes.

Démonstration. — Soit &2 'ensemble des polyndémes irréductibles unitaires
de E[T]. Introduisons I'anneau A des polynomes en des indéterminées Ty, ;, o
fePet1<i<deg(f).Pourtout f € &, on écrit

deg(f) deg(f)
\.l : AHl‘H‘\AvH MU h\kﬂ:lu

i=1 i=1
dans’anneau A[T] des polynémes  coefficients dans A en1'indéterminée T. Soit
[T'idéal de A engendré par ces éléments c ., . . ., Cf qeq( ), POUr f parcourant &.

Démontrons par 'absurde que I # A. Dans le cas contraire, il existe une famille
presque nulle (by,;) d’éléments de A telle que 1 = ) by ;cy,;. L’ensemble &,
des polyndmes g € & tels qu’il existe j € {1,...,deg(g)}, f € P eti ¢
{1,...,deg(f)} tels que I'indéterminée Ty, ; apparaisse dans cy,; ou dans by, ; est
fini; soit P leur produit. Soit A, le sous-anneau de A des polyndmes en les indé-
terminées T, j, pour g € &, et1< j < deg(g)}, et soit I, I'idéal de A, engendré
par les éléments cg 1, . . ., Cg deg(g)> POUT g Parcourant &,. Par construction, les
éléments by ; appartiennent a A;, de méme que les éléments c ; tels que by ; # 0;
ainsi, la relation 1=} bs ics; entraine que I, = A,.

Soit F une extension de décomposition du polynéme P. Par définition, le
polynéme P est scindé dans F; en particulier, chaque polynéme g de &7, est
scindé dans F. Pour tout g € &, ettout j € {1,...,deg(g)}, il existe des éléments
ag,; € F tels que

deg(g)
£§=1 (T - ag,)
j=1
dans F[T]. Soit ¢ : A, - Fl’'unique homomorphisme de E-algébres qui applique
T,,jsur agj, pour g € & et1< j < deg(g). On a donc ¢(c,,j) = o pour tous
(g,7),dou T, c Ker(g), puis la contradiction o = ¢(1) = 1.
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pourneNeta,,...,d,by,...,b, €A

2.1.3. — Soit A un monoide et soit a un élément de A. Pour tout entier naturel #,
on note a” le produit de la suite (a,...,a) (n termes). Si a est inversible, on
définit a” pour tout entier relatif n en posant a” = (a™)™"sin < o.

On vérifie par récurrence que 'on a a™*" = g™ - a” et (a™)" = a™" pour tout
couple (m, n) d’entiers naturels (resp. pour tout couple d’entiers relatifs si a est
inversible).

2.1.4. — Soit A un monoide. On dit que des éléments a, b de A commutent si
lona ab = ba. On a alors (ab)" = a” - b" pour tout entier naturel # et, lorsque
A est un groupe, pour tout entier relatif .

Lorsque A est un groupe, on appelle commutateur du couple (a, b) I'élément
[a,b] = a'b'ab; il est égal a1’élément neutre si et seulement si les éléments a
et b commutent.(*)

2.1.5. — Soit A un groupe et soit a un élément de A. On dit que a est d’ordre
infini s’il n’existe pas d’entier naturel n > o tel que a” = e; sinon, on appelle
ordre de a le plus entier naturel n > o tel que a” = e. Un élément d’ordre fini
est aussi appelé élément de torsion ; on dit que A est sans torsion si son élément
neutre est le seul élément de torsion.

Lemme (2.1.6). — Soit A un groupe.

a) Soit a un élément d’ordre fini de A et soit n son ordre. Sim € Z, alors a™ = e
si et seulement si m est multiple de n.

b) Supposons que A soit commutatif. Soit a et b des éléments de A, d’ordres m
et n respectivement. Alors, ab est d’ordre fini, et cet ordre divise ppcm(m, n) ; si
m et n sont premiers entre eux, alors ab est d’ordre mn.

Démonstration. —  a) Soit m = nq + r la division euclidienne de m par n, de
sortequeo <r<n.Onae=a™=a"a" = (a")4a" = ela” = a’. Par définition
del’ordre de a, ’entier n est le plus petit entier strictement positif tel que a” = e.
On a donc r = o, ce qui prouve que m est multiple de n.

()Ni la notation, ni la définition ne sont trés strictes; les crochets sont parfois remplacés par des paren-
théses ; d’autres auteurs le définissent par aba™'b™".
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Supposons maintenant que toutes les racines de P soient simples. Soit D =
pgcd(P, P'); comme c’est un diviseur de P, il est scindé dans F. Soit a une
racine de D. Comme P et P’ sont multiples de P, ona P(a) = P’(a) = 0. Sil’on
écritP=Y"_c,(T-a)",onaP(a)=c,etP’(a) = c,; ainsi, P est multiple
de (T - a)?, donc a est racine multiple de P. Cela entraine que D n’a pas de
racine dans F, donc D = 1. O

4.3. Cloture algébrique

Définition (4.3.1). — Soit E un corps commutatif. On dit que E est algébriquement
clos si tout polynéme irréductible de E[T| posséde une racine dans E.

Lemme (4.3.2). — Soit E un corps commutatif. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Le corps E est algébriquement clos ;
(ii) Les polynomes irréductibles de E[T] sont les polynomes de degré 1;
(iii) Tout polynéme de E[T] est scindé dans E.

Démonstration. — (i)=(ii). Soit P un polyndme irréductible de E[T]. Comme
P n’est pas inversible, on a deg(P) > 1. Par hypothése, P posséde une racine a
dans E. Alors, T - a divise P, de sorte qu’il existe un polynome Q € E[T] tel que
P = (T - a)Q. Puisque P est irréductible et que T — a n’est pas inversible, Q est
inversible, donc deg(Q) = o, puis deg(P) =1.

(ii)=>(iii). Soit P € E[T]. Il n’y a rien a démontrer si P = o. Sinon, on peut dé-
composer P en produit de polyndmes irréductibles, P = P, ... P,. Par hypothése,
deg(P;) = 1 pour tout i. Ainsi, P est scindé.

(iii)=(i). Soit P un polynome irréductible de E[ T]. Puisque P est scindé dans E,
P est produit de facteurs de degré 1. Puisque deg(P) > 1, il posséde au moins un
facteur de degré 1 et donc une racine. [l

Théoréme (4.3.3) (« Théoréme de d’ Alembert-Gaufs »)
Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que tout polynéme non constant
de C[T] posséde une racine dans C. Soit P un tel polynéme, soit # son degré ;
écrivons-le P = Y7 _ ¢, T™, de sorte que n > 1etc, # 0. Pourz € C,on a
|P(z)| = +o0 lorsque |z| — +oo. Par suite, il existe un nombre réel R > o tel que
[P(2)| 2 1+ |P(0)]| pour tout z € C tel que |z| > R. Puisque le disque de centre o
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24 CHAPITRE 2. GROUPES

Une matrice M € M,,(A) est inversible si et seulement si son déterminant
est inversible dans A. L’ensemble GL,(A) des matrices inversibles est donc un
groupe pour la multiplication des matrices ; 'ensemble SL,(A) des matrices de
déterminant 1 en est un sous-groupe.

2.2.5. — L’ensemble des éléments inversible du monoide multiplicatif Z est
égal a {+1}.

Soit # un entier > 1 et soit M = Z/nZ, muni de sa multiplication. Si ’on veut,
on peut sans grand dommage considérer que M est 'ensemble {o,...,n -1},
la multiplication étant donnée par le reste de la division euclidienne par n du
produit usuel.

Démontrons qu'un entier m € M est inversible si et seulement si m et n sont
premiers entre eux. Supposons en effet que m est inversible et soit a € M tel
que a - m = 1; cela signifie qu’il existe q € Z tel que am = 1+ nq. Alors, tout
diviseur commun a m et n divise am—nq = 1, donc pged(m, n) = 1. Inversement,
supposons que m et n soient premiers entre eux ; d’aprés le théoréme de Bézout,
il existe des entiers u et v tels que um + vn = 1;0onadonc u - m =1dans M, ce
qui prouve que m est inversible.

Rappelons aussi qu’on note ¢(n) le cardinal de I’ensemble des entiers m ¢
{1,...,n} tels que pged(m, n) = 1 (indicateur d’Euler).

2.2.6. — Soit E un ensemble. L’ensemble des applications de E dans lui-méme
est un monoide pour la composition ; son élément neutre est 'application iden-
tique.

L’ensemble des éléments inversibles de ce monoide est 'ensemble G(E) des
bijections dans E dans E, qu’on appelle aussi permutations de E. C’est un groupe
pour la composition des applications.

Lorsque E est 'ensemble fini {1,...,n}, le groupe G(E) est aussi noté S,,.

2.2.7. — Soit Q I'’ensemble a 8 éléments, {1, -1,i, -1, j, - j, k, —k } (groupe qua-
ternionique d’ordre 8). Il existe une unique loi de groupe sur Q, d’élément
neutre 1, pour laquelle (-1)2 =1, a(-1) = (-1)a = -asia € {i, j, k}, > = j* =
k*=-1etij=k.

On aaussi jk = i, ki = j, ji = =k, ik = —j et kj = —i. Le centre de Q est le
sous-groupe {—1,1}.
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Corollaire (4.2.3). — Soit E un corps commutatif et soit P € E[T] un polynéme. Il
existe une extension F de E dans laquelle le polyndme P est scindé.

Démonstration. — SiP = o, on pose F = E. Supposons maintenant P # o.
Notons P, le produit des facteurs irréductibles de P qui sont de degré > 2 et
raisonnons par récurrence sur deg(P,). Si deg(P,) = o, alors P, est constant,
on peut poser F = E. Soit P, un facteur irréductible de P, ; par hypothése,
deg(P,) > 2. Soit F' une extension de rupture du polynéme P, sur E. Notons Q
le polyndme P considéré comme élément de F/[T]. Soit Q,1F/[T] le produit des
facteurs irréductibles de Q qui sont de degré > 2 ; c’est un diviseur de P,. Puisque
le polynéme P, possede une racine dans F’, I'image du polynéme P, possede
une racine dans F/, de sorte que ’on a deg(Q,) < deg(P,). Par récurrence, il
existe une extension F de F’ dans laquelle le polynoéme Q est scindé. Ainsi, F est
une extension de E dans laquelle le polynéme P est scindé. [l

Corollaire (4.2.4). — Soit E un corps commutatif et soit P € E[T] un polynéme
non nul. Soit F une extension de E. Pour que P soit scindé dans F, il faut et il suffit
que pour toute extension G de F, toute racine a de P dans G appartienne a F.

Démonstration. — Supposons que P est scindé dans F et écrivons P = ¢(T -
a,)...(T-ay,),avecc,a,,...,a, € F. Soit G une extension de F et soit b une
racine de P dans G. Onadonc P(b) = ¢(b-a,)...(b—a,) = 0. CommeP # o,
onac#o;ilexistedonc j€{1,...,n} telque b = aj, d’ott b € F.

Inversement, supposons que P ne soit pas scindé dans F. En particulier, P # o et
il existe un facteur irréductible P, € F[T] tel que deg(P,) > 2. Soit G = F[T]/(P,)
et soit a I'image de T dans G; puisque deg(P,) > 2, on a a F. Ainsi, G est une
extension de F dans laquelle P posséde une racine qui n’appartient pasa F. [

Définition (4.2.5). — Soit E un corps commutatif et soit P € E[T]. On dit qu’une
extension F de E est une extension de décomposition de P si le polynéme P est
scindé dans F et si 'ensemble des racines de P dans F engendre F sur E.

Proposition (4.2.6). — Soit E un corps commutatif, soit P € E[T] un polynéme
non constant et soit Q) une extension de E dans laquelle P est scindé. Soit F une
extension de E qui est engendrée par I’ensemble des racines de P dans F. Il existe
un homomorphisme d’extensions de F dans Q).

Démonstration. — On démontre I’assertion par récurrence sur [F: E]. Si [F:
E] = 1, alors Homg(F, Q) est réduit & ’homomorphisme canonique de E dans Q.
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Exemple (2.3.3) (Sous-groupes de Z). — Soit a € Z. Si a = o, 'ensemble aZ = o
est un sous-groupe de A. Si a # o, on remarque que aZ est un sous-groupe de Z
dont |a| est le plus petit élément strictement positif.

Inversement, soit A un sous-groupe de Z et démontrons qu’il existe un unique
entier a > o tel que A = aZ. Si A = {0}, on pose a = o. Sinon, A posséde un
élément non nul, donc aussi un élément strictement positif quitte & considérer
Popposé du précédent. Notons alors a le plus petit élément strictement positif
de A. On démontre par récurrence sur q que I’on a qa € A pour tout entier g > o,
puis pour tout entier g < o puisqu’alors ga = —(-q)a. Ainsi, aZ c A. Inver-
sement, soit b € A et soit b = aq + r la division euclidienne de b par a; on a
o< r<aetr=>b-qaappartienta A, donc r = o par minimalité de a; cela
démontre que b = qa appartient a aZ, d’oti 'inclusion A c aZ. On a donc
A=alZ

Lemme (2.3.4). — Soit A un groupe abélien, dont la loi de composition est notée
multiplicativement.

a) Pour tout entier n > 1, ensemble des éléments a € A tels que a" = e est un
sous-groupe de A.
b) L’ensemble des éléments d’ordre fini de A est un sous-groupe de A.

Le sous-groupe de A des éléments a tels que a” = e est appelé sous-groupe de
n-torsion de A ; celui des éléments d’ordre fini est appelé sous-groupe de torsion
de A. On dit aussi qu'un groupe est sans torsion si son élément neutre est le seul
élément d’ordre fini.

Démonstration. — a) Onae” = e;sia” = e, alors (a™)" = (a")™ = e;si
a™ = b" = e, alors (ab)" = a™b" car A est commutatif, donc (ab)” = e. Cela
prouve que I’ensemble indiqué est un sous-groupe de A.

b) Soit T cet ensemble. On a e' = e, donc e € T. Soit a, b € T; soit m, n des
entiers > 1 tels que a™ = b" = e; on a donc a™" = b™" = ¢, donc (ab)™ = e
d’apres la premiére assertion. Cette assertion montre aussi que a™* est d’ordre
fini si a est d’ordre fini. Cela démontre que T est un sous-groupe de A. O

Lemme (2.3.5). — . Soit A un monoide (resp. un groupe). L’intersection ;e B;
d’une famille (B;) ;a1 de sous-monoides de A (resp. de sous-groupes de A) est un
sous-monoide de A (resp. un sous-groupe de A).
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Corollaire (4.1.12). — Soit E un corps commutatif, soit F une extension de E et soit
A une partie finie de F formée d’éléments algébriques sur E. Alors la sous-E-algébre
E[A] de F engendrée par F est une extension finie de E.

Démonstration. — On note A = {a,,...,a,} et on raisonne par récurrence
sur n. Il n’y a rien & démontrer si n = o. Supposons n > 1 et posons F/ =
E[a,,...,an]; observons que E[A] = F'[a,]. Par récurrence, F’ est une exten-

sion finie de E. D’autre part, comme a, est algébrique sur E, il est a fortiori
algébrique sur F'. Par suite, F'[a,] est une extension finie de F'. D’aprés la pro-
position 4.1.3, la F/-algébre F'[a,] est une extension finie de E, ce qu’il fallait
démontrer. O]

Corollaire (4.1.13). — Soit E un corps commutatif et soit F une extension de E.
L’ensemble des éléments de F qui sont algébriques sur E est un sous-corps de F.

Démonstration. — Soit j: E - F ’homomorphisme de corps qui définit
I'extension F. Pour tout a € E, 'élément j(a) est racine du polynéme T - g,
donc est algébrique sur E.

Soit a, b des éléments de F qui sont algébriques sur E. D’appres le corollaire
précédent, E[a, b] est une extension finie de E. En particulier, ab et a + b sont
algébriques sur E. Cela démontre que I’ensemble des éléments de F qui sont
algébriques sur E est un sous-anneau de F.

De plus, si a est un élément de F qui est algébrique sur E, on a vu que E[a]
est un sous-corps de E dont tous les éléments de E sont algébriques. Si a # o, ce
sous-corps contient 1/a. Ainsi, I’ensemble des éléments de F qui sont algébriques
sur E est un sous-corps de F. OJ

Remarque (4.1.14). — Soit E un corps commutatif, soit F une extension finie
de E et soit a un élément de F. Alors E(a) est une sous-extension de F, de degré
égal au degré de a, et 'ona [F: E] = [F: E(a)][E(a) : E]. En particulier, le
degré de a divise le degré [F : E] de I’extension F.

Corollaire (4.1.15). — Soit E un corps commutatif, soit F une extension algébrique
de E et soit G une extension de F.
Soit a un élément de G qui est algébrique sur F. Alors a est algébrique sur E.
En particulier, si G est une extension algébrique de F, c’est une extension algeé-
brique de E.
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A appartient au sous-groupe (S, T), et cette contradiction conclut la preuve que
(S,T) = SL,(Z).

2.4. Morphismes

2.4.1. — Soit A et B des monoides. On dit qu’une application f: A — B est un
morphisme de monoides sil’on a f(es) = ep etsi f(ab) = f(a)f(b) pour tout
couple (a, b) d’éléments de A.

Si A et B sont des groupes, on dit aussi que f est un morphisme de groupes.
Remarquons qu’alors,on a f(a™*) = f(a)™* pour tout a € A. On a par suite

f([a,b]) = f(a'b7"ab) = f(a) " f(b) " f(a) f(b) = [f(a), f(b)]

pour tout couple (a,b) d’éléments de A.

L’application identique idy d’un monoide (resp. d’un groupe) est un mor-
phisme de monoides (resp. de groupes).

Si A et B sont des monoides (resp. des groupes), I'application de A dans B
constante de valeur e est un morphisme de monoides (resp. de groupes), parfois
qualifié de trivial.

Sif: A —Betg:B — Csontdes morphismes de monoides (resp. de groupes),
leur composée g o f est un morphisme de monoides (resp. de groupes).

On dit qu’un morphisme f: A — B de monoides (resp. de groupes) est un
isomorphisme s’il existe un morphisme de monoides (resp. de groupes) g: B — A
tel que go f =idx et f o g = idp. Pour que f soit un isomorphisme, il faut et il
suffit qu’il soit bijectif ; son application réciproque est en effet automatiquement
un morphisme.

Ainsi, les monoides et leurs morphismes forment une catégorie, de méme
que les groupes et leurs morphismes.

Un morphisme f: A — A est appelé endomorphisme de A, et automorphisme
de A si c’est un isomorphisme.

Remarque (2.4.2). — Soit A un monoide (resp. un groupe). L’ensemble End(A)
des endomorphismes de A est un sous-monoide du monoide des applications
de A dans lui-méme (pour la composition des applications). L’ensemble Aut(A)
des automorphismes de A est ’ensemble de ses éléments inversibles; c’est un
sous-groupe du groupe des permutations de A (pour la composition des appli-
cations).
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Démonstration. — Pour tout a € F, (T — a)™«(?) divise P. Lorsque a parcourt F,
les polyndmes T — a sont premiers entre eux deux & deux; par suite, [T (T -
a)™=(P) divise P. En particulier, le degré du membre de gauche, égala ¥,z m,(P),
est inférieur ou égal a deg(P). On a m,(P) > 1si et seulement si a est une racine
de P. Par conséquent, Y ,.p m,(P) est supérieur ou égal au cardinal de 'ensemble
des racines de P dans F. ]

Définition (4.1.6). — Soit F un corps commutatif et soit P € F[T]. On dit que P
est scindé dans F s’il existe ¢ € F et une suite (a,, . .., a,) d’éléments de F tels que
P=¢(T-a))...(T-a,)dans B[T].

On constante que les polynoémes constants sont scindés, de méme que les
polyndmes de degré 1.

Plus généralement, si E est un corps commutatif, P € E[T] et si F est une
extension de E, on peut considérer le polyndme P comme un élément de F[T].
On parlera ainsi des racines de P dans F, de leurs multiplicités, ou on dira
éventuellement que P est scindé dans F.

Définition (4.1.7). — Soit E un corps commutatif et soit F une extension de E.
Soit a un élément de F. On dit que a est algébrique sur E s’il existe un poly-
ndéme unitaire P € E[T] tel que P(a) = o; dans le cas contraire, on dit que a est
transcendant sur E.
On dit que Uextension F est algébrique sur E si tout élément de F est algébrique
sur E.

Plus généralement, on dit que des éléments a,, . . ., a,, de F sont algébriquement
dépendants sur E s’il existe un polynéme non nul P € E[T,,..., T,] tel que
P(a,,...,a,) = o;une telle relation est appelée relation de dépendance algébrique
non triviale.

Exemple (4.1.8). — a) Les nombre réel \/2, les nombres complexes i,1+i/5-
/11 sont algébriques sur Q. Si « € Q, le nombre complexe €™ est algébrique
sur Q, de méme que les nombres réels cos(27a) et sin(27ra).

b) Le nombre réel Y ;2 107" est transcendant sur Q (Liouville, 1844), de
méme que le nombre réel Y52 107" (Roth, 1955).

¢) Les nombres réels e et 7 sont transcendants (Hermite, Lindemann).

d) L’ensemble des polyndmes a coefficients rationnels est dénombrable ;
comme un polyndéme non nul a moins de racines complexes que son degré,
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b) On a f(es) = ep € B/, donc ey € f7(B’). Soit a,b € f7(B'); on a
f(a), f(b) € B/, donc f(ab) = f(a)f(b) € B’ si bien que ab € f(B’). Cela
prouve que f*(B’) est un sous-monoide de A. Supposons que A et B soient des
groupes et que B’ soit un sous-groupe de B;sia € f(B’), ona f(a) € B’ donc
f(a™) = f(a)™* € B'. Cela prouve que f~*(B’) est un sous-groupe de A.

c) Comme f(es) = g(ea) = ep, on a ey € Ker(f,g). Soit a,b € Ker(f, g),
de sorte que f(a) = f(b) et g(a) = g(b); on aalors f(ab) = f(a)f(b) =
g(a)g(b) = g(ab) donc ab € Ker(f, g). Cela prouve que Ker(f, g) est un sous-
monoide de A. Supposons maintenant que A soit un groupe et soit a € Ker(f, g);
ona f(a?)=f(a)?=g(a)?=g(a?),donca e Ker(f,g). Cela démontre
que Ker(f, g) est un sous-groupe de A. O

Définition (2.4.5). — Soit f : A — B un morphisme de groupes. On appelle noyau
de f le sous-groupe f~({ep}) de A; on le note Ker(f).

Proposition (2.4.6). — Pour qu’un morphisme de groupes f : A — B soit injectif,
il faut et il suffit que I'on ait Ker(f) = {ea}.

Démonstration. — Supposons que f soit injectif. Comme f(ey) = es,
I’élément ey est alors le seul antécédent de ep par f, Cest-a-dire f({ep}) =
{ea}.

Supposons inversement que Ker(f) = {es} et démontrons que f est injectif.
Soit a, b des élements de A tels que f(a) = f(b). Alors, f(ab™) = f(a)f(b)™ =
ep, donc ab™ = e, et a = b. Cela prouve que f est injectif. [l

2.5. Produit d’une famille de groupes

2.5.1. — Soit (A;);q une famille de monoides ; pour tout i, notons e; I’élément
neutre de A;. Soit A le produit de cette famille ; un élément de A est une famille
(a;)ic, o1 a; € A; pour tout i € 1.

On définit une loi de composition dans A en posant (a;)c1- (b;)ier = (a;b;) a1
Elle fait de A un monoide dont I’élément neutre est la famille (e;) ;1.

Pour tout j € I, on note p;: A — A la projection d’indice j; elle applique la
famille (a;);c sur élément a; de A;. C’est un morphisme de monoides.

Siles A; sont des groupes, alors A est un groupe, et les projections p; sont des
morphismes de groupes.

CHAPITRE 4

CORPS

4.1. Extensions de corps

Définition (4.1.1). — Soit E un corps commutatif. On appelle extension de E une
E-algébre commutative qui est un corps.

Une sous-extension d’une extension F de E est une sous-E-algebre qui est
corps. Si F et F’ sont des extensions de E, un morphisme de E-algébres de F
dans F’ est aussi appelé morphisme d’extensions.

Une extension d’un corps E revient a la donnée d’un corps F et d’un homo-
morphisme de corps j: E - F. Remarquons qu’un tel homomorphisme j est
injectif : en effet, son noyau est un idéal de E qui ne contient pas 1, donc est égal
a {o}. Quitte & remplacer E par son image dans F, on peut ainsi faire comme si j
est 'inclusion d’un sous-corps E de F.

Définition (4.1.2). — Soit E un corps commutatif et soit F une extension de E.
On appelle degré de F sur E, et on note [F : E), la dimension de F comme
E-espace vectoriel. On dit que F est une extension finie de E si [F : E] est fini.

Proposition (4.1.3). — Soit E un corps commutatif, soit F une extension de E et
soit G une extension de F. Alors, G est une extension de E et ’'on a

[G:E]=[G:F][F:E].

En particulier, si F est une extension finie de E et G est une extension finie de F,
alors G est une extension finie de E.

Démonstration. — Soit (a;);q une base de F sur E et soit (b;);q une base
de G sur F. Soit x un élément de G; il existe une famille presque nulle (x;) g
d’éléments de F telle que x = };;x;b;. Pour tout j € ], il existe une famille
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groupe Aut(B) des automorphismes de B. On munit alors ’ensemble B x C de
la loi de composition * donnée par (b, c) * (b',c") = (bo(c) ('), cc’). Elle est
associative car

A@va * @nm\vv # (b",c") = (be(c)(b'),cc") = (b, ")

= (bp(c)(b)gp(cc’)(B"), cc'c”),
(b,c) * A@nn\v * (b, n:vv =(b,c) % (b'o(c)(b"),c'c")

= (bp(c)(b'o(c")(b")), cc'c",

et

bo(c)(b'p(c")(6")) = bp(c)(b)p(e)(9(c) (b)) = bp(c)(b')p(cc) (b7).

Le couple (e, e) est un élément neutre, carona (b, c) * (e, e) = (bp(c)(e),c) =
(b,c)et(e,e)+(b,c) = (¢p(e)(b),c)=(b,c).Deplus,pourb,b’ € Betc,c' € C,
la relation (b, ¢) * (b, ¢’) = (e, e) équivaut a bo(c)(b’) = e et cc’ = e, ce qui
prouve que (¢(c)'(b), c*) est 'unique inverse a droite de (', ¢'), tandis que
(o((c")™)("), (c")™) est 'unique inverse a gauche de (b, c¢). Par suite, tout
élément est inversible pour cette loi de composition.

On note B x, Cl'’ensemble B x C muni de cette loi de groupe ; on dit que c’est
le produit semi-direct des groupes B et C relativement d ’homomorphisme ¢.

Revenant maintenant au contexte de ce paragraphe, on voit donc que
I'application canonique (b, c) ~ bc du groupe B », C dans A est un isomor-
phisme de groupes.

Exemple (2.5.4). — Soit K un corps et soit V un K-espace vectoriel. Le
groupe GA(V) des automorphismes affines de V est le groupe des transfor-
mations de V de la forme x — a(x) + b, ot a € GL(V) et b € V. 1l contient le
sous-groupe GL(V) (formé des automorphismes affines qui fixent I'origine,
lorsque b = o) et le sous-groupe, noté Ty, des translations (données par
Tyt x = X +b,lorsque a = idy). Poura e GL(V) etb € V,onaaot,0a™ = 7,
puisque aoty0a (x)a(a™(x)+b) = x + a(b) pour tout x € V. Cela démontre
que GA(V) le produit semi-direct de ses sous-groupes GL(V) et de Ty.

2.6. Opérations d’un groupe dans un ensemble

2.6.1. — Soit A un monoide (resp. un groupe) et soit X un ensemble.
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¢) On suppose que Card(A) + Card(B) < p. Observer que fc(a,b) = o pour
tout (a,b) € A x B. Utiliser le résultat de I'exercice 3.12.33 pour démontrer
'inégalité de Cauchy-Davenport :

Card(A + B) > Card(A) + Card(B) - 1.

Exercice (3.12.35). — Soit p un nombre premier.

a) Soit d un entier > 1. Démontrer qu’il existe un élément d’ordre multiplica-
tif d dans Z/pZ si et seulement si d divise p — 1.

b) Démontrer que —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p =1 (mod 4)
oup =2

c) Démontrer que I’équivalence des propriétés suivantes : (i) Le polyndme
T2 + T + 1 est réductible dans (Z/pZ)[T]; (ii) —3 est un carré dans Z/pZ; (iii)
p=1 (mod 3).

Exercice (3.12.36). — a) Soit M un monoide commutatif vérifiant la pro-
priété (*) : pour tout m € M, ’ensemble des couples (p,q) € M x M tels que
p +q = mest fini. Soit A un anneau commutatif.

Montrer que le produit de convolution définit encore une loi commutative et
associative sur AM. Vérifier qu’alors (AM, +, x) est une A-algébre commutative
et associative dont A(M) est une sous-algebre. (« Algebre large du monoide M ».)

b) Soit n un entier naturel. Démontrer que le monoide M = N” vérifie la
propriété ().

¢) Démontrer qu’une fonction f € AM est inversible pour le produit de convo-
lution si et seulement f(0) € A*.

d) On suppose que A est un anneau noethérien et que M = N. Démontrer
que (AN, +, ») est un anneau noethérien.

Exercice (3.12.37). — Soit A un anneau.

a) Soit (P;) une famille totalement ordonnée d’idéaux premiers de A. Démon-
trer que son intersection P = (; P; est un idéal premier de A.

b) Démontrer que tout idéal premier de A contient un idéal premier minimal.

Exercice (3.12.38). — Soit n un entier naturel. Soit K un corps commutatif. Soit
Alanneau K[T,,...,T,] et soit P ’anneau des fonctions de K dans K.
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Soit G un groupe. On appelle représentation linéaire de G dans V tout mor-
phisme de groupes du groupe G dans le groupe GL(V) des automorphismes
linéaires de V. Cela fournit en particulier une opération de G dans V.

Exemple (2.6.5). — Soit A un monoide (resp. un groupe) opérant dans un en-
semble X. Par restriction, tout sous-monoide (resp. sous-groupe) de A opere
dans X. Plus généralement, soit B un monoide et soit # : B — A un morphisme
de monoides. Alors B opére dans X par la formule b - x = u(b) - x pour b € Bet
xeX.

On dit qu’une partie Y de X est stable pour I'opération de Asil'onaa-yeY
pour tout y € Y et tout a € A. Dans ce cas, |’opération de A dans X se restreint
en une opération de A dans Y.

Exemple (2.6.6). — Soit A un monoide. Le loi de composition de A, A x A — A,
induit une opération a gauche et une opération a droite de A dans lui-méme,
respectivement données par a-x = ax et x-a = xa pour a, x € A. On les appelle
les opérations par translation a gauche et a droite. Cela fournit en particulier une
injection du monoide A dans le monoide des applications de A dans lui-méme
et, si A est un groupe, un homomorphisme injectif de A dans le groupe G(A)
(« plongement de Cayley »).

L’homomorphisme de groupes Int: A* — Aut(A) qui applique un élément
inversible a € A* sur ’automorphisme intérieur de A donné par x — axa™ est
une opération de A* sur A, dite par conjugaison.

Ces opérations sont extrémement importantes, notamment lorsque A est un
groupe.

2.6.7. — Soit A un monoide opérant dans un ensemble X.

Soit x € X ; notons A, ’ensemble des éléments a € A tels que a- x = x. On a
ecAyssia,beA,onaab-x=a-(b-x)=a-x=x,doncab e A,. Ainsi, A,
est un sous-monoide de A, qu’on appelle le fixateur de x.

Soit @ un élément inversible de A appartenanta A,;onaa™-x =a™-(a-x) =
(a7'a)-x=e-x =x,donca € A,. En particulier, si A est un groupe, alors les
fixateurs des éléments de X sont des sous-groupes de A.

Plus généralement, si Y est une partie de X, on appelle fixateur de Y
'intersection des fixateurs des éléments de Y. C’est un sous-monoide de A ; si A
est un groupe, c’est un sous-groupe de A. On appelle aussi stabilisateur de Y
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¢) Démontrer que le polyndme P(T?) — P(T)? appartient & pZ[T]. En déduire
qu’il existe b € Z[a] tel que P(a?) = pb.

d) On suppose que b # 0. Démontrer qu’il existe un polynome Q € Z[T] tel
que T" —1=PQ et Q(a’) = o. En dérivant T" — 1, démontrer que n € Z[a] puis
en déduire une contradiction.

e) Démontrer que P(z) = o pour toute racine primitive zn-iéme de I'unité et
en déduire que P = ©,,.

f) Démontrer que pour tout entier n > 1, le polyndéme @, est irréductible

dans Q[T].

Exercice (3.12.29). — Soit A un anneau commutatif. On dit qu’une application
D: A — A est une dérivation sur A si c’est un morphisme de groupes additifs et
si, pour tout a,b € A, on a D(ab) = aD(b) + bD(a).

Soit D une dérivation sur A.

a) Démontrer que pour tout a € A et tout # € N, on a D(a”) = na"'D(a). Si
a est inversible, démontrer cette relation pour # € Z.

b) Soit B ’ensemble des éléments a € A tels que D(a) = 0. Démontrer que B
est un sous-anneau de A.

¢) Soit ¢ la classe de T dans 'anneau quotient A[T]/(T?). Démontrer que
’application f : A - A[T]/(T?) définie par f(a) = a + D(a)e est un homomor-
phisme de A-algebres.

d) Soit K un anneau commutatif ; on suppose que A = K[T]. Démontrer qu’il

existe une unique dérivation D sur A qui applique T sur 1 et tout polyndme
constant sur o.

Exercice (3.12.30). — Soit A un anneau et soit f € A[T].

a) Soit I un idéal de A tel que I> = o, soit a € A et b € I. Démontrer que
f(a+b)=f(a)+bf'(a). On suppose que f(a) € L et que f'(a) est inversible
modulo I. Démontrer qu’il existe un unique élément a’ € A tel que a’ = a
(mod 1) et f(a’) = o.

b) Soit I un idéal de A. On suppose qu’il existe un entier m > 1 tel que I"* = o.
Soit a € A tel que f(a) €I et tel que f(a) soit inversible modulo I. Démontrer
qu’il existe un unique élément a’ € A tel que a’ = a (mod I) et f(a’) = o.

¢) Trouver tous les éléments a € Z/125Z tels que a* = —1.
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2.6.11. — Soit A un groupe opérant a gauche dans un ensemble X; soit x un

élément de X et soit A, son fixateur. L’application orbitale de x, A — X, passe

au quotient pour la relation d’équivalence a droite modulo A, et définit une

application de A/A, dans X, donnée par la formule aA, — a - x pour a € A.
Cette application est injective et son image est ’orbite de x.

2.6.12. — Soit A un groupe et soit B un sous-groupe de A. Les ensembles A/B
et B\A des classes a droite et & gauche sont distincts en général. Cependant,
I’application aB — Ba™* est une bijection de A/B sur B\A. Lorsque A/B (ou
B\A) est fini, son cardinal est appelé indice de B dans A et noté (A : B).

Proposition (2.6.13). — Soit A un groupe fini opérant dans un ensemble fini X.
Pour toute orbite O € X/ A, choisissons un élément xq de cette orbite et soit Ag son
fixateur. On a la relation :
Card(X)= > Card(0)= ) (A:Ao).
OeX/A OeX/A

Démonstration. — Comme les orbites de A dans X sont les classes d’équivalence
d’une relation d’équivalence, elles définissent une partition de X, ce qui démontre
la premiére égalité. D’autre part, 'application de A/Ap dans X donnée par
aAo ~ a-xo est une injection d’image O, donc Card(O) = Card(A/Ao) = (A :
Ap). La deuxiéme égalité en découle. O

Corollaire (2.6.14). — Soit G un groupe fini et soit H un sous-groupe de G. On a
Card(G) = (G: H) Card(H).

Démonstration. — Faisons agir H par translations a gauche dans G. Les orbites
sont les classes & gauche Hg ; elles ont toutes pour cardinal Card(H) et sont au
nombre de (G : H). Le corollaire s’ensuit. O

Corollaire (2.6.15) (Lagrange). — Soit G un groupe fini et soit g un élément de G.
L’ordre de g divise le cardinal de G.

Corollaire (2.6.16) (Equation aux classes). — Soit G un groupe fini et soit Z son
centre. Pour chaque classe de conjugaison C € €' (G) non réduite a un singleton,
choisissons un élément xc € C et notons Z¢ le centralisateur de xc. On a alors

Card(G) = Card(Z) + ». (G:Zc).
Ce?(G)
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c) Soit a € A tel que N(a) soit un nombre premier; démontrer que a est
irréductible.

d) Pour tout nombre premier p, démontrer que ’anneau A/(p) est isomorphe
al’anneau (Z/pZ)[T]/(T? +1). En déduire que p est irréductible dans A si et
seulement si p =3 (mod 4).

e) Soit p un nombre premier tel que p =1 (mod 4). Démontrer qu’il existe
u,v € Ztels que u?+v2* = p (théoreme de Fermat sur les sommes de deux carrés).

Exercice (3.12.23). — Soit f: A - B un homomorphisme d’anneaux commu-
tatifs, soit S une partie multiplicative de A et soit T une partie multiplicative
de B telle que f(S) ¢ T. Démontrer qu’il existe un unique homomorphisme
d’anneaux ¢ : Ag — By qui applique a/1 sur f(a)/1 pour tout a € A.

Exercice (3.12.24). — Soit A un anneau commutatif, soit S une partie multipli-
cative de A et soit j: A - Ag’homomorphisme canonique de A dans ’anneau
des fractions de A a dénominateurs dans S.

a) Soit I un idéal de A ; on note I I'idéal de Ag engendré par j(I). Démontrer
que 5 est ’ensemble des fractions a/s, pour a e Tets € S.

b) Démontrer que Is = Ag si et seulement si SN 1 # @.
¢) Soit ] un idéal de Ag et soit I = j7*(J). Démontrer que 'onaIg = J.

d) Soit f: A » A/I ’homomorphisme canonique, soit T = f(S) et soit
k: A/l - (A/I)r Thomomorphisme canonique de A/I dans I’anneau des frac-
tions de A/I & dénominateurs dans T. Démontrer qu’il existe un unique ho-
momorphisme d’anneaux ¢ : (A/I)T — Ag/Is qui applique f(a)/1 sur la classe
de a/1 modulo Is. Démontrer que ¢ est un isomorphisme.

Exercice (3.12.25). — Soit A un anneau commutatif, soit S un partie multiplica-
tive de A et soit j: A - Ag ’homomorphisme canonique de A dans I’anneau
des fractions de A & dénominateurs dans S.

a) Soit P un idéal premier de A tel que P n' S = @. Démontrer que Ps est un
idéal premier de Asg.

b) Soit Q un idéal premier de Ag. Démontrer que P = j7'(Q) est 'unique
idéal premier de A tel que Ps = Q.
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Exemple (2.7.4). — Soit A un groupe et soit B un sous-groupe de A. Le normali-
sateur N (A) est le plus grand sous-groupe de A dont B soit un sous-groupe
distingué.

Lemme (2.7.5). — Soit A un groupe. L’intersection ;g B; d’une famille (B;) e
de sous-groupes distingués de A est un sous-groupe distingué de A.

Démonstration. — Notons B cette intersection; c’est un sous-groupe de A
d’apreés le lemme 2.3.5. Soit a € A et soit b € B. Pour touti € I, ona b € B,
donc aba™ € B;, car B; est un sous-groupe distingué de A ; par suite, b € B. Cela
démontre que B est un sous-groupe distingué de A. O

Corollaire (2.7.6). — Soit A un groupe et soit S une partie de A. Il existe un plus
petit sous-groupe distingué de A qui contient S.

C’est I'intersection de la famille de tous les sous-groupes distingués de A qui
contiennent S.
On dit que C’est le sous-groupe distingué de A engendré par S.

2.7.7. — Soit A un groupe. Rappelons qu’on dit qu’une relation d’équivalence ~
dans A est compatible avec la loi de groupe de A si les relations a ~ b et a’ ~ b’
entrainent aa’ ~ bb'.

Supposons que ce soit le cas et soit a, b des éléments de A tels que a ~ b;
comme a* ~ a7, il vientalors e = a™'a ~ a™*b, puis b = eb™ ~ abb1 = g
car b™' ~ b™'; comme la relation ~ est symétrique, ona donca™ ~ b7\

Soit C I’ensemble quotient A/~ de A par la relation d’équivalence ~ et soit
¢: A - C la surjection canonique (qui associe a un élément a € A sa classe
d’équivalence. La loi de groupe de A passe au quotient et définit une unique loi
de composition dans C telle que que c(ab) = c(a)c(b) pour tous a, b € A. Cette
loi est associative, I'élément c(e) est un élément neutre, et tout élément de C est
inversible. Pour cette loi, C est donc un groupe, qu’on appelle le groupe quotient
de A par la relation d’équivalence ~, et I"application ¢ est un homomorphisme
de groupes dont le noyau est la classe de e.

Lemme (2.7.8). — Soit A un groupe et soit B une partie de A. Les quatre propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) L’ensemble B est un sous-groupe distingué de A ;
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de A a dénominateurs dans S; on le considére comme une A-algébre au moyen
de ’homomorphisme canonique j: A - A,.

a) Démontrer qu’il existe un unique homomorphisme de A-algebres
f: A[T] — A, qui applique T sur 1/s.

b) Démontrer que f est surjectif et que son noyau contient 1 - sT.

¢) Démontrer que 'image de s dans ’anneau quotient A[T]/(1 - sT) est
inversible.

d) Soit ¢ : A[T]/(1-sT) - A, P’homomorphisme déduit de f par passage au
quotient. Démontrer que ¢ est un isomorphisme.

Exercice (3.12.16). — Soit A un anneau. On dit qu’un idéal a gauche I de A est
maximal siI # A et si pour tout idéal a gauche Jde AtelqueIcJ,onaJ=1Iou
J=A.

a) Démontrer que tout idéal a gauche I de A qui est distinct de A est contenu
dans un idéal & gauche maximal.

b) Soit R I'intersection de la famille des idéaux a gauche maximaux de A
(« radical de Jacobson » de A). Démontrer qu'un élément a de A appartient a R
si et seulement si 1 — xa est inversible a gauche, pour tout x € A.

¢) Démontrer que R est un idéal bilatére de A.

d) Soit a un élément de A. On suppose que I'image de a dans A/R est inver-
sible ; démontrer que a est inversible.

e) Soit J un idéal & gauche de A tel que 1 + x est inversible, pour tout x € J.
Démontrer que J c R.

Exercice (3.12.17). — a) Soit A 'anneau % (R; R) des fonctions continues de R
dans R. Démontrer que I’ensemble des fonctions a support compact est un idéal
de A qui n’est pas contenu dans un idéal de la forme M, = {f; f(x) = o}, pour
xeX.

b) Soit f,, ..., fu € M, ; démontrer que inf(| £}, ...,|f,|)/> n’appartient pas &
I'idéal engendré par les f;. En déduire que dans 'anneau A, I’idéal M, n’est pas
de type fini.

¢) Soit B ’anneau des fonctions continues sur le disque unité de C dont la

restriction au disque ouvert est holomorphe. Soit I un idéal de B; démontrer
qu’il existe un polyndme P € C[T] dont toutes les racines sont de module < 1 tel
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De plus, f est injectif si et seulement si Ker(f) = B; f est surjectif si et seulement
silm(f) =C.

Démonstration. — Notons ~ la relation d’équivalence dans A associée au
sous-groupe distingué B. Soit a et b des éléments de A tels que a ~ b; on a
f(a)7f(b) = f(ab) = ecar a™'b € Bet B c Ker(f); ainsi, f(a) = f(b).
D’apres la propriété universelle du magma quotient, il existe donc un unique
morphisme de magmas f : A/B — C telle que f(p(a)) = f(a) pour tout a € A;
de plus, f(e) = f(p(e)) = f(e) = e. Ainsi, f est un morphisme de groupes.

Supposons que Ker(f) = B et soit x € A/B tel que f(x) = e; soit a € A tel
que x = p(a);onadonc f(a) = f(x) = e, d’ol a € B, si bien que x = e. Cela
démontre que f est injectif.

Inversement, supposons que f soit injectif et soit a € Ker(f);onae = f(a) =
f(p(a)), donc p(a) = e puisque Ker(f) = {e}; par suite, a € B. O

Corollaire (2.7.11). — Soit A un groupe et soit B un sous-groupe distingué de A,
soit p: A - A/B la surjection canonique.

a) Soit C un sous-groupe de A contenant B. Alors B est un sous-groupe distingué
de C et application p|c induit par passage au quotient un isomorphisme de C/B
sur son image dans A/B.

b) L’application C — p(C) induit une bijection de I’ensemble des sous-groupes
de A qui contiennent B sur I’ensemble des sous-groupes de A/B. Sa bijection
réciproque est donnée par D — p~(D).

) Pour qu’un sous-groupe C de A qui contient B soit distingué dans A, il faut et
il suffit que p(C) soit un sous-groupe distingué de A/B. Alors, ’homomorphisme
composé des surjections canoniques de A sur A/B et de A/B sur (A/B)/p(C)
induit, par passage au quotient, un isomorphisme de A/C sur (A/B)/p(C).

En raison de ce corollaire, on identifiera souvent C/B au sous-groupe p(C)
de A/B lorsque C est un sous-groupe de A qui contient B.

Démonstration. —  a) L’application p|c: C — A/B est un homomorphisme
de groupes, son noyau est Ker(p) nC = B (qui est donc un sous-groupe distingué
de C) et son image est p(C). Elle induit donc un isomorphisme de C/B sur p(C).

b) Si C est un sous-groupe de A qui contient B, son image p(C) est un sous-
groupe de A/B. Si D est un sous-groupe de A/B, son image réciproque p~(D)
est un sous-groupe de A qui contient B. Pour tout sous-groupe D de A/B, on
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b) Soit a, b des éléments de A ; on suppose que a est inversible, b nilpotent, et
que ab = ba. Démontrer que a + b est inversible.

¢) Soit a, b des éléments nilpotents de A qui commutent. Démontrer que a + b
est nilpotent.

d) Donner des exemples qui montrent que dans les deux questions précédentes,
on ne peut pas omettre ’hypothese que a et b commutent.

Exercice (3.12.8). — Soit A un anneau, soit a et b des éléments de A.

a) On suppose que ab est nilpotent. Démontrer que ba est nilpotent. En
déduire une formule reliant les inverses de 1 — ab et de 1 - ba.

b) On suppose que 1 — ab est inversible dans A. Démontrer que 1 — ba est
inversible.

Exercice (3.12.9). — Soit A un anneau commutatif. Soit f = a,+a,T+---+a,T" €
A[T].

a) Démontrer que f est nilpotent dans ’anneau A[T] si et seulement si, pour
tout i, a; est nilpotent dans A.

b) On suppose que a, est inversible et que a,, .. ., a, sont nilpotents dans A ;
démontrer que f est inversible dans A.

¢) Inversement, on suppose que f est inversible dans A[T] et soit g = b, +
-+++ b, T™ son inverse ; démontrer par récurrence sur k que ak*'b,, = o. En
déduire que a, est inversible et que 4,, ..., a, sont nilpotents.

d) On suppose que f n’est pas simplifiable. Soit g € A[T] un polyndme non
nul de degré minimal tel que fg = o; démontrer que axg = o pour tout entier k.
En déduire qu’il existe un élément non nul a € A tel que af = o.

Exercice (3.12.10). — Soit K un corps, soit V un K-espace vectoriel de dimension
finie et soit A 'anneau Endg (V) des endomorphismes de V.

a) Soit W un sous-espace vectoriel de V. Démontrer que Ny = {u € A; W c
Ker(u)} est un idéal a gauche de A.

b) Inversement, si I est un idéal a gauche de A, démontrer qu’il existe un
unique sous-espace vectoriel W de V tel que I = Nyy.

¢) Soit W un sous-espace vectoriel de V. Démontrer que Iy = {u € A; J(u) c
W est un idéal a droite de A.
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passage au quotient, "homomorphisme f induit un isomorphisme de groupes de

(ITieat Ai)/(ITi Bi) sur [T;1(Ai/By).

Démonstration. — Pour tout i € I, notons e; I’élément neutre de A;; I’élément
neutre de [T A; est la famille (e;) et son image par f est I’élément neutre de
[T;(A;/B;). Soit a = (a;) et b = (b;) des éléments de [];; A;; ona

f(ab) = f((a:)(b:)) = f((aibi)) = (fi(a:bi)) = (fi(a:))(fi(b:)) = f(a) £(b),

si bien que f est un homomorphisme de groupes. Pour qu’un élément a = (a;)
appartienne au noyau de f, il faut et il suffit que, pour tout i € I, on ait f;(a;) = e,
C’est-a-dire a; € B;. Par suite, Ker(f) = [T;q B:. O

2.7.14. — Le groupe dérivé D(A) de A est le sous-groupe de A engendré par les
commutateurs d’éléments de A.

Démontrons que c’est un sous-groupe caractéristique de A. Notons S
I'ensemble des commutateurs d’éléments de A. Soit u, v des éléments de A et f
un automorphisme de A;on a

f([wv]) = f(u™v7uv)
=) f() (W) f(v)
=[f(u), f(V)],

ce qui prouve que f(S) c S. Appliquons ce raisonnement a ’'automorphisme f*.
On a donc f7(S) c S, d’ot, appliquant f, I'inclusion S c f(S). Par suite,
S = f(S). Comme f(D(A)) est le sous-groupe de A engendré par f(S), on
a f(D(A)) = D(A).

En particulier, D(A) est un sous-groupe distingué de A.

Notons p: A - A/D(A) ’homomorphisme surjectif canonique. Pour tout
couple (a,b) d’éléments de A, on a [p(a), p(b)] = p([a,b]) = p(e) = e. Par
suite, le groupe A/D(A) est commutatif.

Proposition (2.7.15) (Propriété universelle du quotient par le groupe dérivé)

Soit A un groupe. Pour tout groupe abélien B et tout morphisme de
groupes f : A — B, il existe un unique homomorphisme de groupes ¢ : A/D(A) —
Btelque f = o p.

Définition (2.7.16). — On dit qu’un groupe A est simple s’il n’est pas réduit a
Pélément neutre et si ses seuls sous-groupes distingués sont {e} et A.
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anneau intégre ; par suite, (A/(a))[T] est un anneau intégre et (f) est un idéal
premier de A[T].

Dans’autre cas, f estun polyndme de contenu 1 qui est irréductible dans K[ T].
Notons (f)x l'idéal de K[T] engendré par f et ¢: A[T] - K[T]/(f)k
I’homomorphisme composé de 'injection de A[T] dans K[T] et de la surjection
canonique de K[T] sur K[T]/(f)x. Le noyau de ¢ contient I'idéal (f) engendré
par f dans A[T]. Inversement, soit g € A[T] tel que ¢(g) = o et démontrons que
g € (f);soit a le contenu de g et soit g, € A[T] tel que g = ag,. Par hypothése, il
existe alors un polynéme h € K[T] tel que g = fh; soit b, ¢ des éléments non
nuls de A et soit h, € A[T] un polynéme de contenu 1 tel que bh, = ch. Alors,
acg, = cg = cfh = bh,. Par suite, b = ct(bh,) divise le contenu de ag qui est
égala ac. ]

3.12. Exercices

Exercice (3.12.1). — Soit A un anneau et soit S une partie de A.

a) Démontrer que le centralisateur Zs(A) de S dans A (pour la structure de
monoide multiplicatif) est un sous-anneau de A.

b) En déduire que le centre de A est un sous-anneau de A.

Exercice (3.12.2). — Soit A le sous-anneau de C engendré par /2.

a) Démontrer que pour tout élément a de A, il existe un unique couple (u, v)
d’entiers relatifs tels que a = u + v\/2.

b) Démontrer que le monoide des endomorphismes de A posséde deux élé-
ments, I’identité et I'application donnée par u + vy/2 = u — v/2.

¢) Pour a = u + vv/2, on pose N(a) = u> — 2v2. Démontrer que N: A — Z est
un homomorphisme de monoides multiplicatifs.

d) Démontrer que a est inversible dans A si et seulement si N(a) € {+1}.

e) Soit a un élément inversible de A. On suppose que 1 < a < 3; démontrer
alors que a = 1+ \/2. Dans le cas général, démontrer qu’il existe un unique
entier n € Z tel que |a| = (1 + \/2)". En déduire que le groupe A* est isomorphe
AZ x (Z/2Z).

Exercice (3.12.3). — Soit A le sous-anneau de C engendré par v/2.
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monoide quotient. On note j: S - F(S) I'application qui, & s € S, associe la
classe dans F(S) de I’élement s de M'(S).

Soit p la surjection canonique de M/(S) sur F(S). Par construction, on a
p(s)p(s") = p(s")p(s) = e, pour tout s € S, donc les éléments p(s) et p(s’)
de F(S) sont inversibles. Par récurrence sur lalongueur d’un élément m de M'(S),
son image p(m) dans F(S) est inversible, ce qui prouve que F(S) est un groupe.

En outre, le groupe F(S) est engendré (comme groupe) par j(S).

Proposition (2.8.4) (Propriété universelle du groupe libre)
Pour tout groupe A et toute application f: S — A, il existe un unique mor-
phisme de groupes ¢ : F(S) > A tel que 9 o j = f.

Démonstration. — Soit f: S — A une application. Soit f': SuU S - A
I’application telle que f/(s) = f(s) et f'(s") = f(s)™ pour tout s € S. Il existe
un unique morphisme de monoides ¢’: M/(S) — A tel que ¢’ o j' = f'. La
relation d’équivalence définie par ¢’ (pour laquelle m = m’ si et seulement si
¢'(m) = ¢'(m’")) est compatible avec la structure de monoide de M'(S) ; comme

'(ss') = f1(s)f'(s') = f(s)f(s)7 = eetg'(s's) = f/(s") f'(s) = f()"f(s) = e,
onass’ = eets's = e. Par suite, cette relation d’équivalence est moins fine que la
relation ~ et il existe une application ¢ : F(S) — A telle que ¢(p(m)) = ¢'(m)
pour tout m € M/(S). L’application ¢ est un morphisme de magmas et vérifie
¢(e) = e; C’est donc un morphisme de groupes.

Comme j(S) engendre le groupe F(S), deux morphismes de groupes de F(S)
dans A qui coincident sur S sont égaux, si bien que tout morphisme de groupes

v:F(S) > Atelqueyo j= festégalag. O

2.8.5. — Pour mieux appréhender le groupe F(S), il est important de com-
prendre a quelle condition deux mots de M/(S) ont méme image dans F(S).
On dit pour cela qu’un mot m = (m,, ..., m,) € M'(S) est réduit s’il n’existe
pas d’entier i € {1,...,n—1} et d’élément s € S tel que (m;, m;,,) = (s,s") ou
(mj,miy) = (s,s).

Observons que j'(m;)j'(mi,) = p(s)p(s)™ = e ou j(m;)j'(mis,) =
p(s)™p(s) = e, sibien que le mot m’ = (m,,...,m;_y, Mjsy,...,m,) a méme
image que m dans F(S).

Proposition (2.8.6). — Tout élément de F(S) est I’image d’un unique mot réduit

par p.
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Traitons maintenant le cas général. Soit f, et g, des polyndmes tels que f =
ct(f)fiet g = ct(g)g. Onaalors ct(f,) =1, ct(g) =1et fg = ct(f) ct(g) figr
done ct(fg) = ct(f) ct(g) ct(fig1) = ct(f) ct(g)- B

Proposition (3.11.17). — Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions.
Les éléments irréductibles de A sont les polyndmes constants, de valeur un élément
irréductible de A, et les polynomes de A[T] de contenu 1 qui sont irréductibles
dans K[T].

Démonstration. — Démontrons d’abord que les éléments indiqués sont irré-
ductibles.

Soit p un élément irréductible de A. Tout d’abord, p n’est pas inversible car
pour tout polynoéme f € A[T], le terme constant de pf est multiple de p, donc
n’est pas inversible. Soit ensuite f, g € A[T] des polynomes tels que fg = p; on
a donc deg(f) + deg(f) = o, donc deg(f) = deg(g) = o si bien que f et g sont
constants. Comme A est factoriel, f ou g est un élément inversible de A, donc
un élément inversible de A[T].

Soit h € A[T] un polyndme de contenu 1 qui est irréductible dans K[T].
En particulier, h n’est pas inversible dans K[T], donc h n’est pas inversible
dans A[T]. Soit ensuite f, g des éléments de A[T] tels que h = fg. Vue dans K[ T],
cette égalité entraine que f ou g est inversible dans K[T], donc est de degré o.
Supposons que ce soit f ; alors f est un élément de A qui divise le contenu de A,
donc est inversible puisque ct(h) = 1 par hypothése.

Soit maintenant & un élément irréductible de A[T]. Démontrons que h est
de I'une des deux formes indiquées. Soit 4, un polynéme de A[T] tel que h =
ct(h)h,. Puisque h est irréductible, ou bien ct(%), ou bien h, est inversible.

Supposons que ct(h) soit inversible et démontrons que h est irréductible
dans K[T]. Si I’on avait deg(h) = o, alors h serait un polyndme constant de
terme constant inversible, donc serait inversible. Par suite, deg(h) > o et h n’est
pas inversible dans K[T]. Soit f, g € K[T] tels que & = fg. Soit a’ un élément non
nul tel que af € A[T]; soit a” = ct(a’f) et soit f, € A[T] tel que a’f = a” f,; on
adoncct(f,) =1et f = (a”/a’) f,. De méme, il existe un polyndome g, € A[T] de
contenu 1 et des élément b’, b" € A={o} tels que g = (b//b")g,. L’égalité h = fg
entraine ’égalité a”’b" h = a'b’ f,g,. Comparons les contenus des deux membres,
a'b’ et a”’b" sont associés, si bien qu’il existe un élément inversible u € A* tel
que a’b’ = ua"b",d’ou h = uf,g,. Comme h est irréductible dans A[T], f, ou g,
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46 CHAPITRE 2. GROUPES

b) Le groupe F(S) est sans torsion.
c) Si Card(S) > 2, le centre de F(S) est réduit a I’élément neutre.

Démonstration. —  a) Pour deux éléments s, t de S tels que s # £, les mots (s)
et (t) sont réduits et distincts, donc leurs images j(s) et j(¢) dans F(S) sont
distinctes. Cela prouve que j est injective.

b) Soit g un élément de F(S) distinct de e et soit (s, . ..,s,) € M'(S), 'unique
mot réduit d’image g. On démontre par récurrence sur n que g # e pour tout
entier d > 1.

Iy a trois cas. Supposons d’abord que (s,, s, ) ne soit pas de la forme (s, s’)
ou (s',s), pours € S. Dans ce cas, le Mot ($;,...,81, S5+« +5Sns-evsSyentrSy) =
(15 - -+ 5n)? estréduit, pour tout d > 1, et n’est pas le mot vide ; comme son image
est égale a g%, cela entraine que g% # e. Supposons ensuite que s, soit un élément s
de S et que s, = s, posons alors h = (m,,...,m,;);onag = j(s)hj(s)™
Comme la longueur de h est strictement inférieure a celle de g, on a h? # e;
par suite, g = j(s)h¢j(s)™ # e pour d > 1. Enfin, si s, est un élément s de S et
s, = s/, on pose encore h = (m,, ..., m,_,) etlarelation g = j(s)*hj(s) permet
de démontrer de fagon analogue que g¢ # e pour d > 1.

¢) Soit g un élément de F(S) différent de I’élément neutre et soit (s, .. .,s,)
I'unique mot réduit d’image ¢; on a n > 1. Comme Card(S) > 2, il existe un
élément t € Stel ques, + tets, # t'. Alors, (t,5,,...,s,) est un mot réduit
d’image j(t)g, et (s,,...,Sy,t) est un mot réduit d’image gj(t). Comme le
premier mot débute par ¢ et le second par s, (c’est la qu’on utilise I’hypotheése
que g # e),ona j(t)g # gj(t), ce qui prouve que g n’appartient pas au centre
de F(S). Ainsi, Z(F(S)) = {e}.

O

2.8.8. — Désormais, on notera s~! le symbole que I’on notait jusque 13 s"; on
note aussi S~! 'ensemble S'.

Soit R une partie de M’(S) = M(SuS™) et soit K le plus petit sous-groupe dis-
tingué de F(S) qui contient son image. Soit G(S;R) le groupe quotient F(S)/K;
on dit que c’est le groupe défini par ’ensemble générateur S et 'ensemble de
relateurs R et on le note parfois (S | R).

On note encore j’application de S dans G(S; R) qui applique un élément s € S
sur la classe de p(s). Son image engendre G(S; R).
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élément inversible u € A* tel que

(3.11.12.1) a=u E hii.
pe?

Soit a, b des éléments de A. Si b divise g, il existe ¢ € A tel que a = bc et’on
vp(a) = vp(b) +v,(c) > v,(b) pour tout p € &. Inversement, siv,(a) > v,(b)
pour tout p € 2, [,c p*7(®) est multiple de [Tper p**(%), donc a est mutiple
de b.

Soit (a;)iq une famille d’éléments de A. Pour tout i € I, notons m, =
inf; v,(a;). Sila famille (a;) est identiquement nulle, on pose a = o. Sinon, on a
m,, € N pour tout p € & et 'ensemble des p € & tels que m,, # o est fini; on
pose alors a = [],c» p™. Ainsi, on avy(a) = infiq v,(a;).

L’élément a vérifie la propriété suivante : pour qu’un élément de b divise
chacun des a;, il faut et il suffit qu’il divise a. En effet, chacune des assertions
équivaut a la suivante :

a) Pour tout i, b divise a;;

b) Pour tout p et pour tout i, onav,(b) <v,(a;);

c) Pour tout p, ona v,(b) < m,;

d) L’élément b divise a.
On dit que a est un plus grand diviseur commun de la famille (a;) et on note
(par abus) a = pged((a;)). Il dépend des choix faits pour ’ensemble &2, mais
n’en dépend qu’a multiplication par un élément inversible prés. Autrement dit,
I’idéal principal (a) est le plus petit idéal principal qui contient I'idéal ((a;))
engendré par les a;.

On déduit de cette définition des propriétés d’associativité pour le plus grand
diviseur commun, comme pged(pged(a, b), ¢) = pged(a, b, ¢).

On dit que les a; sont premiers entre eux si ce plus grand diviseur commun
est inversible. Si a est un plus grand diviseur commun de la famille (4;), non
nul, alors les a;/a sont premiers entre eux.

Remarque (3.11.13). — Soit A un anneau principal. Soit (g;);q une famille
d’éléments de A et soit a un générateur de I'idéal engendré par les a;. Alors, a
est un plus grand diviseur commun de la famille (a;). En particulier, il existe
une famille (u;);q presque nulle telle que a = Y, u;a;.

Lorsque A est un anneau euclidien, I’algorithme d’Euclide fournit donc un
moyen algorithmique de calcul du plus grand diviseur commun.
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il en découle que le centralisateur de x; est égal a G(S;R), c’est-a-dire que x;
appartient au centre de G(S; R). Comme le centre de G(S; R) est un sous-groupe
de G(S;R), il est égal a G(S; R) et ce groupe est commutatif.

On en déduit alors simplement que g est un homomorphisme de groupes :

pour (m,,...,my,) et (m!,...,m)) eZ", ona
!
g((my,....my))g((m!,...,m)))=x"™ X
m,+m, my+m),
=X Xy
=g((my+mi,....my+m,))

On a finalement

fog(my...,my) = f(x™. ..xpm) = f(s™...spm) = > mie; = (my, ..., my),
donc fog = id. De plus, g(f(x;)) = g((e:) = x; pour tout i. Comme {x;, ..., x,}

engendre G(S;R), on a donc g o f = id. Cela conclut la preuve que f est un
isomorphisme de G(S;R) sur Z".

Corollaire (2.8.11) (Coproduit d’une famille de groupes)

Soit (A;) a1 une famille de groupes. 1l existe un groupe A et une famille (j;);e1,
ou, pour tout i, j; est un morphisme de groupes de A; dans A vérifiant la propriété
suivante : pour tout groupe B et toute famille (f;)c, otl f; est un morphisme de
groupes de A; dans B, il existe un unique homomorphisme de groupes ¢ : A - B
tel que ¢ o j; = f; pour tout i € L.

Un tel groupe est appelé coproduit (ou somme) de la famille (A;) ;¢ ; on le note
généralement * ;¢ A;.

Démonstration. — Soit S 'ensemble somme de la famille (A;);q (« réunion
disjointe ») ; c’est 'ensemble des couples (i,a), ot i € Teta € A;. Soit A le
groupe défini par 'ensemble générateur S et par ’ensemble de relations (i, a) -
(i,b) - (i,ab)™ (pouriel, a,be Aj) et (i,e)(j,e) (pouri,jel, e désignant
I’élément neutre des groupes A;.). Pour tout i € I et tout a € A;, notons j;(a)
la classe de (i, a) dans A. L’application j;: A; - A est un homomorphisme de
groupes. Observons aussi que la réunion des parties j;(A;) de A engendre le
groupe A.

Vérifions alors la propriété universelle indiquée. Il existe un morphisme
¢': M(S) — B qui applique (i,a) sur f;(a) pour tout i € I et tout a € A.
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Démontrons maintenant 'unicité. Soit u, v des éléments inversibles de A,
SOit P1y...s Pu> o> - - - » Gm des éléments irréductibles de A tels que up, ... p,, =
vq . .. q». Démontrons par récurrence sur n que I'on a m = n, et qu’il existe
une permutation o € &, et, pour i € {1,...,n}, un élément inversible u;, tels
que g; = Uipy(;)- Sin = o, alors up, ... p, est inversible; comme un élément
irréductible n’est pas inversible, cela impose m = o. Sinon, le produit up; . .. p,,
appartient a I'idéal (gq,,) ; comme A est un anneau factoriel, cet idéal est premier,
si bien que I'un des facteurs u, p,, .. ., p,, est multiple de g,,. Ce n’est pas le cas
de u, puisqu’il est inversible. Soit alors i € {1,...,m} tel que p; soit multiple
de g, et écrivons p; = g,u;, pour un élément u, € A. Par définition d’un
élément irréductible, u,, est inversible. On a alors uu,q,, (P - . - Pi-sPis1--- Pm) =
VG- G, 00 uty(py- .. PicsPisr - Pm) = VG- .- qn-- Par récurrence, on a
donc m —1=n -1, donc m = n, et il existe une bijection o: {1,...,n -1} >
{1,...,i-1,i+1,...,m} et, pour tout j € {1,...,n—1}, un élément inversible u;
tels que g; = u;p(;). L’application de {1,...,n} dans {1,..., n} qui applique »
sur i et coincide avec ¢ sinon est une Uc.mnEOS ; pour tout j € ,TV e :T ona
qj = Ujpo(j) d’ott le résultat.

Soit maintenant A un anneau commutatif intégre pour lequel les énoncés a)
et b) sont vérifiés. Démontrons que A est un anneau factoriel.

Pour tout élément non nul a de A, notons w(a) le nombre de facteurs ir-
réductibles de a (I'entier m avec les notations ci-dessus). On a donc w(ab) =
w(a) + w(b), et w(a) = o si et seulement si a est inversible. Soit alors ((a,))
une suite croissante d’idéaux principaux de A. La suite (w(a,)) est une suite
décroissante d’entiers naturels ; elle est donc stationnaire. Soit # un entier tel
que w(a,) = w(ay) pour n > m; pour n > m, soit b € A tel que a,, = ba,,; ona
w(b) = o, donc b est inversible et (a,) = (a,,). Cela prouve que la suite ((a,))
d’idéaux est stationnaire.

Soit p un élément irréductible de A ; démontrons que I'idéal (p) est premier.
Ona (p) # A, car p n’est pas inversible. Soit a, b des éléments de A tels que
ab € (p) et soit ¢ € A tel que ab = pc. Considérons des décompositions en
produit d’éléments irréductibles de a, b, ¢ : disons a = u [TiZ, pi, b = v}, q; et
¢ =wli, x. L'égalité ab = pc s’écrit uv [T72, p; Ewﬂ qj = wp 1}, . D’apres
la propriété d’unicité, il existe un élément inversible e de A tel que ep soit égal &
I'un des p; ou des q;; dans le premier cas, a est multiple de p, dans le second, b
est multiple de p. Par suite, 'idéal (p) est premier, ce qu’il fallait démontrer. [
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Démonstration. — Soit a un générateur de A ; si le groupe A est fini, 'ordre
de a est donc le cardinal de A.

Comme A est abélien, 'application (m), est un endomorphisme de A.
D’autre part,ona (m)a o (n)a(x) = m(nx) = mnx = (mn)s(x), et (1) = ida,
donc m — (m)4 est un morphisme de monoides de (Z, x) dans End(A).

Inversement, soit ¢ € End(A). Il existe donc un entier m tel que ¢(a) = ma.
Par suite, pour tout entier k € Z, on a ¢(ka) = ko(a) = kma = (m)a(ka), ce
qui prouve que ¢ = (m)4. Le morphisme m — (m) est donc surjectif.

Soit m € Z. Pour que (m), = o, il faut et il suffit que ma = o, c’est-a-dire
que m soit multiple de ’ordre de a si A est fini, et que m = 0 si A est infini. Il
en résulte un isomorphisme de monoides de Z sur End(A) si A est infini, et de
Z/nZ sur End(A) si A est fini de cardinal . [l

Exemple (2.9.4). — a) Legroupe Z est monogene, engendré par 1. Pour qu’un
élément a € Z engendre Z, il faut et il suffit que 'on ait a € {+1}. En effet, +1
engendrent Z, et inversement, 1 n’est multiple de a que si a € {+1}.

b) Pour tout entier naturel n > 1, le groupe Z/nZ est cyclique, de cardinal 7.
Pour que la classe modulo # d’un entier a € Z engendre le groupe Z/nZ, il faut
et il suffit que pged(a, n) = 1.

Soit en effet a € Z et soit d = pged(a, n). Supposons que la classe de 1 appar-
tienne a (a) ; il existe alors un entier u tel que 1 = au (mod n), donc un entier v
tel que 1 = au + nv, ce qui montre que pged(a, n) = 1. Inversement, si a et n
sont premiers entre eux, le théoréme de Bézout fournit des entiers u et v tels que
1= au + vn; cela prouve que u[a] = [1], donc que la classe de 1 appartient au
sous-groupe engendré par la classe de u. Par suite, ([a]) = Z/nZ.

¢) Soit A un groupe monogeéne et soit a un élément de A tel que A = (a). Soit
f:Z — AThomomorphisme de groupes donné par f(n) = a”; il est surjectif.

Soit N son noyau. Si N = {0}, f induit un isomorphisme de groupes de Z
sur A. Sinon, il existe un entier strictement positif n tel que N = nZ et f induit
un isomorphisme de groupes de Z/nZ sur A. En outre, on a n = Card(Z/nZ) =
Card(A).

Lemme (2.9.5). — Soit m et n des entiers naturels premiers entre eux; soit A et
B des groupe cycliques d’ordres m et n respectivement, notés multiplicativement.
Alors A x B est un groupe cyclique.
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il contient (a,,, aym-, — ga,). Inversement, I'idéal (a,,, a,_,) contient a,, et
Ay — qan). Par suite, (ay, dys,) = (am> am-,) = (a, b). En particulier, (a,) =

(an, ann) = (a,b).

Définition (3.11.6). — Soit A un anneau commutatif intégre. On dit qu’un élément
a € A—{o} est irréductible s’il n’est pas inversible et si, pour tous b, c € A tels que
a = bc, ou bien b ou bien c est inversible.

Exemple (3.11.7). — a) Les éléments irréductibles de Z sont les nombres pre-
miers et leurs opposés.

b) Soit K un corps et soit A = K[T]. Tout polyndome f de degré 1 est irréduc-
tible. En effet, f n’est pas inversible ; soit ensuite g, h € K[T] tels que f = gh, on
a1=deg(f) = deg(g) + deg(h), donc deg(g) = o oudeg(h) = o, c’est-a-dire
que g ou h est inversible.

Supposons de plus que K soit algébriquement clos, c’est-a-dire que tout poly-
ndme non constant posséde une racine dans K; c’est par exemple le cas si K = C
(théoréme de D’ Alembert-Gaufl). Alors tout polyndme irréductible f € K[T]
est de degré 1. En effet, puisque f n’est pas inversible, on a deg(f) > 1, donc
f n’est pas constant. Soit alors a € K une racine de f; le reste de la division
euclidienne de f par T — a est égal a f(a) = o, donc il existe g € K[T] tel que
f =(T - a)g. Puisque f estirréductible et que T — a n’est pas inversible, g est
inversible, c’est-a-dire constant non nul, donc f est de degré 1.

Proposition (3.11.8) (« Lemme de Gaufl »). — Soit A un anneau principal et soit
a un élément non nul de A. Pour que 'idéal (a) soit un idéal premier, il faut et il
suffit que a soit irréductible ; dans ce cas, I'idéal (a) est un idéal maximal de A.

Démonstration. — Supposons que a soit irréductible et démontrons que
I'idéal (a) est un idéal maximal de A. Comme a n’est pas inversible, on a ab # 1
pour tout b € A, donc 1 ¢ (a) et 'idéal (a) est distinct de A. Soit I un idéal
de A tel que (a) c I. Comme A est un anneau principal, il existe b € A tel que
I=(b). Comme a €1, il existe ¢ € A tel que a = bc. Par définition d’un élément
irréductible, ou bien b, ou bien c est inversible dans A. Si b est inversible dans A,
onal=A;sicestinversible dans A,ona b = ac™ € (a), donc (b) = (a). Cela
démontre que (a) est un idéal maximal de A.

Supposons maintenant que I'idéal (a) soit premier et démontrons que
’élément a est irréductible. Comme I’idéal (a) n’est pas égal a A, 'élément a
n’est pas inversible. Soit alors b, ¢ des éléments de A tels que a = bc; par
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52 CHAPITRE 2. GROUPES

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur U'entier m = Y1 |m;].

Comme les m; sont premiers entre eux dans leur ensemble, ils ne sont pas
tous nuls et m > 1. Si m = 1, il existe un entier i tel que m; = +1et m; = o si
j # i. Alors la suite (y,,..., y,) obtenue en posant y, = m;x; y; = x, (si i #1) et
yj=x;jsij¢{1,i} convient.

Supposons maintenant # > 1, de sorte qu’au moins deux termes de la suite
(m,, ..., m,) ne sont pas nuls; quitte & réordonner la suite (x,,...,x,), on
suppose que |m,| > |m,| > o; soit ¢ le signe de m,m,. On observe que la suite
(%1, X, + €X3, %5, .., %,) engendre A et que y, = Y m;x; = (m, — em,)x, +
my (X, + €X,) + MyXy + -+ + Myx,. Comme |m, — em,| < |my|, Phypothése de
récurrence permet de conclure. O

Proposition (2.9.10). — Tout groupe abélien de type fini posséde une quasi-base.

Démonstration. — Soit A un groupe abélien de type fini. Parmi toutes les suites
finies (x,, ..., x,) qui engendrent A, choisissons-en une pour laquelle 'entier n
est minimal, puis parmi celles-ci, telles que I’ordre de x, (fini ou infini) soit
minimal. Soit A, le sous-groupe de A engendré par x, et B, le sous-groupe de A
engendré par x,, ..., X,.

L’application f: A, x B, > A donnée par f(a,b) = a + b, est un morphisme
de groupes surjectif. Démontrons qu’il est injectif. Soit (a, b) un élément de
son noyau; soit (..., m,) une famille d’entiers telle que a = m,x, et b =
MyX, + -+ + MpXy. Six, est d’ordre fini, on peut remplacer m, par le reste de
sa division euclidienne par I’ordre de x,, ce qui permet de supposer que m, est
strictment inférieur a 'ordre de x, et est positif ou nul.

Supposons par ’absurde que m, # o. Soit alors d = pged(m,, ..., m,) et, pour
tout i, posons p; = m;/d ; par construction, les entiers p,, ..., p, sont premiers
entre eux dans leur ensemble. D’apres le lemme précédent, il existe donc une
famille (y,, ..., y,) qui engendre A et telle que y, = Y7 p;x;;onady, =o. La
famille (y,,..., y,) est de cardinal n et ordre de I’élément y, divise d, donc est
strictement inférieur & 'ordre de x, (qu’il soit fini ou infini). Cette contradiction
prouve que m, = 0, donc a = o puis b = o. Ainsi, f est injectif. O

Théoréme (2.9.11). — Soit A un groupe abélien de type fini. Il existe une unique
suite (r,d,, ..., ds), ou r est un entier naturel et (d,, . . ., d) une suite d’entiers > 2
tels que di|d;_,|. . . |d,|d,, de sorte que A soit isomorphe a Z" x [];_,(Z/d,Z).

3.11. ANNEAUX EUCLIDIENS, PRINCIPAUX, FACTORIELS 13

Par suite, I'idéal I de C[T,, ..., Ty, | engendré par E’ contient 1 et il existe des
polynomes f,,..., fu €E, et g, ..., gm h € C[T,,..., Ty, ] tels que

1= .quh.% + (1= fTpn)h.

Soit e un entier supérieur au degré en T,,, des polyndmes g;. En écrivant
Tpaf =1- (1 - fTy4), on déduit de 1’égalité précédente qu’il existe des po-
lyndmes g¢/,..., g}, € C[T,,...,T,] et un polynéme h’ € C[T,,..., Tpi,] tels
que

f= 3 figh+ (- T,

Par suite, le polynome f¢ - 1", fig! est multiple de 1 - fT,,, ; comme il est de
degré o en T,,,, il est nul. Cela démontre que f* € I, et donc f € /1. ]

3.11. Anneaux euclidiens, principaux, factoriels

Définition (3.11.1). — Soit A un anneau commutatif intégre. On appelle stathme
euclidien sur A une fonction j: A= {o} — N vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Pourtousa,be A={o}, ona j(ab) > j(a);
(ii) Pour tous a,b € A tels que b # o, il existe des éléments q,r € A tels que
a=bq+rettels quer=oou j(r) < j(b).

On dit que A est un anneau euclidien s’il existe un stathme euclidien sur A.

Dans les conditions de (ii), on dit que g est le quotient d’une division eucli-
dienne de a par b et que r est son reste.

Exemple (3.11.2). — a) La fonction n ~ |n| est un stathme euclidien sur
I’anneau Z.

b) Soit K un corps. La fonction f — deg(f) est un stathme euclidien sur
I'anneau K[T] des polynomes en une indéterminée et & coefficients dans K.

Définition (3.11.3). — Soit A un anneau commutatif intégre. On dit que A est un
anneau principal si tout idéal de A est principal, c’est-a-dire engendré par un seul
élément.

Un anneau principal est donc un anneau noethérien (définition 3.6.8).

Proposition (3.11.4). — Un anneau euclidien est un anneau principal.
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54 CHAPITRE 2. GROUPES

monogeéne. Comme p[p"a] = [p"a] € p"A,'élément [p"a] est d’ordre fini
et son ordre divise p. En particulier, le groupe A, est cyclique de cardinal 1 ou p.
Supposons que A,, soit de cardinal 1. Alors, p"~'a appartient a p" A, c’est-a-dire
qu’il existe m € Z tel que que p"~'a = p"ma ; cela entraine que (1— pm)p"a = o.
Comme (1— pm) p"~ n’est pas nul, 'élément a est d’ordre fini et cet ordre divise
(1 - pm)p" . En particulier, si A est infini, alors A, est de cardinal p.
Supposons maintenant que A soit fini et soit d son cardinal, qui est I'ordre
de a. Si d est multiple de p”, il ne peut diviser (1— pm)p"~?, car 1— pm n’est pas
multiple de p, donc Card(A,) = p dans ce cas. Soit alors e 'exposant de p dans
la décomposition en facteur premiers de d ; supposons e < n et posons v = d/p¢,
de sorte que p ne divise pas v. Ainsi, p et v sont premiers entre eux, et il existe des
entiers m et q tels que 1 = pm + vq. Par suite, (1 - pm)p°a = vqp®a = dga = o.
Comme 7 —1 > e, onaaussi (1— pm)p"a ce qui prouve que p"*a € p"A; dans
cecas, A, ={o}. m

Soit p un nombre premier et soit # un entier naturel tel que n > 1. Le groupe
p"A/p" A est isomorphe au produit

(0" z/p"zy < [ 0" (2/d;2)[p"(2)d;2).

=

Son cardinal est p**(?") o1 s(p") est le nombre des entiers j tels que p" divise d;.
Comme d,|d,|...|d;, s(p") est le plus grand entier j tel que p" divise d;. Dit
autrement, p" divise d; si et seulement si s(p") > j, donc si et seulement si
Card(p"A/p"A) > p/.

Pour tout nombre premier p qui ne divise pas d,, cette formule entraine que
Card(A/pA) = p"; entier r est ainsi déterminé par le groupe abélien A. Pour
chaque nombre premier p, on déduit alors de cette formule les exposants de la
décomposition en facteurs premiers de d;. L’unicité annoncée en découle. [

Exemple (2.9.13). — Comme 6 =2-3 et 12 = 4 x 3, on a des isomorphismes

(Z/4Z) x (Z/6Z) = (Z/4Z) x ((Z/2Z) * (Z/3Z))
= (Z/2Z) < ((2/4Z) < (2/3Z))
~ (Z/2Z) x (Z/12Z).

3.10. LE THEOREME DES ZEROS DE HILBERT m

finie de K et ’on a K = U; W. Pour tout entier d, ’ensemble S; des éléments
a € A tels que w, € W, est donc fini. Puisque K = U; Wy, ona Uy Sy = C. Cela
prouve que C est réunion d’une famille dénombrable d’ensembles finis, donc
est dénombrable. Cette contradiction prouve que ’homomorphisme ¢ n’est
pas injectif, c’est-a-dire qu’il existe un polynéme P € C[T], non nul, tel que
P(w) = o; prenons P de degré minimal. Le polyndme P n’est pas constant, donc
il a une racine, disons a. Soit P = (T - a)Q + R la division euclidienne de P
par T — a;on a deg(R) < 1, donc R est constant, de valeur R(a) = P(a) = o;
ainsiP = (T—a)Qet (w-a)Q(w) = P(w) = 0. Comme deg(Q) < deg(P),ona
Q(w) # 0; comme K est un corps, on a donc w — a = o, c’est-a-dire T; — a € M.

En définitive, nous avons donc démontré qu’il existe des éléments a,, ..., a, €
C tels que T; — a; € M pour tout i. Ainsi, 'idéal M, = (T, - a,,..., T, -
a,) est contenu dans M, donc M = M, puisque M, est un idéal maximal de
C[T,,...,T,]. O

3.10.2. — SiE est une partie de C[T,,..., T,], on note ¥ (E) 'ensemble des
points a € C" tels que f(a) = o pour tout f € E. On dit que c’est 'ensemble
algébrique de C" défini par E.

Lemme (3.10.3). — a) Ona ¥V (@)=C"et ¥ (1) = @.

b) Si E, E’ sont des parties de C[T,, ..., T,] telles que E c E', ona ¥ (E') c
¥ (E).

c) Pour toute famille (E;);q de parties de C[T,,...,T,], ona ¥ (U;qE:) =
Niet 7 (E).

d) Soit E, E' des parties de C[T,, ..., T,] et soit EE' 'ensemble des produits f g,
pour feEetgeE ;ona ¥ (EE) =7 (E)u¥(E).

e) Soit E une partie de C[T,, ..., T,] et soit I I’idéal engendré par E. On a

¥(E) = 7(1) = ¥ (V).

Démonstration. — Les assertions a), b) et ¢) découlent directement de la défini-
tion.

Démontrons d). Soit a € ¥ (E) ; pour tout f e Eettout g € E/,ona fg(a) =
f(a)g(a) = o, donc a € ¥ (EE'). De méme, si a € ¥ (E'), alors a € ¥ (EE’).
Inversement, supposons que a ¢ ¥ (E) u ¥ (E’); il existe donc f e Eet g € E/
tels que f(a) # o et g(a) # o;alors, fg € EE et fg(a) # o, ce qui prouve que
a ¢ vV (EE).
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[Tocorb(a) 0 (décomposition d’une permutation en produit de cycles de supports
disjoints).

Soit i un élément de {1, ..., n} et soit w I'unique orbite de ¢ qui contient i. Si
O est une orbite de ¢ distincte de w, on a 6p(7) = i. Par suite,

[T oo(i) =0u(i) = a(i),

0eOrb(o)

par définition de o,,.

2.10.5. — Soit 0 € &,. On appelle type de la permutation o la suite des car-
dinaux de ses orbites, classés par ordre décroissant. Par exemple, le type de
I'identité est (1,...,1), celui d’une transposition est (2,1,...,1), tandis que le
type de la permutation circulaire (12 ... n) est (n). Dans tous les cas, la somme
de ses termes est égale a n; on dit que c’est une partition de n.

Proposition (2.10.6). — Pour que deux permutations soient conjuguées, il faut et
il suffit qu’elles aient méme type.

Démonstration. — Soit ¢ une permutation; soit C::...LSL son type et
écrivons-la comme produit de cycles de supports disjoints :

o=(a, ... am)(@msr -+ Gmem,) - (Ampsectm,_ 1 « -+ An)-
Soit 7 € G,,; on a alors
1017 = (1(ay) ... 7(am,))(7(am+1) -« T(Am+m,))
v (t(ampsm, 1) - T(a4)),

ce qui prouve que le type de To 77! est le méme que celui de o.
Soit maintenant ¢’ une permutation ayant méme type que o ; écrivons-la
comme produit de cycles de supports disjoints :

0" = (by . by )(Bns e Bonsm) oo (B, 1 <+ b).

Soit alors 7 la permutation de {1, ..., n} telle que 7(a;) = b; pour tout i. On a
o' =107 ]
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Démonstration. — Soit d une distance qui définit la topologie de X. L’ensemble M
est le noyau de ’homomorphisme surjectif de R-algébres ¢, : €(X;R) - R
donné par f — f(x);c’est donc un idéal de € (X;R). Par passage au quotient,
on déduit de &, un isomorphisme de I’algébre € (X; R)/M, sur R; par suite, M,
est un idéal maximal.

Soit x € X. L’application d, : p ~ d(x, p) est continue et appartient & M,,
mais n’appartient pas a M, si y # x, car d(x, y) # o. Cela prouve que M, # M,,
six #y.

Enfin, soit M un idéal maximal de % (X; R) et démontrons qu’il existe x € X
tel que f(x) = o pour tout f € M. Pour tout f € M, poson Z; = f*(0); C’est
une partie fermée de X. Soit Z I'intersection des Zy, pour f € M.

Supposons par I’absurde que Z est vide. Il existe alors une suite finie
(fis- -+ fu) d’éléments de M telle que Z; n---n Z; = &; alors la fonction
f = X f? est continue et appartient a M, pour tout x € M, il existe i tel que
fi(x) # o, donc f(x) # o. Soit g la fonction sur X donnée par g(x) =1/f(x);
elle est continue doncon a1 = g f € M. Par suite, M = % (X; R), contrairement a
I'’hypothese que M est un idéal maximal.

Donc Z n’est pas vide ; soit x un point de Z. On a f(x) = o pour tout f € M,
donc M c M,. Comme M est un idéal maximal de €' (X;R), cela entraine
M =M,. O

3.10. Le théoréme des zéros de Hilbert

Théoréme (3.10.1) (Théoréme des zéros de Hilbert, « Nullstellensatz »)

Soit n un entier. Pour tout a € C", U'ensemble M, = {f € C[T,,...,T,]; f(a) =
o} est un idéal maximal de anneau C[T,,...,T,], égala (T, - ay,..., T, — a,).
Inversement, pour tout idéal maximal M de C[T,, ..., T,], il existe un unique
élément a € C" tel que M = M,,.

Démonstration. — Soit a € C". L’application ¢, de C[T,,...,T,] dans C
donnée par ¢,(f) = f(a) est un homomorphisme d’algeébres, surjectif, et
M, est son noyau. Par passage au quotient, il induit donc un isomorphisme
de C[T,,...,T,]/M, sur C, ce qui prouve que M, est un idéal maximal
de C[T,,..., T,].

OnaT;-a;e M, pourtoutice{1,...,n},donc(T,-a,...,T,—a,) cM,.
Inversement, soit f € C[T,,...,T,]. Pour tout i € {1,...,n},onaT; = a;
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58 CHAPITRE 2. GROUPES

Son noyau 2, est un sous-groupe distingué de &, qu’on appelle groupe
alterné.

Démonstration. — On a ¢(id) = 1. Soit ¢ et 7 des éléments de G,,.. On a
dory- ] T =o(x(0)
1Ki<j<n J-t

-1 a(r(j)) - o((i)) I 1(j) ~ (i)
1<i<jsn () - 7(i) wicjen  J
Le second facteur est égal & ¢(7). Démontrons que le premier vaut e(o) ; en
effet, pour tout couple (a,b) d’éléments de {1, ..., n} tels que a < b, il existe un
unique couple (i, j) tel que i < jet {7(i), 7(j)} = {a, b} : Uentier i est le plus
petit des deux 77*(a), 773(b), et j est le plus grand. Sii = 77'(a), ona j = 77(b),
et (a(7(j))-0(2(i)))/(7(j)-7(i)) = (o(b)-0o(a))/(b-a);sinon, i = 7(b),
j=17(a) et (0(2(j)) - o(2(i)))/(2(j) - 7(i)) = (o(a) —a(b))/(a -b) =
(6(b)-0(a))/(b-a). Ainsi, les mémes facteurs que ceux de e( o) apparaissent
dans le premier produit, d’ou Iégalité voulue. Cela démontre que ¢(07) =

e(0)e(7). Ainsi, € est un homomorphisme de groupes. m
Exemple (2.10.10). — Soit p un entier tel que 2 < p < n; démontrons que la
signature d’un p-cycle est égale a (—1)P7".

Soit en effet 0 = (a, ... a,) un p-cycle et décomposons-le en produit de
transpositions. On a en effet (a, a,)0 = (a, a5 ... a,); par récurrence sur p,
on a donc

o=(a, ... ap) = (ap- ap)(ap-, apy)...(a, a,).

Ainsi, o est le produit de p — 1 transpositions ; chacune est de signature —1, si
bien que ¢(0) = (-1)P.

Lemme (2.10.11). — a) L’ensemble des 3-cycles engendre le groupe 2.
b) Sin > s, les 3-cycles sont deux a deux conjugués dans 2U,,.

Démonstration. — On a déja démontré qu'un 3-cycle appartient a 2,,. Soit
maintenant o € 2, ; lorsqu’on écrit 0 comme produit de transpositions, leur
nombre est pair car ¢(0) = 1. Considérons un produit deux transpositions
consécutives: (a b)(c d),ota # betc # d. Ce produit vaut e si {c,d} = {a, b}.
Supposons maintenant qu’il y ait trois entiers distincts parmi a, b, ¢, d, par

3.9. IDEAUX PREMIERS, IDEAUX MAXIMAUX 107

Exemple (3.9.4). — Soit f : A - Bun homomorphisme d’anneaux commutatifs,
soit J un idéal premier de B et soit I = f7*(J). Démontrons que I est un idéal
premier de A.

C’est en effet un idéal de A et, comme f(14) =15 ¢ ], on a 14 ¢ I, de sorte que
[+ A. Soit a, b des éléments de A tels que ab € 1. Alors f(a)f(b) = f(ab) €],
donc f(a) € Jou f(a) €] car ] est un idéal premier de B. Par suite,a e [ou b € L.
Cela démontre que I est un idéal premier de A.

On peut aussi démontrer ce résultat comme suit. Soit p : B - B/ la surjection
canonique. Alors, ’homomorphisme p o f: A — B/J a pour noyau I; il induit
par passage au quotient un homomorphisme injectif de I’anneau A/I dans
I’anneau B/J. Par hypothése, 'anneau B/J est un anneau intégre, car J est un
idéal premier de B. Par suite, ’'anneau A/I, isomorphe & un sous-anneau de B/J,
est également integre, si bien que I est un idéal premier de A.

Théoréme (3.9.5) (Krull). — Soit A un anneau commutatif et soit 1 un idéal de A
tel que I # A. Il existe un idéal maximal M de A tel que I ¢ M. En particulier,
Pensemble des idéaux maximaux d’un anneau non nul n’est pas vide.

Démonstration. — Soit .4 I’ensemble des idéaux Jde AtelsqueIcJet] # A.
Munissons-le de la relation d’ordre donnée par I'inclusion. Démontrons que
toute famille totalement ordonnée d’éléments de .# est majorée. Soit donc
(M;)ses une telle famille. Si elle est vide, I’idéal I est un élément de .# qui
la majore. Supposons donc S # @ et soit M la réunion de la famille (M;);
démontrons que M est un idéal de A telqueI c M et M # A. Comme S # &, il
existe s € S, de sorte My ¢ M ; en particulier, I ¢ M. Soit a, b € M; soit s, t € S tels
que a € M et b € M;; comme la famille (M;) est totalement ordonnée, quitte &
échanger a et b, on peut supposer que M c M;; alors a,b € M, donc a + b € M,
car M; est un idéal de A. Soit a € M et soit b € A; soit s € S tel que a € M;;
alors ba € M car M; est un idéal de A, donc ba € M. Cela démontre que M est
un idéal de A qui contient I. Pour tout s € S, on a M # A, par hypotheése; en
particulier, 1 ¢ M;. Par suite,1¢ M et M # A,

11 résulte alors du théoréme de Zorn (théoréme 1.1.17) que ’ensemble .#
posséde un élément maximal, disons M. C’est un idéal de A qui contient I et
qui est distinct de A. Démontrons que M est un idéal maximal de A. Soit M’
un idéal de A tel que M c M’ et M’ # A. Alors M’ est un élément de .# qui
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60 CHAPITRE 2. GROUPES

Démonstration. — Soit G un sous-groupe distingué de 2,,, distinct de {e}, et
démontrons que G = 2l,,. Soit ¢ un élément de G, distinct de e, et dont le support
est de cardinal minimal ; démontrons que ¢ est un 3-cycle. Pour tout élément 7
de G,,0ona

[o,7]=0""10r=0""(7""071) ;

comme G est un sous-groupe distingué de G, on a tau™'o1 € G, si bien que
[0, 7] € G. Si 0 n’est pas un 3-cycle, nous allons montrer que I’on peut choisir 7
de facon convenable de sorte que le commutateur [ o, 7] soit différent de I'identité
mais que le cardinal de son support soit strictement inférieur a celui de o.

Ecrivons la décomposition de o en produit de cycles a supports disjoints de
longueurs m, >2m-22--- 2> m,:

og=(ay ... aw)(@msr -+ Amam,) -+ (Bmrotm,_ 41 -+~ Gn)-

Comme ¢ # id, on a m, > 2.

Premier cas : m, > 4. — On pose alors 7 = (a, g, a,). Par construction, on a
7(a;) = a; pour i > m,, donc 77'd7(a;) = o(a;), puis ¢(a;) = a;. Pour la méme
raison, si 4 < i < m, — 1, alors

101(a;) =170(a;) = 17 (ain) = ain, = 0(a;),

de sorte que [o,7](a;) = a;. Par suite, le support de [0, 7] est contenu
dans {a,, a,, a;, a,,, }. En calculant explicitement 70 7(a;) pour i =1,2,3, m,,
on obtient

[o,7](a,) =07'7"01(a,) =0 '1d(a,) =o't (a;) = 07" (a,) = a,,

[0,7](a,) =07't7'01(a,) =010 (a;) =o't (a,) =07 (a,) = a,,

[0,7](a;) =071'01(a;) =070 (a,) =017 (a,) =07 (a) = am,,

[o,7](am,) =07 1'01(am,) =0 17'0(am,) = 07t (a,) = 07 (a,) = a,.

Ainsi, [0, 7] = (a, a; an,) est un 3-cycle, ce qui contredit ’hypothése que le
support de o est de cardinal minimal.

Deuxiéme cas: m, = 3. — Sim, = 1, alors o est un 3-cycle. Si m, = 2, observons
que 02 = (a, a; a,) est un 3-cycle. Supposons donc m, > 3 et posons T =
(a,a,a,).Ona

o tot(ay) =010 (a,) =071 (a,) =07 (ay) = a5,

3.9. IDEAUX PREMIERS, IDEAUX MAXIMAUX 105
Démonstration. — Compte tenu des isomorphismes A[T,,...,T,] =~
A[T,,..., Ty ][Tn], cela se déduit du théoréme 3.8.11, par récurrence sur n. [

Un corps commutatif est un anneau noethérien ; on en déduit le cas particulier
suivant :

Corollaire (3.8.13). — Soit K un corps commutatif. Pour tout entier n > o,
Panneau K[T,, ..., T,] est noethérien.
Corollaire (3.8.14). — Si A est un anneau commutatif noethérien, alors toute

A-algébre commutative de type fini est un anneau noethérien.

Démonstration. — Soit B une A-algébre commutative de type fini et
soit b = (by,...,b,) une suite finie d’éléments de B qui engendre B.
L’homomorphisme de A-algébres evy, : A[T,, ..., T,] - B est surjectif car son
image contient les b;; par suite, ’homomorphisme ev, induit, par passage
au quotient, un isomorphisme de A[T,,...,T,]/Ker(ev,) sur B. D’aprés le
corollaire 3.8.12, A[T,,..., T,] est un anneau noethérien, donc son quotient
A[T,,...,T,]/Ker(ev,) en est également un. Cela entraine que B est un anneau
noethérien. O]

3.9. Idéaux premiers, idéaux maximaux

Définition (3.9.1). — Soit A un anneau commutatif et soit I un idéal de A. On
dit que 1 est premier si 'anneau A[1 est intégre; on dit que 1 est maximal si
Panneau A/ est un corps.

Comme un corps est un anneau intégre, un idéal maximal est un idéal premier.
Comme I’anneau nul n’est pas intégre, 'idéal I = A n’est pas un idéal premier.

Proposition (3.9.2). — Soit A un anneau commutatif et soit I un idéal de A tel
quel # A.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L’idéall est un idéal premier ;
(ii) Pour tout couple (a, b) d’éléments de A tels que ab e, onaaclou
bel

b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’idéal 1 est un idéal maximal;
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62 CHAPITRE 2. GROUPES

Exemple (2.11.2). — Soit G = GL(n, Z/pZ). Notons T I’ensemble des matrices
triangulaires supérieures dont la diagonale est formée de 1; c’est un sous-groupe
de G de cardinal Card(T) = p(*~)")/2; ’est donc un p-groupe. D’autre part, le
groupe G est en bijection avec I’ensemble des bases du (Z/pZ)-espace vectoriel
(Z/pZ)"; on obtient une telle base en prenant un vecteur non nul e, (ilya p" —1
tels vecteurs), un vecteur e, non colinéaire a e, (il y en a p” — p), un vecteur e,
qui n’appartient pas au plan engendré par e, et e, (il y en a p” — p?), etc. Par
suite,

Card(G) = (p" = 1)(p" =) (p" = p")
_ wiﬁsixlvgx —1)(p" 7t =1)...(p-1)

_ Nuﬁawuv:\n EAN& _ wv.

Ainsi, (G:T) =[], (p' —1) n’est pas multiple de p. Cela prouve que T est un
p-sous-groupe de Sylow de G.

Exemple (2.11.3). — Soit n un entier et soit G = Z/nZ; soit a 'exposant de p
dans la décomposition en facteurs premiers de n et posons m = n/p®. Alors
S = mZ/nZ est un p-sous-groupe de Sylow de G. C’est méme le seul p-sous-
groupe de Sylow. Soit en effet T un p-groupe contenu dans G et soit g un élément
de T. L’ordre de g divise le cardinal de T, donc est une puissance de p; il divise
aussi le cardinal de G, qui est égal & #; par suite, 'ordre de g divise p* etI’'on a
p?g = 0. Si g estla classe d’un entier x, cela signifie que p?x est multiple de n;
autrement dit, x est multiple de m et 'on a g € S. Par suite, T c S et la condition
que p ne divise pas (G : T) impose que S = T.

Proposition (2.11.4). — Soit G un groupe fini, soit p un nombre premier et soit a
un entier tel que p* divise le cardinal de G. 1l existe alors un sous-groupe S de G
de cardinal égal a p°.

Démonstration, d’aprés (1959). — Soit X I’ensemble des parties
de G de cardinal p?; on le munit de I'opération de G par translations a gauche,
donnée par g- A = gA pour toute partie A € X et tout g € G. Soit A € X et soit
a € A; pour tout élément g du stabilisateur G de A, ona ga € A, et 'application
g — ga de G4 dans A est injective. Par suite, Card(G,) < Card(A) = p®
Ecrivons d’autre part que le cardinal de X est la somme des cardinaux des

3.8. POLYNOMES 103

Corollaire (3.8.9). — Soit A un anneau commutatif et soit S un ensemble. Si A
est un anneau intégre, les éléments inversibles de A[(T)cs] sont les polynémes
constants égaux a un élément inversible de A.

Démonstration. — Pour tout élément inversible a de A, le polynéme constant
de valeur a est inversible dans A[(T;)ses], d’inverse le polyndme constant de
valeur a™.

Soit f un polyndme inversible et soit g € A[(T;)ses] son inverse; alors fg =1
donc deg(f) + deg(g) = deg(1) = o, car A est intégre. Cela entraine deg(f) = o,
donc f est constant. De plus, le terme constant de fg est égal a f,g, = 1, donc f,
est inversible dans A. O

Théoréme (3.8.10) (Division euclidienne). — Soit A un anneau commutatif, soit
f> g € A[T] des polynémes en une indéterminée T a coefficient dans A. On suppose
que le coefficient dominant de g est inversible dans A. 1l existe alors un couple
(q,7) de polynémes, et un seul, tels que f = qg + r et deg(r) < deg(g).

On dit que r est le reste de la division euclidienne de f par g et que g est son
quotient.

Démonstration. — Démontrons ’existence d’un tel couple par récurrence
sur deg(f). Si deg(f) < deg(g), on pose ¢ = o et r = f. Sinon, notons
m = deg(f), n = deg(g), a le coefficient dominant de f et b celui de g; posons
h=f—-abT™"g. Le polyndme ab'T™ " g est de degré m et son coefficient
dominant est égal a a ; par suite, le polyndme h est de degré < n. Par récurrence,
il existe un couple (u,v) de polyndmes tel que h = ug + v et deg(v) < deg(g).
On a alors

f=ab?T" "g+ug+v=(ab7T" " +u) g+

il suffit donc de poser g = ab™ T ™" + uetr =v.

Soit (g’,7") un couple de polynomes tel que f = q’g + r’ et deg(r') < deg(g).
Onaalors ' —r = (q-q')g. Siq # ¢, alors deg(q — q') > o, si bien que
deg(r' —r) = deg(g) + deg(q — q') > deg(g); cela contredit I’hypothése que
deg(r),deg(r") < deg(g). Doncqg=q'etr=r". 0

Théoréme (3.8.11) (Hilbert). — Si A est un anneau commutatif noethérien,
Panneau A[T] est noethérien.
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Démonstration. — Soit X = G/S ’ensemble des classes a droite de G modulo S;
faisons agir P sur X par translations & gauche. On a Card(X) = Card(XP)
(mod p). Par définition d’un p-sous-groupe de Sylow, Card(X) = (G : S)
n’est pas multiple de p; par suite, Card(X?) n’est pas multiple de p et est en
particulier non vide! Soit x € XP et soit g € G tel que x = gS. Pour tout h € P,
onah-x =hgS = gS; en particulier, hg € ¢S, c’est-a-dire h € gS¢g~*. On a donc
démontré que P c gSg*. U

Remarque (2.11.7). — Soit G un groupe et soit A, B des sous-groupes de G ; soit
g € G. Le raisonnement fait dans la preuve précédente se généralise ainsi : Pour
que A soit contenu dans le sous-groupe gBg™* de G, conjugué de B, il faut et il
suffit que ¢B soit fixé par tout élément de A opérant sur G/B par translations a
gauche.

Corollaire (2.11.8). — Soit G un groupe fini et soit p un nombre premier. Deux
p-sous-groupes de Sylow de G sont conjugués.

Démonstration. — Soit P, S des p-sous-groupes de Sylow de G. D’apreés la pro-
position 2.11.6, il existe g € G tel que P c gSg™'; comme Card(P) = Card(S) =
Card(gSg),onadoncP=gSg'=g-S. 0O

Théoreme (2.11.9). — Soit G un groupe fini et soit p un nombre premier ; notons
a la plus grande puissance de p qui divise Card(G) et posons m = Card(G)/p°.
Le cardinal de 'ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G divise m et est congru
a1 modulo p.

Démonstration. — Soit £ 'ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G, c’est-
a-dire des sous-groupes de G de cardinal p“. Il découle de la proposition 2.11.4
que Z n’est pas vide. Pour tout S € £ et tout g € G, gSg™* est I'image de S par
I’automorphisme intérieur Int(g), donc est un p-sous-groupe de Sylow de G.
Cette formule munit ainsi ¥ d’une opération de G. Soit S et P des p-sous-groupes
de Sylow de G. D’apreés le corollaire 2.11.8, les p-sous-groupes de Sylow de G
sont conjugués. Ainsi, I’opération de G sur X est transitive.

Le fixateur de S pour cette action est I’ensemble des g € G tels que gSg™* = S;
C’est le normalisateur Ng(S) de S dans G. On a donc Card(X) = (G : Ng(S)) =
Card(G)/ Card(Ng(S)). Comme Ng(S) est un sous-groupe de G qui contient S,
(G :Ng(S)) divise (G : S); ainsi, Card(X) divise m.
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b ...by" = b™. Plus généralement, pour tout f € A[T,,...,T,], de coefficients
(fm),ona
evi(f) =evi (O fiuT™) =D finb™.

On note aussi f(b) cet élément.

Exemple (3.8.7). — a) Soit f € A[T] et soit a € A. Pour que f(a) = o, il faut
et il suffit que T — a divise f.

En effet, écrivons f = (T - a)q + r la division euclidienne de f par T — a. Pour
que T—a divise f, il faut et il suffit que 7 = 0. Le polynome r est de degré < 1, donc
constant, de valeur r(a). D’autre part, ona f(a) = (o — a)q(a) + r(a) =r(a).

b) Soit K un corps commutatif et soit V un K-espace vectoriel; soit u €
Endg (V). I existe ainsi un unique homomorphisme de la K-algébre K[T]
dans Endg (V) qui applique T sur u. C’est le début de la théorie des polynomes
d’endomorphismes.

3.8.7.1. Degré. — Soit A un anneau commutatif et soit S un ensemble ; pour
tout m € N(®), notons |m| = ¥ m,. Pour f = ¥, £, T" € A[(T)ses), on pose alors
deg(f) = sup|m|.

meM
fm#o

Cette borne supérieure est prise dans Z; on a donc deg(o) = .

On dit qu'un monome f,,, T™ apparaissant dans f est de degré |m|, de sorte que
deg(f) est la borne supérieure des degrés des mondmes apparaissant dans f. La
somme f' = ¥),/_deg(f) fm T™ des mondmes de degré maximal (égal a deg(f))
est le terme dominant de f. Si tous les monomes apparaissant dans f ont méme
degré, on dit que f est homogene.

Le coeflicient f, de T° est appelé le terme constant de f. On dit qu'un poly-
nome est constant s’il est de degré < o, c’est-a-dire si f = f,. Les polynémes
constants forment une sous-algébre de A[(T;)ses] qui s’identifie & "anneau A.

Proposition (3.8.8). — Soit A un anneau commutatif et soit f, g € A[(T)ses]-

a) Onadeg(f+g) < max(deg(f),deg(g));sideg(f) + deg(g), onadeg(f+
8) = max(deg(f), deg(g)).
b) Onadeg(fg) < deg(f) +deg(g).

c) Supposons que Uanneau A soit intégre. Alors anneau A[(Ts)ses] est intégre
et Pon adeg(fg) = deg(f) +deg(g).
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b) On suppose dans la suite que A est fini. Soit # son cardinal et ¢ le nombre
de classes de conjugaisons de A. Soit p la probabilité que deux éléments de A
commutent (cardinal de ’ensemble des couples (a, b) tels que ab = ba, divisé
par n2). Démontrer que p = ¢/n.

¢) On suppose que A n’est pas commutatif ; démontrer que p < 5/8.

Exercice (2.12.4). — Soit p un nombre premier et soit A un groupe fini, non
réduit a {e}, dont le cardinal est une puissance de p.

a) Démontrer que le centre de A n’est pas trivial.

b) Soit K un corps fini de caractéristique p, soit V un K-espace vectoriel de
dimension finie et soit p une représentation linéaire de A dans V, c’est-a-dire
un homomorphisme de groupes de A dansnGL(V). Démontrer qu’il existe un
vecteur non nul v € V tel que p(a) - v = v pour tout a € A.

¢) (suite) Démontrer qu’il existe une base de V telle que pour tout a € A, la
matrice de p(a) dans cette base soit triangulaire supérieure, a diagonale formée
de 1

Exercice (2.12.5). — On reprend les notations de ’exemple 2.3.7. Pour chacun
des trois ensembles générateurs, trouver un entier N, si possible minimal, tel
que tout élément soit un produit d’au plus N éléments parmi les générateurs
donnés et leurs inverses. Quels éléments de &, atteignent cette borne ?

Exercice (2.12.6). — Soit a et b des élements de {1,...,n}; pour que le n-
cycle (1 ... n) etla transposition (a b) engendrent &, il faut et il suffit que
pged(n,b-a) =1.

Exercice (2.12.7). — Si un ensemble S de transpositions engendre &, on a
Card(S) 2n-1.

Exercice (2.12.8). — Soit A un groupe et soit B un sous-groupe. Démontrer
que B est un sous-groupe distingué de A si et seulement toute classe a droite
modulo B est une classe a gauche modulo B.

Exercice (2.12.9). — Soit A un groupe. On appelle sous-groupe maximal de A
un sous-groupe B tel que B # A et tel que pour tout sous-groupe C tel que
BcCcA,onaitC=BouC=A.

3.8. POLYNOMES 99

fonction f € AM) s’écrit-elle
f= % fm)s, = 3 fm)T

meM meM
On dit que f(m)T™ est le monome de degré m de f et que f(m) est son coeffi-
cient de degré m. En pratique, on note plutét les coefficients en indice, c’est-a-
dire qu’on écrit

f=> fuT™
meM

Définition (3.8.2). — La A-algebre AM) est appelé algebre des polynomes
coefficients dans A et d’indéterminées (T;)ses ; on la note A[(Ts)ses]-

3.8.3. — Le casle plus important pour les applications est celui d’un ensemble S
fini; soit # son cardinal — le cas ou n = 1 sera d’ailleurs primordial. Le mo-
noide M = N” est 'ensemble des suites (m,,...,m n) de n entiers naturels,
muni de ’addition ; les indéterminées sont notées T, . .., T, et ’anneau est noté
A[T,,..., T,]. Lorsque cas ou # est petit, on note parfois les indéterminées de
lettres distinctes : T, X,Y,Z,... — on parle ainsi de 'anneau des polynémes
A[T] en une indéterminée T, ou de ’anneau des polynémes A[X] en une indé-
terminée X, ou de 'anneau A[X, Y] des polyndmes en deux indéterminées X, Y,
ou de I'anneau A[X, Y, Z] des polyndmes en trois indéterminées X, Y, Z.

Proposition (3.8.4) (Propriété universelle des algebres de polyndomes)

Soit A un anneau commutatif, soit S un ensemble et soit A[ (T )ses | 'anneau des
polynémes a coefficients dans A et a indéterminées dans S. Pour toute A-algébre
(commutative ou non) et toute famille (b;)ses d’éléments de B qui commutent
deux a deux, il existe un unique morphisme de A-algebres ¢ : A[(T;) |ses tel que
¢(T;) = b, pour tout s € S.

Démonstration. — Si ¢ est un morphisme vérifiant les propriétés demandées,
ona
o(T") = o([[T") = [To(T)™ = [Te".
seS seS seS

Par suite, pour tout polynéme P, de coefficients (¢;)ene»> On @ P =
> men® € T™, donc
sﬁvvni > m:hévu Yo oem@(T™) = Y e [ 07
meN(®) meN(®) meN(S) =

Cela prouve qu’il existe au plus un tel morphisme d’algebres.
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68 CHAPITRE 2. GROUPES

d) Démontrer que les trois groupes quotients
(A"-(AnB))/(A"-(AnB)),
((AnB)-B)/((A'nB)-B),
(AnB)/((A'nB)-(AnB"))

sont isomorphes.

Exercice (2.12.12) (Jordan-Hoélder). — Soit A un groupe. On dit qu’une suite
(Ao -..,A,) de sous-groupes de A est une suite de composition si A, = {e},
A, = Aetsi A;_, est un sous-groupe distingué de A; pour tout i € {1,...,n};

L’entier n est appelé sa longueur.

a) Soit (A,, ..., A,) une suite de composition de A. Démontrer que les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i) Pourtout i€ {1,...,n},le groupe quotient A;/A;_, est simple;

(ii) Pourtouti € {1,...,n}, A;_, est un sous-groupe distingué maximal de A; ;

(iii) Il n’existe pas de suite de composition (B, ..., B,,) de A et d’application
fi{o,....,n} = {o,...,m} telle que A; = By(;) pour tout i.
Si elles sont vérifiées, on dit que la suite (A,,...,A,) est une suite de Jordan-
Holder.

b) On suppose que A est fini. Démontrer qu’il posséde une suite de Jordan-
Holder.

¢) Soit n un entier ; décrire toutes les suites de Jordan-Holder du groupe Z/nZ.

d) Soit (A,,...,A,) et (By,...,B,,) des suites de Jordan-Hélder de A. On
pose f(0) = o;pourie€{1,...,n},soit f(i) le plus petit entier j tel que A,;_, -
(AinB;) = A;. Démontrer que f est une bijection de {o,...,n} sur {o,...,m}
(en particulier, n = m) et que pour tout i € {1,...,n}, les groupes A;/A,_, et
B(iy/B(i)- sont isomorphes.

Exercice (2.12.13). — Soit Q le groupe quaternionique d’ordre 8.

a) Démontrer que tout sous-groupe de Q est distingué, bien que ce groupe ne
soit pas commutatif.

b) Quels sont les sous-groupes caractéristiques de Q ?

Exercice (2.12.14). — Identifier les groupes engendrés par générateurs et rela-
tions suivants : (x | x") (pour n € N); (x, y | xyx~'y72); (i, j| jiji™, ijij™).
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De méme,
a b ab
o(2-2) - (%)
=f(ab)f(st)" = f(a)f(s)™"- f(b)f(£)™

a b

=9(3) o(3).
Cela prouve que ¢ est un homomorphisme d’anneaux et conclut la preuve de la
proposition. [J

Remarque (3.7.7). — a) Ladéfinition dela relation d’équivalence semble com-
pliquée ; néanmoins, la définition naive qui postulerait (a,s) ~ (b, t) si et seule-
ment si at = bs ne donne pas lieu a une relation d’équivalence en général. Voir
I’exercice 3.12.1.

b) A aucun moment de la discussion n’est intervenue I’hypothése que S ne
contient pas o ; autrement dit, on peut définir 'anneau Ag dans ce cas. Cependant,
dans I’anneau Ag, o/1 est inversible ; il existe donc (a,s) € A x S tel que (0/1) -
(a/s) = (1/1), ce qui entraine o = 1 dans Ag : 'anneau de fractions est alors nul.

Définition (3.7.8). — Soit A un anneau commutatif et soit S 'ensemble des élé-
ments simplifiables de A. L’anneau des fractions de A a dénominateurs dans S est
appelé anneau total des fractions de A.

Dans le cas ot1 A est intégre, ’ensemble des éléments simplifiables de A est
égala A—{o} etl’anneau total des fractions de A est appelé corps des fractions
de A ; d’apres la prop. 3.7.10 ci-dessous, c’est en effet un corps.

Lemme (3.7.9). — Soit A un anneau commutatif, soit B 'anneau total des fractions
de A et soit j: A — B ’homomorphisme canonique.

a) L’homomorphisme j est injectif;

b) Pour que deux fractions a/s et b/t de B soient égales, il faut et il suffit que
sb = ta.

Démonstration. — Notons S I’ensemble des éléments simplifiables de A. Soit
a € A tel que j(a) = a/1 = 1. Par définition de la relation d’équivalence sur A x S
dont B est ’ensemble des classes, il existe s € S tel que as = o. Par hypothese, s
est simplifiable, donc a = o. Cela prouve que j est injectif.

De méme, si a/s = b/t, il existe u € S tel que (at — bs)u = o; par hypothése, u

est simplifiable, d’ou at = bs. O
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70 CHAPITRE 2. GROUPES

Exercice (2.12.21) (Jeu de taquin(®)). — Le jeu de taquin, inventé dans les an-
nées 1870 et traditionnellement attribué a Sam Loyd, consiste en 15 pieces carrées
placées a I'intérieur d’une boite 4 x 4; il reste donc une case vide et chaque étape
du jeu consiste a faire coulisser une des piéces vers la case vide. Le probleme
initial était, partant de I'agencement

13 | 15 | 14

de retrouver I’agencement initial

13 | 14 | 15

dans lesquels les cases 14 et 15 ont retrouvées leur place.

a) On considere un état du jeu comme une permutation d’un ensemble
416 éléments, {1,2,...,15,0}, ol O représente la case vide. Démontrer que
chaque étape du jeu consiste a multiplier la permutation précédente par une
transposition. Evaluer la parité du nombre d’étapes effectuées en fonction de
la position finale de la case vide. Que pensez-vous du probléme posé par Sam
Loyd?

b) Pour analyser le jeu plus précisément, et notamment déterminer I’ensemble
des configurations qui permettent de remettre le puzzle dans son état initial, on
décide de numéroter les pieces comme suit :

(10)Cet exercice est issu de la présentation de Michel Coste, hitp://agreg-maths.univ-rennest.fr/
documentation/docs/taquin.pdf.
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En outre, 0/1 est un élément neutre car

oaom.:am
—_—t —_— =
1 s s1 s
pour tout (a,s) € A x S. Notons aussi que 0/1 = o/s pour tout s € S. Enfin, pour
tout (a,s) € A xS, (—a)/s est 'opposé de a/s puisque
-a a -a+a o0 o

—_—t === — = —

s s s s 1
Ainsi, (Ag, +) est un groupe abélien.

Soit (a, s), (b, t), (a',s"), (b, ") des éléments de A x S tels que a/s = a'/s’ et
b/t =b'[t. Soit u,v € S tels que as'u = a’su et bt'v = b’tv. On a alors

abs't" - uv = (as'u)(bt'v) = (a’su)(b'tv) = a’b'st - uv,

ce qui prouve que ab/st = a’b’[s't'. 1l existe donc une unique loi de composition
sur Ag, notée -, telle que

st

a b ab
st
pour tous a,b € A ettouss,t€S.
Cette loi est commutative (c’est évident). Elle est associative car si (a, s), (b, t),
(c,u)e AxS,ona
a by ¢ ab cuabc a (b c
Aw.ﬂv.m|m.ﬂm|:|m.?.mv.

En outre, 1/1 est un élément neutre pour cette loi car

1 S 1$ N

1 a 1a a

pour tout (a,s) € A x S. Cela prouve que (As, -) est un monoide commutatif.
Démontrons enfin que la multiplication de Ag est distributive par rapport a
I’addition. En effet, si (a,s), (b, ), (c,u) € AxS,ona

&A nv a bu+ct a(bu+ct) abu act ab ac a b
—|bt+—)=—- = e Dl
s

s tu stu stu  stu st su

©w | Q
[R |

N u

Cela démontre que (As, +, ) est un anneau.

Observons enfin que I’application f est un homomorphisme d’anneaux. On a
d’abord j(o) = o/1et j(1) = 1/1, si bien que j respecte les deux éléments neutres.
Enfin, pour a,be A,ona j(a+b)=(a+b)/1=(a/1) + (b/1) = j(a) + j(b) et
j(ab) = (ab)/1=(a/1)(b/1) = j(a)j(b).
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b) Observer que le groupe quaternionique d’ordre 8 est un sous-groupe fini
du corps H des quaternions mais n’est pas cyclique.

Exercice (2.12.25). — Soit n un entier.

a) Soit 0 € &,,. Déterminer ’ordre de o et sa signature en fonction de son
type.

b) Quels sont les ordres des éléments de &, ?

¢) Quel est le plus petit entier n tel que &,, contienne un élément d’ordre 12 ?
deux éléments d’ordre 12 qui ne soient pas conjugués 'un de 'autre ?

Exercice (2.12.26). — Soit n un entier.

a) Soit 7 = (m,, ..., m,) une partition de n ; pour tout i > 1, soit p; le nombre
d’indices j tel que m; = i. Vérifier que ) ip; = n.

b) Combien y a-t-il de permutations de type 7 ?

¢) Soit 0 € &, une permutation de type 7 et soit Z, son centralisateur. Dé-
montrer que Card(Z,) = [1%, p;!i?:.

Exercice (2.12.27). — a) Faire la liste des différentes classes de conjugaison du
groupe 2 et, pour chacune d’entre elles, calculer leur cardinal.

b) Démontrer que {e} est la seule partie de 2 vérifiant les propriétés sui-
vantes : elle contient e, elle est une réunion de classes de conjugaisons, et son
cardinal divise celui de 2.

¢) En déduire que le groupe 2; est simple.
d) Soit n > 6 et soit N un sous-groupe distingué de 2, tel que N # {e}. Soit g

un élément de N= {1} ; trouver un élément h € 2, tel que [g, h] # e mais [g, h]
fixe un élément de {1, ..., n}. En déduire par récurrence que N = 2(,,.

Exercice (2.12.28). — Soit n un entier > 5.

a) Soit A un sous-groupe distingué de G,,. Démontrer que A = {e}, A =2,
ouA=06,.

b) Soit A un sous-groupe de &, et soit a = (&,, : A). Déduire de l'action par
translations a gauche de G, sur I'ensemble G,,/A des classes a droite modulo A
un homomorphisme de &,, dans &(S,,/A). En déduire I'alternative : soit A = 2,,,
soit A = S, soit a > n.
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tel que p(b) = y. On a alors
f(av+bu) = (p(a), q(a))(1,0) +(p(b), 4(b))(0,1) = (x,0) + (0, y) = (x, y).

Cela prouve que ’homomorphisme f est surjectif. Par définition, un élément a
de A appartient & Ker(f) si et seulement si p(a) = o et g(a) = o, c’est-a-dire

a € In]J. Le théoréme en résulte. O]
Corollaire (3.6.20). — Soit A un anneau, soit (1,,...,1,) une suite d’idéaux
bilatéres de A, deux a deux comaximaux. Pour touti € {1,...,n}, notons p; : A -

A/A; la surjection canonique. L’homomorphisme p: A — [T, (A/A;) donné par
pla) = (pi(a))wicn est alors surjectif, son noyau est égal a NI, 1;. Il induit donc,
par passage au quotient, un isomorphisme de A/ N, 1; sur T, (A/L).

3.7. Anneaux de fractions

Dans tout ce paragraphe, on ne considére que des anneaux commutatifs.

Définition (3.7.1). — Soit A un anneau commutatif. On dit qu’une partie S de A
est multiplicative si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) Ona1eS;

(ii) Pour a,beS,onaab €S.

Cela veut donc dire que c’est un sous-monoide du monoide multiplicatif de A.

Exemple (3.7.2). — Soit A un anneau commutatif.

a) Pour tout a € A, ’ensemble S = {1,4a, a2, ...} des puissances de a est une
partie multiplicative.

b) L’ensemble des éléments simplifiables de A est une partie multiplicative.

c) SiP estunidéal premier de A, 'ensemble S = A—P est une partie multipli-
cative.

3.7.3. — Soit A un anneau commutatif et soit S une partie multiplicative de A.
Nous allons définir I’ensemble des « fractions a dénominateur dans S » et, via les
formules classiques, le munir d’une structure d’anneau. Nous devons pour cela
résoudre deux difficultés : d’abord élucider la condition a laquelle deux fractions
a/s et b/t sont « égales » ; ensuite vérifier que les formules classiques donnent
bien lieu a un anneau.
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a) Quel peut étre le cardinal de H?

b) Démontrer que g, € {1,3,5,15}, 0; € {1,4,10} et 05 = 6. Combien G
contient-il d’éléments d’ordre 5?

¢) On suppose que Card(H) est multiple de 5. Démontrer que Card(H) = 30.
Observer que H possede 20 éléments d’ordre 3 et en déduire que H possede un
unique 5-sous-groupe de Sylow. Pourquoi cette assertion est-elle absurde ?

d) On suppose que Card(H) < 4. Prouver que G/H posséde un unique sous-
groupe d’ordre 5. En déduire que G possede un sous-groupe distingué H’, distinct
de G mais dont le cardinal est multiple de 5. En déduire une contradiction.

e) On suppose que Card(H) = 6 ou 12. Si H posséde un unique 3-sous-groupe
de Sylow, démontrer que c’est un sous-groupe distingué de G et en déduire une
contradiction. Sinon, démontrer que H posséde un unique 2-sous-groupe de
Sylow et en déduire encore une contradiction.

Exercice (2.12.33). — Soit G un groupe simple de cardinal 6o0.

a) Soit A un sous-groupe de G. Démontrer que (G : A) > 5. (Faire opérer G
dans G/A.) Si (G: A) = 5, démontrer que G est isomorphe a 2.

b) Si p est un nombre premier, on note o, le nombre de p-sous-groupes de
Sylow de G. Démontrer que o, € {5,15}, 0; =10 et g, = 6.

¢) Si 0, = 5, démontrer que G est isomorphe a 2. (Faire opérer G dans
I’ensemble de ses 5-sous-groupes de Sylow.)

d) On suppose que 0, = 15. Démontrer que G posséde 24 éléments d’ordre 5.
En déduire qu’il existe deux sous-groupes de 2-Sylow de G, P et Q, tels que
Card(Pn Q) = 2. Soit N = Ng(P n Q). Prouver que (G : N) = 5 puis que G est
isomorphe a 2L, ce qui contredit I'hypothése o, = 15.

Exercice (2.12.34) (Argument de Frattini). — a) Soit A un groupe opérant dans
un ensemble X. Soit B un sous-groupe de A tel que 'opération de B dans X
déduite de celle de A soit transitive. Démontrer que pour tout x € X, on a
A=B-A,.

b) Soit A un groupe, soit G un sous-groupe fini de A et soit S un p-sous-groupe
de Sylow de G. Démontrer que A = G- N4 (S).

¢) Soit G un groupe fini, soit S un p-sous-groupe de Sylow de G et soit H un
sous-groupe de G contenant Ng(S). Démontrer que H = Ng(H).
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définition de la relation ~, a’ — a € I et b’ — b; comme I est un idéal bilateére,
a'(b' -b) elet(a’—a)b el; comme c’est un sous-groupe du groupe additif
de A, larelation a’b’ — ab = a'(b' — b) + (a’ — a)b prouve que ab ~ a'b’.

L’implication (ii)=(iii) est évidente.

(iii)=> (iv). Soit B ’anneau quotient de A par la relation d’équivalence ~ et
soit ¢ : A - B l’homomorphisme canonique; il est surjectif et son noyau est égal
al

Enfin, 'implication (iv)=-(i) résulte de ce que le noyau d’un homomorphisme
d’anneaux est un idéal bilatére. O]

3.6.16. — Soit A un anneau et soit I un idéal bilatére de A. L’anneau quotient
de A par la relation d’équivalence associée a 'idéal bilatére I est noté A/I; on
dit que c’est le quotient de A par L.

Proposition (3.6.17) (Propriété universelle de 'anneau quotient)

Soit A un anneau, soit L un idéal bilatére de A et soit p: A — A1 la surjection
canonique. Soit B un anneau et soit f : A — B un homomorphisme d’anneaux tel
que f(1) = {o}. Il existe un unique homomorphisme d’anneaux f : AJ1 — B tel
que f = fop.

De plus, f est injectif si et seulement si Ker(f) = 1.

Démonstration. — Notons ~ la relation d’équivalence dans A associée a I'idéal
bilatére L. Soit a et b des éléments de A tels que a ~ b;ona f(b) - f(a) =
f(b-a) = opuisque b—a € I,donc f(b) = f(a). D’aprésla propriété universelle
du groupe quotient, il existe un morphisme de groupes additifs f: A/I - B,
et un seul, tel que f = f o p. C’est aussi un morphisme de magmas pour la
multiplication et il applique 1 sur 1. C’est ainsi un morphisme d’anneaux.

La derniere assertion résulte de la propriété analogue appliquée au groupe
additif de A. O

Corollaire (3.6.18). — Soit A un anneau, soit I un idéal bilatére de A, notons
p: A — A/1la surjection canonique.

a) L’application ] — p(J) induit une bijection de I’ensemble des idéaux d gauche
(resp. d droite, resp. bilatéres) de A qui contiennent ] sur 'ensemble des idéaux a
gauche (resp. a droite, resp. bilatéres) de AL Sa bijection réciproque est donnée
par K~ p7(K).
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Exercice (2.12.38). — a) Soit A un groupe et soit B une partie de A. Soit M (B)
I’ensemble des a € A tels que Int(a)(B) c B. Démontrer que M, (B) est un
sous-monoide de A.

b) On pose A = GL(2, Q) et on prend pour B le sous-groupe des matrices de
la forme (), avec a € Z. Soit a la matrice (2 ¢). Démontrer que a appartient
a M (B) mais pas a7'. En déduire que M4 (B) n’est pas un sous-groupe de A.

3.6. IDEAUX, ANNEAUX QUOTIENTS 89

ou I c I;; dans le premier cas, on a a, b € Iy, donc a + b € I ; dans le second, on
aa,belj,doua+bel; Danslesdeuxcas,a+b el Soita e Ietsoith e A;
soit j tel que a € I;; alors ab € I;, car I est un idéal de A ; par suite, ab € I. Cela
démontre que I est un idéal de A.

Supposons que I posséde une partie génératrice finie S = {s,,...,s,}. Pour
tout i € {1,...,n}, soit j; tel que s; € I;,. La famille (I;) étant totalement ordon-
née, on démontre alors par récurrence sur n qu’il existe j € {j,,..., j. | tel que
I’idéal I; contient I ,...,I; . Ainsi, I; contient s,, ..., s, donc il contient ’idéal
qu’ils engendre, a savoir . Les inclusions I ¢ I; ¢ I prouvent que I = I;. O]

Corollaire (3.6.10). — Pour qu’un anneau commutatif soit noethérien, il faut et
il sufit que toute suite croissante d’idéaux soit stationnaire.

Démonstration. — Soit A un anneau commutatif.

On suppose que toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire. Soit I
un idéal de A ; démontrons que I posseéde une partie génératrice finie. Sinon,
pour toute partie finie S de I, I'idéal (S) engendré par S est contenu dans I, mais
distinct de I. On construit alors par récurrence une suite (s, ) d’éléments de I
telle que, notant I,, I'idéal engendré par {s,,...,s,}, Sp+; N’appartienne pas a [,.
La suite d’idéaux (I,,) est strictement croissante, ce qui contredit ’hypothése
faite sur A.

Inversement, une suite croissante (I,,) d’idéaux est une famille totalement
ordonnée; si sa réunion I posséde une partie génératrice finie, il existe d’apres le
lemme un entier n tel que I = I,. OnaalorsI = I, c I,, c I pour tout entier m > n,
donc I, = I, pour m > n. Cela prouve que la suite (I,,) est stationnaire. O]

Remarque (3.6.11). — Soit A un anneau noethérien et soit I un idéal de A ; alors
A/T est un anneau noethérien.

Notons p: A - A/I la surjection canonique. Soit une suite croissante (I,,)
d’idéaux de A/T; pour tout entier n, posons J,, = p~*(I,,). La suite (J,,) est une
suite croissante d’idéaux de A ; comme A est noethérien, elle est stationnaire.
Soit m un entier tel que J, = J,,, pour n > m;onaalors 1, = p(J,) = p(Jm) = Lins
ce qui prouve que la suite (I,,) est stationnaire.

3.6.12. — Soit A un anneau et soit (I;)es une famille d’idéaux a gauche (resp. a
droite, resp. bilatéres). Le sous-groupe ) I; de A engendré par la réunion des I;
est’ensemble des sommes ¥ s as, pour (a;) € A®) tel que a € I pour tout s € S.
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comme il fallait démontrer. |

Définition (3.1.4). — Soit A un anneau et soit a un élément de A.

a) On dit que a est simplifiable (ou régulier) s’il Uest pour la multiplication,
C’est-a-dire si pour tout élément non nul x € A, on a ax # o et xa # o.

b) On dit que a est inversible s’il est pour la multiplication, c’est-a-dire s’il
existe b € A tel que ab = ba = 1.

¢) On dit que a est nilpotent s’il existe un entier n > 1 tel que a” = o.

On définit plus généralement la notion d’élément simplifiable a droite ou a
gauche, et la notion d’élément inversible a droite ou a gauche.

L’ensemble des éléments simplifiables de A est un sous-monoide de (A, x).
L’ensemble des éléments inversibles de A est un groupe pour la multiplication
qu’on note A*.

Définition (3.1.5). — Soit A un anneau non nul.
On dit que A est un corps si tout élément non nul est inversible.
On dit que A est intégre s’il est commutatif et si tout élément non nul de A est

simplifiable.

3.2. Sous-anneaux, sous-corps

3.2.1. — Soit A un anneau et soit B une partie de A. On dit que B est un sous-
anneau de A si c’est un sous-groupe de A pour ’addition et un sous-monoide
de A pour la multiplication. Cela signifie que o, 1 € B, que la somme et le produit
de deux éléments de B appartiennent a B, de méme que ’opposé d’un élément
de B.

3.6. IDEAUX, ANNEAUX QUOTIENTS 87

Enfin, si ¢’ : AM) — B est un morphisme de A-algeres tel que ¢'(8,,) = f(m)
pour tout m € M, les calculs ci-dessus montrent que ¢'(#) = ¢(u) pour tout
ue AM donc ¢’ = ¢. O

Exemple (3.5.4). — Soit K un corps commutatif et soit G un groupe. L’algébre
K(S) est appelée ’algebre du groupe G. Soit V un espace vectoriel et prenons
pour K-algebre B I'algébre Endg (V) des endomorphismes de V. L’ensemble de
ses éléments inversibles est le groupe GL(V) des automorphismes de V. D’aprés
la propriété universelle, les homomorphismes de groupes de G dans GL(V)
correspondent aux homomorphismes d’algebres de K(S) dans Endg (V).

3.6. Idéaux, anneaux quotients

Définition (3.6.1). — Soit A un anneau et soit I un sous-groupe du groupe additif
de A. On dit que I est un idéal a gauche (resp. d droite) si pour tout a € A et tout
x €1, onaax el (resp. xa €l). On dit que c’est un idéal bilatére si c’est a la fois
un idéal a droite et a gauche.

Dans un anneau commutatif, les notions d’idéal a gauche, a droite et bilatére
coincident ; on dit alors plus simplement idéal.

Exemple (3.6.2). — Les sous-groupes {0} et A sont des idéaux bilatéres de A.

Exemple (3.6.3). — Soit A un anneau et soit a un élément de A. L’ensemble des
éléments de A de la forme xa, pour x € A, est un idéal a gauche de A ; on dit
que c’est I'idéal principal a gauche engendré par A. De méme, I’ensemble des
éléments de A de la forme ax, pour x € A est un idéal a droite de A.

Exemple (3.6.4). — Soit f: A - B un homomorphisme d’anneaux, soit ] un
idéal & gauche (resp. a droite, resp. bilatére) de B et notons I = f(]). Alors I est
un idéal a gauche (resp. a droite, resp. bilatére) de A.

C’est en effet un sous-groupe du groupe additif de A. De plus, pour a € A et
xel,ona f(ax) = f(a)f(x) €] si]J est un idéal a gauche de B, ce qui prouve
que I est, dans ce cas, un idéal a gauche de A. Le cas d’un idéal a droite se traite
de fagon analogue et celui d’un idéal bilatere s’en déduit.

Exemple (3.6.5). — Soit A un anneau commutatif et soit I un idéal de A. On
note /I I’ensemble des éléments a € A pour lesquels il existe # > 1 tel que a” € I
(radical de 1).
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8o CHAPITRE 3. ANNEAUX

Un cas particulier de cette construction est important, ot S est de la forme
E U T, E étant un sous-corps de F. Dans ce cas, on note E(T) le sous-corps de F
engendré par EU T, et on dit que c’est le sous-corps de F engendré par T sur E.

3.2.7. — Soit A un anneau et soit a un élément de A. Le commutant de a est
I’ensemble Z,(A) des éléments b de A qui commutent avec g, c’est-a-dire tels
que ab = ba. C’est un sous-anneau de A. Si A est un corps, le commutant de a
est un sous-corps de A.

Le centre de A, noté Z(A), est 'ensemble des éléments a € A tels que ab = ba
pour tout b € A. C’est intersection des commutants de tous les éléments de a;

c’est un sous-anneau de A. Si A est un corps, le centre de A est un sous-corps
de A.

Exemple (3.2.8). — Soit F un corps. On appelle sous-corps premier de F le plus
petit sous-corps de F, c’est-a-dire le sous-corps de F engendré par &. Notons-le E.

On a1 € E, donc n - 15 € E pour tout entier n € Z. On voit alors deux
possibilités pour ce sous-corps :

a) Supposons que pour tout entier n > 1, on ait n - 1z # o. Alors, pour m
etn € Ztels que m # n,onan-1p # m-1p puisque, par hypothése, (n—m)-1p # 0
sin > m,et (m—n)- 1 # o sinon. Ainsi, 'ensemble des éléments de F de la
forme 7 - 15, pour n € Z, est un sous-anneau de E que ’on peut identifier a Z.
De plus, E contient aussi I'inverse de nig, si n # o, et toute fraction m/n, pour
meZetneZ—{o},de sorte que E « contient » tous les nombres rationnels. Ils
forment un sous-corps de E, de sorte que E s’identifie au corps Q des nombres
rationnels. On dit que F est de caractéristique o.

b) Supposons qu’il existe un entier n > 1 tel que n- 15 = o, et soit p le plus petit
de ces entiers. Démontrons que p est un nombre premier. On a p # 1 puisque
1-1p = 1p # 0. Si p n’était pas premier, il existerait des entiers m, n > 2 tels que
p=mn,doup-1p=(m-1p)(n-1p) =opuis m-1z = oou n -1 = 0. Comme
m, n < p, cela contredit la minimalité de p.

Dans ce cas, ’'ensemble {0, 1g, ..., (p—1) - 15} est un sous-anneau de E, qu’on
identifie 4 ’anneau Z/pZ. Cet anneau est un corps, donc E = Z/pZ; on dit que
F est de caractéristique p.

Bien que ces deux expressions soient tout a fait impropres, surtout en francais,
on dit souvent que F est de caractéristique positive, ou de caractéristique finie,
pour dire qu’il n’est pas de caractéristique o.

3.5. ALGEBRES DE MONOIDES, DE GROUPES 85

Pour f, g € AM), I’ensemble P des couples (x, y) tels que f(x) #oet g(y) # o
est fini, ce qui entraine d’une part que f * g(m) est bien défini (la somme est
finie) et d’autre part que f * g(m) # o si m n’est pas égal a 'un des produits x y,
pour (x, y) € P.

Soit f, g, h e AM), Pour m € M, on a

(fxg)xh)(m)= 3 (f+g)(p)h(z)= 3. f(x)g(y)h(2).

p,zeM x,y,zeM
pz=m xyz=m
De méme,
fr(grh)(m)= Y flx)(g+h)(a)= ). f(x)g(y)h(2).
o B

Onadonc (f *g)*h=f*(gxh):leproduit de convolution est associatif.

Pour tout élément m € M, soit 8, la fonction de M dans A telle que 6,,(x) =1
six = metd,,(x) = o sinon (« fonction de Dirac »). Soit e I’élément neutre de M.
Alors, pour tout f € AM et tout m € M,onad, » f(m) = Yxy=m 0e(x)f(y) =
f(m)etf*8.(m)=3%,ymf(x)0.(y) = f(m). Ainsi, §, est 'élément neutre
du produit de convolution.

Plus généralement, pour tout couple (m, n) d’éléments de M, on a 8,, * 8, =
Omn> de sorte que 'application m +— §,, est un homomorphisme de monoides
de M dans le monoide multiplicatif de A, On remarque aussi que pour tout
feAM ona f=3, 0 f(m)d,; plus précisément, la famille (f(m))nem est
I'unique famille (a,,) telle que f = ¥ ,.cm @mOm-

Enfin, le produit de convolution est distributif sur ’addition : pour f, g, h €
AM) et me M, ona

fr(g+m)(m)= 3 f(x)(g+hm)(y)

xXy=m

> f)g(y)+ X f(x)h(y)

xXy=m xy=m
=[x g(m)+ f = h(m),

et, de fagon analogue, (f+g) xh=f*h+gx*h.
Ainsi, 'addition et le produit de convolution font de AM) un anneau.

L’application a ~ a8, de A dans AM) est un homomorphisme d’anneaux, et
tout élément de son image est central. Ainsi, AM) est une A-algébre qu'on
appelle U'algébre du monoide M sur A.
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82 CHAPITRE 3. ANNEAUX

On a bien siir p(0) = o et (1) = 1. On a aussi ¢(xy) = (xy)? = xPy? =
¢(x)p(y) pour tous x, y € A, car x et y commutent. Enfin, pour tous x, y € A, la
formule du binome entraine que ¢(x + y) = ¢(x) + X0 (£)xP~*yk + ¢(»). Soit
ke {1,...,p-1};démontrons que (?) est un entier divisible par p. Par définition,
ona (%) = p!/k!(p-k)!, de sorte que k!(p—k)!(?) = p! est multiple de p. Comme
p est un nombre premier, p ne divise aucun entier k tel que1 < k < p—1,de
sorte que p ne divise pas k!(p — k)! de AMV Par suite, il divise AMV On a donc
(D)5 et gl + ) = p(x) + p(y). Enfin, g(~x) = ()P = (-1)Pg(x); s
p=20nage(-x)=¢(x)=-¢(x) puisque 1 = —1 dans A ; sinon, (-1)? = -1 et
9(=x) = —¢(x).

Cet homomorphisme est appelé homomorphisme de Frobenius de A.

Un cas particulier trés important est obtenu lorsque A est un corps de carac-
téristique p.

Exemple (3.3.5). — Soit A un anneau. Pour tout a € A*, Papplication
Int(a): x ~ axa™ est un automorphisme de A (appelé automorphisme
intérieur). On a Int(a) o Int(b) = Int(ab);sia € Z(A), on a Int(a) = ids.
L’application Int: A* — Aut(A) est donc un homorphisme de groupes.

3.3.6. — Soit A un anneau commutatif. On appelle A-algébre la donnée d’un
anneau B et d’'un homomorphisme u de A dans B tel que u(A) soit contenu
dans le centre de B. Alors, pour tout élément a € A et tout élément b € B, on
pose ab = u(a)b. On a les relations a(b + ¢) = ab + ac, (aa’)b = a(a'b) et
(ab)(a’c) = aa’(bc) pour a,a’ € Aetb,ceB.

Cette convention permet de sous-entendre ’homomorphisme u, en écrivant
par exemple « Soit B une A-algebre. »

Si B et C sont des A-algeébres, un homomorphisme de A-algébres de B dans C
est un homomorphisme d’anneaux f : B — C tel que f(ab) = af(b) pour tout
aeAettoutdheB.

3.4. Exemples

3.4.1. — Citons sans commentaires I’anneau Z des entiers relatifs, les anneaux
finis Z/nZ, pour n > 1, les corps Q des nombres rationnels, R des nombres réels,
C des nombres complexes. Mentionnons aussi, si F est un corps commutatif,
I’anneau F[T] des polyndmes en une indéterminée T a coeflicients dans F.
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3.4.2. Produit d’une famille d’anneaux. — Soit I un ensemble et soit (A;);q
une famille d’anneaux; soit A = [];; A; le produit de cette famille. On le munit
de ’addition et de la multiplication terme & terme : pour a = (a;) et b = (b;)
dans A, on pose a + b = (a; + b;) et ab = (a;b;) ; on note aussi o (resp. 1) la
famille dont le terme d’indice i est ’élément o (resp. 'élément 1) de A;. Alors A
un un groupe abélien pour I’addition (produit de groupes abélien), un monoide
pour la multiplication (produit de monoides) et on vérifie immédiatement la
distributivité de la multiplication sur I’addition ; c’est donc un anneau qu’on
appelle le produit de la famille (A;)q.

Pour tout i € I, soit p; : A — A, la projection d’indice i ; ¢’est un homomor-
phisme d’anneaux.

Lorsque les anneaux A; sont égaux a un méme anneau A, on note Al 'anneau
produit ; c’est aussi ’ensemble des fonctions de I dans A avec la I’addition et la
multiplication point par point. Lorsque X est un espace topologique, I’ensemble
% (X,R) des applications continues de X dans R est un sous-anneau de RX.
Lorsque X est un ouvert de R (ou de R"), I’ensemble ¢’*(X, R) des fonctions
de classe ©* de X dans R est un sous-anneau de RX. (Ici, k est un élément de
Nu{co}.)

L’anneau A et la famille (p;) vérifient la propriété universelle suivante.

Lemme (3.4.3). — Soit (A;) une famille d’anneaux et soit A = [];q A; 'anneau
produit ; pour tout i, soit p; : A — A; la projection d’indice i. Pour tout anneau B
et toute famille (f;), ot f; : B - A; est un homomorphisme d’anneaux, il existe
un unique homomorphisme d’anneaux f : B — A tel que f; = p; o f pour tout i.

Démonstration. — Soit f : B - A I'application donnée par f(b) = (fi(0))ia
C’est la seule application de B dans A dont la composée avec p; est égale a f;,
pour tout i € I. C’est un homomorphisme d’anneaux, d’oti le lemme. O]

3.4.4. — Soit A un anneau et soit n un entier > o. Soit M,,(A) 'ensemble des
matrices n x n a coefficients dans A. On le munit des régles de calcul usuelles : la
somme de deux matrices P = (p; ;) et Q = (g;,;) est la matrice R = (r; ;) donnée
par r; j = p; ; + qi,; pour tout couple (i, j) d’éléments de {1,...,n} ;le produit
de ces matrices P et Q est la matrice S donnée par s; ; = Y.i_, pi kqx,j» pour tout
couple (i, j).



