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surjection,
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Ex
er
cic
e(
4.
6.
21
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
F
un
ee
xt
en
sio
n
�n
ie

de
E. a)
O
n
su
pp
os
eq
ue
F
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
ga
lo
isi
en
ne
de
E.
So
it
a
∈F
.E
xp
lic
ite
r

à
l’a
id
e
du
gr
ou
pe
G
al
(F

/E
)l
e
po
ly
nô
m
e
m
in
im
al
de
a.
En
dé
du
ire
qu
’il
es
t

sc
in
dé
da
ns
F.

b)
O
n
su
pp
os
e
qu
e
po
ur
to
ut
a
∈
F,
le
po
ly
nô
m
e
m
in
im
al
de
a
su
r
E
es
t

sé
pa
ra
bl
ee
ts
ci
nd
éd
an
sF
.D
ém
on
tre
rq
ue
l’e
xt
en
sio
n
F
de
E
es
tg
al
oi
sie
nn
e.

Ex
er
cic
e(
4.
6.
22
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if.
So
it
P
∈E

[T
]u
n
po
ly
nô
m
e

un
ita
ire
,s
oi
tn

=
de
g(
P)
;o
n
no
te
P
=
Tn

+
c 1T

n−
1 +
⋅⋅⋅
+
c n
.S
oi
tA
le
qu
ot
ie
nt
de

l’a
nn
ea
u
de
sp
ol
yn
ôm
es
E[
T 1
,.
..
,T
n]
pa
rl
’id
éa
le
ng
en
dr
ép
ar
le
sp
ol
yn
ôm
es

S p
−
(−
1)
p c
p,
où
S 1
,.
..
,S
n
so
nt
le
sp
ol
yn
ôm
es
sy
m
ét
riq
ue
sé
lé
m
en
ta
ire
s.

a)
So
it
a 1
,.
..
,a
n
le
s
im
ag
es
de
T 1
,.
..
,T
n
da
ns
A
.D
ém
on
tr
er
qu
e
l’o
n
a

l’é
ga
lit
éP

=
∏
n p=
1(T

−
a p

)d
an
sA

[T
].

b)
D
ém
on
tre
rq
ue
A
es
tu
n
E-
es
pa
ce
ve
ct
or
ie
ld
ed
im
en
sio
n
n!
.

c)
So
it
M
un
id
éa
lm
ax
im
al
de
A
.D
ém
on
tre
rq
ue
A
/M
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
de

dé
co
m
po
sit
io
n
de
P
su
rE
.

d)
D
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
eu
ne
ac
tio
n
du
gr
ou
pe
sy
m
ét
riq
ue

S
n
da
ns
A
(p
ar

au
to
m
or
ph
ism
es
de
E-
al
gè
br
es
)t
el
qu
eσ

(a
i)
=
a σ

(i
).

e)
O
n
su
pp
os
e
qu
e
P
es
ts
ép
ar
ab
le
.I
de
nt
i�
er
le
gr
ou
pe
de
G
al
oi
sd
e
A
/M

su
rE
au
sta
bi
lis
at
eu
rd
eM

da
ns

S
n.

f)
O
n
su
pp
os
et
ou
jo
ur
sq
ue
P
es
ts
ép
ar
ab
le
.D
ém
on
tr
er
qu
el
’e
ns
em
bl
ed
es

id
éa
ux
m
ax
im
au
x
de
A
es
t�
ni
.S
io
n
le
sn
ot
eM

1,
..
.,
M
r,
dé
m
on
tre
rq
ue
A
es
t

iso
m
or
ph
ea
u
pr
od
ui
td
es
co
rp
sA

/M
1,
..
.,
A
/M

r.

1.1
.E
N
SE
M
BL
ES
,R
EL
AT
IO
N
S,
A
PP
LI
CA
TI
O
N
S

3

di
te
su
rje
ct
io
n
ca
no
ni
qu
e.
Po
ur
a,
b
∈A
,c

(a
)=
c(
b)
si
et
se
ul
em
en
ts
iC

a
=
C b
,

si
et
se
ul
em
en
ts
ia

∼
b.

Le
m
m
e(
1.1
.8
)(
Pr
op
rié
té
un
iv
er
se
lle
de
l’e
ns
em
bl
eq
uo
tie
nt
)

So
it
A
et
B
de
se
ns
em
bl
es
et
so
it
∼
un
e
re
la
tio
n
d’
éq
ui
va
len
ce
da
ns
A
.S
oi
t

f∶
A
→
B
un
ea
pp
lic
at
io
n
tel
le
qu
e
f(
a)

=
f(
b)
po
ur
to
ut
co
up
le
(a
,b

)d
’él
ém
en
ts

de
A
tel
sq
ue
a
∼
b.
Il
ex
ist
eu
ne
un
iq
ue
ap
pl
ica
tio
n
f̄∶
A
/∼
→
B
tel
le
qu
e
f
=
f̄○
c.

M
al
gr
és
on
ap
pa
re
nc
ea
bs
tr
ai
te
,c
et
te
pr
op
rié
té
do
it
êt
re
co
ns
id
ér
ée
co
m
m
e

un
ev
ér
ita
bl
er
èg
le
de
ca
lcu
lp
er
m
et
ta
nt
de
dé
�n
ir
un
ea
pp
lic
at
io
n
de
so
ur
ce
un

en
se
m
bl
eq
uo
tie
nt
.C
el
le
-c
ie
st
trè
sé
lé
m
en
ta
ire
,n
ou
sv
er
ro
ns
da
ns
ce
co
ur
sd
e

no
m
br
eu
se
sa
ut
re
sp
ro
pr
ié
té
su
ni
ve
rs
el
le
s,
pa
rf
oi
sp
lu
ss
ub
til
es
.C
’e
st
un
de
s

bu
ts
de
ce
co
ur
sq
ue
d’
am
en
er
le
le
ct
eu
rà
en
ap
pr
éc
ie
rl
’in
té
rê
t.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
C
un
él
ém
en
td
eA

/∼
.S
oi
ta
,b
de
sé
lé
m
en
ts
de
C
;o
n

a
a
∼
b,
do
nc
f(
a)

=
f(
b)
;n
ot
on
s
f̄(
C
)c
et
él
ém
en
td
e
B,
ég
al
à
f(
a)
,p
ou
r

n’
im
po
rt
eq
ue
lé
lé
m
en
td
el
’e
ns
em
bl
en
on
vi
de
C
.P
ou
rt
ou
ta

∈A
,o
n
ad
on
c

f(
a)

=
f̄(
C
a)

=
f̄○
c(
a)
,d
on
c
f̄○
c=
f.
Ce
la
pr
ou
ve
l’e
xi
ste
nc
ed
’u
ne
ap
pl
ic
a-

tio
n
f̄∶
A
/∼
→
B
te
lle
qu
e
f̄○
c=
f.

So
it
al
or
sg

∶A
/∼
→
B
un
ea
pp
lic
at
io
n
te
lle
qu
e
g○
c=
fe
td
ém
on
tro
ns
qu
e

g
=
f̄.
So
it
C
∈A

/∼
et
so
it
a
∈C
;o
n
a
c(
a)

=
C
a
=
C
,d
on
c
g(
C
)=
g
○c

(a
)=

f(
a)

=
f̄(
C
a)

=
f̄(
C)
;p
ar
su
ite
,g

=
f̄.

1.1
.9
.
Re
la
tio
ns
d’
or
dr
e.
—
O
n
di
tq
u’
un
e
re
la
tio
n
bi
na
ire
es
tu
ne
re
la
tio
n

d’
or
dr
es
ie
lle
es
tr
é�
ex
iv
e,
tr
an
sit
iv
ee
ts
i,
de
pl
us
,

–
le
sc
on
di
tio
ns
a
●b
et
b
●a
en
tr
aî
ne
nt
qu
e
a
=
b.

Ex
em
pl
es
:l
ar
ela
tio
n
d’
or
dr
eu
su
ell
es
ur
les
no
m
br
es
en
tie
rs
,s
ur
les
no
m
br
es

ré
el
s;
la
re
la
tio
n
de
di
vi
sib
ili
té
su
rl
es
no
m
br
es
en
tie
rs
,o
u
su
rl
es
po
ly
nô
m
es
;

la
re
la
tio
n
d’
in
clu
sio
n
su
rl
es
pa
rt
ie
sd
’u
n
en
se
m
bl
e;
la
re
la
tio
n
op
po
sé
eà
un
e

re
la
tio
n
d’
or
dr
e;
l’o
rd
re
le
xi
co
gr
ap
hi
qu
e
su
r
le
pr
od
ui
td
e
de
ux
en
se
m
bl
es

or
do
nn
és
,o
u
su
rl
’en
se
m
bl
ed
es
su
ite
s�
ni
es
àv
al
eu
rs
da
ns
un
en
se
m
bl
eo
rd
on
né
.

So
it
⪯
un
e
re
la
tio
n
d’
or
dr
e
da
ns
un
en
se
m
bl
e
A
.S
oi
t
(a
,b

)
un
co
up
le

d’
élé
m
en
ts
de
A
;o
n
di
tq
u’
ils
so
nt
co
m
pa
ra
bl
es
si
l’o
n
a
a
⪯
b
ou
b
⪯
a.
O
n
di
t

qu
’u
ne
pa
rt
ie
S
de
A
es
tt
ot
al
em
en
to
rd
on
né
e
si
de
ux
él
ém
en
ts
qu
el
co
nq
ue
s

de
A
so
nt
co
m
pa
ra
bl
es
.L
or
sq
ue
A
es
tt
ot
al
em
en
to
rd
on
né
,o
n
di
ta
us
si
qu
el
a

re
la
tio
n
d’
or
dr
e⪯
es
tt
ot
al
e.
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1.1.10.
M
inorants,pluspetitélém

ent,borne
inférieure.

—
SoitS

unepartie
deA

etsoita
un
élém

entdeA
.

O
n
ditque

a
m
inore(resp.m

ajore)S,ou
estun

m
inorant(resp.un

m
ajorant)

deS.sil’on
a
a
⪯
s(resp.s⪯

a)pourtouts∈S.
O
n
ditque

a
estun

élém
entm

inim
al(resp.m

axim
al)deS

sil’on
a
a
∈
S
et

sia
estle

seulélém
ents∈

S
telque

s⪯
a
(resp.telque

a
⪯
s).Attention,cela

n’entraîne
pasque

a
m
inore

(resp.m
ajore)S,carilpeutexisterdesélém

ents
deS

incom
parablesavec

a.Ilpeutexisterplusieursélém
entsm

inim
aux
(resp.

m
axim

aux);parexem
plesil’ensem

bledesnom
bresentiers⩾

2
estm

unidela
relation

dedivisibilité,lesélém
entsm

inim
aux
sontlesnom

bresprem
iers.

O
n
ditque

S
possède

un
pluspetit(resp.un

plusgrand)élém
ents’ilexiste

un
m
inorant(resp.un

m
ajorant)de

S
quiestun

élém
entde

S;on
ditalors

naturellem
entquec’estlepluspetit(resp.leplusgrand)élém

entdeS
eton

le
noteéventuellem

entm
in(S)(resp.m

ax(S)).
O
n
ditque

S
possède

une
borne

inférieure
(resp.une

borne
supérieure)

si
l’ensem

bledesm
inorantsdeSpossèdeun

plusgrand
élém

ent(resp.sil’ensem
ble

desm
ajorantsdeS

possèdeun
pluspetitélém

ent);on
lanotealorsinf(S)(resp.

sup(S)).

1.1.11.
Ensem

blesbien
ordonnés.

—
O
n
ditqu’unerelation

d’ordre⪯
surun

ensem
ble
A
estun

bon
ordre,ou

que
l’ensem

ble
A
estbien

ordonné,sitoute
partienon

videdeA
possèdeun

pluspetitélém
ent.

Exem
plefondam

ental:lesentiersnaturels.SiA
etB

sontdesensem
blesbien

ordonnés,l’ordrelexicographiquesurleproduitA
×
B
estbien

ordonné.
U
n
bon

ordreestun
ordretotal;en

e�et,poura,b
∈A
,lepluspetitélém

ent
delapartienon

vide{a,b}
estcom

parableàl’autre.

Proposition
(1.1.12)(Principederécurrencetrans�nie)

SoitA
un
ensem

blebien
ordonnéetsoitS

unepartiedeA
.O
n
supposeque

pourtouta
∈A
,la
condition

suivanteestvéri�ée:six
∈S
pourtouttoutx

∈A
tel

quex
≺
a,alorsa

∈S.Alors,A
=
S.

D
ém
onstration.—

Raisonnonsparl’absurdeetsupposonsqueA
≠
S.Soitalors

a
le
pluspetitélém

entde
l’ensem

ble
non

vide
A

S.Pardé�nition
du
plus

petitélém
ent,on

a
x
/∈
A

S
pourtoutx

∈
A
telque

x
≺
a,c’est-à-dire

x
∈
S.

L’hypothèsedelaproposition
entraînealorsque

a
∈S,contradiction.

4.6.EXERCICES
161

b)D
ém
ontrerquel’application

σ
↦

σ∣A
dé�nitun

hom
om
orphism

einjectif
du
groupeG

al(F/E)danslegroupe
S
A
desperm

utationsdeA
.

c)D
ém
ontrerqueP

estirréductiblesietseulem
entsiG

al(F/E)agittransiti-
vem
entsurA

.
d)Plusgénéralem

ent,construireunebijection
entrel’ensem

bledesfacteurs
irréductibles(unitaires)deP

etl’ensem
bledesorbitesdeG

al(F/E)dansA
.

Exercice(4.6.18).—
SoitE

l’extension
deQ

engendréepara
=
√
2+

√
3.

a)Calculerlepolynôm
em
inim

alP
de
a
?Q
uellessontsesracines?

b)En
déduirequeE

estuneextension
dedécom

position
du
polynôm

eP.
c)ProuverqueG

al(E/Q
)estisom

orpheà
Z/4Z

eten
déterm

inerun
généra-

teur.

Exercice(4.6.19).—
SoitP

∈
Q
[T]un

polynôm
eirréductibledontledegréest

un
nom

breprem
ierp.SoitA

l’ensem
bledesracinesdeP

dansC
;on

suppose
queCard(A

∩
R)=

p−
2.SoitE

lesous-corpsdeC
engendréparA

.
a)D

ém
ontrerquel’extension

E
deQ

estgaloisienne.
b)D

ém
ontrerqueG

al(E/Q
)agittransitivem

entsurA
.

c)SoitG
l’im
agedel’hom

om
orphism

einjectifdeG
al(E/Q

)dans
S
A
donné

parσ
↦

σ∣A .
d)D

ém
ontrerqueG

contientunetransposition.
e)D

ém
ontrerqueG

contientun
élém

entd’ordre
p.

f)D
ém
ontrerqueG

=
S
A .

g)SoitQ
1 =

(T
2+
1)∏

p−2
a
=1 (T

−
a)
etsoitQ

2 ∈
Z[T]un

polynôm
e
unitaire

de
degré

p.O
n
suppose

que
l’im
age
de
Q
2 dans(Z/2Z)[T]

estirréductible.
D
ém
ontrerquepourtoutentiern

assezgrand,lepolynôm
eP

=
Q
2 +
2 nQ

1 véri�e
lesconditionsdel’exercice.

Exercice
(4.6.20).—

SoitE
le
sous-corps

de
C
engendré

par
les
racines

du
polynôm

eP
=
T
3−
2.

a)D
ém
ontrerqueP

estlepolynôm
em
inim

alde
3 √2.

b)D
ém
ontrerqueE

≠
Q
(
3 √2).

c)En
déduireque[E

∶Q
]=
6
etqueG

al(E/Q
)≃

S
3 .
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b)
D
ém
on
tre
rq
ue
l’o
n
dé
�n
it
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es

φ
∶G
al
(E
F/
F)
→

G
al
(E

/K
)e
n
po
sa
nt

φ(
σ)

=
σ∣
E
po
ur
to
ut

σ
∈G
al
(E
F/
F)
.

c)
D
ém
on
tr
er
qu
e
ce
th
om
om
or
ph
ism
e
es
ti
nj
ec
tif
et
qu
e
so
n
im
ag
e
es
t

G
al
(E

/E
∩
F)
.

d)
En
dé
du
ire
qu
e[
EF

∶F
]=

[E
∶E

∩
F]
,e
tq
ue

[E
F
∶K

]=
[E

∶K
][
F
∶K

]s
ie
t

se
ul
em
en
ts
iK

=
E
∩
F.

D
an
s
la
su
ite
de
ce
te
xe
rc
ic
e,
on
su
pp
os
e
au
ss
iq
ue
l’e
xt
en
sio
n
K

⊂
F
es
t

ga
lo
isi
en
ne
.

e)
D
ém
on
tre
rq
ue
le
se
xt
en
sio
ns
K
⊂
EF
et
K
⊂
E
∩
F
so
nt
ga
lo
isi
en
ne
s.

f)
D
ém
on
tre
rq
ue
l’o
n
dé
�n
it
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es

φ
∶G
al
(E
F/
K)
→
G
al
(E

/K
)×
G
al
(F

/K
)

en
po
sa
nt

φ(
σ)

=
(σ

∣ E,
σ∣
F)
po
ur
to
ut

σ
∈G
al
(E
F/
K)
.

g)
Pr
ou
ve
rq
ue
ce
th
om
om
or
ph
ism
ee
st
in
je
ct
if
et
qu
es
on
im
ag
ee
st
le
so
us

gr
ou
pe
de
G
al
(E

/K
)×
G
al
(F

/K
)f
or
m
éd
es
co
up
les

(σ
,τ

)t
els
qu
eσ

∣ E∩
F
=

τ∣ E
∩
F.

h)
Si
K

=
E
∩
F,
en
dé
du
ire
qu
e
G
al
(E
F/
K
)
es
ti
so
m
or
ph
e
à
G
al
(E

/K
)×

G
al
(F

/K
).

Ex
er
cic
e(
4.
6.
15
).
—
So
it
K
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if,
so
it
L
un
ee
xt
en
sio
n
�n
ie
de
K

et
so
it
E
et
F
de
se
xt
en
sio
ns
de
K
co
nt
en
ue
sd
an
sL
.O
n
su
pp
os
eq
ue

[E
∶K

]e
t

[F
∶K

]s
on
tp
re
m
ie
rs
en
tre
eu
x.
D
ém
on
tre
rq
ue

[E
F
∶K

]=
[E

∶K
][
F
∶K

].

Ex
er
cic
e(
4.
6.
16
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if,
so
it
p
un
no
m
br
ep
re
m
ie
re
t

so
it
a
∈E
.S
oi
tF
un
ee
xt
en
sio
n
de
E
da
ns
la
qu
ell
el
ep
ol
yn
ôm
eT

p
−
a
es
ts
ci
nd
é.

a)
Q
ue
lle
ss
on
tl
es
ra
ci
ne
sd
u
po
ly
nô
m
eT

p
−
a
da
ns
F
?

b)
So
it
P
∈
E[
T]
un
po
ly
nô
m
e
un
ita
ire
qu
id
iv
ise
P
et
so
it
n
=
de
g(
P)
.O
n

su
pp
os
eq
ue
1⩽
n
<
de
g(
P)
et
on
no
te
b
le
te
rm
ec
on
sta
nt
de
P.
D
ém
on
tre
rq
ue

(−
1)
np
bp

=
an
.

c)
En
dé
du
ire
qu
eP
es
ti
rr
éd
uc
tib
le
da
ns
E[
T]
si
et
se
ul
em
en
ts
’il
n’
ap
as
de

ra
ci
ne
da
ns
E.

Ex
er
cic
e(
4.
6.
17
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if,
so
it
P
∈E

[T
]u
n
po
ly
nô
m
e

sé
pa
ra
bl
e
(u
ni
ta
ire
)
et
so
it
F
un
e
ex
te
ns
io
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n
de
P.
So
it
A

l’e
ns
em
bl
ed
es
ra
ci
ne
sd
eP
da
ns
F.

a)
D
ém
on
tre
rq
ue
A
es
ts
ta
bl
ep
ar
G
al
(F

/E
).

1.1
.E
N
SE
M
BL
ES
,R
EL
AT
IO
N
S,
A
PP
LI
CA
TI
O
N
S

5

1.1
.13
.
—
O
n
pe
ut
an
al
ys
er
un
pe
u
pl
us
pr
éc
isé
m
en
tl
ep
rin
ci
pe
de
ré
cu
rr
en
ce

tr
an
s�
ni
e.
Su
pp
os
on
s
A
no
n
vi
de
.A
lo
rs
,A
po
ss
èd
e
un
pl
us
pe
tit
él
ém
en
t,

m
in
(A

).
D
ep
lu
sp
ou
rt
ou
té
lé
m
en
ta

∈A
qu
in
’e
st
pa
sl
ep
lu
sg
ra
nd
él
ém
en
t

de
A
,l
’e
ns
em
bl
e{
x
∈A
;a

≺
x}
n’
es
tp
as
vi
de
,d
on
cp
os
sè
de
un
pl
us
pe
tit
él
é-

m
en
t.
N
ot
on
ss

(a
)c
et
élé
m
en
t.
O
n
di
tq
ue
c’
es
tl
es
uc
ce
ss
eu
rd
ea
.L
es
élé
m
en
ts

de
A

{m
in
(A

)}
qu
in
es
on
tp
as
su
cc
es
se
ur
d’
un
él
ém
en
td
eA
so
nt
ap
pe
lé
s

lim
ite
s.
En
e�
et
,p
ou
rt
ou
tt
el
él
ém
en
ta

∈
A
et
to
ut
x
∈
A
te
lq
ue
x
≺
a,
on
a

x
≺
s(
x)

≺
a
(s
in
on
,o
n
au
ra
it
s(
x)

=
a,
et
a
se
ra
it
un
su
cc
es
se
ur
).

Co
ro
lla
ire
(1
.1.
14
).
—
So
it
A
un
en
se
m
bl
e
bi
en
or
do
nn
én
on
vi
de
et
so
it
S
un
e

pa
rt
ie
de
A
.O
n
fa
it
les
hy
po
th
ès
es
su
iv
an
te
s:

–
Le
pl
us
pe
tit
élé
m
en
td
eA
ap
pa
rt
ien
tà
S;

–
Po
ur
to
ut
élé
m
en
ta

∈S
qu
in
’es
tp
as
le
pl
us
gr
an
dé
lém
en
td
eA
,o
n
as

(a
)∈
S;

–
Po
ur
to
ut
élé
m
en
tl
im
ite
a
∈A
tel
qu
ex

∈S
po
ur
to
ut
x
∈A
sa
tis
fa
isa
nt
x
≺
a,

on
a
a
∈S
.

Al
or
s,
S
=
A
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Vé
ri�
on
sq
ue
S
sa
tis
fa
it
la
co
nd
iti
on
de
la
pr
op
os
iti
on
1.1
.12
.

So
it
a
∈
A
te
lq
ue
x
∈
S
po
ur
to
ut
x
∈
A
te
lq
ue
x
≺
a,
et
pr
ou
vo
ns
qu
e
a
∈
S.

Ra
iso
nn
on
ss
ui
va
nt
le
ty
pe
de
a.
Si
a
=
m
in
(A

),
al
or
sa

∈S
pa
rh
yp
ot
hè
se
,e
t

co
m
m
e
a
es
tl
e
se
ul
él
ém
en
td
e
A
in
fé
rie
ur
à
a,
on
a
a
∈
S′
.S
up
po
so
ns
al
or
s

qu
e
a
es
ts
uc
ce
ss
eu
re
ts
oi
ta

′
∈
A
te
lq
ue
a
=
s(
a′
);
pa
rh
yp
ot
hè
se
,a

′
∈
S,
si

bi
en
qu
e
a
=
s(
a′
)∈
S.
Lo
rs
qu
e
a
es
tl
im
ite
,l
’h
yp
ot
hè
se
du
co
ro
lla
ire
en
tr
aî
ne

im
m
éd
ia
te
m
en
tq
ue
a
∈S
.N
ou
sa
vo
ns
ai
ns
ip
ro
uv
éq
ue
a
∈S
da
ns
ch
aq
ue
ca
s,

et
la
pr
op
os
iti
on
1.1
.12
en
tr
aî
ne
qu
eS

=
A
.

1.1
.15
.
—
O
n
ap
pe
lle
se
gm
en
ti
ni
tia
ld
’u
n
en
se
m
bl
e
or
do
nn
é
S
to
ut
e
pa
rt
ie
I

de
S
te
lq
ue
si
x
∈I
et
y
⪯
x,
al
or
sy

∈I
.

Si
S
es
tu
n
en
se
m
bl
et
ot
al
em
en
to
rd
on
né
et
x
∈S
,o
n
no
te
S x

=
{a

∈S
;a

≺
x}
,

où
la
re
la
tio
n
≺
es
td
é�
ni
ep
ar
a
≺
b
si
et
se
ul
em
en
ts
ia

⪯
b
et
a
≠
b.
A
Lo
rs
,S
x

es
tu
n
se
gm
en
ti
ni
tia
ld
eS
.

Le
m
m
e(
1.1
.16
).
—
So
it
S
un
en
se
m
bl
eb
ie
n
or
do
nn
ée
ts
oi
tI
un
se
gm
en
ti
ni
tia
l

de
S,
di
sti
nc
td
eS
.S
ix
es
tl
ep
lu
sp
et
it
élé
m
en
td
eS

I,
on
a
I=
S x
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
a
∈S

x
;o
n
a
a
∈S
et
a
≺
x
;c
om
m
e
x
es
tl
e
pl
us
pe
tit

él
ém
en
td
e
S
I,
on
en
dé
du
it
qu
e
a
∈I
.I
nv
er
se
m
en
t,
so
it
a
∈I
;s
il
’o
n
av
ai
t
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1.STRU
CTU

RES
A
LG
ÉBRIQ

U
ES
—
A
PERÇU

x
⪯
a,on

en
déduiraitquex

∈Icarx
estun

segm
entinitialdeS;donc

a
≺
x
et

a
∈S

x .

�
éorèm

e(1.1.17)(Zorn).—
SoitA

un
ensem

blem
unid’unerelation

d’ordre⪯.
O
n
supposequetoutepartietotalem

entordonnéedeA
estm

ajorée
(1).Alors,A

possèdeun
élém

entm
axim

al.

D
ém
onstration,d’aprèsLew

in
(1991).—

Raisonnonsparl’absurde
en
suppo-

santqueA
nepossèdepasd’élém

entm
axim

al.
SoitC

unepartietotalem
entordonnéedeA

etsoita
un
m
ajorantdeC.Com

m
e

a
n’estpasun

élém
entm

axim
aldeA

,ilexisteun
élém

entb
∈
A
telque

a
⪯
b

etb
≠
a
;en
particulier,b

/∈C
(sinon,b

⪯
a,d’où

a
=
b).SoitT

l’ensem
bledes

partiestotalem
entordonnéesdeA

etsoitG
l’ensem

bledescouples(C,b)∈T×A
telqueb

soitun
m
ajorantdeC

n’appartenantpasàC.D
’aprèscequiprécède,

larestriction
àG
delaprem

ièreprojection
deT

×
A
dansT

estuneapplication
surjective.D

’aprèsl’axiom
edu

choix,ilexistedoncuneapplication
µ
∶T
→
A

tellequepourtoutC
∈T,µ(C)estun

m
ajorantdeC

quin’appartientpasàC.
O
n
ditqu’unepartieS

deA
estadéquatesielleestbien

ordonnéeetsil’on
a

x
=
µ(S

x )pourtoutx
∈S,où

S
x estlesegm

entinitial{a
∈S;a

≺
x}.

Lem
m
e(1.1.18).—

SoitS
etS

′despartiesadéquatesdeA
;alorsS

estun
segm

ent
initialdeS

′,ou
S
′estun

segm
entinitialdeS,ou

S=
S
′.

D
ém
onstration.—

Laréunion
IdespartiesdeA

quisontdessegm
entsinitiaux

deS
etdeS

′estàlafoisun
segm

entinitialdeS
etun

segm
entinitialdeS

′;c’est
m
êm
elaplusgrandepartiedeA

quiaitcettepropriété.
Sil’on

aI=
S,alorsS

estun
segm

entinitialdeS
′.Sil’on

aI=
S
′,alorsS

′est
un
segm

entinitialde
S.Supposonsdonc

que
I≠
S
etI≠

S
′;notonsx

le
plus

petitélém
entdeS

Iety
lepluspetitélém

entdeS
′
I.O
n
adoncI=

S
x =
S
′y .

C
om
m
e
S
etS

′sontadéquates,ilvientx
=
µ(S

x )
=
µ(S

′y )
=
y.Posonsalors

J=
I∪

{x}
=
I∪

{y};c’estun
segm

entinitialdeS
etdeS

′telqueI⊊
J,cequi

contreditladé�nition
deI.

N
otonsW

laréunion
detouteslespartiesadéquatesdeA

;dém
ontronsque

c’estunepartieadéquatedeA
.Ilfautd’abord

dém
ontrerqu’elleestbien

ordon-
née.C

onsidéronsainsiunepartienon
videC

deW
;soitS

unepartieadéquate
deA

quirencontreC
etsoita

lepluspetitélém
entdeS∩

C.Prouvonsquea
estle

(1
)O
n
ditqueA

estinductif.

4.6.EXERCICES
159

a)D
ém
ontrerque[E

∶Q
]=
4.

b)D
ém
ontrerqueE

estuneextension
galoisiennedeQ

.
c)
SoitA

l’ensem
ble

{±i,± √
2}.D

ém
ontrer

que
pour

touta
∈
A
ettout

σ
∈G
al(E/Q

),on
a

σ(a)∈A
.D
ém
ontrerquel’hom

om
orphism

edeG
al(E/Q

)
dans

S
A
donnéparσ

↦
σ∣A
estinjectif.

d)Q
uelleestl’im

agedecethom
om
orphism

e?En
déduirequeG

al(E/Q
)≃

(Z/2Z) 2.
e)D

éterm
inerun

élém
enta

∈E
telqueE

=
Q
(a)etcalculerson

polynôm
e

m
inim

al.

Exercice(4.6.11).—
SoitE

⊂
F
uneextension

galoisienneetsoitG
son
groupe

deG
alois.SoitH

un
sous-groupedeG

etsoitK
=
F
H.D

ém
ontrerqu’ilexiste

unepluspetiteextension
galoisienneL

deE
tellequeK

⊂
L
⊂
F.D

éterm
inerle

sous-groupedeG
quiluiestassociéparlacorrespondancedeG

alois.

Exercice
(4.6.12).—

SoitK
un
corpscom

m
utatifetsoitF

=
K(T

1 ,...,T
n )
le

corpsdesfractionsrationnellesen
n
indéterm

inéesT
1 ,..., T

n .SoitE
le
sous-

corpsdeF
engendréparlespolynôm

essym
étriquesS

1 ,...,S
n .

a)
D
ém
ontrer

que
l’extension

E
⊂
F
estgaloisienne

etque
G
al(F/E)

est
isom

orpheà
S
n .

b)Soita
=
T
1 +
2T
2 +

⋅⋅⋅+
nT

n .D
ém
ontrerqueF

=
E(a).

Exercice(4.6.13).—
SoitE

⊂
F
uneextension

�niegaloisienne,soitG
son
groupe

deG
alois.

a)Soita
∈F
etsoitG

a =
{σ

∈G
;σ(a)=

a}.D
ém
ontrerquel’extension

E(a)
estassociéeau

sous-groupeG
a deG

parlacorrespondancedeG
alois.

b)D
ém
ontrerqueE(a)=

F
sietseulem

entsiG
a =

{id}.
c)Soitb

un
élém

entdeF
telqueG

a ⊂
G
b .D
ém
ontrerqu’ilexisteun

polynôm
e

P
∈E[T]telqueP(a)=

b.

Exercice
(4.6.14).—

SoitK
un
corpscom

m
utatif;soitΩ

une
extension

de
K

etsoitE,F
deux

extensionsdeK
contenuesdansΩ

.O
n
noteEF

lesous-corps
deΩ

engendréparE
∪
F.

O
n
supposequel’extension

K
⊂
E
estgaloisienne.

a)D
ém
ontrerquel’extension

F
⊂
EF
estgaloisienne,dem

êm
equel’extension

E
∩
F
⊂
E.
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4.
CO
RP
S

O
n
po
se
P
=
∏
r i=
1(1

−
Pq

−
1

i
) .
D
ém
on
tre
rq
ue
Ca
rd

(V
)⋅
1 E
=
s(
P)
.E
n
dé
du
ire

qu
eC
ar
d(
V
)e
st
m
ul
tip
le
de
p
si
∑
r i=
1d
eg

(P
i)
<
n.

d)
So
it
d
un
en
tie
rt
el
qu
e
1⩽
d
<
n
et
so
it
P
∈E

[T
1,
..
.,
T n

]u
n
po
ly
nô
m
e

ho
m
og
èn
ed
ed
eg
ré
d.
D
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
e
a
∈E

n
te
lq
ue
a
≠
0
et
P(
a)

=
0.

Ex
er
cic
e(
4.
6.
8)
.—

a)
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
F
un
e
ex
te
ns
io
n
de

de
gr
é2
de
E.
So
it
x
∈F

E
te
lq
ue
x2

∈E
.S
oi
ta

∈E
;o
n
su
pp
os
eq
ue
a
es
tu
n

ca
rr
éd
an
sF
.D
ém
on
tre
rq
ue
a
es
tu
n
ca
rr
éd
an
sE
,o
u
ax
2
es
tu
n
ca
rr
éd
an
sE
.

b)
So
it
p 1
,.
..
,p
n
de
s
no
m
br
es
pr
em
ie
rs
di
st
in
ct
s.
O
n
co
ns
id
èr
e
le
s
de
ux

pr
op
rié
té
s:

a n
Le
co
rp
sQ

(√
p 1
,.
..
,√
p n

)e
st
de
de
gr
é2
n
su
rQ
;

b n
U
n
élé
m
en
tx

∈Q
es
tu
n
ca
rr
éd
an
sQ

(√
p 1
,.
..
,√
p n

)s
ie
ts
eu
lem
en
ts
’il

ex
ist
eu
ne
pa
rt
ie
Id
e{
1,
..
.,
n}
te
lle
qu
ex
∏
i∈
I
so
it
un
ca
rr
éd
an
sQ
.

D
ém
on
tre
rq
ue
la
co
nj
on
ct
io
n
de
(a
n)
et
(b
n)
im
pl
iq
ue
(a
n+
1)
et
qu
el
ac
on
jo
nc
-

tio
n
de
(a
n)
et
(b
n−
1)
im
pl
iq
ue
(b
n)
.E
n
dé
du
ire
qu
e
ce
sd
eu
x
pr
op
rié
té
ss
on
t

vr
ai
es
po
ur
to
ut
en
tie
rn
.

c)
D
ém
on
tre
rq
ue
le
sr
ac
in
es
ca
rr
ée
s√
2,

√
3,
√
5,
..
.d
es
no
m
br
es
pr
em
ie
rs

so
nt
lin
éa
ire
m
en
ti
nd
ép
en
da
nt
es
su
rQ
.

Ex
er
cic
e(
4.
6.
9)
.—

So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
F
un
e
ex
te
ns
io
n
�n
ie

de
E.
O
n
di
tq
u’
un
él
ém
en
td
eF
es
ts
ép
ar
ab
le
su
rE
si
so
n
po
ly
nô
m
em
in
im
al

es
ts
ép
ar
ab
le.

So
it
Ω
un
ee
xt
en
sio
n
al
gé
br
iq
ue
m
en
tc
lo
se
de
E.

a)
O
n
su
pp
os
eq
ue
F
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
ga
lo
isi
en
ne
de
E.
D
ém
on
tre
rq
ue
to
ut

élé
m
en
td
eF
es
ts
ép
ar
ab
le
su
rE
.

O
n
su
pp
os
ed
an
sl
as
ui
te
de
l’e
xe
rc
ic
eq
u’
il
ex
ist
eu
ne
pa
rt
ie
A
de
F
fo
rm
ée

d’
élé
m
en
ts
sé
pa
ra
bl
es
su
rA
te
lle
qu
eF

=
E(
A
).

b)
D
ém
on
tr
er
qu
’il
ex
ist
eu
ne
ex
te
ns
io
n
F′
de
F
qu
ie
st
un
ee
xt
en
sio
n
ga
lo
i-

sie
nn
ed
eE
.

c)
D
ém
on
tre
rq
ue
l’e
ns
em
bl
eH
om

E(
F,
Ω
)e
st
de
ca
rd
in
al

[F
∶E

].
In
ve
rs
em
en
t,

pr
ou
ve
rq
ue
ce
tte
pr
op
rié
té
en
tr
aî
ne
qu
et
ou
té
lé
m
en
td
eF
es
ts
ép
ar
ab
le
su
rE
.

d)
D
ém
on
tre
rq
ue
l’e
ns
em
bl
ed
es
so
us
-c
or
ps
K
te
ls
qu
eE

⊂
K
⊂
F
es
t�
ni
.

e)
D
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
eu
n
élé
m
en
ta

∈F
te
lq
ue
F
=
K(
a)
.

Ex
er
cic
e(
4.
6.
10
).
—
So
it
E
le
so
us
-c
or
ps
de
C
en
ge
nd
ré
pa
ri
et

√
2.

1.1
.E
N
SE
M
BL
ES
,R
EL
AT
IO
N
S,
A
PP
LI
CA
TI
O
N
S

7

pl
us
pe
tit
élé
m
en
td
eC
.S
oi
td
on
cx

∈C
et
so
it
S′
un
ep
ar
tie
ad
éq
ua
te
de
A
te
lle

qu
ex

∈S
′ .C
om
m
eS
es
tu
n
se
gm
en
ti
ni
tia
ld
eS

′ ,o
u
le
co
nt
ra
ire
,l
’él
ém
en
ta
,q
ui

es
tl
ep
lu
sp
et
it
élé
m
en
td
eS

∩C
,e
st
le
pl
us
pe
tit
élé
m
en
td
eS

′
∩ C
;e
n
pa
rt
ic
ul
ie
r

a
⪯
x,
co
m
m
ei
lf
al
la
it
dé
m
on
tre
r.

So
it
m
ai
nt
en
an
tx
un
él
ém
en
td
e
W
et
pr
ou
vo
ns
qu
e
x
=
µ(
W
x)
.S
oi
tS

un
e
pa
rt
ie
ad
éq
ua
te
de
A
qu
ic
on
tie
nt
x
;o
n
a
do
nc
S
⊂
W
,d
’o
ù
S x

⊂
W
x.

In
ve
rs
em
en
t,
so
it
y
un
élé
m
en
td
eW

te
lq
ue
y
≺
x
et
so
it
S′
un
ep
ar
tie
ad
éq
ua
te

de
A
qu
ic
on
tie
nt
y.
Si
S′
es
tu
n
se
gm
en
ti
ni
tia
ld
e
S,
on
a
y
∈
S,
do
nc
y
∈
S x
.

Si
no
n,
S
es
tu
n
se
gm
en
ti
ni
tia
ld
eS

′ ,
do
nc
S x

=
S′ x
;c
om
m
e
y
∈S

′ x,
on
en
dé
du
it

y
∈S

x.
C
el
ap
ro
uv
el
’é
ga
lit
éS
x
=
W
x.
Pa
rs
ui
te
,x

=
µ(
S x

)=
µ(
W
x)
.

C
et
te
pa
rt
ie
W
es
tl
a
pl
us
gr
an
de
pa
rt
ie
ad
éq
ua
te
de
A
.P
os
on
sa
lo
rs
W

′
=

W
∪
{µ

(W
)}
.C
’e
st
en
co
re
un
e
pa
rt
ie
ad
éq
ua
te
de
W
,e
tl
’o
n
a
W

⊊
W

′
ca
r

µ(
W

)/∈
W
.C
et
te
co
nt
ra
di
ct
io
n
te
rm
in
el
ap
re
uv
ed
u
th
éo
rè
m
e.

Re
m
ar
qu
e(
1.1
.19
).
—
Le
«t
hé
or
èm
ed
eZ
or
n
»e
st
l’u
n
de
sm
ul
tip
les
«p
rin
cip
es

m
ax
im
au
x»
dé
ve
lo
pp
és
da
ns
le
sa
nn
ée
s1
90
0–
19
30
pa
rd
iv
er
sm
at
hé
m
at
ic
ie
ns

(d
on
tH

au
sd

or
ff
(1
90
9)
,K

ur
at

ow
sk
i(
19
22
),
Zo

rn
(1
93
5)
)p
ou
rc
on
to
ur
ne
r

le
s«
ar
gu
m
en
ts
tr
an
s�
ni
s»
fo
nd
és
su
rl
e
th
éo
rè
m
e
de
Ze

rm
el
o
(1
90
4)
se
lo
n

le
qu
el
,p
ou
rt
ou
te
ns
em
bl
e
S,
il
ex
ist
e
un
bo
n
or
dr
e
su
rS
.L
a
fo
rm
e
gé
né
ra
le

so
us
la
qu
el
le
no
us
l’a
vo
ns
én
on
cé
e,
ap
pa
re
m
m
en
td
ue
àC
he
va
lle
y,
es
tc
el
le
de

Bo
ur

ba
ki
(1
97
0)
.

Bi
en
qu
el
’e
xi
ste
nc
ed
’u
n
bo
n
or
dr
ea
va
it
in
iti
al
em
en
té
té
pr
és
en
té
ec
om
m
e

év
id
en
te
pa
rC

an
to

r,
c’
es
tZ

er
m
el
o
(1
90
4)
qu
ie
n
do
nn
al
ap
re
m
iè
re
pr
eu
ve
.

Ce
tte
pr
eu
ve
fu
td
’ai
lle
ur
si
m
m
éd
ia
te
m
en
tc
rit
iq
ué
e,
en
ce
qu
’el
le
re
co
ur
ait
àu
n

«p
rin
cip
ed
ec
ho
ix
»s
elo
n
leq
ue
lo
n
pe
ut
ch
oi
sir
un
élé
m
en
tp
riv
ilé
gi
éd
ec
ha
qu
e

pa
rt
ie
no
n
vi
de
d’
un
en
se
m
bl
ed
on
né
.L
’im
po
ss
ib
ili
té
d’
ex
pl
ic
ite
re
�e
ct
iv
em
en
t

un
te
lc
ho
ix
�r
en
td
ou
te
rc
er
ta
in
sm
at
hé
m
at
ic
ie
ns
,t
els
Ba
ire
,B
or
el
ou
Le
be
sg
ue
,

de
la
va
lid
ité
de
ce
pr
in
cip
e,
al
or
sq
ue
d’
au
tre
s,
co
m
m
eH
ilb
er
t,
le
co
ns
id
ér
ai
en
t

co
m
m
ef
on
da
m
en
ta
l.
Ra
pp
elo
ns
no
us
qu
el
’im
m
en
se
e�
or
td
ef
on
da
tio
ns
da
ns

le
qu
el
le
s
m
at
hé
m
at
iq
ue
s
ét
ai
en
te
n
e�
et
en
tr
aî
né
es
au
dé
bu
td
u
xx
e
siè
cl
e

ét
ai
tn
ou
rr
id
ec
on
tro
ve
rs
es
(c
f.
D
ox

ia
di
s&
Pa

pa
di
m
it
ri
ou
(2
00
9)
).
D
an
su
n

se
co
nd
ar
tic
le
,Z

er
m
el
o
(1
90
8)
pr
op
os
a
un
e
se
co
nd
e
pr
eu
ve
à
l’o
cc
as
io
n
de

la
qu
ell
ei
le
xp
lic
ita
la
pr
em
iè
re
ax
io
m
at
isa
tio
n
de
la
th
éo
rie
de
se
ns
em
bl
es
,d
on
t

l’a
xi
om
ed
u
ch
oi
x
qu
’o
n
pe
ut
fo
rm
ul
er
en
di
sa
nt
qu
el
ep
ro
du
it
d’
un
ef
am
ill
e

d’
en
se
m
bl
es
no
n
vi
de
sn
’es
tp
as
vi
de
.O
u
en
co
re
,d
em
an
iè
re
éq
ui
va
len
te
:p
ou
r
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toute
application

surjective
f∶E

→
F,ilexiste

une
application

g∶F
→
E
telle

que
f○
g=
id
F .

Lasuspicion
desm

athém
aticiensàl’égard

decetaxiom
eétaitrenforcéepar

certainsénoncéspeu
plausiblesqu’ilperm

et,telslesdécom
positionsparadoxales

delasphère(Banach-Tarski,1924):on
peutdécouperlabouleunitédeR

3en
un
nom

bre�nidepartiesetlesdéplacerdansl’espacedesorteà
reconstituer

deux
boulesderayon

unité!
En
introduisantces

«principes
m
axim

aux
»,leurs

auteurs
voulaientainsi

proposerun
principealternatif,m

oinssujetàcontroverse,àl’axiom
edu

choix
etau

théorèm
edeZerm

elo.Ilsem
blequ’Artin

observaaussitôtquel’on
pouvait

déduirel’axiom
edu

choix
du
principem

axim
aldeZorn.Expliquonscom

m
ent,

c’estun
exem

plesim
plem

aiscaractéristiqued’utilisation
deceprincipe.

C
onsidéronsdoncuneapplication

surjective
f∶E

→
F
etsoitG

l’ensem
ble

descouples(S,g),où
S
estune

partie
de
F
etg∶S

→
E
une

application
telle

que
f○
g
=
id
S .O
n
m
unitl’ensem

ble
G
de
la
relation

d’ordre
pourlaquelle

(S,g)⪯
(S

′,g
′)siS⊂

S
′etsig

′∣S =
g.O
n
véri�equel’ensem

bleG
estinductif;

ilpossède
donc

un
élém

entm
axim

al,disons(S,g).SiS
=
F,l’application

g
véri�elapropriétévoulue.Sinon,on

considèreun
élém

enty∈F
S;ilexiste

parhypothèseun
élém

entx
∈E
telque

f(y)=
x
eton

considèrel’application
g
′deS

′=
S∪

{y}
dansE

quiprolonge
g
ettelleque

g
′(y)=

x.O
n
a(S

′,g
′)∈G

et(S,g)⪯
(S

′,g
′),m

aisS
≠
S
′cequicontreditl’hypothèseque(S,g)étaitun

élém
entm

axim
aldeG

.
A
insi,l’axiom

e
du
choix,le

théorèm
e
de
Zorn

etceluide
Zerm

elo
sont

desénoncéséquivalents(voirl’exercice1.5.4),m
êm
esion

nepeutréellem
ent

apprécier
cette

équivalence
qu’avec

une
com

préhension
un
peu

sérieuse
de

l’axiom
atiquedesensem

blesdeZerm
elo-Fraenkel.

Lethéorèm
edeZorn

estàlabasedenom
breuxthéorèm

esd’existencedu
cours

d’algèbre
(idéaux

m
axim

aux
d’un

anneau,basesd’espacesvectoriels,clôture
algébriqued’un

corps,...)m
aisaussid’analyse(théorèm

esdeTychonov
ou
de

H
ahn-Banach,parexem

ple).Son
ine�ectivité(ila�

rm
el’existenced’un

objet
sansperm

ettred’en
expliciterun)resteproblém

atique.Ilestaussiintéressant
desavoirquedansdesform

alisations«constructivistes»
desm

athém
atiques,

où
l’axiom

edu
choix

estexclu,cesthéorèm
esd’existencenesontplusvalables.

4.6.EXERCICES
157

D
ém
ontrerquelespolynôm

esS
1 ,...,S

n sontsym
étriques.

c)SoitP
∈
A[T

1 ,...,T
n ]un

polynôm
esym

étrique.D
ém
ontrerquelepoly-

nôm
e
P
0
∈
A[T

1 ,...,T
n
−1 ]dé�niparP

0
=
P(T

1 ,...,T
n
−1 ,0)

estsym
étrique.

Q
uedeviennentlespolynôm

esS
1 ,...,S

n lorsqu’on
rem
placeT

n par0
?

d)SoitP
∈A[T

1 ,...,T
n ]un

polynôm
esym

étrique.D
ém
ontrerqu’ilexisteun

uniquepolynôm
eQ

∈A[T
1 ,...,T

n ]telqueP
=
Q
(S1 ,...,S

n ).(Pourl’existence,
raisonnerparrécurrencesurn,puissurdeg(P);pourl’unicité,raisonnerpar
récurrencesurn,puissurdeg(Q

).)

Exercice
(4.6.5).—

SoitE
un
corps

com
m
utatif,soitn

un
entier⩾

1etsoit
F
=
E(a)uneextension

deE
engendréeparun

élém
entd’ordren.

a)D
ém
ontrerquelacaractéristiquedeE

nedivisepasn
etquelepolynôm

e
T
n−
1∈E[T]estséparable.

b)D
ém
ontrerqueF

estuneextension
dedécom

position
du
polynôm

eT
n−
1∈

E[T].
c)Soitσ

∈G
al(F/E).D

ém
ontrerqu’ilexisteun

uniqueentierd
∈{1,...,n}

telqueσ(a)=
a
d.

d)C
onstruire

un
hom

om
orphism

e
de
groupesinjectifsde

G
al(F/E)

dans
(Z/nZ)

×.En
déduirequeG

al(F/E)estun
groupecom

m
utatif.

Exercice(4.6.6).—
a)SoitG

un
groupeetsoitF

un
corpscom

m
utatif.SoitΣ

un
ensem

bled’hom
om
orphism

esdegroupesdeG
dansF

×.D
ém
ontrerqueles

élém
entsde

Σ
sontlinéairem

entindépendantsdansle
F-espace

vectorielF
G.

(C
onsidérerunerelation

dedépendancelinéaire
a
1 σ
1 +

⋅⋅⋅+
a
n σ
n =
0,où

n
est

m
inim

al.)
b)SoitE

etF
descorpscom

m
utatifsetsoitΣ

l’ensem
bledeshom

om
orphism

es
decorpsdeE

dansF.D
ém
ontrerquelesélém

entsdeΣ
sontlinéairem

entindé-
pendantsdansleF-espacevectorielF

E.

Exercice(4.6.7).—
SoitE

un
corps�ni,soitp

sa
caractéristiqueetsoitq

son
cardinal.Pourtoutpolynôm

eP
∈E[T

1 ,...,T
n ],on

poses(P)=
∑
a
∈E
n P(a).

a)Calculers(T
m)pourtoutentierm

.
b)SoitP

∈E[T
1 ,...,T

n ]telquedeg(P)<
n(q−

1).D
ém
ontrerques(P)=

0.
c)SoitP

1 ,..., P
r despolynôm

esdeE[T
1 ,..., T

n ] .SoitV
=
{a

∈E
n;P

1 (a)=
⋅⋅⋅=

P
r (a)=

0}.
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d)
So
it
c∈
R
.D
ém
on
tre
rq
ue
le
po
ly
nô
m
ed
eΩ

[T
]d
on
né
pa
r

P c
=
∏

1⩽
j<
k⩽
d(T

−
(a
j+
a k
+
ca
ja
k)
)

ap
pa
rt
ie
nt
àR

[T
].
(U
til
ise
rl
et
hé
or
èm
es
ur
les
po
ly
nô
m
es
sy
m
ét
riq
ue
sé
lém
en
-

ta
ire
s.)
e)
O
n
su
pp
os
eq
ue
to
ut
po
ly
nô
m
eQ
de
R
[T

]t
el
qu
ev
2(
de
g(
Q
))

<
v 2
(d
eg

(P
))

po
ss
èd
eu
ne
ra
ci
ne
da
ns
C
.D
ém
m
on
tre
rq
ue
po
ur
to
ut
c∈
R
,l
ep
ol
yn
ôm
eP

c
a

un
er
ac
in
ed
an
sC
.E
n
ch
oi
sis
sa
nt
co
nv
en
ab
lem
en
tp
lu
sie
ur
sv
al
eu
rs
de
c,
m
on
-

tre
rq
u’
il
ex
ist
ed
eu
xi
nd
ic
es
di
sti
nc
ts
je
tk
te
ls
qu
ea

j+
a k
et
a j
a k
ap
pa
rt
ie
nn
en
t

àC
.E
n
dé
du
ire
qu
e
a j
et
a k
so
nt
de
sé
lé
m
en
ts
de
C
.

f)
D
ém
on
tre
rq
ue
to
ut
po
ly
nô
m
en
on
co
ns
ta
nt
da
ns
C
[T

]a
un
er
ac
in
ed
an
sC
.

Ex
er
cic
e(
4.
6.
3)
.—

So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if.

a)
O
n
su
pp
os
eq
ue
E
es
td
ec
ar
ac
té
ris
tiq
ue
0.
D
ém
on
tre
rq
ue
to
ut
po
ly
nô
m
e

irr
éd
uc
tib
le
es
ts
ép
ar
ab
le.

O
n
su
pp
os
ed
an
sl
as
ui
te
de
ce
te
xe
rc
ic
eq
ue
p
es
tu
n
no
m
br
ep
re
m
ie
re
tq
ue

E
es
td
ec
ar
ac
té
ris
tiq
ue
p.

b)
So
it
a
∈E
un
élé
m
en
tq
ui
n’
es
tp
as
la
pu
iss
an
ce
p-
iè
m
ed
’u
n
élé
m
en
td
eE
;

dé
m
on
tr
er
qu
e
le
po
ly
nô
m
e
T
p
−
a
es
ti
rr
éd
uc
tib
le
da
ns
E[
T]
m
ai
sn
’e
st
pa
s

sé
pa
ra
bl
e.

c)
So
it
P
∈E

[T
]u
n
po
ly
nô
m
ei
rr
éd
uc
tib
le
qu
in
’es
tp
as
sé
pa
ra
bl
e.
D
ém
on
tre
r

qu
e
P′

=
0.
En
dé
du
ire
qu
’il
ex
ist
e
un
po
ly
nô
m
e
sé
pa
ra
bl
e
Q

∈
E[
T]
et
un

en
tie
rn

⩾
1t
els
qu
eP

=
Q
(T
pn
).

d)
Pr
ou
ve
rq
ue
to
ut
po
ly
nô
m
ei
rr
éd
uc
tib
le
de
E[
T]
es
ts
ép
ar
ab
le
si
et
se
ul
e-

m
en
ts
it
ou
té
lé
m
en
td
eE
es
tu
ne
pu
iss
an
ce
p-
iè
m
e.

Ex
er
cic
e(
4.
6.
4)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
et
so
it
n
un
en
tie
r⩾
1.

a)
Po
ur
to
ut

σ
∈S

n,
dé
m
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
eu
n
un
iq
ue
au
to
m
or
ph
ism
eσ

′
de

la
A
-a
lg
èb
re
A
[T
1,
..
.,
T n

]t
el
qu
eσ

′ (T
i)
=
T i
.V
ér
i�
er
qu
el
’ap
pl
ic
at
io
n

σ
↦

σ′
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
de

S
n
da
ns
Au
t A
(A

[T
1,
..
.,
T n

])
.

b)
O
n
di
tq
u’
un
po
ly
nô
m
eP

∈A
[T
1,
..
.,
T n

]e
st
sy
m
ét
riq
ue
si
l’o
n
aσ

′ (P
)=
P

po
ur
to
ut

σ
∈S

n.
Po
ur
to
ut
p
∈{
1,
..
.,
n}
,o
n
po
se

S p
=

∑
1⩽
i 1<
⋅⋅⋅
<
i p
⩽
n
T i

1
..
.T
i p
.

1.2
.M
AG
M
A
S

9

1.2
.
M
ag
m
as

1.2
.1.
Lo
id
e
co
m
po
si
tio
n.
—
So
it
A
un
en
se
m
bl
e.
U
ne
lo
id
e
co
m
po
sit
io
n

(b
in
ai
re
)d
an
sA
es
tu
ne
ap
pl
ic
at
io
n
m
∶A

×
A
→
A
.U
n
te
le
ns
em
bl
e
m
un
i

d’
un
e
lo
id
e
co
m
po
sit
io
n
es
ta
pp
el
é
m
ag
m
a.
Si
on
le
no
te
pa
rf
oi
sc
om
m
e
le

co
up
le

(A
,m

)f
or
m
éd
el
’e
ns
em
bl
ed
eb
as
ee
td
es
al
oi
de
co
m
po
sit
io
n,
on
éc
rit

le
pl
us
so
uv
en
ti
nf
or
m
el
le
m
en
tq
ue
A
es
tu
n
m
ag
m
a,
la
no
ta
tio
n
po
ur
la
lo
id
e

co
m
po
sit
io
n
ét
an
ts
up
po
sé
ec
la
ire
.

D
u
re
ste
,c
er
ta
in
es
lo
is
de
co
m
po
sit
io
ns
bi
na
ire
sm
ér
ite
nt
un
en
ot
at
io
n
pl
us

co
ns
ise
;s
i∗
es
tl
es
ym
bo
le
ch
oi
si
po
ur
ce
tte
lo
im
de
co
m
po
sit
io
n
bi
na
ire
,o
n

éc
rit
a
∗
b
au
lie
u
de
m
(a
,b

).

1.2
.2
.
M
or
ph
is
m
es
.
—
So
it
(A
,∗

)e
t(
B,
◻)
de
ux
m
ag
m
as
.O
n
di
tq
u’
un
ea
pp
li-

ca
tio
n
f∶
A
→
B
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
em
ag
m
as
si
l’o
n
a
f(
a∗
b)

=
f(
a)

◻
f(
b)

po
ur
to
us
a,
b
∈A
.

Le
m
m
e
(1
.2
.3
).
—
So
it
A
,B
,C
de
sm
ag
m
as
et
so
it
f∶
A
→
B
et
g∶
B
→
C
de
s

m
or
ph
ism
es
de
m
ag
m
as
.

a)
L’
ap
pl
ica
tio
n
id
en
tiq
ue
de
A
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
em
ag
m
as
.

b)
La
co
m
po
sit
io
n
g○
fe
st
un
m
or
ph
ism
ed
em
ag
m
as
.

c)
Si
l’a
pp
lic
at
io
n
f
es
tb
ije
ct
iv
e,
sa
bi
jec
tio
n
ré
cip
ro
qu
e
f−
1 ∶
B
→
A
es
tu
n

m
or
ph
ism
ed
em
ag
m
as
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
La
pr
em
iè
re
as
se
rt
io
n
es
té
vi
de
nt
e,
et
la
se
co
nd
el
’es
tp
re
sq
ue

au
ta
nt
,p
ui
sq
ue
(n
ot
an
t∗
,◻
et
△
le
sl
oi
sd
eA
,B
,C
),
on
a

(g
○
f)

(a
∗
b)

=
g(
f(
a
∗
b)

)=
g(
f(
a)

◻
f(
b)

)
=
g(
f(
a)

)△
g(
f(
b)

)=
(g
○
f)

(a
)△

(g
○
f)

(b
).

D
ém
on
tro
ns
en
�n
la
tro
isi
èm
ea
ss
er
tio
n.
So
it
a′
,b

′
∈B
et
po
so
ns
a
=
f−
1 (
a′
)e
t

b
=
f−
1 (b

′ )
;o
n
a
f(
a)

=
a′
,f

(b
)=
b′
,d
es
or
te
qu
e
f(
a∗
b)

=
a′
◻
b′
;p
ar
su
ite
,

a
∗
b
=
f−
1 (
a′
◻
b′
),
ce
qu
ip
ro
uv
eq
ue
f−
1
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
em
ag
m
as
.

1.2
.4
.
So
us
-m
ag
m
a.
—
So
it
A
un
m
ag
m
ad
on
to
n
no
te
∗
la
lo
id
ec
om
po
sit
io
n.

U
n
so
us
-m
ag
m
a
de
A
es
tu
ne
pa
rt
ie
B
de
A
te
lle
qu
e
a
∗
b
∈
B
po
ur
to
ut

co
up
le

(a
,b

)d
’él
ém
en
ts
de
B.

Si
(B
i) i

∈I
es
tu
ne
fa
m
ill
ed
es
ou
s-
m
ag
m
as
de
A
,s
on
in
te
rs
ec
tio
n
B
=
⋂
i∈
IB
i

es
tu
n
so
us
-m
ag
m
ad
eA
.
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SiS
est
une

partie
de
A
,on

appelle
sous-m

agm
a
de
A
engendré

par
S

l’intersection
de
la
fam
ille
de
touslessous-m

agm
asde

A
quicontiennentS.

C
’estun

sous-m
agm

adeA
quicontientS

etc’estlepluspetittelsous-m
agm

a.

1.2.5.
Propriétés.

—
SoitA

un
m
agm

a,donton
note∗

laloidecom
position.

O
n
ditquelaloi∗

est
–
com
m
utativesia∗

b
=
b∗
a
pourtousa,b

∈A
;

–
associativesi(a∗

b)∗
c=
a∗

(b∗
c)pourtousa,b,c∈A

.
O
n
ditaussiquelem

agm
aA
estcom

m
utatif(resp.associatif)pourdirequesa

loiestcom
m
utative(resp.associative).

D
ansun

m
agm

aassociatif,on
peutsansam

biguïtéenleverlesparenthèseset
écrire

a∗
b∗
cau

lieu
de(a∗

b)∗
cou

a∗
(b∗

c).
O
n
ditqu’un

élém
enta

estun
élém

entsim
pli�ableàgauchepourlaloi∗

si
a
∗
b
=
a
∗
b
′entraîne

que
b
=
b
′,pourtousb,b

′∈
A
.O
n
dé�nitde

m
anière

analoguelanotion
d’élém

entsim
pli�ableàdroite;un

élém
entestditsim

pli�able
s’ilestsim

pli�ableàgaucheetàdroite.
O
n
ditqu’un

élém
enteestun

élém
entneutreàgauchepourlaloi∗

sie∗b
=
b

pourtoutb
∈A
;on

dé�nitdem
anièreanaloguelanotion

d’élém
entneutreà

droite.

Lem
m
e(1.2.6).—

SoitA
un
m
agm

a
possédantun

élém
entneutreà

gauche,e
et

un
élém

entneutreà
droite,f.Alorse=

f.

Souslesconditionsdu
lem
m
e,on

ditque
e
estl’élém

entneutredu
m
agm

aA
etqueA

estun
m
agm

aunifère.

D
ém
onstration.—

O
n
calculededeux

m
anièreslacom

position
e∗
f.Com

m
e

eestun
élém

entneutreàgauche,on
ae∗

f=
e;com

m
e
festun

élém
entneutre

àdroite,on
a
e∗
f=
f;parsuite,e=

f.

SoitA
un
m
agm

aassociatifetunifère;soiteson
élém

entneutre.O
n
ditqu’un

élém
enta

deA
estinversibleàdroites’ilexisteun

élém
entb

∈B
telquea∗b

=
e;

un
telélém

entb
estappeléinverseà

droitede
a.O

n
dé�nitdem

êm
elanotion

d’élém
entinversibleàgauche,etd’inverseàgauche.

Lem
m
e(1.2.7).—

Soit(A
,∗)un

m
agm

a
associatifetunifère;notonse

son
élé-

m
entneutre.Soita

un
élém

entdeA
.

a)
Sia

estinversibleà
droite,alorsilestsim

pli�ableà
droite;
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Pourtoutσ
∈
G

{id},ilexiste
a
∈
F
telque

σ(a)
≠
a
;soitA

1 une
partie

�niedeF
contenantun

telélém
entpourchaque

σ
∈G

{id}.SoitA
=
G
⋅A
1 ;

c’estunepartie�niedeF,stableparG
.

SoitK
=
E(A).A

lors,l’extension
E
⊂
K
est�nie.Pour

toutσ
∈
G
,on

a
σ(A)

=
A
,cela

entraîne
que

σ(K)
=
K
.D
e
plus,pourtoutσ

∈
G

{id},il
existea

∈K
telqueσ(a)≠

a,doncl’application
σ
↦

σ∣K
deG

dansAutE (K)est
injective.A

lors,

E
⊂
K
AutE (K

)⊂
K
G
⊂
L
G
=
E,

sibien
queE

=
K
AutE (K

)=
K
G.Laprem

ièreégalitéprouvequel’extension
E
⊂
K

estgaloisienne.D
’aprèslacorrespondancedeG

alois,lasecondeentraîneque
G
=
AutE (K).En

particulier,on
a[K

∶E]=
Card(G).

Soita
∈F.O

n
peutreprendrel’argum

entprécédentaveclapartieA
′=
A
∪G

⋅a.
En
notantK

′=
E(A

′),on
adonc[K

′∶E]=
Card(G)=

[K
∶E].PuisqueK

⊂
K
′,

celaentraîneK
=
K
′,donc

a
∈K.A

insi,K
=
F,l’extension

E
⊂
F
estgaloisienne

etl’on
aG

=
G
al(F/E).

4.6.
Exercices

Exercice(4.6.1).—
SoitE

un
corpscom

m
utatif,soitF

uneextension
�niedeE

et
soita

∈F.O
n
supposeque[E(a)∶E]estim

pair.D
ém
ontrerqueE(a

2)=
E(a).

Exercice
(4.6.2).—

Le
butde

l’exercice
estde

dém
ontrerque

le
corpsC

des
nom

brescom
plexesestalgébriquem

entclos.
SiP

=
a
n T
n+

⋅⋅⋅+
a
0 ∈
C[T]estun

polynôm
eà
coe�

cientscom
plexes,on

noteP̄
lepolynôm

econjuguédé�niparP̄
=
ā
n T
n+

⋅⋅⋅+
ā
0 .

a)D
ém
ontrerque

toutnom
bre
com

plexe
a
une

racine
carrée

dans
C
.En

déduirequetouteéquation
du
second

degréàcoe�
cientsdansC

asesracines
dansC

.

b)SoitP
∈
R[T]un

polynôm
ededegréim

pair.D
ém
ontrerqu’ilauneracine

dansR.

c)
SoitP

un
polynôm

e
irréductible

de
R[T].D

ém
ontrer

qu’ilexiste
une

extension
�nieΩ

deC
danslaquelleP

estscindéetséparable.O
n
noted

=
deg(P)

eta
1 ,...,a

d lesracinesdeP
dansΩ

.



15
4

CH
A
PI
TR
E
4.
CO
RP
S

Co
ro
lla
ire
(4
.5
.9
).
—
So
it
F
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
E
un
so
us
-c
or
ps
de
F
te
l

qu
el
’ex
te
ns
io
n
E
⊂
F
so
it
ga
lo
isi
en
ne
.S
oi
tK
un
so
us
-c
or
ps
de
F
qu
ic
on
tie
nt
E.

Al
or
sl
’ex
te
ns
io
n
K

⊂
F
es
tg
al
oi
sie
nn
e.
D
e
pl
us
,l
es
co
nd
iti
on
ss
ui
va
nt
es
so
nt

éq
ui
va
len
te
s:

(i)
L’
ex
te
ns
io
n
E
⊂
K
es
tg
al
oi
sie
nn
e;

(ii
)
Po
ur
to
ut
élé
m
en
tσ

∈G
al
(F

/E
),
on
a

σ(
K)

=
K
;

(ii
i)
Le
gr
ou
pe
G
al
(F

/K
)e
st
un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eG
al
(F

/E
).

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
P
un
po
ly
nô
m
e
sé
pa
ra
bl
e
de
E[
T]
do
nt
F
es
tu
ne
ex
-

te
ns
io
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n.
Si
l’o
n
co
ns
id
èr
eP
co
m
m
eu
n
po
ly
nô
m
ed
eK

[T
],

on
co
ns
ta
te
qu
e
F
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n
de
P
su
rK
.P
ar
su
ite
,

l’e
xt
en
sio
n
K
⊂
F
es
tg
al
oi
sie
nn
e.

(i)
⇒
(ii
).
Su
pp
os
on
sl
’e
xt
en
sio
n
E
⊂
K
ga
lo
isi
en
ne
.S
oi
tσ

∈
G
al
(F

/E
);
dé
-

m
on
tro
ns
qu
eσ

(K
)⊂
K.
Pa
rh
yp
ot
hè
se
,K
es
te
xt
en
sio
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n
d’
un

po
ly
nô
m
es
ép
ar
ab
le
Q
∈E

[T
].
Po
ur
to
ut
er
ac
in
e
a
de
Q
,σ

(a
)e
st
ra
ci
ne
de
Q
,

do
nc

σ(
a)

∈K
.C
om
m
el
’e
xt
en
sio
n
K
es
te
ng
en
dr
ée
pa
rl
es
ra
ci
ne
sd
eQ
,o
n
a

σ(
K
)⊂
K
.O
n
aa
us
si

σ−
1 (K

)⊂
K
,d
’o
ù,
en
ap
pl
iq
ua
nt

σ,
l’i
nc
lu
sio
n
K
⊂

σ(
K
).

C
el
ad
ém
on
tre
qu
eσ

(K
)=
K.

(ii
)⇒
(i)
.S
oi
tp

∶A
ut
E(
F)
→
Au
t E
(K

)l
’h
om
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
do
nn
é

pa
r
p(

σ)
=

σ∣
F.
So
n
no
ya
u
es
tA
ut
K
(F

),
do
nc
es
td
e
ca
rd
in
al

[F
∶K

].
C
om
m
e

Ca
rd

(A
ut
E(
F)

)
=

[F
∶E

],
le
ca
rd
in
al
de
l’i
m
ag
e
de
p
es
té
ga
là

[F
∶E

]/
[F

∶
K
]=

[K
∶E

].
C
el
a
pr
ou
ve
qu
e
Ca
rd

(A
ut
E(
K
))

⩾
[K

∶E
].
O
n
a
do
nc
ég
al
ité
et

l’e
xt
en
sio
n
K
de
E
es
tg
al
oi
sie
nn
e.

(ii
)⇒
(ii
i).
So
it

σ
∈
G
al
(F

/K
)
et

τ
∈
G
al
(F

/E
);
dé
m
on
tr
on
s
qu
e

τ−
1 σ

τ
∈

G
al
(F

/K
).
So
it
a
∈K
;p
ar
hy
po
th
ès
e,
on
a

τ(
a)

∈K
;p
ar
su
ite
,σ

(τ
(a

))
=

τ(
a)
,

d’
où

τ−
1 σ

τ(
a)

=
τ−
1 (τ

(a
))

=
a.
Ce
la
dé
m
on
tre
qu
eτ

−
1 σ

τ
∈G
al
(F

/K
).
A
in
si,
le

so
us
-g
ro
up
eG
al
(F

/K
)e
st
di
sti
ng
ué
da
ns
G
al
(F

/E
).

(ii
i)⇒
(ii
).
So
it

σ
∈G
al
(F

/E
).
Le
so
us
-c
or
ps
de
F
�x
ép
ar

σ
G
al
(F

/K
)σ

−
1
es
t

ég
al
à

σ(
K)
.S
iG
al
(F

/K
)e
st
un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eG
al
(F

/E
),
on
ad
on
c

σ(
K)

=
K.

Re
m
ar
qu
e(
4.
5.
10
).
—
So
it
F
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if,
so
it
G
un
so
us
-g
ro
up
e�
ni

du
gr
ou
pe
Au
t(
F)
de
sa
ut
om
or
ph
ism
es
de
F
et
so
it
E
=
FG
.D
ém
on
tr
on
sq
ue

l’e
xt
en
sio
n
E
⊂
F
es
t�
ni
e,
et
do
nc
ga
lo
isi
en
ne
(th
éo
rè
m
e4
.5.
5,
co
nd
iti
on
(iv
))
.

So
it
a
∈F
;l
ep
ol
yn
ôm
e ∏

σ∈
G
(T

−
σ(
a)

)e
st
in
va
ria
nt
pa
rG
do
nc
ap
pa
rt
ie
nt

àE
[T

],
et
po
ss
èd
ea
co
m
m
er
ac
in
e.
Ai
ns
i,
to
ut
élé
m
en
td
eF
es
ta
lg
éb
riq
ue
su
rE
.

1.2
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b)
Si
a
es
ti
nv
er
sib
le
à
ga
uc
he
,i
le
st
sim
pl
i�
ab
le
à
ga
uc
he
;

c)
Su
pp
os
on
sq
ue
a
so
it
in
ve
rs
ib
le
à
dr
oi
te
et
à
ga
uc
he
;s
oi
tb
un
in
ve
rs
eà
dr
oi
te

et
so
it
cu
n
in
ve
rs
eà
ga
uc
he
de
a.
O
n
a
b
=
c.

Pa
rs
ui
te
,s
iu
n
él
ém
en
ta
es
ti
nv
er
sib
le
à
dr
oi
te
et
à
ga
uc
he
,o
n
di
tq
u’
il
es
t

in
ve
rs
ib
le,
et
qu
el
’u
ni
qu
eé
lém
en
tb
de
A
te
lq
ue
a∗
b
=
b∗
a
=
ee
st
so
n
in
ve
rs
e.

D
ém
on
str
at
io
n.
—

a)
Su
pp
os
on
sq
ue
a
es
ti
nv
er
sib
le
à
dr
oi
te
et
so
it
b
un

in
ve
rs
e
à
dr
oi
te
de
a.
So
it
c,
c′
∈
A
te
ls
qu
e
c∗
a
=
c′
∗
a
;o
n
a
c
=
c∗
e
=

c∗
(a

∗
b)

=
(c
∗
a)
∗
b
=
(c

′
∗
a)
∗
b
=
c′
∗
(a

∗
b)

=
c′
∗
e
=
c′ .
C
el
a
pr
ou
ve

qu
e
a
es
ts
im
pl
i�
ab
le
àd
ro
ite
.

b)
L’
as
se
rt
io
n
se
dé
m
on
tre
de
m
êm
eq
ue
la
pr
éc
éd
en
te
.

c)
Av
ec
les
no
ta
tio
ns
de
l’a
ss
er
tio
n,
on
ac

∗a
=
a∗
b
=
e.
Pa
rs
ui
te
,b

=
e∗
b
=

(c
∗
a)
∗
b
=
c∗

(a
∗
b)

=
c∗
e
=
c.

1.2
.8
.
—
So
it
(A
,∗

)u
n
m
ag
m
ae
ts
oi
t∼
un
er
ela
tio
n
d’
éq
ui
va
len
ce
da
ns
A
.O
n

di
tq
ue
la
re
lat
io
n
∼
es
tc
om
pa
tib
le
av
ec
la
lo
id
ec
om
po
sit
io
n
de
A
si
les
re
lat
io
ns

a
∼
a′
et
b
∼
b′
en
tr
aî
ne
nt
a
∗
b
∼
a′
∗
b′
.I
le
xi
ste
al
or
su
ne
un
iq
ue
lo
id
e

co
m
po
sit
io
n
su
rl
’en
se
m
bl
eq
uo
tie
nt
A
/∼
po
ur
la
qu
ell
el
as
ur
je
ct
io
n
ca
no
ni
qu
e

c∶
A
→
A
/∼
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
em
ag
m
as
;o
n
di
tq
ue
A
/∼
,m
un
id
ec
et
te
lo
i

de
co
m
po
sit
io
n,
es
tl
em
ag
m
aq
uo
tie
nt
de
A
pa
rl
ar
el
at
io
n
d’
éq
ui
va
le
nc
e∼
.

Si
le
m
ag
m
a
A
es
t
as
so
ci
at
if
(r
es
p.
co
m
m
ut
at
if)
il
en
es
t
de
m
êm
e
du

m
ag
m
a
A
/∼
.S
iA
es
tu
ni
fè
re
,a
lo
rs
A
/∼
l’e
st
au
ss
ie
ts
on
él
ém
en
tn
eu
tr
e
es
t

l’i
m
ag
ec

(e
)d
el
’él
ém
en
tn
eu
tre
e
de
A
.

Su
pp
os
on
sq
ue
A
so
it
as
so
ci
at
if
et
un
ifè
re
.L
’im
ag
ec

(a
)d
’u
n
élé
m
en
ta
de
A

qu
ie
st
in
ve
rs
ib
le
àd
ro
ite
(r
es
p.
àg
au
ch
e)
es
ti
nv
er
sib
le
àd
ro
ite
(r
es
p.
àg
au
ch
e)
;

en
e�
et
,s
ib
es
tu
n
in
ve
rs
eà
dr
oi
te
(r
es
p.
àg
au
ch
e)
de
a,
so
n
im
ag
ee
st
un
in
ve
rs
e

àd
ro
ite
(r
es
p.
àg
au
ch
e)
de
c(
a)
.

En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
si
A
es
tu
n
gr
ou
pe
,l
em
ag
m
aq
uo
tie
nt
A
/∼
es
tu
n
gr
ou
pe
.

Le
m
m
e(
1.2
.9
)(
Pr
op
rié
té
un
iv
er
se
lle
du
m
ag
m
aq
uo
tie
nt
)

So
it
A
un
m
ag
m
a
et
so
it
∼
un
er
ela
tio
n
d’
éq
ui
va
len
ce
da
ns
A
qu
ie
st
co
m
pa
tib
le

av
ec
sa
lo
id
ec
om
po
sit
io
n.
So
it
B
un
m
ag
m
a
et
so
it
f∶
A
→
B
un
m
or
ph
ism
ed
e

m
ag
m
as
te
lq
ue
f(
a)

=
f(
a′
)p
ou
rt
ou
tc
ou
pl
e(
a,
a′
)d
’él
ém
en
ts
de
A
te
lq
ue

a
∼
a′
.I
le
xi
ste
un
un
iq
ue
m
or
ph
ism
ed
em
ag
m
as
f̄∶
A
/∼
→
B
te
lq
ue
f
=
f̄○
c.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
f̄
l’a
pp
lic
at
io
n
de
A
/∼
da
ns
B
te
lle
qu
e
f
=
f̄
○
c.

D
ém
on
tr
on
s
qu
e
c’
es
tu
n
m
or
ph
ism
e
de
m
ag
m
as
.S
oi
tx
et
y
de
s
él
ém
en
ts
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1.STRU
CTU

RES
A
LG
ÉBRIQ

U
ES
—
A
PERÇU

de
A/∼

etsoita,b
des
élém

ents
de
A
tels
que

x
=
c(a)

et
y
=
c(b);on

a
f̄(x)=

f(a)etf̄(y)=
f(b).Pardé�nition

delaloidecom
position

deA/∼,on
a
x
∗
y=
c(a)∗

c(b)=
c(a∗

b);on
aalors

f̄(x
∗
y)=

f̄(c(a∗
b))=

f(a∗
b)=

f(a)∗
f(b)=

f̄(x)∗
f̄(y),

d’où
lelem

m
e.

1.3.
Structuresalgébriques

1.3.1.
M
onoïdes.

—
U
n
m
onoïdeestun

ensem
blem

unid’uneloidecom
posi-

tion
associativeetpossédantun

élém
entneutre.

Exem
ples:lesensem

blesusuelsdenom
bres(entiers,réels,com

plexes)pour
l’addition

ou
la
m
ultiplication

;lesentierspositifs,lesnom
bresréelspositifs

pourl’addition,ou
la
m
ultiplication

;lesm
atricescarréesde

taille
donnée

à
coe�

cientspositifsou
nuls,pourlam

ultiplication.
U
n
m
orphism

e
de
m
onoïde

estun
m
orphism

e
de
m
agm

as
quiapplique

l’élém
entneutresurl’élém

entneutre.
U
n
sous-m

onoïded’un
m
onoïdeM

estun
sous-m

agm
aquicontientl’élém

ent
neutre;laloidecom

position
deM

en
faitalorsun

m
onoïde.

1.3.2.
G
roupes.

—
O
n
ditqu’un

m
onoïde

estun
groupe

sitoutélém
entest

inversible.
U
n
m
orphism

edegroupesestun
m
orphism

edem
onoïdes.

U
n
sous-grouped’un

groupeG
estun

sous-m
onoïdequiestun

groupe.

1.3.3.
A
nneaux.

—
U
n
anneau

estun
ensem

bleA
m
unidedeux

lois,unead-
dition

+
etunem

ultiplication
⋅,véri�antlespropriétéssuivantes:

–
Lem

agm
a(A

,+)estun
groupecom

m
utatif;on

note0
son
élém

entneutre.
–
Lem

agm
a(A

,⋅)estassociatifetunifère;on
note1son

élém
entneutre.

–
Lam

ultiplication
estdistributiveparrapportàl’addition

:on
a
a⋅(b+

c)=
a⋅b+

a⋅cet(b+
c)⋅a

=
b⋅a+

c⋅a
pourtousa,b,cdansA

.
O
n
ditquel’anneau

A
estcom

m
utatifsisam

ultiplication
estcom

m
utative.

O
n
rem
arqueraqu’un

ensem
bleréduitàun

élém
ent,disonsa,estun

anneau
com

m
utatiflorsqu’on

le
m
unitde

la
seule

addition
etla

seule
m
ultiplication

possible;danscetanneau,0
=
1;on

l’appellel’anneau
nul.
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[F
∶E].ToutE-m

orphism
e
f∶F

→
F
estinjectifetson

im
ageestun

sous-espace
vectorieldeF

dedim
ension

[F
∶E],doncestsurjectif.O

n
aainsidém

ontréque
Card(G)=

[F
∶E].

D
é�nition

(4.5.6).—
SoitE

un
corpscom

m
utatifetsoitF

une
extension

�nie
de
E.O

n
ditque

c’estune
extension

galoisienne
silesconditionséquivalentes

du
théorèm

e4.5.5sontsatisfaites.LegroupeAutE (F)estalorsappelégroupede
G
aloisdel’extension

etestnotéG
al(F/E).

Exem
ple(4.5.7).—

SoitE
un
corps�nietsoitF

uneextension
�niedeE.Posons

q
=
Card(E)etn

=
[F
∶E].L’application

φ
∶F
→
F
dé�nieparφ(x)=

x
qestun

m
orphism

edecorps.O
n
a

φ(a)=
a
pourtouta

∈
E.C

om
m
eF
est�ni,φ

est
bijectif.C

’estdoncun
élém

entdeAutE (F).Pourtoutentierm
⩾
1ettoutx

∈F,
on
a

φ
m(x)

=
x
q
m.En

particulier,φ
n
=
id
F .Si1⩽

m
<
n,on

a
φ
m
≠
id
carle

polynôm
eT

q
m−
T
aau

plusq
m
racinesdansF.Celaprouvequeφ

estd’ordren
dansG

al(F/E).Puisque[F
∶E]=

n,celaim
pliqued’unepartquel’extension

F
deE

estgaloisienne,etd’autrepartqueson
groupedeG

aloisestengendréparφ,
doncestisom

orpheà
Z/nZ.

Corollaire(4.5.8)(C
orrespondancedeG

alois).—
SoitF

un
corpscom

m
utatif,

soitE
un
sous-corpsdeF

telquel’extension
E
⊂
F
soitgaloisienne.

LesapplicationsH
↦
F
H
etK

↦
AutK (F)sontdesbijections,inversesl’unede

l’autre,entresous-groupesH
deG

al(F/E)etsous-corpsK
deF

quicontiennentE.

D
ém
onstration.—

Soit
K
un
sous-corps

de
F
qui

contient
E.
D
’après

la
propriété

(iii),l’extension
F/K

estgaloisienne.En
particulier,K

=
F
AutK

(F
)et

Card(AutK (F))=
[F
∶K].

SoitH
un
sous-groupedeAutE (F)etsoitK

=
F
H.A

lors,l’extension
F/K

est
galoisienneetCard(G

al(F/K))=
[F
∶K].D

ém
ontronsquel’on

aH
=
G
al(F/K).

O
n
aH

⊂
G
al(F/K)parconstruction

deK
.Inversem

ent,soita
∈F
un
élém

ent
dontle

polynôm
e
m
inim

alP
surK

estscindé
etséparable

dansF.O
n
a
donc

F
=
K(a),deg(P)

=
[F

∶K]
etl’application

σ
↦

σ(a)
estune

bijection
de

AutK (F)
surl’ensem

ble
desracinesde

P
dansF.Parsuite,le

polynôm
e
Q

=
∏

σ
∈H (T

−
σ(a))deF[T]diviseP

;com
m
eilestinvariantparH

,ilappartient
àF

H[T]=
K[T].Pardé�nition

du
polynôm

em
inim

al,celaentraînequeP
=
Q
,

d’où
Card(H

)
=
deg(Q

)
=
deg(P)

=
Card(G

al(F/K)).O
n
a
donc

l’égalité
H
=
Card(F/K).
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CH
A
PI
TR
E
4.
CO
RP
S

do
nc
P(

σ(
a)

)
=
0
po
ur
to
ut

σ
∈
G
.E
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
le
s
él
ém
en
ts

σ i
(a

)
so
nt

de
s
ra
ci
ne
s
de
P,
de
ux
à
de
ux
di
st
in
ct
es
,s
ib
ie
n
qu
e
de
g(
P)

⩾
m
.P
ui
sq
ue

de
g(
P)

⩽
[F

∶E
],
on
en
dé
du
it
qu
e
m

⩽
[F

∶E
].
C
et
te
in
ég
al
ité
va
la
nt
po
ur

to
ut
en
tie
rm
te
lq
ue
m
⩽
Ca
rd

(G
),
le
gr
ou
pe
G
es
t�
ni
,e
ts
on
ca
rd
in
al
vé
ri�
e

Ca
rd

(G
)⩽

[F
∶E

].
Su
pp
os
on
sq
ue
Ca
rd

(G
)=

[F
∶E

]e
ta
pp
liq
uo
ns
la
co
ns
tr
uc
tio
n
pr
éc
éd
en
te

av
ec
m
=
[F
∶E

].
Il
ex
ist
ea
in
si
un
po
ly
nô
m
ei
rr
éd
uc
tib
le
P
∈E

[T
],
de
de
gr
ém
,

qu
ie
st
sc
in
dé
àr
ac
in
es
sim
pl
es
da
ns
F.
So
it
a
un
er
ac
in
ed
eP
da
ns
F.
C
om
m
e

P
es
ti
rr
éd
uc
tib
le
,l
as
ou
s-
ex
te
ns
io
n
E(
a)
de
F
en
ge
nd
ré
ep
ar
a
es
td
ed
eg
ré
m
,

do
nc
es
té
ga
le
à
F.
Pa
rs
ui
te
,F
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n
de
P.
C
el
a

pr
ou
ve
l’i
m
pl
ic
at
io
n
(i)
⇒
(ii
).

L’
im
pl
ic
at
io
n
(ii
)⇒
(ii
i)
es
té
vi
de
nt
e.

D
ém
on
tro
ns
l’i
m
pl
ic
at
io
n
(i)
⇒
(iv
).
So
it
E′
=
FG
.A
pr
io
ri,
on
au
ne
in
clu
sio
n

Au
t E

′ ( F
)
⊂
Au
t E
(F

)
=
G
,m
ai
s,
pa
r
dé
�n
iti
on
de
E′
,t
ou
tE
-a
ut
om
or
ph
ism
e

de
F
es
tE

′ -l
in
éa
ire
,d
e
so
rt
e
qu
e
Au
t E

′ (F
)=
G
.D
’a
pr
ès
la
pr
em
iè
re
pa
rt
ie
du

th
éo
rè
m
e,
ap
pl
iq
ué
eà
l’e
xt
en
sio
n
E′
⊂
F,
on
ad
on
cC
ar
d(
G
)⩽

[F
∶E

′ ].
Pu
isq
ue

Ca
rd

(G
)=

[F
∶E

]=
[F
∶E

′ ]
[E

′
∶E

],
on
ad
on
c[
E′
∶E

]=
1,
d’
où
E′
=
E.

D
ém
on
tr
on
sl
’im
pl
ic
at
io
n
(iv
)⇒
(ii
i).
So
it
A
un
e
pa
rt
ie
�n
ie
de
F
te
lle
qu
e

F
=
E(
A
);
qu
itt
e
à
ad
jo
in
dr
e
à
A
le
sé
lé
m
en
ts

σ(
a)
,p
ou
rσ

∈
G
et
a
∈
A
,o
n

su
pp
os
eq
ue
A
es
ts
ta
bl
ep
ar
G
.P
os
on
sa
lo
rs
P
=
∏
a∈
A
(T
−a

).
C
’es
tu
n
po
ly
nô
m
e

àc
oe
�
ci
en
ts
da
ns
F,
sc
in
dé
da
ns
F,
et
se
sr
ac
in
es
en
ge
nd
re
nt
F
co
m
m
ee
xt
en
sio
n

de
E.
Co
m
m
eA
es
ts
ta
bl
ep
ar
G
,o
n
aσ

(P
)=
P
po
ur
to
ut

σ
∈G
,d
es
or
te
qu
el
es

co
e�
ci
en
ts
de
P
ap
pa
rt
ie
nn
en
tà
FG
.P
ui
sq
ue
E
=
FG
,o
n
a
do
nc
P
∈E

[T
]e
tF

es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n
de
P.

D
ém
on
tr
on
sq
ue
(ii
i)⇒
(i)
.S
oi
tP

∈E
[T

]u
n
po
ly
nô
m
es
ép
ar
ab
le
do
nt
F
es
t

un
ee
xt
en
sio
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n
et
so
it
A
l’e
ns
em
bl
ed
es
ra
ci
ne
sd
eP
da
ns
F.

D
ém
on
tro
ns
pa
rr
éc
ur
re
nc
es
ur
le
ca
rd
in
al
d’
un
ep
ar
tie
B
de
A
qu
el
’e
ns
em
bl
e

de
s
E-
m
or
ph
ism
es
de
E(
B)
da
ns
F
es
td
e
ca
rd
in
al

[E
(B

)
∶E

].
C
’e
st
vr
ai
si

B
=
∅,
ca
rE

(B
)=
E.
Su
pp
os
on
sl
e
ré
su
lta
tv
ra
ip
ou
rB
et
so
it
al
or
sa

∈A
B.

Pa
rr
es
tr
ic
tio
n
à
E(
B)
,u
n
E-
m
or
ph
ism
e
de
E(
B
∪

{a
})
da
ns
F
dé
�n
it
un
E-

m
or
ph
ism
ed
eE

(B
)d
an
sF
.I
nv
er
se
m
en
t,
so
it
f∶
E(
B)
→
F
un
E-
m
or
ph
ism
ee
t

ch
er
ch
on
sà
le
pr
ol
on
ge
rà
E(
B∪

{a
})
.S
oi
tQ
le
po
ly
nô
m
em
in
im
al
de
a
su
rE

(B
);

c’
es
tu
n
di
vi
se
ur
de
P
da
ns
E(
B)

[T
].
En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
il
es
ts
ép
ar
ab
le
et
sc
in
dé

da
ns
F
et
ch
ac
un
ed
es
es
ra
ci
ne
sd
an
sF
fo
ur
ni
tu
n
E-
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eE

(B
∪

{a
})
da
ns
F
qu
ip
ro
lo
ng
e
f.
Pa
rr
éc
ur
re
nc
e,
on
a
do
nc
Ca
rd

(H
om

E(
F,
F)

)
=

1.3
.S
TR
U
CT
U
RE
S
A
LG
ÉB
RI
Q
U
ES

13

1.3
.4
.
Ex
em
pl
es
d’
an
ne
au
x.
—
Le
s
en
tie
rs
re
la
tif
s,
le
s
no
m
br
es
ré
el
s,
co
m
-

pl
ex
es
;l
es
m
at
ric
es
ca
rr
ée
sd
et
ai
lle
�x
ée
àc
oe
�
ci
en
ts
da
ns
un
an
ne
au
do
nn
é.

Le
m
m
e(
1.3
.5
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
.P
ou
rt
ou
ta

∈A
,o
n
a−
a
=
(−
1)
⋅a

=
a⋅

(−
1)

et
0
=
a
⋅0

=
0
⋅a
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
O
n
a
0
⋅a

+
0
⋅a

=
(0

+
0)

⋅a
=
0
⋅a
,d
on
c
0
⋅a

=
0
;

on
dé
m
on
tr
e
de
m
êm
e
qu
e
a
⋅0

=
0.
En
�n
,a

+
(−
1)
⋅a

=
1⋅
a
+

(−
1)
⋅a

=
(1
+
(−
1)
)⋅
a
=
(1
−
1)
⋅a

=
0
⋅a

=
0,
do
nc

(−
1)
⋅a

=
−a
,e
to
n
pr
ou
ve
de
m
êm
e

qu
e
a
⋅(
−1

)=
−a
.

So
it
A
un
an
ne
au
.O
n
di
tq
u’
un
élé
m
en
td
eA
es
ts
im
pl
i�
ab
le
(r
es
p.
in
ve
rs
ib
le)

àd
ro
ite
(r
es
p.
àg
au
ch
e,
re
sp
.s
an
sp
ré
ci
sio
n)
s’i
ll
’e
st
da
ns
le
m
ag
m
aa
ss
oc
ia
tif

et
un
ifè
re

(A
,⋅)
.

O
n
di
tq
u’
un
an
ne
au
es
ti
nt
èg
re
s’i
ln
’e
st
pa
sr
éd
ui
tà

{0
}e
ts
it
ou
té
lé
m
en
t

no
n
nu
le
st
sim
pl
i�
ab
le.

O
n
di
tq
u’
un
an
ne
au
es
tu
n
co
rp
ss
’il
n’
es
tp
as
ré
du
it
à{
0}
et
si
to
ut
élé
m
en
t

no
n
nu
le
st
in
ve
rs
ib
le.

(2
)

Ex
em
pl
es
:L
es
co
rp
sd
es
no
m
br
es
ra
tio
nn
els
,d
es
no
m
br
es
ré
els
,d
es
no
m
br
es

co
m
pl
ex
es
;l
ec
or
ps
de
sf
ra
ct
io
ns
ra
tio
nn
ell
es
àc
oe
�
ci
en
ts
da
ns
un
co
rp
sc
om
-

m
ut
at
if
;l
’e
ns
em
bl
eH
de
sm
at
ric
es
2×
2
à
co
e�
ci
en
ts
co
m
pl
ex
es
de
la
fo
rm
e

(a
−
b

b̄
ā
) ,
po
ur
a,
b
∈C
(c
or
ps
de
sq
ua
te
rn
io
ns
).

1.3
.6
.
M
od
ul
es
et
es
pa
ce
sv
ec
to
ri
el
s.
—
So
it
A
un
an
ne
au
.

U
n
A
-m
od
ul
eà
ga
uc
he
es
tu
n
gr
ou
pe
ab
él
ie
n
(M
,+

)m
un
id
’u
ne
«m
ul
tip
li-

ca
tio
n
ex
te
rn
e»
A
×
M
→
M
,n
ot
ée

(a
,m

)
↦
a
⋅m
,q
ui
vé
ri�
e
le
sp
ro
pr
ié
té
s

su
iv
an
te
s:

–
O
n
a
a
⋅(
m
+
n)

=
a
⋅m

+
a
⋅n
po
ur
to
ut
a
∈A
et
to
us
m
,n

∈M
;

–
O
n
a(
a
+
b)
⋅m

=
a
⋅m

+
b
⋅m
po
ur
to
us
a,
b
∈A
et
to
ut
m
∈M

;
–
O
n
a
a
⋅(
b
⋅m

)=
(a
b)
⋅m
po
ur
to
us
a,
b
∈A
et
to
ut
m
∈M

;
–
O
n
a1

⋅m
=
m
po
ur
to
ut
m
∈M
.

O
n
no
te
0
l’é
lé
m
en
tn
eu
tr
e
de
M
;o
n
pr
en
dr
a
ga
rd
e
à
ne
pa
sl
e
co
nf
on
dr
e

av
ec
l’é
lé
m
en
tn
ul
de
A
.

(
2)
Ce
rt
ai
ns
au
te
ur
sa
pp
ell
en
ta
nn
ea
u
àd
iv
isi
on
un
te
la
nn
ea
u,
ré
se
rv
an
tl
en
om
de
co
rp
sà
ce
ux
qu
is
on
t

co
m
m
ut
at
ifs
.
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A
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U
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—
A
PERÇU

O
n
dé�nitaussilanotion

deA
-m
oduleà

droite;lam
ultiplication

externeest
uneapplication

deM
×
A
dansM

,notée(m
,a)↦

m
⋅a,etvéri�edespropriétés

sim
ilairesaux

précédentes:
–
O
n
a(m

+
n)⋅a

=
m
⋅a+

n
⋅a
pourtouta

∈A
ettousm

,n
∈M

;
–
O
n
a
m
⋅(a+

b)=
m
⋅a+

m
⋅b
pourtousa,b

∈A
ettoutm

∈M
;

–
O
n
a(m

⋅a)⋅b
=
m
⋅(ab)pourtousa,b

∈A
ettoutm

∈M
;

–
O
n
a
m
⋅1=

m
pourtoutm

∈M
.

C
elarevientàun

m
oduleàgauchesurl’anneau

opposéA
o.

Lem
m
e(1.3.7).—

SoitA
un
anneau

etsoitM
un
A
-m
oduleà

gauche.Pourtout
m
∈M
,on

a−m
=
(−1)⋅m

et0
=
0⋅m

.

Lapreuveestlaisséeen
exercice.

Lorsquel’anneau
A
estun

corps,on
parled’espacevectoriel(à

gaucheou
à

droite).

1.3.8.
A
lgèbres.

—
SoitK

un
anneau

com
m
utatif.U

ne
K
-algèbre

estun
en-

sem
ble
A
m
unide

deux
lois
internes+

et⋅,etd’une
m
ultiplication

externe
deK

×
A
dansA

,véri�antlespropriétéssuivantes:
–
Lem

agm
a(A

,+)estun
groupeabélien

etlam
ultiplication

externeen
fait

un
K-m

odule;
–
Lam

ultiplication
interne⋅deA

estbilinéaire:on
a(am

+
bn)⋅p

=
a(m

⋅
p)+

b(n
⋅p) etm

⋅(an
+
bp)=

a(m
⋅n)+

b(m
⋅p)pourtousa,b

∈A
ettous

m
,n,p

∈M
.

O
n
ditquel’algèbreA

estassociative(resp.com
m
utative,resp.unifère)sile

m
agm

a(A
,⋅)estassociatif(resp.com

m
utatif,resp.unifère).

Exem
ple:lesm

atricescarréesdetaille�xéeàcoe�
cientsdansun

corpscom
-

m
utatifK

donnéform
entuneK-algèbreassociativeetunifère(non

com
m
utative

silatailleest>
1).

1.3.9.
A
lgèbresde

Lie.
—
M
êm
es’ilresteraexotiquedanscecours,voiciun

exem
pletrèsim

portantd’algèbre;ildevraitéclairerquelquesexercices.
O
n
ditquel’algèbreA

estunealgèbredeLiesisam
ultiplication

interne,notée
(a,b)↦

[a,b]etappeléecrochet,véri�elesdeux
relations:

–
O
n
a[a,a]=

0
pourtouta

∈A
;

4.5.TH
ÉO
RIE

D
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G
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coïncidentavec
g○
fsurF

etappliquentT
surT.O

n
en
déduiten

particulier
un
hom

om
orphism

edem
onoïdesdeH

om
(F,F)dansH

om
(F[T],F[T])etun

hom
om
orphism

edegroupesdeAut(F)dansAut(F[T]).
SiF
etF

′sontdesextensionsdeE
etf∶F

→
F
′estun

m
orphism

ed’extensions,
alors

f
′estun

m
orphism

edeE-algèbres.L’application
f↦

f
′dé�nitdoncun

hom
om
orphism

edem
onoïdesdeH

om
E (F,F)dansH

om
E (F[T],F[T])etun

hom
om
orphism

edegroupesdeAutE (F)dansAutE (F[T]).
PourP

=
∑
nm
=0 cm T

m
∈
F[T],on

a
f
′(P)=

∑
m
=0
f(cm )T

m.Poura
∈
F,on

a
fP(f(a))=

f(P(a));en
particulier,sia

estracinedeP,alors
f(a)estracine

de
fP.

4.5.4.
—
SiE

estun
sous-corpsde

F
etP

∈
E[T],on

a
fP

=
P.En

particulier,
l’ensem

ble
desracinesdansF

d’un
polynôm

e
P
∈
E[T]estinvariantpartout

élém
entdeAutE (F).

SoitP
un
polynôm

eunitairedeF[T]etsoitP
=
P
1 ...P

r sadécom
position

en
facteursirréductiblesunitaires.A

lorsσ(P)=
σ(P

1 )...σ(P
r ).Pourqu’ilexiste

uneperm
utation

τ
de{1,...,r}

telleque
σ(P

i )=
P

τ(i) pourtouti,ilfautetil
su�
tqueσ(P)=

P,c’est-à-direquelescoe�
cientsdeP

soient�xésparσ.C
’est

en
particulierlecassiP

estscindéàracinessim
plesdansP

etsil’ensem
blede

sesracineseststableparσ.

�
éorèm

e(4.5.5).—
SoitE

un
corpscom

m
utatif,soitF

uneextension
�niedeE

et
soitG

=
AutE (F)Alors,Card(G)⩽

[F
∶E].D

eplus,lesconditionssuivantessont
équivalentes:
(i)
O
n
a
Card(G)=

[F
∶E];

(ii)
Ilexisteun

polynôm
eirréductibleetséparableP

∈
E[T]telquedeg(P)=

[F
∶E]quiestscindédansF

;
(iii)

L’extension
F
de
E
estune

extension
de
décom

position
d’un

polynôm
e

séparabledeE[T];
(iv)

O
n
a
E
=
F
G.

D
ém
onstration.—

D
ém
ontronsque

Card(G
)
⩽

[F
∶E].Soitm

∈
N
telque

m
⩽
Card(G)etsoitσ

1 ,...,σ
m
desélém

entsdeG
,deux

àdeux
distincts.Pour

toutcouple
(i,j)

d’élém
entsde

{1,...,n}
telsque

i<
j,l’ensem

ble
F
i,j des

élém
ents

a
∈
F
telsque

σ
i (a)

=
σ
j (a)

estune
sous-extension

de
F,distincte

deF
carσ

i ≠
σ
j .D
’aprèsla

proposition
4.5.1,ilexisteun

élém
enta

∈
F
telque

σ
i (a)≠

σ
j (a)

sii≠
j.SoitP

le
polynôm

e
m
inim

alde
a
surE.O

n
a
P(a)=

0,
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4.
5.
�
éo
ri
e
de
G
al
oi
s

Pr
op
os
iti
on
(4
.5
.1)
.—

So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
F
un
ee
xt
en
sio
n
�n
ie

de
E.
So
it
(F
1,
..
.,
F m

)u
ne
su
ite
�n
ie
de
so
us
-e
xt
en
sio
ns
de
F
tel
le
qu
eF

=
⋃
m i=
1F
i.

Il
ex
ist
ea
lo
rs
i∈

{1
,.
..
,m

}t
el
qu
eF

=
F i
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Su
pp
os
on
sd
’ab
or
d
qu
eE
so
it
�n
i.P
os
on
sa
lo
rs
q
=
Ca
rd

(E
)

et
d
=
[F
∶E

].
Le
ca
rd
in
al
d’
un
so
us
-c
or
ps
de
F
qu
ic
on
tie
nt
E
es
td
el
af
or
m
eq

d ,
où
d
es
tu
n
di
vi
se
ur
de
n
;d
ep
lu
s,
po
ur
to
ut
di
vi
se
ur
d
de
n,
F
co
nt
ie
nt
ex
ac
te
-

m
en
tu
n
te
ls
ou
s-
co
rp
s(
l’e
ns
em
bl
ed
es
ra
ci
ne
sd
u
po
ly
nô
m
eT

qd
−
T
da
ns
F)
.

Su
pp
os
on
sl
es
F i
de
ux
àd
eu
x
di
sti
nc
ts,
et
di
sti
nc
ts
de
F
et
po
so
ns
d i
=
[F
i
∶E

];
les
en
tie
rs
d i
so
nt
de
ux
àd
eu
x
di
sti
nc
ts.
C
om
m
e0
ap
pa
rt
ie
nt
àc
ha
qu
eF

i,
on
a

do
nc

Ca
rd

(m ⋃ i=1
F i
)<

m ∑ i=1
qd

i
⩽
n−
1

∑ d=
1q
d
<
qn
,

de
so
rt
eq
ue
⋃
m i=
1F
i
≠
F.

O
n
su
pp
os
e
m
ai
nt
en
an
tq
ue
E
es
ti
n�
ni
.S
up
po
so
ns
F i

≠
F
po
ur
to
ut
ie
t

dé
m
on
tro
ns
pa
rr
éc
ur
re
nc
eq
ue
F
≠
⋃
m i=
1F
i.C
’es
té
vi
de
nt
si
m
=
1.
Pa
rr
éc
ur
re
nc
e,

on
pe
ut
au
ss
is
up
po
se
rq
u’
il
ex
ist
e
un
él
ém
en
ta

∈
F
te
lq
ue
a

/∈
⋃
m i=
2
F i
.S
oi
t

au
ss
ib

∈
F
F 1
.S
oi
tx
,y

∈
E
te
ls
qu
e
x
≠
y,
et
so
it
i∈

{1
,.
..
,m

};
au
m
oi
ns

l’u
n
de
s
de
ux
él
ém
en
ts
,a

+
xb
ou
a
+
yb
,n
’a
pp
ar
tie
nt
pa
s
à
F i
,c
ar
sin
on

(y
−
x)
a
=
y(
a
+
xb

)−
x(
a
+
yb

)∈
F i
,e
t(
y−
x)
b
=
(a

+
xb

)−
(a

+
yb

)∈
F i
;

co
m
m
e
x
≠
y,
on
en
dé
du
it
a
∈
F i
et
b
∈
F i
,c
e
qu
ic
on
tr
ed
it
le
sc
ho
ix
de
a

(s
i2

⩽
i
⩽
m
)e
tb
(s
ii

=
1)
.A
in
si,
l’e
ns
em
bl
e
de
s
él
ém
en
ts
x
∈
E
te
ls
qu
e

a
+
xb

∈ ⋃
m i=
1F
i
es
td
ec
ar
di
na
l⩽
m
,d
’o
ù
le
le
m
m
ep
ui
sq
ue
E
es
ti
n�
ni
.

4.
5.
2.
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
F
un
e
ex
te
ns
io
n
de
E.
O
n
no
te

Au
t E
(F

),
ou
Au
t(
F/
E)
,l
’en
se
m
bl
ed
es
au
to
m
or
ph
ism
es
de
F
co
m
m
eE
-a
lg
èb
re
.

C
’e
st
un
so
us
-g
ro
up
ed
el
’e
ns
em
bl
ed
es
pe
rm
ut
at
io
ns
de
F.

So
it
G
un
so
us
-e
ns
em
bl
ed
eA
ut
E(
F)
et
po
so
ns
FG

=
{a

∈F
;σ

(a
)=
a∀

σ
∈

G
}.
C
’e
st
un
es
ou
s-
ex
te
ns
io
n
de
F.

4.
5.
3.
—
So
it
f∶
F
→
F′
un
m
or
ph
ism
e
de
co
rp
s
co
m
m
ut
at
ifs
.I
le
xi
st
e
un

un
iq
ue
m
or
ph
ism
e
d’
an
ne
au
x
f′
∶F

[T
]
→
F′
[T

]t
el
qu
e
f′
(a

)
=
f(
a)
po
ur

a
∈
F
et
f′
(T

)
=
T.
O
n
no
te
ra
f(
P)
,o
u
f P
l’i
m
ag
e
d’
un
po
ly
nô
m
e
P
pa
rc
et

au
to
m
or
ph
ism
e
f′
.S
iF

′′
es
tu
n
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
g∶
F′
→
F′
′
un
m
or
ph
ism
e

de
co
rp
s,
on
a(
g○
f)

′
=
g′
○f

′
ca
rc
es
de
ux
ho
m
om
or
ph
ism
es
de
F[
T]
da
ns
F′
′ [T

]

1.4
.C
AT
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–
O
n
a[

[a
,b

],
c]
+
[[
b,
c]
,a

]+
[[
c,
a]
,b

]=
0
po
ur
to
us
a,
b,
c∈
A
(id
en
tit
é

de
Ja
co
bi
).

Ex
em
pl
e:
le
sm
at
ric
es
ca
rr
ée
sd
et
ai
lle
do
nn
ée
à
co
e�
ci
en
ts
da
ns
un
co
rp
s

co
m
m
ut
at
if
�x
éK
,m
un
ie
sd
u
«c
ro
ch
et
de
Li
e»
do
nn
ép
ar

[A
,B

]=
A
B
−
BA
.

1.4
.
C
at
ég
or
ie
s

Le
sc
at
ég
or
ie
ss
on
tu
ne
so
rte
de
str
uc
tu
re
al
gé
br
iq
ue
trè
su
til
ep
ou
re
xp
rim
er

le
si
nt
er
ac
tio
ns
en
tre
le
sd
iv
er
se
ss
tr
uc
tu
re
sm
at
hé
m
at
iq
ue
su
su
el
le
s.

1.4
.1.
C
at
ég
or
ie
s.
—
U
ne
ca
té
go
rie
C
es
tl
ad
on
né
e:

–
D
’u
n
en
se
m
bl
eX
;

–
Po
ur
to
ut
co
up
le

(x
,y

)d
’él
ém
en
ts
de
X,
d’
un
en
se
m
bl
eC

(x
,y

);
–
Po
ur
to
ut
x
∈X
,d
’u
n
élé
m
en
t1
x
de
C(
x,
x)
;

–
Et
po
ur
to
us
x,
y,
z
da
ns
X,
d’
un
el
oi
C(
x,
y)
×
C(
y,
z)
→
C(
x,
z)
;

vé
ri�
an
tl
es
de
ux
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
:

–
O
n
a
u
⋅(
v
⋅w

)
=

(u
⋅v

)⋅
w
po
ur
to
us
x,
y,
z,
t
∈
X,
to
ut
u
∈
C
(x
,y

),
v
∈C

(y
,z

)e
tw

∈C
(z
,t
)(
as
so
ci
at
iv
ité
);

–
O
n
a
u
⋅1
y
=
u
=
1 x
⋅u
po
ur
to
us
x,
y
∈
X
et
to
ut
u
∈
C
(x
,y

)(
él
ém
en
t

ne
ut
re
).

L’
en
se
m
bl
e
X
es
tn
ot
é
ob

(C
);
se
s
él
ém
en
ts
so
nt
ap
pe
lé
s
ob
je
ts
de
C
;l
es

élé
m
en
ts
de
C(
x,
y)
so
nt
ap
pe
lé
s�
èc
he
sd
eC
de
so
ur
ce
x
et
te
rm
e
y.

O
n
pe
ut
ob
se
rv
er
qu
e
po
ur
to
ut
x
∈
X,
la
lo
id
e
co
m
po
sit
io
n
de
C
fa
it
de

l’e
ns
em
bl
eC

(x
,x

)u
n
m
on
oï
de
.

1.4
.2
.
Q
ua
si
-e
xe
m
pl
es
fo
nd
am
en
ta
ux
.
—
O
n
pr
en
d
po
ur
X
un
en
se
m
bl
e

d’
en
se
m
bl
es
et
si
x,
y
so
nt
de
sé
lé
m
en
ts
de
X,
on
no
te
C
(x
,y

)l
’e
ns
em
bl
ed
es

ap
pl
ic
at
io
ns
de
x
da
ns
y
et
1 x
l’a
pp
lic
at
io
n
id
en
tiq
ue
de
X.
Si
x,
y,
z
so
nt
de
s

en
se
m
bl
es
,u
un
ea
pp
lic
at
io
n
de
x
da
ns
y
et
v
un
ea
pp
lic
at
io
n
de
y
da
ns
z,
La

lo
id
ec
om
po
sit
io
n
es
td
on
né
ep
ar
u
⋅v

=
v
○u
.

À
pa
rt
ir
de
ce
tte
ex
em
pl
e,
les
po
ss
ib
ili
té
sd
’él
ab
or
at
io
n
ne
m
an
qu
en
tp
as
.O
n

pe
ut
pr
en
dr
ep
ou
rX
un
en
se
m
bl
ed
’es
pa
ce
st
op
ol
og
iq
ue
s,
et
,s
ix
,y

∈X
,p
re
nd
re

po
ur
C(
x,
y)
l’e
ns
em
bl
ed
es
ap
pl
ic
at
io
ns
co
nt
in
ue
sd
e
x
da
ns
y,
av
ec
la
m
êm
e

lo
id
ec
om
po
sit
io
n
qu
ep
ré
cé
de
m
m
en
t.
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1.STRU
CTU

RES
A
LG
ÉBRIQ

U
ES
—
A
PERÇU

O
u
encore

prendre
pourX

un
ensem

ble
d’espacesvectorielssurun

corps
com

m
utatifK

�xé,et,pour
x,y

∈
X,prendre

pour
C(x,y)

l’ensem
ble
des

applicationslinéairesdex
dansy.

1.4.3.
G
rosses

catégories.
—
En
pratique,

on
voudrait

prendre
pour

X
«l’ensem

bledetouslesensem
bles»,etc.,aveclesouciquecetensem

blen’existe
pas

(3),pasplusquel’ensem
bledetouslesespacestopologiques...Ilyaplusieurs

voiespourrésoudrecettedi�
culté,notam

m
ent:

–
Secantonnerà

unem
éta-m

athém
atiqueoù

l’«ensem
ble»

X
n’estjam

ais
jam
aisconsidérécom

m
eensem

ble;
–
C
onsidérerdesensem

blesd’ensem
blesassezgros(«universdeG

rothen-
dieck

»);
–
C
onsidérer

une
axiom

atique
des
m
athém

atiques
à
plusieurs

étages
(en-

sem
bles,classes,etc.)quiperm

ettedeconsidérerlaclassedetouslesensem
bles,

etc;
Chacunedecessolutionsprésenteavantagesetinconvénients;danscecours,la
prem

ière(laplusnaïve)noussu�
ralargem

ent.

1.4.4.
G
roupoïdes.

—
O
n
ditqu’unecatégorieC

estun
groupoïdesipourtout

couple(x,y)d’objetsettoutu
∈C(x,y)ilexistev

∈C(y,x)telqueu
⋅v

=
1x et

v⋅u
=
1y .

D
ansce

cas,pourtoutobjetx
de
C
,l’ensem

ble
C(x,x)

m
unide

la
loide

com
position

delacatégorieC
estun

groupe.

1.4.5.
G
roupoïdefondam

ental.
—
O
n
dé�niten

topologiealgébriquelegrou-
poïde

de
Poincaré

ϖ
X
d’un

espace
topologique

X.Pour
x,y

∈
X,on

dé�nit
ϖ
X (x,y)

com
m
e
l’ensem

ble
des
«classes

d’hom
otopie

stricte»
de
chem

ins
d’origine

x
etde

term
e
y
dans

X,c’est-à-dire
d’applications

continues
c
de

l’intervalle[0,1]dansX
tellesquec(0)=

x
etc(1)=

y.Parclassed’hom
otopie

stricte,on
entend

qu’on
identi�edeux

applicationscetc
′s’ilexisteuneappli-

cation
continue

f∶[0,1]×
[0,1]→

X
telle

que
f(0,t)

=
c(t),f(1,t)

=
c
′(t),

(3
)C
’estleparadoxedeRussell:s’ilexistaitun

ensem
bleE

telquetoutensem
blesoitun

élém
entdeE,

on
pourraitconsidérerl’ensem

bleA
=
{e

∈
E
;e

/∈
e}
—
lacontraduction

vientdecequesiA
∈
A
,alors

A
/∈A
,etinversem

ent.Voirlabandedessinée(D
oxiadis&

Papadim
itriou,2009,p.162

etsuivantes)
pourun

récitsavoureux
deladécouvertedeceparadoxe.

4.4.CO
RPS

FIN
IS

149

4.4.5.
—
Soit

E
un
corps

�niet
soit

p
sa
caractéristique.Soit

Φ
∶E

→
E

l’application
dé�nie

par
Φ
(x)

=
x
p;c’est

un
hom

om
orphism

e
de
corps

(hom
om
orphism

e
de
Frobenius).Ilestinjectif;com

m
e
E
est�ni,ilestaussi

surjectif.
N
otonsquepourtoutentiern

⩾
0,on

a
Φ
n(x)=

x
p
npourtoutx

∈E.

4.4.6.
—
SoitF

un
corps�ni,soitE

son
sous-coprpsprem

ier.Soitp
sacaracté-

ristique,q
lecardinaldeF

etn
=
[F
∶E].D

’aprèscequiprécède,E
estisom

orphe
à
Z/pZ

etl’on
a
q
=
p
n.

Legroupem
ultiplicatifF

×deF
estcyclique(théorèm

e2.9.6)etdecardinalq−1.
En
particulier,on

a
x
q
−1=

1pourtoutx
∈
F
×,donc

x
q=
x
pourtoutx

∈
F.Le

polynôm
e
T
q−
T
∈
E[T]possède

q
racines(deux

à
deux

distinctes),dansF
;

com
m
eilestdedegréq,ilestséparableetscindédansF

:

T
q−
T
=
∏a
∈F (T

−
a).

Celam
ontreaussiqueF

estuneextension
dedécom

position
du
polynôm

eT
q−
T

deE[T].

4.4.7.
—
Inversem

ent,soit
p
un
nom

bre
prem

ier,soitE
=
Z/pZ,soitn

un
entier⩾

1,soitq
=
p
netsoitF

uneextension
dedécom

position
du
polynôm

e
T
q−
T
de
E[T].SoitF

1 le
sous-corpsde

F
form

é
desélém

ents
a
∈
F
telsque

a
q=
a
;siΦ

désignel’hom
om
orphism

edeFrobeniusdeF,alorsF
1 estlesous-

corpsdeF
�xéparl’hom

om
orphism

eΦ
n.A
insi,F

1 estl’ensem
bledesracines

du
polynôm

eT
q−
T
dansF

;puisqueF
estengendréparcetensem

ble,on
adonc

F
1 =
F.Lepolynôm

eT
q−
T
estséparable,carsadérivéeestégaleàqT

q
−1−
1=

−1
estprem

ièreàT
q−
T.O

n
adoncCard(F)=

q
etF
estun

corps�nidecardinalq.

�
éorèm

e
(4.4.8).—

SoitF
un
corps�ni.AlorsF

estcom
m
utatif,ilexiste

un
nom

breprem
ierp

etun
entiern

⩾
1telsqueCard(F)=

p
n,etF

estuneextension
dedécom

position
du
polynôm

eT
p
n−
T
de(Z/pZ)[T].

Inversem
ent,soittoutnom

breprem
ierp

ettoutentiern
⩾
1,touteextension

de
décom

position
du
polynôm

eT
p
n−
T
de(Z/pZ)[T]estun

corps�nidecardinalp
n.

Soitq
un
entiertel1⩽

q
⩽
Card(F);pourqu’ilexisteun

sous-corpsE
deF

de
cardinalq,ilfautetilsu�

tqu’ilexisteun
entierd

divisantn
telqueq

=
p
d;alors

E
estl’ensem

bledesracinesdu
polynôm

eT
q−
T
dansF.
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Pa
rr
éc
ur
re
nc
e,
on
dé
du
it
de
ce
tte
re
la
tio
n
qu
e
Φ
n
∈
Z[
T]
po
ur
to
ut
n
∈
N
∗
:

c’
es
tv
ra
ip
ou
rn

=
1;
si
c’
es
tv
ra
ip
ou
rt
ou
te
nt
ie
r<
n,
al
or
sP

=
∏
d∣
n

d<
n
Φ
d
es
tu
n

po
ly
nô
m
eu
ni
ta
ire
de
Z[
T]
qu
id
iv
ise
Tn

−
1d
an
sC

[T
],
et
le
qu
ot
ie
nt
es
té
ga
l

à
Φ
n
;d
’ap
rè
sl
et
hé
or
èm
ed
ed
iv
isi
on
eu
cli
di
en
ne
,o
n
a
Φ
n
∈Z

[T
].

�
éo
rè
m
e(
4.
4.
4)
(W
ed
de
rb
ur
n)
.—

To
ut
co
rp
s�
ni
es
tc
om
m
ut
at
if.

a)
D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
F
un
co
rp
s�
ni
.N
ot
on
sZ
so
n
ce
nt
re
;c
’es
tu
n
so
us
-

co
rp
sd
eF
;p
os
on
sq

=
Ca
rd

(Z
)e
tn

=
di
m
Z(
F)
;o
n
ad
on
cC
ar
d(
F)

=
qn
.P
ou
r

to
ut
a
∈F
,n
ot
on
sZ

a
le
ce
nt
ra
lis
at
eu
rd
e
a
da
ns
F,
en
se
m
bl
ed
es
x
∈F
te
ls
qu
e

xa
=
ax
;c
’e
st
un
so
us
-c
or
ps
de
F
qu
ic
on
tie
nt
Z
;n
ot
on
sn

a
=
di
m
Z(
Z a

) e
t

m
a
=
di
m
Z a
(F

).
O
n
ad
on
cn

am
a
=
n
;s
ia

/∈Z
,a
lo
rs
Z a

≠
F,
do
nc
n a

<
n.

Éc
riv
on
sl
’éq
ua
tio
n
au
x
cla
ss
es
da
ns
le
gr
ou
pe
m
ul
tip
lic
at
if
F×
.P
ar
dé
�n
iti
on
,

po
ur
to
ut
a
∈
F×
,l
e
ce
nt
ra
lis
at
eu
r
de
a
da
ns
le
gr
ou
pe
F×
es
té
ga
là
Z× a
;d
e

m
êm
e,
le
ce
nt
re
du
gr
ou
pe
F×
es
té
ga
là
Z×
.S
oi
tA
un
ep
ar
tie
de
F×
qu
ic
on
tie
nt

ex
ac
te
m
en
tu
n
él
ém
en
td
ec
ha
qu
ec
la
ss
ed
ec
on
ju
ga
iso
n
de
ca
rd
in
al
⩾
2.
O
n
a

do
nc

Ca
rd

(F
×
)=
Ca
rd

(Z
×
)+
∑ a∈A
Ca
rd

(F
×
)

Ca
rd

(Z
× a)
,

so
it
en
co
re

qn
−
1=
q
−
1+
∑ a∈A
qn
−
1

qn
a
−
1.

C
om
m
e
n a
di
vi
se
n
et
n a

≠
n,
on
a
la
re
la
tio
n
su
iv
an
te
en
tr
e
po
ly
nô
m
es

cy
clo
to
m
iq
ue
s:

Tn
−
1=
∏ d∣
n
Φ
d
=
∏ d∣
n a
Φ
d
∏ d∣
n

d∤
n a

Φ
d
=
(T
n a
−
1)
Φ
n
∏ d∣
n

d∤
n a

d<
n

Φ
d.

En
év
al
ua
nt
ce
tte
ég
al
ité
en
q,
on
en
dé
du
it
qu
e(
qn
−
1)
/(
qn

a
−
1)
es
tm
ul
tip
le

de
Φ
n(
q)
.D
an
sl
’é
qu
at
io
n
au
x
cla
ss
es

qn
−
1=
q
−
1+
∑ a∈A
qn
−
1

qn
a
−
1,

to
us
le
st
er
m
es
de
la
so
m
m
es
ur
A
so
nt
do
nc
m
ul
tip
le
sd
eΦ

n(
q)
,a
in
si
qu
el
e

m
em
br
ed
eg
au
ch
e.
Pa
rs
ui
te
,q
−
1e
st
m
ul
tip
le
de
Φ
n(
q)
.

Si
n
>
1,
ch
aq
ue
ra
ci
ne

ξ
de
Φ
n
vé
ri�
e
∣q
−

ξ∣
>
q
−
1,
si
bi
en
qu
e
∣Φ
n(
q)

∣>
(q
−
1)

φ(
n)
>
q
−
1,
ce
qu
ic
on
tre
di
tl
ef
ait
qu
eq

−
1s
oi
tm
ul
tip
le
de
Φ
n(
q)
.O
n
a

do
nc
n
=
1e
tF

=
Z
es
tu
n
co
rp
sc
om
m
ut
at
if.

1.5
.E
XE
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IC
ES
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f(
t,
0)

=
x
et
f(
t,
1)

=
y
po
ur
to
ut
t
∈
[0
,1
].
Po
ur
x,
y,
z
∈
X,
la
lo
id
e
co
m
-

po
sit
io
n
ϖ X

(x
,y

)×
ϖ X

(y
,z

)
→
ϖ X

(x
,z

)a
ss
oc
ie
au
x
cl
as
se
sd
e
c∶

[0
,1
]→

X
et
c′
∶[
0,
1]
→
X
(v
ér
i�
an
tc

(0
)=
x,
c(
1)

=
c′ (
0)

=
y
et
c′ (
1)

=
z)
la
cl
as
se
de

l’a
pp
lic
at
io
n
c∗
c′
do
nn
ée
pa
rt
↦
c(
2t
)s
i0

⩽
t⩽

1 2
et
t↦

c′ (
2t
−
1)
si
1 2
⩽
t⩽
1.

O
n
vé
ri�
eq
ue
c’
es
tu
ne
ca
té
go
rie
,l
’él
ém
en
tn
eu
tre
1 x
ét
an
tl
ac
la
ss
ed
u
ch
em
in

co
ns
ta
nt
de
va
le
ur
x.
D
ep
lu
s,
po
ur
to
ut
ch
em
in
cd
’o
rig
in
e
x
et
de
te
rm
e
y,
le

ch
em
in
c̄ d
on
né
pa
rt
↦
c(
1−
t)
es
td
’o
rig
in
e
y,
de
te
rm
e
x
et
le
sc
la
ss
es
de
s

ch
em
in
sc

∗
c̄e
tc̄
∗
c s
on
tr
es
pe
ct
iv
em
en
té
ga
les
à1
x
et
1 y
.A
ut
re
m
en
td
it,
to
ut
e

cla
ss
ep
os
sè
de
un
in
ve
rs
eà
dr
oi
te
et
àg
au
ch
ee
tl
ac
at
ég
or
ie
ϖ X
es
tu
n
gr
ou
po
ïd
e,

le
gr
ou
po
ïd
ed
eP
oi
nc
ar
éd
el
’e
sp
ac
et
op
ol
og
iq
ue
X.

1.4
.6
.
Fo
nc
te
ur
s.
—
So
it
C
et
D
de
sc
at
ég
or
ie
s.
U
n
fo
nc
te
ur
F
∶C
→
D
es
tl
a

do
nn
ée
:

–
D
’u
ne
ap
pl
ic
at
io
n
F
∶o
b(
C)
→
ob

(D
);

–
Po
ur
to
ut
co
up
le

(x
,y

)
d’
ob
je
ts
de
C
,d
’u
ne
ap
pl
ic
at
io
n
F
∶C

(x
,y

)
→

D
(F

(x
),
F(
y)

)
vé
ri�
an
tl
es
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
:

–
Po
ur
to
ut
x
∈o
b(
C)
,o
n
aF

(1
x)

=
1 F

(x
)
;

–
Po
ur
to
us
x,
y,
z
∈o
b(
C)
,t
ou
tu

∈C
(x
,y

)e
tt
ou
tv

∈C
(y
,z

),
on
aF

(u
⋅v
)=

F(
u)

⋅F
(v

).

1.5
.
Ex
er
ci
ce
s

Ex
er
cic
e(
1.5
.1)
.—

So
it
A
et
B
de
se
ns
em
bl
es
.

a)
So
it
E
l’e
ns
em
bl
e
de
sc
ou
pl
es

(S
,f

)o
ù
S
es
tu
ne
pa
rt
ie
de
A
et
f∶
S
→

B
un
e
ap
pl
ic
at
io
n
in
je
ct
iv
e.
O
n
m
un
it
E
de
la
re
la
tio
n
d’
or
dr
e
po
ur
la
qu
el
le

(S
,f

)⪯
(S

′ ,
f′
)s
iS

⊂
S′
et
f′
∣ S
=
f.
D
ém
on
tr
er
qu
el
’e
ns
em
bl
eo
rd
on
né
E
es
t

in
du
ct
if,
do
nc
po
ss
èd
eu
n
élé
m
en
tm
ax
im
al
.

b)
En
co
ns
id
ér
an
tu
n
él
ém
en
tm
ax
im
al
de
E,
dé
m
on
tr
er
qu
’il
ex
ist
e
un
e

in
je
ct
io
n
de
A
da
ns
B
ou
un
ei
nj
ec
tio
n
de
B
da
ns
A
.

c)
(�
éo
rè
m
e
de
C
an
to
r-
Be
rn
ste
in
)O
n
su
pp
os
e
qu
’il
ex
ist
e
de
si
nj
ec
tio
ns

f∶
A
→
B
et
g∶
B
→
A
.O
n
dé
�n
it
de
se
ns
em
bl
es

(A
n)
et

(B
n)
pa
rr
éc
ur
re
nc
e

su
rn
en
po
sa
nt
A
0
=
A
,B
0
=
B,
et
,p
ou
rn

⩾
0,
A
n+
1
=
g(
B n

)e
tB

n+
1
=
f(
A
n)
;

on
po
se
au
ss
iA

∗ n
=
A
n
A
n+
1
et
B∗ n

=
B n

B n
+
1;
so
it
en
�n
A
∞
=
⋂
n∈
N
A
n
et

B ∞
=
⋂
n∈
N
B n
.D
ém
on
tre
rq
ue
fe
tg
in
du
ise
nt
de
sb
ije
ct
io
ns
de
A
∗ n
su
rB

∗ n+
1
et
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1.STRU
CTU

RES
A
LG
ÉBRIQ

U
ES
—
A
PERÇU

de
B
∗n
surA

∗n
+1 respectivem

ent;dém
ontrerque

f
induitune

bijection
de
A
∞

surB
∞
.En

déduirequ’ilexisteunebijection
deA

surB.

Exercice(1.5.2).—
a)SoitA

un
ensem

bleetsoitf∶A
→

P
(A)uneapplication

de
A
dansl’ensem

ble
P
(A)

despartiesde
A
.SoitB

l’ensem
ble
desélém

ents
a
∈A
telsque

a
/∈
f(a).D

ém
ontrerqueB

n’appartientpasàl’im
agede

f.
b)En

déduirequel’ensem
ble

P
(A)n’estpaséquipotentàA

.

Exercice(1.5.3)(�
éorèm

edeKnaster-Tarski).—
O
n
appelletreilliscom

pletun
ensem

bleordonnéA
telquetoutepartiedeA

possèdeuneborneinférieureet
uneborneinférieure.
a)D

ém
ontrerquel’ensem

ble[0,1](m
unidelarelation

d’ordreusuelledes
nom

breréels)estun
treilliscom

plet.
b)D

ém
ontrerquel’ensem

bledespartiesd’un
ensem

ble,m
unidelarelation

d’inclusion,estun
treilliscom

plet.
c)
D
ém
ontrer

que
l’ensem

ble
des
sous-groupes

d’un
groupe,m

unide
la

relation
d’inclusion,estun

treilliscom
plet.

d)D
ém
ontrerqu’un

treilliscom
pletpossèdeun

pluspetitetun
plusgrand

élém
ent.

e)SoitA
un
treilliscom

plet,soita,b
desélém

entsdeA
telsque

a
⩽
b
etsoit

B
=
[a,b]=

{x
∈A
;a

⩽
x
⩽
b}.D

ém
ontrerqueB

estun
treilliscom

plet.
f)D

ém
ontrerquedansladé�nition

d’un
treilliscom

plet,ilsu�
tdesupposer

quetoutepartiedeA
possèdeuneborneinférieure(resp.unebornesupérieure).

g)SoitA
un
treilliscom

pletetsoitf∶A
→
A
uneapplication

m
onotone.Soit

P
l’ensem

bledespoints-�xede
f,m
unidelarelation

d’ordreinduiteparcelle
deA

.
SoitS

l’ensem
bledesa

∈A
telsquea

⩽
f(a);dém

ontrerque
f(S)⊂

S.Soits
labornesupérieuredeS;dém

ontrerquesestleplusgrand
point�xede

f.
h)(suite)SoitQ

unepartiedeP,soitq
sabornesupérieuredeQ

dansA
etsoit

a
=
m
ax(A).D

ém
ontrerque

f([q,a])⊂
[q,a].En

déduireque
fpossèdeun

pluspetitpoint�xeappartenant[q,a]quiestlabornesupérieuredeQ
dansP.

i)(suite)D
ém
ontrerqueP

estun
treilliscom

plet.

Exercice(1.5.4)(�
éorèm

edeZerm
elo).—

Lethéorèm
edeZerm

elo
(1904)

a�
rm
equesurtoutensem

ble,ilexisteun
bon

ordre.

4.4.CO
RPS

FIN
IS

147

d’extensionsg∶K(a)→
F
′telqueg∣K

=
fetg(a)=

b.A
lors,(K

,f)≺
(K(a),g)

etK
≠
K(a),cequicontreditlecaractèrem

axim
alde(K

,f).
O
n
aainsidém

ontréqu’ilexisteun
hom

om
orphism

ed’extensions
f∶F

→
F
′.

Ilreste
à
véri�erque

f
estsurjectif.Soitb

∈
F
′etsoitP

∈
E[T]son

polynôm
e

m
inim

al.Soitn
=
deg(P)etsoitP

=
∏
ni=1 ( T−

a
i )lafactorisation

deP
dansF[T].

O
n
a
donc

P
=
∏
ni=1 (T

−
f(a

i ))
dans

F
′[T].Puisque

P(b)
=
0,ilexiste

i
∈

{1,...,n}
telque

f(a
i )
=
b
;en

particulier,b
appartientà

l’im
age
de
f.C
ela

dém
ontreque

festsurjective.

4.4.
C
orps�nis

U
n
corps�niestun

corpsdecardinal�ni.

4.4.1.
—
SoitF

un
corpsetsoitE

un
sous-corpsde

E.Supposonsque
E
soit

com
m
utatifet�ni.Soitd

=
dim

E (F)
etsoit(a

1 ,...,a
d )
une

base
de
F
surE.

Toutélém
entdeF

s’écritdem
anièreunique∑

di=1 x
i a
i ,avec(x

i )∈E
(d

).A
insi,d

est�nisietseulem
entsiF

estun
corps�nietl’on

aCard(F)=
Card(E)

[F
∶E
].

4.4.2.
—
SoitE

un
corps�ni.L’im

agedel’hom
om
orphism

ecanoniquede
Z

dansE
étant�nie,cethom

om
orphism

e
n’estpasinjectifetson

noyau
estun

idéalnon
nul(p)

de
Z.C

om
m
e
E
estintègre,p

estun
nom

bre
prem

ier:la
caractéristiqued’un

corps�niestun
nom

breprem
ierp,etlesous-corpsprem

ier
deE

estisom
orpheà

Z/pZ.

4.4.3.
—
Pourtoutentierd,notonsΦ

d led-ièm
epolynôm

ecyclotom
ique,c’est-

à-direlepolynôm
eunitairedeC[T]dontlesracinessontlesracinesprim

itives
d-ièm

esdel’unité,chacuneavecm
ultiplicité1.Autrem

entdit,on
a

Φ
d =

∏a
∈C

×
a
estd’ordred (T

−
a).

C
esracinessontlesnom

brescom
plexesexp(2ikπ/n),où

k
∈{1,...,n}

estun
entierprem

ierà
n.Parsuite,on

a
deg(Φ

d )=
φ(d),l’indicateurd’Euler.O

n
a

parexem
pleΦ

1 =
T
−
1,Φ

2 =
T
+
1,Φ

3 =
T
2+
T
+
1,etc.

Sia
∈
C
véri�e

a
n
=
1,l’ordre

d
de
a
divise

n
eta

estune
racine

prim
itive

d-ièm
edel’unité.Parsuite,

T
n−
1=
∏d
∣n Φ

d .
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A
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4.
CO
RP
S

Ai
ns
i,I

≠
A
.S
oi
tM
un
id
éa
lm
ax
im
al
de
A
qu
ic
on
tie
nt
Ie
ts
oi
tΩ
le
co
rp
sA

/M
.

C
’e
st
un
ee
xt
en
sio
n
de
E
da
ns
la
qu
el
le
to
ut
po
ly
nô
m
ei
rr
éd
uc
tib
le
de
E[
T]
es
t

sc
in
dé
.

D
’a
pr
ès
le
le
m
m
e
pr
éc
éd
en
t,
l’e
ns
em
bl
e
F
de
sé
lé
m
en
ts
de
Ω
qu
is
on
ta
lg
é-

br
iq
ue
ss
ur
E
es
tu
ne
clô
tu
re
al
gé
br
iq
ue
de
E.

So
it
F
et
F′
de
sc
lô
tu
re
sa
lg
éb
riq
ue
sd
e
E
;n
ot
on
s
j∶
E
→
F
et
j′
∶E
→
F′
le
s

ho
m
om
or
ph
ism
es
ca
no
ni
qu
es
.S
oi
tE
l’e
ns
em
bl
ed
es
co
up
le
s(
K
,f

)o
ù
K
es
t

un
e
so
us
-e
xt
en
sio
n
de
F
et
f∶
K
→
F′
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
e
de
co
rp
s.
La

re
la
tio
n

(K
,f

)
≺

(K
′ ,
f′
)
dé
�n
ie
pa
r
«K

⊂
K
′
et
f′
∣ K

=
f»
es
tu
ne
re
la
tio
n

d’
or
dr
ed
an
sE
.

L’
en
se
m
bl
eE
co
nt
ie
nt
le
co
up
le

(j
(E

),
i)
,o
ù
so
it
i∶
j(E

)→
F′
es
tl
’u
ni
qu
e

ap
pl
ic
at
io
n
do
nn
ée
pa
r
j′
○
j−
1 .

So
it

A
un
ep
ar
tie
to
ta
lem
en
to
rd
on
né
ed
eE
;d
ém
on
tro
ns
qu
eA

es
tm
ajo
ré
e.

C
’e
st
le
ca
ss
iA

es
tv
id
e,
ca
rE
n’
es
tp
as
vi
de
.S
up
po
so
ns
m
ai
nt
en
an
tq
ue

A

ne
so
it
pa
sv
id
e.
So
it
L
la
ré
un
io
n
de
sc
or
ps
K,
po
ur

(K
,f

)∈
A
.S
oi
ta

∈L
.S
oi
t

(K
,f

)e
t(
K′
,f

′ )
de
ux
co
up
les
de

A
te
ls
qu
e
a
∈K
et
a
∈K

′ .
Pa
rh
yp
ot
hè
se
,o
n

a
K
⊂
K
′
et
f′
∣ K
=
f,
ou
K
′
⊂
K
et
f∣ K

′
=
f′
.C
el
a
en
tr
aî
ne
qu
e
f(
a)

=
f′
(a

).
Il

ex
ist
ed
on
cu
ne
un
iq
ue
ap
pl
ic
at
io
n
g∶
L
→
F′
te
lle
qu
e
g(
a)

=
f(
a)
po
ur
to
ut

a
∈L
et
to
ut
co
up
le

(K
,f

)t
el
qu
e
a
∈K
.

D
ém
on
tr
on
sq
ue
L
es
tu
ne
so
us
-e
xt
en
sio
n
de
F
et
qu
e
g
es
tu
n
ho
m
om
or
-

ph
ism
e
d’
ex
te
ns
io
ns
.P
ar
co
ns
tr
uc
tio
n,
L
co
nt
ie
nt
j(E

),
et
en
pa
rt
ic
ul
ie
r,
il

co
nt
ie
nt
0,
1.
Po
ur
to
ut
a
∈
j(E

),
on
a
g(
a)

=
i(
a)
,d
on
c
g
○
j=

j′ .
En
pa
r-

tic
ul
ie
r,
g(
0)

=
0
et
g(
1)

=
1.
D
’a
ut
re
pa
rt
,s
ia
,b

∈
L,
il
ex
ist
e
de
ux
co
up
le
s

(K
,f

)e
t(
K′
,f

′ )
da
ns

A
te
ls
qu
e
a
∈K
et
b
∈K

′ .
Pu
isq
ue

A
es
tt
ot
al
em
en
to
r-

do
nn
é,
on
a
K
≺
K
′
ou
K
′
≺
K
.S
up
po
so
ns
,p
ou
r�
xe
rl
es
id
ée
s,
qu
e
K
′
≺
K
.

A
lo
rs
,a
,b

∈
K
et
f∣ K

′
=
f′
.P
ar
su
ite
,a
b,
a
+
b,
−a
ap
pa
rt
ie
nn
en
tà
K
,e
t

do
nc
à
L,
de
m
êm
e
qu
e
1/
a
si
a
≠
0.
C
el
a
en
tr
aî
ne
qu
e
qu
e
L
es
tu
ne
so
us
-

ex
te
ns
io
n
de
F.
D
ep
lu
s,
g(
a
+
b)

=
f(
a
+
b)

=
f(
a)
+
f(
b)

=
g(
a)
+
g(
b)
,e
t

g(
ab

)=
f(
ab

)=
f(
a)
f(
b)

=
g(
a)
g(
b)
L’
ap
pl
ic
at
io
n
g
es
td
on
cu
n
ho
m
om
or
-

ph
ism
ed
ec
or
ps
.P
ui
sq
ue
g○
j=
j′ ,
c’
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
’e
xt
en
sio
ns
.

D
’a
pr
ès
le
th
éo
rè
m
e
de
Zo
rn
,l
’e
ns
em
bl
e

E
po
ss
èd
e
un
él
ém
en
tm
ax
im
al
,

di
so
ns

(K
,f

).
Su
pp
os
on
sp
ar
l’a
bs
ur
de
qu
eK

≠
F
et
so
it
a
∈F

K
.C
om
m
e
a

es
ta
lg
éb
riq
ue
su
rE
,i
le
st
au
ss
ia
lg
éb
riq
ue
su
rK
;s
oi
tP

∈K
[T

]s
on
po
ly
nô
m
e

m
in
im
al
.V
ia
le
m
or
ph
ism
e
f,
co
ns
id
ér
on
sF

′
co
m
m
eu
ne
ex
te
ns
io
n
de
K
.P
ar

hy
po
th
ès
e,
il
ex
ist
eb

∈F
′
te
lq
ue
P(
b)

=
0.
Il
ex
ist
ea
lo
rs
un
ho
m
om
or
ph
ism
e

1.5
.E
XE
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ES
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a)
D
éd
ui
re
l’a
xi
om
ed
u
ch
oi
x
du
th
éo
rè
m
ed
eZ
er
m
elo
.

b)
U
til
ise
rl
et
hé
or
èm
ed
eZ
or
n
po
ur
dé
m
on
tre
rl
et
hé
or
èm
ed
eZ
er
m
elo
.

Ex
er
cic
e(
1.5
.5
)(
O
rd
in
au
x
de
vo
n
N
eu
m
an
n)
.—

O
n
di
tq
u’
un
en
se
m
bl
eb
ie
n

or
do
nn
éA
es
tu
n
or
di
na
ls
ip
ou
rt
ou
ta

∈A
,o
n
al
’é
ga
lit
é
a
=
{x

∈A
;x

≺
a}
.

a)
So
it
A
un
or
di
na
l;
so
it
a,
b
de
sé
lém
en
ts
de
A
.D
ém
on
tre
rq
ue
l’o
n
a
a
⪯
b

si
et
se
ul
em
en
ts
ia

⊂
b.

b)
So
it
A
un
or
di
na
l.
D
ém
on
tr
er
qu
e
A
+
=
A
∪

{A
},
m
un
id
e
la
re
la
tio
n

d’
in
clu
sio
n,
es
tu
n
or
di
na
l.

c)
So
it
A
et
B
de
ux
or
di
na
ux
.D
ém
on
tre
rq
ue
l’o
n
aA

⊂
B
ou
B
⊂
A
.

d)
D
ém
on
tr
er
qu
et
ou
te
fa
m
ill
en
on
vi
de
d’
or
di
na
ux
po
ss
èd
eu
n
pl
us
pe
tit

élé
m
en
t.
(«
Po
ur
la
re
la
tio
n
d’
in
clu
sio
n,
le
so
rd
in
au
x
so
nt
bi
en
or
do
nn
és
.»
)

e)
D
ém
on
tre
rq
ue
to
ut
ef
am
ill
ed
’o
rd
in
au
x
po
ss
èd
eu
ne
bo
rn
es
up
ér
ie
ur
e.

f)
D
ém
on
tre
rq
ue
∅
es
tu
n
or
di
na
l.
Q
ue
ls
so
nt
les
or
di
na
ux
�n
is
?Q
ue
le
st
le

pl
us
pe
tit
or
di
na
li
n�
ni
?

g)
So
it
Su
n
en
se
m
bl
eb
ie
n
or
do
nn
é.
D
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
eu
ne
un
iq
ue
or
di
na
l

qu
ie
st
iso
m
or
ph
eà
S.

Ex
er
cic
e(
1.5
.6
).
—
So
it
(A
,⋅)
un
m
on
oï
de
.

a)
D
ém
on
tr
er
qu
el
al
oi
de
co
m
po
sit
io
n
do
nn
ée
pa
ra

∗
b
=
ba
fa
it
de
A
un

m
on
oï
de
;o
n
l’a
pp
el
le
le
m
on
oï
de
op
po
sé
et
on
le
no
te
A
o .

b)
Si
A
es
tu
n
gr
ou
pe
,d
ém
on
tr
er
qu
eA

o
es
tu
n
gr
ou
pe
et
qu
el
’a
pp
lic
at
io
n

a
↦
a−
1
es
tu
n
iso
m
or
ph
ism
ed
u
gr
ou
pe
A
su
rl
eg
ro
up
eo
pp
os
éA

o .
c)
D
on
ne
r
un
ex
em
pl
e
de
m
on
oï
de
qu
in
’e
st
pa
s
iso
m
or
ph
e
au
m
on
oï
de

op
po
sé
.

Ex
er
cic
e(
1.5
.7
).
—
So
it
M
un
m
on
oï
de
.

D
ém
on
tre
rq
ue
le
pr
od
ui
td
ed
eu
xé
lém
en
ts
in
ve
rs
ib
les
àd
ro
ite
(r
es
p.
àg
au
ch
e)

es
ti
nv
er
sib
le
àd
ro
ite
(r
es
p.
àg
au
ch
e)
et
do
nn
er
un
ef
or
m
ul
ep
ou
ru
n
te
li
nv
er
se
.

Ex
er
cic
e(
1.5
.8
).
—
D
an
sc
ha
cu
n
de
sm
on
oï
de
ss
ui
va
nt
s,
id
en
ti�
er
l’e
ns
em
bl
e

de
sé
lé
m
en
ts
in
ve
rs
ib
le
sà
dr
oi
te
(r
es
p.
àg
au
ch
e)
.

a)
Le
m
on
oï
de
de
sa
pp
lic
at
io
ns
d’
un
en
se
m
bl
eA
da
ns
lu
i-m
êm
e.

b)
Le
m
on
oï
de
de
sa
pp
lic
at
io
ns
lin
éa
ire
sd
’u
n
R
-e
sp
ac
ev
ec
to
rie
lE
da
ns
lu
i-

m
êm
e.
Ca
sd
el
ad
im
en
sio
n
�n
ie
?
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A
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U
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—
A
PERÇU

c)Lem
onoïdedesapplicationspolynom

ialesdeR
dansR.

d)Lem
onoïdem

ultiplicatifd’uneK
-algèbreassociativededim

ension
�nie,

K
étantun

corps�xé(K
=
R
ou
C
,sil’on

veut).

Exercice(1.5.9).—
SoitM

un
m
onoïdecom

m
utatif;on

note+
saloidecom

po-
sition

et0
son
élém

entneutre.
a)Soit∼

larelation
dansM

×
M
donnéepar(a,b)∼

(c,d)s’ilexisteu
∈M

telque
a+
d
+
u
=
b+
c+
u.D

ém
ontrerquec’estunerelation

d’équivalence.
b)O

n
noteA

l’ensem
blequotientet[a,b]la

classed’un
couple(a,b).D

é-
m
ontrerqu’ilexisteuneuniqueloidecom

position
deA

telleque[a,b]+[c,d]=
[a
+
c,b

+
d]pour

a,b,c,d
∈
M
.D
ém
ontrerque

A
estun

groupe
abélien

et
que

l’application
j∶M

→
A
donnée

par
a
↦

[a,0]estun
hom

om
orphism

e
dem

onoïdes.D
ém
ontreraussiquetoutélém

entdeA
estladi�érencededeux

élém
entsde

j(M
).

c)SoitB
un
groupe

etsoit
f∶M

→
B
un
hom

om
orphism

e
de
m
onoïdes.

D
ém
ontrerqu’ilexisteun

uniquehom
om
orphism

edegroupesφ
∶A
→
B
tel

queφ
○
j=
f.

Exercice(1.5.10).—
SoitM

un
m
onoïde(non

nécessairem
entcom

m
utatif).

a)SoitA
un
groupe

etsoit
j∶M

→
A
un
m
orphism

e
de
m
onoïdestelque

j(M
)engendreA

.D
ém
ontrerqueCard(A)⩽

sup(Card(N
),Card(M

)).
b)D

ém
ontrerqu’ilexisteun

ensem
bleΦ

dontlesélém
entssontdescouples

(j,A),où
A
estun

groupe
et
j∶M

→
A
un
m
orphism

e
de
m
onoïdestelque

j(M
)engendreA

,quivéri�elapropriétésuivante:Pourtoutcouple(f,B),où
B
estun

groupeetf∶M
→
B
estun

m
orphism

edem
onoïdes,ilexisteun

couple
(j,A)∈

Φ
etun

m
orphism

eφ
∶A
→
B
telqueφ

○
j=
f.

c)D
ém
ontrerqu’ilexisteun

groupeA
etun

hom
om
orphism

edem
onoïdes

j∶M
→
A
véri�antla

propriété
universelle

:Pourtoutgroupe
B
ettoutm

or-
phism

e
de
m
onoïdes

f∶M
→
B,ilexiste

un
unique

m
orphism

e
de
groupes

φ
∶A
→
B
telqueφ

○
j=
f.

4.3.CLÔ
TU
RE
A
LG
ÉBRIQ

U
E

145

surE.SoitQ
∈E[T]son

polynôm
em
inim

al.C
’estun

m
ultipledeP

dansF[T].
Parhypothèse,lepolynôm

eQ
estscindédansΩ

;en
particulier,lepolynôm

eP
est

scindédansΩ
.Soitb

∈
Ω
uneracinedeP.Ilexisteun

uniquehom
om
orphism

e
deF-algèbres

f∶F
′→
Ω
telque

f(a)=
b.L’élém

entb
estalgébriquesurF,donc

surE
;doncb

∈F.A
insi,deg(P)=

1.

�
éorèm

e(4.3.6)(Steinitz).—
SoitE

un
corpscom

m
utatif.

a)
LecorpsE

possèdeuneclôturealgébrique.
b)
D
eux
clôturesalgébriquesdeE

sontisom
orphes.

D
ém
onstration.—

Soit
P
l’ensem

ble
despolynôm

esirréductiblesunitaires
deE[T].Introduisonsl’anneau

A
despolynôm

esen
desindéterm

inéesT
f,i ,où

f∈
P
et1⩽

i⩽
deg(f).Pourtoutf∈

P
,on

écrit

f−
deg(f)

∏i=1
(T

−
T
f,i )=

deg(f)

∑i=1
c
f,i T

i−1

dansl’anneau
A[T]despolynôm

esàcoe�
cientsdansA

en
l’indéterm

inéeT.Soit
Il’idéaldeA

engendréparcesélém
entsc

f,1 ,...,c
f,deg(f) ,pour

fparcourant
P
.

D
ém
ontronsparl’absurdequeI≠

A
.D
anslecascontraire,ilexisteunefam

ille
presque

nulle(b
f,i )
d’élém

entsde
A
telle

que
1=

∑
b
f,i c

f,i .L’ensem
ble

P
1

des
polynôm

es
g
∈

P
tels
qu’ilexiste

j
∈

{1,...,deg(g)},
f
∈

P
et
i
∈

{1,...,deg(f)}
telsquel’indéterm

inéeT
g,j apparaissedansc

f,i ou
dansb

f,i est
�ni;soitP

leurproduit.SoitA
1 lesous-anneau

deA
despolynôm

esen
lesindé-

term
inéesT

g,j ,pourg∈
P
1 et1⩽

j⩽
deg(g)},etsoitI1 l’idéaldeA

1 engendré
parlesélém

entscg,1 ,...,cg,deg(g) ,pourg
parcourant

P
1 .Parconstruction,les

élém
entsb

f,i appartiennentàA
1 ,dem

êm
equelesélém

entsc
f,i telsqueb

f,i ≠
0
;

ainsi,larelation
1=
∑
b
f,i c

f,i entraînequeI1 =
A
1 .

SoitF
une

extension
de
décom

position
du
polynôm

e
P.Par

dé�nition,le
polynôm

e
P
estscindé

dansF
;en

particulier,chaque
polynôm

e
g
de

P
1 est

scindédansF.Pourtoutg∈
P
1 ettoutj∈{1,...,deg(g)},ilexistedesélém

ents
a
g,j ∈F

telsque

g=
deg(g)

∏j=1
(T

−
a
g,j )

dansF[T].Soitφ
∶A
1 →
F
l’uniquehom

om
orphism

edeE-algèbresquiapplique
T
g,j sura

g,j ,pour
g
∈

P
1 et1⩽

j⩽
deg(g).O

n
a
donc

φ(cg,j )
=
0
pourtous

(g,j),d’où
I1 ⊂
Ker(φ),puislacontradiction

0
=

φ(1)=
1.



14
4

CH
A
PI
TR
E
4.
CO
RP
S

et
de
ra
yo
n
R
es
tc
om
pa
ct
et
qu
e
la
fo
nc
tio
n
z
↦

∣P
(z

)∣
es
tc
on
tin
ue
su
rC
,i
l

ex
ist
e
a
∈C
te
lq
ue

∣a
∣⩽
R
et

in
f

z∈
C

∣z
∣⩽
R∣P

(z
)∣
=
∣P
(a

)∣.

En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
on
a∣
P(
a)

∣⩽
∣P
(0

)∣
<
∣P
(z

)∣
po
ur
to
ut
z
∈C
te
lq
ue

∣z∣
⩾
R.
C
ela

en
tr
aî
ne
qu
e∣
a∣
<
R.

Re
m
ar
qu
on
sq
u’
il
ex
ist
eb
0,
..
.,
b n

∈C
te
ls
qu
e

P
=
b 0
+
b 1
(T

−
a)
+
⋅⋅⋅
+
b n

(T
−
a)
n .

O
n
dé
�n
it
en
e�
et
b n
co
m
m
e
le
qu
ot
ie
nt
de
la
di
vi
sio
n
eu
cl
id
ie
nn
e
de
P
pa
r

(T
−
a)
n
;c
om
m
ed
eg

(P
)⩽
n,
b n
es
tc
on
sta
nt
et
le
re
ste
es
tu
n
po
ly
nô
m
eP

1
de

de
gr
é⩽
n
−
1.
O
n
dé
�n
it
al
or
sb
n−
1
co
m
m
el
eq
uo
tie
nt
de
la
di
vi
sio
n
eu
cli
di
en
ne

de
P
pa
r(
T
−
a)
n−
1 ,
et
c.
O
bs
er
vo
ns
au
ss
iq
ue
b n

=
c n
.

Su
pp
os
on
sp
ar
l’a
bs
ur
de
qu
eP

(a
)≠
0.
A
lo
rs
,b
0
=
P(
a)

≠
0.
C
om
m
eb

n
≠
0,

il
ex
ist
eu
n
pl
us
pe
tit
en
tie
rm

⩾
1t
el
qu
eb

m
≠
0,
de
so
rte
qu
eb
1
=
⋅⋅⋅

=
b m

−
1
=
0.

So
it

θ 0
et

θ m
de
sa
rg
um
en
ts
de
b 0
et
b m
,d
es
or
te
qu
eb
0
=
∣b
0∣e
iθ
0
et
b m

=
∣b
m
∣ei

θ m
.

D
é�
ni
ss
on
sθ
pa
rl
ar
ela
tio
n

θ 0
+

π
=

θ m
+
m

θ.
Lo
rs
qu
er

∈R
+
te
nd
ve
rs
0,
on
a

∣a
+
re
iθ
∣<
R
et

P(
a
+
re
iθ
)=
b 0
+
b m
ei
m

θ r
m
+
o(
rm

)=
∣b
0∣(
1−
b m b 0
rm

+
o(
rm

),

do
nc

∣P
(a

+
re
iθ
)∣
<
∣P
(a

)∣.
C
ec
ic
on
tre
di
tl
ad
é�
ni
tio
n
de
a.

D
é�
ni
tio
n
(4
.3
.4
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if.
O
n
di
tq
u’
un
ee
xt
en
sio
n
F
de
E

es
tu
ne
clô
tu
re
al
gé
br
iq
ue
de
E
si
c’e
st
un
ee
xt
en
sio
n
al
gé
br
iq
ue
et
si
le
co
rp
sF
es
t

al
gé
br
iq
ue
m
en
tc
lo
s.

Pr
op
os
iti
on
(4
.3
.5
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if,
so
it
Ω
un
e
ex
te
ns
io
n
de
E

da
ns
la
qu
ell
e
to
ut
po
ly
nô
m
e
irr
éd
uc
tib
le
de
E[
T]
es
ts
cin
dé
(p
ar
ex
em
pl
e,
un
e

ex
te
ns
io
n
al
gé
br
iq
ue
m
en
tc
lo
se
de
E)
.A
lo
rs
,l
’en
se
m
bl
eF
de
sé
lém
en
ts
de
Ω
qu
i

so
nt
al
gé
br
iq
ue
ss
ur
E
es
tu
ne
clô
tu
re
al
gé
br
iq
ue
de
E.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
L’
en
se
m
bl
eF
es
tu
n
so
us
-c
or
ps
de
Ω
do
nt
to
ut
élé
m
en
te
st

al
gé
br
iq
ue
su
rE
;c
’e
st
do
nc
un
ee
xt
en
sio
n
al
gé
br
iq
ue
de
E.

C
on
sid
ér
on
sa
lo
rs
un
po
ly
nô
m
e
irr
éd
uc
tib
le
P
∈
F[
T]
et
dé
m
on
tr
on
sq
ue

de
g(
P)

=
1.
So
it
F′
un
e
ex
te
ns
io
n
de
ru
pt
ur
e
de
P
et
a
∈
F′
te
lq
ue
P(
a)

=
0.

L’
élé
m
en
ta
es
ta
lg
éb
riq
ue
su
rF
,e
tF
es
ta
lg
éb
riq
ue
su
rE
,d
on
ca
es
ta
lg
éb
riq
ue

C
H
A
PI
TR
E
2

G
RO
U
PE
S

2.
1.
D
é�
ni
tio
ns

D
é�
ni
tio
n
(2
.1.
1)
.—

Un
m
on
oï
de
es
tu
n
m
ag
m
a
as
so
cia
tif
et
un
ifè
re
.U
n
gr
ou
pe

es
tu
n
m
on
oï
de
do
nt
to
ut
élé
m
en
te
st
in
ve
rs
ib
le.
O
n
di
tq
u’
un
m
on
oï
de
(r
es
p.
un

gr
ou
pe
)e
st
co
m
m
ut
at
if,
ou
ab
éli
en
,s
is
a
lo
id
ec
om
po
sit
io
n
es
tc
om
m
ut
at
iv
e.

La
no
ta
tio
n
la
pl
us
co
ur
an
te
po
ur
la
lo
id
e
co
m
po
sit
io
n
d’
un
m
on
oï
de
es
t

le
sy
m
bo
le
⋅,d
’a
ill
eu
rs
le
pl
us
so
uv
en
to
m
is
;d
an
sc
ec
as
,l
’é
lé
m
en
tn
eu
tr
ee
st

so
uv
en
tn
ot
é
e
ou
1,
et
l’i
nv
er
se
d’
un
élé
m
en
ta
es
tn
ot
é
a−
1 .

D
an
sl
e
ca
sd
e
m
on
oï
de
so
u
de
gr
ou
pe
sa
bé
lie
ns
,o
n
no
te
au
ss
il
a
lo
i+
et

l’é
lém
en
tn
eu
tre
0
;l
’in
ve
rs
ed
’u
n
élé
m
en
ta
es
ta
lo
rs
ap
pe
lé
op
po
sé
et
no
té
−a
.

2.
1.2
.
—
So
it
A
un
m
on
oï
de
,d
’é
lé
m
en
tn
eu
tre
e.
Po
ur
to
ut
en
tie
rn
at
ur
el
n
et

to
ut
es
ui
te

(a
1,
..
.,
a n

)d
’él
ém
en
ts
de
A
,o
n
dé
�n
it
le
pr
od
ui
t ∏

n i=
1a
i
=
a 1
..
.a
n

pa
rr
éc
ur
re
nc
ed
el
af
aç
on
su
iv
an
te
:

(2
.1.
2.
1)

n ∏ i=
1
a i
=
⎧ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎩e

si
n
=
0
;

a 1
∏
n i=
2
a i

si
n
⩾
1.
.

Po
ur
to
ut
en
tie
r
m
te
lq
ue
0
⩽
i
⩽
m
,o
n
vé
ri�
e
pa
r
ré
cu
rr
en
ce
su
r
m
la

fo
rm
ul
e

(2
.1.
2.
2)

n ∏ i=
1
a i
=
m ∏ i=
1
a i
∏ i=m

+
1a
i.

Lo
rs
qu
el
em
on
oï
de
es
tc
om
m
ut
at
if
et
qu
es
a
lo
ie
st
no
té
e+
,c
ep
ro
du
it
es
t

ap
pe
lé
so
m
m
ee
tn
ot
é ∑

n i=
1a
i.
O
n
aa
lo
rs
la
fo
rm
ul
es
up
pl
ém
en
ta
ire

(2
.1.
2.
3)

n ∑ i=1
(a
i+
b i
)=

n ∑ i=1
a i
+
n ∑ i=1
b i
,
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RO
U
PES

pourn
∈
N
eta

1 ,...,a
n ,b

1 ,...,b
n ∈A

.

2.1.3.
—
SoitA

un
m
onoïdeetsoita

un
élém

entdeA
.Pourtoutentiernatureln,

on
note

a
n
le
produitde

la
suite(a,...,a)

(n
term

es).Sia
estinversible,on

dé�nita
npourtoutentierrelatifn

en
posanta

n=
(a

−1)
−nsin

<
0.

O
n
véri�eparrécurrencequel’on

a
a
m
+n=

a
m
⋅a
net(a

m) n=
a
m
npourtout

couple(m
,n)d’entiersnaturels(resp.pourtoutcoupled’entiersrelatifssia

est
inversible).

2.1.4.
—
SoitA

un
m
onoïde.O

n
ditquedesélém

entsa,b
deA

com
m
utentsi

l’on
a
ab

=
ba.O

n
aalors(ab) n=

a
n⋅b

npourtoutentiernatureln
et,lorsque

A
estun

groupe,pourtoutentierrelatifn.
LorsqueA

estun
groupe,on

appellecom
m
utateurdu

couple(a,b)l’élém
ent

[a,b]=
a
−1b

−1ab
;ilestégalàl’élém

entneutresietseulem
entsilesélém

entsa
etb

com
m
utent. (1)

2.1.5.
—
SoitA

un
groupeetsoita

un
élém

entdeA
.O
n
ditque

a
estd’ordre

in�nis’iln’existe
pasd’entiernatureln

>
0
telque

a
n=
e;sinon,on

appelle
ordrede

a
le
plusentiernatureln

>
0
telque

a
n=
e.U
n
élém

entd’ordre
�ni

estaussiappeléélém
entdetorsion

;on
ditqueA

estsanstorsion
sison

élém
ent

neutreestleseulélém
entdetorsion.

Lem
m
e(2.1.6).—

SoitA
un
groupe.

a)
Soita

un
élém

entd’ordre�nideA
etsoitn

son
ordre.Sim

∈
Z,alorsa

m
=
e

sietseulem
entsim

estm
ultipleden.

b)
SupposonsqueA

soitcom
m
utatif.Soita

etb
desélém

entsdeA
,d’ordresm

etn
respectivem

ent.Alors,ab
estd’ordre�ni,etcetordrediviseppcm

(m
,n);si

m
etn

sontprem
iersentreeux,alorsab

estd’ordrem
n.

D
ém
onstration.—

a)
Soitm

=
nq+

rladivision
euclidiennedem

parn,de
sorteque0

⩽
r<
n.O

n
a
e=
a
m
=
a
nqa

r=
(a
n) qa

r=
e qa

r=
a
r.Pardé�nition

del’ordredea,l’entiern
estlepluspetitentierstrictem

entpositiftelquea
n=
e.

O
n
adoncr=

0,cequiprouvequem
estm

ultipleden.

(1
)N
ilanotation,niladé�nition

nesonttrèsstrictes;lescrochetssontparfoisrem
placéspardesparen-

thèses;d’autresauteursledé�nissentparaba
−1b
−1.
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Supposonsm
aintenantque

touteslesracinesde
P
soientsim

ples.SoitD
=

pgcd(P,P
′);com

m
e
c’estun

diviseur
de
P,ilestscindé

dans
F.Soita

une
racinedeD

.C
om
m
eP
etP

′sontm
ultiplesdeP,on

aP(a)=
P
′(a)=

0.Sil’on
écritP

=
∑
nm
=0 cn ( T

−
a) n,on

a
P(a)

=
c0 etP

′(a)
=
c1 ;ainsi,P

estm
ultiple

de(T
−
a) 2,donc

a
estracine

m
ultiple

de
P.C

ela
entraîne

que
D
n’a
pasde

racinedansF,doncD
=
1.

4.3.
C
lôture

algébrique

D
é�nition

(4.3.1).—
SoitE

un
corpscom

m
utatif.O

n
ditqueE

estalgébriquem
ent

clossitoutpolynôm
eirréductibledeE[T]possèdeuneracinedansE.

Lem
m
e
(4.3.2).—

SoitE
un
corpscom

m
utatif.Lesconditionssuivantessont

équivalentes:
(i)
LecorpsE

estalgébriquem
entclos;

(ii)
Lespolynôm

esirréductiblesdeE[T]sontlespolynôm
esdedegré1;

(iii)
Toutpolynôm

edeE[T]estscindédansE.

D
ém
onstration.—

(i)⇒
(ii).SoitP

un
polynôm

eirréductibledeE[T].Com
m
e

P
n’estpasinversible,on

a
deg(P)⩾

1.Parhypothèse,P
possèdeuneracine

a
dansE.A

lors,T
−
a
diviseP,desortequ’ilexisteun

polynôm
eQ

∈E[T]telque
P
=
(T

−
a)Q

.PuisqueP
estirréductibleetqueT

−
a
n’estpasinversible,Q

est
inversible,doncdeg(Q

)=
0,puisdeg(P)=

1.
(ii)⇒

(iii).SoitP
∈E[T].Iln’y

arien
àdém

ontrersiP
=
0.Sinon,on

peutdé-
com

poserP
en
produitdepolynôm

esirréductibles,P
=
P
1 ...P

n .Parhypothèse,
deg(P

i )=
1pourtouti.A

insi,P
estscindé.

(iii)⇒
(i).SoitP

un
polynôm

eirréductibledeE[T].PuisqueP
estscindédansE,

P
estproduitdefacteursdedegré1.Puisquedeg(P)⩾

1,ilpossèdeau
m
oinsun

facteurdedegré1etdoncuneracine.

�
éorèm

e(4.3.3)(«�
éorèm

eded’A
lem
bert–G

auß
»)

LecorpsC
desnom

brescom
plexesestalgébriquem

entclos.

D
ém
onstration.—

Ilsu�
t
de
dém

ontrer
que

tout
polynôm

e
non

constant
de
C[T]possèdeuneracinedansC

.SoitP
un
telpolynôm

e,soitn
son
degré;

écrivons-le
P
=
∑
nm
=0 cm T

m,de
sorte

que
n
⩾
1etcn

≠
0.Pour

z
∈
C
,on

a
∣P(z)∣→

+∞
lorsque∣z∣→

+∞
.Parsuite,ilexisteun

nom
breréelR

>
0
telque

∣P(z)∣⩾
1+

∣P(0)∣pourtoutz∈
C
telque∣z∣⩾

R.Puisqueledisquedecentre0
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CO
RP
S

Si
no
n,
so
it
P 1
un
fa
ct
eu
ri
rr
éd
uc
tib
le
de
P
de
de
gr
é⩾
2e
ts
oi
ta
un
er
ac
in
ed
eP
1

da
ns
F.
Po
so
ns
E′

=
E(
a)
;c
’e
st
un
e
ex
te
ns
io
n
de
E,
iso
m
or
ph
e
à
E[
T]

/(
P 1

) .
So
it
b
un
e
ra
ci
ne
de
P 1
da
ns
Ω
;i
le
xi
st
e
do
nc
un
un
iq
ue
ho
m
om
or
ph
ism
e

d’
ex
te
ns
io
ns
f′
∶E

′
→
Ω
te
lq
ue
f′
(a

)=
b.
A
lo
rs
,l
’h
om
om
or
ph
ism
e
f′
pe
rm
et

de
co
ns
id
ér
er
le
co
rp
s
Ω
co
m
m
e
un
e
ex
te
ns
io
n
de
E′
.D
e
m
êm
e,
E′
es
tu
n

so
us
-c
or
ps
de
F,
do
nc
on
pe
ut
co
ns
id
ér
er
F
co
m
m
e
un
e
ex
te
ns
io
n
de
E′
.O
n

a
[E

′
∶ E

]
=
de
g(
P 1

)
⩾
2,
do
nc

[F
∶E

′ ]
<

[ F
∶E

].
Pa
r
ré
cu
rr
en
ce
,i
le
xi
ste

un
ho
m
om
or
ph
ism
e
f∶
F
→
Ω
d’
ex
te
ns
io
ns
de
E′
;c
’e
st
un
ho
m
om
or
ph
ism
e

d’
ex
te
ns
io
ns
de
E.

Co
ro
lla
ire
(4
.2
.7
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
P
∈E

[T
]u
n
po
ly
nô
m
e

no
n
co
ns
ta
nt
.D
eu
x
ex
te
ns
io
ns
de
E
qu
is
on
te
xt
en
sio
ns
de
dé
co
m
po
sit
io
n
de
P

so
nt
iso
m
or
ph
es
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
F
et
F′
de
ux
ex
te
ns
io
ns
de
E
qu
is
on
te
xt
en
sio
ns
de

dé
co
m
po
sit
io
n
de
P.
D
’ap
rè
sl
ap
ro
po
sit
io
n
4.
2.6
,a
pp
liq
ué
ea
ve
cΩ

=
F′
,i
le
xi
ste

un
ho
m
om
or
ph
ism
e
d’
ex
te
ns
io
ns
f∶
F
→
F′
.S
oi
tn

=
de
g(
P)
et
co
ns
id
ér
on
s

un
ef
ac
to
ris
at
io
n
P
=
c ∏

n i=
1(T

−
a i
)d
eP
da
ns
F.
O
n
ad
on
cP

=
f(
c)
∏
n i=
1(T

−
f(
a i
))
da
ns
F′
[T

],
ce
qu
ip
ro
uv
e
qu
e
l’e
ns
em
bl
e
{f

(a
i)}
es
tl
’e
ns
em
bl
e
de
s

ra
ci
ne
sd
eP
da
ns
F′
.P
ui
sq
ue
F′
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n
de
P,
F′
=

E(
f(
a 1
),
..
.,
f(
a n

))
,s
ib
ie
n
qu
e
f
es
ts
ur
je
ct
if.
O
n
a
ai
ns
ip
ro
uv
é
qu
e
F
et
F′

so
nt
iso
m
or
ph
es
.

D
é�
ni
tio
n
(4
.2
.8
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if.
So
it
P
∈
E[
T]
et
so
it
F
un
e

ex
te
ns
io
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n
de
P.
O
n
di
tq
ue
le
po
ly
nô
m
eP
es
ts
ép
ar
ab
le
si
se
s

ra
cin
es
da
ns
F
so
nt
to
ut
es
sim
pl
es
.

C
el
an
ed
ép
en
d
pa
sd
u
ch
oi
x
de
l’e
xt
en
sio
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n.

Pr
op
os
iti
on
(4
.2
.9
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if.
Po
ur
qu
’u
n
po
ly
nô
m
e
P
∈

E[
T]
so
it
sé
pa
ra
bl
e,
il
fa
ut
et
il
su
�
tq
ue
l’o
n
ai
tp
gc
d(
P,
P′
)=
1.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
F
un
e
ex
te
ns
io
n
de
dé
co
m
po
sit
io
n
de
P.
Su
pp
os
on
s

qu
e
pg
cd

(P
,P

′ )
=
1e
ts
oi
tU
,V

∈
E[
T]
de
sp
ol
yn
ôm
es
te
ls
qu
e
U
P
+
V
P′

=
1.

So
it
a
∈
F
un
e
ra
ci
ne
de
P
et
so
it
m
sa
m
ul
tip
lic
ité
;s
up
po
so
ns
pa
rl
’a
bs
ur
de

qu
e
m

⩾
2.
A
lo
rs

(T
−
a)
m
di
vi
se
P,
do
nc

(T
−
a)
m
−
1
di
vi
se
P′
et
a
es
tr
ac
in
e

co
m
m
un
eà
P
et
P′
.O
n
aa
in
si
1=
U
(a

)P
(a

)+
V
(a

)P
′ (a

)=
0
;c
on
tr
ad
ic
tio
n
!

C
el
ad
ém
on
tre
qu
et
ou
te
sl
es
ra
ci
ne
sd
eP
so
nt
sim
pl
es
.

2.2
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b)
So
it
p
=
pp
cm

(m
,n

);
co
m
m
em

di
vi
se
p,
on
a
ap

=
e;
co
m
m
en
di
vi
se
p,

on
a
bp

=
e.
C
om
m
e
A
es
tc
om
m
ut
at
if,
on
a
(a
b)
p
=
ap
bp

=
e,
ce
qu
ip
ro
uv
e

qu
e
ab
es
td
’o
rd
re
�n
id
iv
isa
nt
p.
Su
pp
os
on
s
m
ai
nt
en
an
tq
ue
m
et
n
so
ie
nt

pr
em
ie
rs
en
tr
e
eu
x,
de
so
rt
e
qu
e
p
=
m
n.
So
it
N
un
en
tie
rt
el
qu
e
(a
b)
N
=
e.

O
n
a
e
=
(a
b)
N
m
=
aN
m
bN
m
=
bN
m
,d
on
cN
m
es
tm
ul
tip
le
de
n
;c
om
m
em

et
n

so
nt
pr
em
ie
rs
en
tr
e
eu
x,
N
es
tm
ul
tip
le
de
n.
D
e
m
êm
e,
N
es
tm
ul
tip
le
de
m
.

U
til
isa
nt
de
no
uv
ea
u
qu
e
m
et
n
so
nt
pr
em
ie
rs
en
tre
eu
x,
on
ob
tie
nt
qu
eN
es
t

m
ul
tip
le
de
m
n.
Pa
rs
ui
te
,l
’o
rd
re
de
ab
es
té
ga
là
m
n.

2.
2.
Ex
em
pl
es

2.
2.
1.
—
Le
se
ns
em
bl
es
de
se
nt
ie
rs
re
lat
ifs
,d
es
no
m
br
es
ra
tio
nn
els
,d
es
no
m
br
es

ré
els
,d
es
no
m
br
es
co
m
pl
ex
es
so
nt
de
sg
ro
up
es
po
ur
l’a
dd
iti
on
.

L’
en
se
m
bl
e
de
se
nt
ie
rs
na
tu
re
ls
es
tu
n
m
on
oï
de
po
ur
l’a
dd
iti
on
,d
e
m
êm
e

qu
el
’e
ns
em
bl
e{
0,
2,
3,
..
.}
.

2.
2.
2.
—
Le
s
en
se
m
bl
es
de
s
no
m
br
es
en
tie
rs
na
tu
re
ls,
de
s
no
m
br
es
en
tie
rs

re
la
tif
s,
de
sn
om
br
es
ra
tio
nn
el
s,
de
sn
om
br
es
ré
el
s,
de
sn
om
br
es
ré
el
sp
os
iti
fs

ou
nu
ls,
de
sn
om
br
es
co
m
pl
ex
es
so
nt
de
sm
on
oï
de
sp
ou
rl
am
ul
tip
lic
at
io
n,
m
ai
s

ne
so
nt
pa
sd
es
gr
ou
pe
s.

Pl
us
gé
né
ra
le
m
en
t,
un
an
ne
au
es
tu
n
m
on
oï
de
po
ur
la
m
ul
tip
lic
at
io
n.

Le
se
ns
em
bl
es
de
sn
om
br
es
ra
tio
nn
els
no
n
nu
ls,
de
sn
om
br
es
ré
els
no
n
nu
ls,

de
sn
om
br
es
ré
el
ss
tr
ic
te
m
en
tp
os
iti
fs
,d
es
no
m
br
es
co
m
pl
ex
es
no
n
nu
ls,
de
s

no
m
br
es
co
m
pl
ex
es
de
m
od
ul
es
1s
on
td
es
gr
ou
pe
sp
ou
rl
am
ul
tip
lic
at
io
n.

So
it
n
un
en
tie
rn
at
ur
el
no
n
nu
l.
L’
en
se
m
bl
ed
es
no
m
br
es
co
m
pl
ex
es
te
ls
qu
e

zn
=
1e
st
un
gr
ou
pe
po
ur
la
m
ul
tip
lic
at
io
n.

Ra
pp
el
on
sq
u’
on
di
tq
u’
un
no
m
br
ec
om
pl
ex
ez
es
tu
ne
ra
ci
ne
de
l’u
ni
té
s’i
l

ex
ist
eu
n
en
tie
rn
at
ur
el
n
⩾
1t
el
qu
e
zn

=
1.
L’
en
se
m
bl
ed
es
ra
ci
ne
sd
el
’u
ni
té
,

m
un
id
el
am
ul
tip
lic
at
io
n,
es
tu
n
gr
ou
pe
.

2.
2.
3.
—
So
it
M
un
m
on
oï
de
.L
’e
ns
em
bl
e
de
sé
lé
m
en
ts
in
ve
rs
ib
le
sd
e
M
es
t

no
té
M

×
;c
’e
st
un
gr
ou
pe
po
ur
la
lo
id
ec
om
po
sit
io
n
de
M
.

2.
2.
4.
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
(o
n
pe
ut
pr
en
dr
e,
pa
re
xe
m
pl
e,
A
=
Z,

A
=
R
,A

=
C
)e
ts
oi
tn
un
en
tie
rn
at
ur
el.
L’
en
se
m
bl
eM

n(
A
)d
es
m
at
ric
es
n
×
n

àc
oe
�
ci
en
ts
da
ns
A
es
tu
n
m
on
oï
de
po
ur
la
m
ul
tip
lic
at
io
n
de
sm
at
ric
es
.
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U
ne
m
atrice

M
∈
M
n (A)

estinversible
sietseulem

entsison
déterm

inant
estinversibledansA

.L’ensem
bleG

L
n (A)desm

atricesinversiblesestdoncun
groupepourlam

ultiplication
desm

atrices;l’ensem
bleSL

n (A)desm
atricesde

déterm
inant1en

estun
sous-groupe.

2.2.5.
—
L’ensem

ble
desélém

entsinversible
du
m
onoïde

m
ultiplicatifZ

est
égalà{±1}.
Soitn

un
entier⩾

1etsoitM
=
Z/nZ,m

unidesam
ultiplication.Sil’on

veut,
on
peutsansgrand

dom
m
ageconsidérerqueM

estl’ensem
ble{0,...,n

−
1},

la
m
ultiplication

étantdonnéeparlerestedela
division

euclidienneparn
du

produitusuel.
D
ém
ontronsqu’un

entierm
∈M

estinversiblesietseulem
entsim

etn
sont

prem
iersentre

eux.Supposonsen
e�etque

m
estinversible

etsoita
∈
M
tel

que
a
⋅m

=
1;cela

signi�e
qu’ilexiste

q
∈
Z
telque

am
=
1+
nq.A

lors,tout
diviseurcom

m
un
àm
etn
diviseam

−nq
=
1,doncpgcd(m

,n)=
1.Inversem

ent,
supposonsquem

etn
soientprem

iersentreeux;d’aprèslethéorèm
edeBézout,

ilexistedesentiersu
etv
telsqueum

+
vn

=
1;on

adoncu
⋅m

=
1dansM

,ce
quiprouvequem

estinversible.
Rappelonsaussiqu’on

note
φ(n)

lecardinaldel’ensem
bledesentiersm

∈
{1,...,n}

telsquepgcd(m
,n)=

1(indicateurd’Euler).

2.2.6.
—
SoitE

un
ensem

ble.L’ensem
bledesapplicationsdeE

danslui-m
êm
e

estun
m
onoïdepourlacom

position
;son

élém
entneutreestl’application

iden-
tique.
L’ensem

bledesélém
entsinversiblesdecem

onoïdeestl’ensem
ble

S
(E)des

bijectionsdansE
dansE,qu’on

appelleaussiperm
utationsdeE.C

’estun
groupe

pourlacom
position

desapplications.
LorsqueE

estl’ensem
ble�ni{1,...,n},legroupe

S
(E)estaussinoté

S
n .

2.2.7.
—
SoitQ

l’ensem
bleà8

élém
ents,{1,−1,i,−i,j,−

j,k,−k}
(groupequa-

ternionique
d’ordre

8).Ilexiste
une

unique
loide

groupe
sur
Q
,d’élém

ent
neutre

1,pourlaquelle(−1) 2=
1,a(−1)=

(−1)a
=
−a
sia

∈{i,j,k},i 2=
j 2=

k
2=

−1etij=
k.

O
n
a
aussijk

=
i,ki=

j,ji=
−k,ik

=
−
jetkj=

−i.Le
centre

de
Q
estle

sous-groupe{−1,1}.

4.2.EXTEN
SIO
N
S
D
E
RU
PTU

RE,EXTEN
SIO
N
S
D
E
D
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M
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Corollaire(4.2.3).—
SoitE

un
corpscom

m
utatifetsoitP

∈E[T]un
polynôm

e.Il
existeuneextension

F
deE

danslaquellelepolynôm
eP
estscindé.

D
ém
onstration.—

SiP
=
0,on

poseF
=
E.Supposonsm

aintenantP
≠
0.

N
otonsP

0 leproduitdesfacteursirréductiblesdeP
quisontdedegré⩾

2
et

raisonnonsparrécurrence
surdeg(P

0 ).Sideg(P
0 )

=
0,alorsP

0 estconstant,
on
peutposer

F
=
E.SoitP

1 un
facteur

irréductible
de
P
0 ;par

hypothèse,
deg(P

1 )⩾
2.SoitF

′uneextension
derupturedu

polynôm
eP

1 surE.N
otonsQ

lepolynôm
eP
considérécom

m
eélém

entdeF
′[T].SoitQ

0 ıF
′[T]leproduitdes

facteursirréductiblesdeQ
quisontdedegré⩾

2;c’estun
diviseurdeP

0 .Puisque
le
polynôm

e
P
1 possède

une
racine

dansF
′,l’im

age
du
polynôm

e
P
0 possède

une
racine

dansF
′,de

sorte
que
l’on

a
deg(Q

0 )
<
deg(P

0 ).Parrécurrence,il
existeuneextension

F
deF

′danslaquellelepolynôm
eQ
estscindé.A

insi,F
est

uneextension
deE

danslaquellelepolynôm
eP
estscindé.

Corollaire(4.2.4).—
SoitE

un
corpscom

m
utatifetsoitP

∈E[T]un
polynôm

e
non

nul.SoitF
uneextension

deE.PourqueP
soitscindédansF,ilfautetilsu�

t
quepourtouteextension

G
deF,touteracinea

deP
dansG

appartienneà
F.

D
ém
onstration.—

Supposonsque
P
estscindé

dansF
etécrivonsP

=
c(T

−
a
1 )...(T

−
a
n ),avec

c,a
1 ,...,a

n ∈
F.SoitG

une
extension

de
F
etsoitb

une
racinedeP

dansG
.O
n
adoncP(b)=

c(b−
a
1 )...(b−

a
n )=

0.Com
m
eP

≠
0,

on
a
c≠
0
;ilexistedonc

j∈{1,...,n}
telqueb

=
a
j ,d’où

b
∈F.

Inversem
ent,supposonsqueP

nesoitpasscindédansF.En
particulier,P

≠
0
et

ilexisteun
facteurirréductibleP

1 ∈F[T]telquedeg(P
1 )⩾

2.SoitG
=
F[T]/(P

1 )
etsoita

l’im
agedeT

dansG
;puisquedeg(P

1 )⩾
2,on

a
a

/F.A
insi,G

estune
extension

deF
danslaquelleP

possèdeuneracinequin’appartientpasàF.

D
é�nition

(4.2.5).—
SoitE

un
corpscom

m
utatifetsoitP

∈E[T].O
n
ditqu’une

extension
F
deE

estuneextension
dedécom

position
deP

silepolynôm
eP
est

scindédansF
etsil’ensem

bledesracinesdeP
dansF

engendreF
surE.

Proposition
(4.2.6).—

SoitE
un
corpscom

m
utatif,soitP

∈E[T]un
polynôm

e
non

constantetsoitΩ
uneextension

deE
danslaquelleP

estscindé.SoitF
une

extension
deE

quiestengendréeparl’ensem
bledesracinesdeP

dansF.Ilexiste
un
hom

om
orphism

ed’extensionsdeF
dansΩ

.

D
ém
onstration.—

O
n
dém

ontrel’assertion
parrécurrencesur[F

∶E].Si[F
∶

E]=
1,alorsH

om
E (F,Ω

)estréduitàl’hom
om
orphism

ecanoniquedeE
dansΩ

.
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D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
P
∈
F[
T]
le
po
ly
nô
m
e
m
in
im
al
de
a.
O
n
l’é
cr
it
P
=

Tn
+
c n
1T
n−
1 +

⋅⋅⋅
+
c 0
.L
es
élé
m
en
ts
c 0
,.
..
,c
n−
1
so
nt
al
gé
br
iq
ue
ss
ur
E.
D
’ap
rè
s

le
co
ro
lla
ire
4.
1.1
2,
la
E-
al
gè
br
eF

1
=
E[
c 0
,.
..
,c
n−
1]
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
�n
ie
de
E.

Pa
rc
on
st
ru
ct
io
n,
a
es
ta
lg
éb
riq
ue
su
rF

1,
de
so
rt
e
qu
e
la
F 1
-a
lg
èb
re
F 1
[a

]e
st

un
ee
xt
en
sio
n
�n
ie
de
F 1
.D
’ap
rè
sl
ap
ro
po
sit
io
n
4.
1.3
,l
’ex
te
ns
io
n
F 1
[a

]d
eE
es
t

�n
ie
.P
ar
su
ite
,c
ha
cu
n
de
se
sé
lém
en
ts
es
ta
lg
éb
riq
ue
su
rE
.E
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
a
es
t

al
gé
br
iq
ue
su
rE
.

4.
2.
Ex
te
ns
io
ns
de
ru
pt
ur
e,
ex
te
ns
io
ns
de
dé
co
m
po
si
tio
n

Le
m
m
e
(4
.2
.1)
.—

So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
P
∈
E[
T]
un
po
ly
nô
m
e

irr
éd
uc
tib
le
.S
oi
tF

=
E[
T]

/(
P)
et
so
it
a
∈F
l’i
m
ag
ed
eT
pa
rl
’h
om
om
or
ph
ism
e

ca
no
ni
qu
ed
eE

[T
]d
an
sF
.A
lo
rs
,F
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
de
E
et
a
es
tu
ne
ra
cin
ed
eP

da
ns
F.

D
ep
lu
s,
po
ur
to
ut
ee
xt
en
sio
n
G
de
E
et
to
ut
er
ac
in
eb
de
P
da
ns
G
,i
le
xi
ste
un

un
iq
ue
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’ex
te
ns
io
ns
f∶
F
→
G
te
lq
ue
f(
a)

=
b.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Il
s’a
gi
td
e
re
di
re
de
sp
ro
pr
ié
té
sd
éj
à
vu
es
.C
om
m
e
P
es
t

irr
éd
uc
tib
le
et
co
m
m
e
l’a
nn
ea
u
E[
T]
es
tp
rin
ci
pa
l,
l’i
dé
al

(P
)
es
tm
ax
im
al
,

de
so
rt
e
qu
e
F
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
de
E.
So
it
c∶
E[
T]
→
F
l’h
om
om
or
ph
ism
e

ca
no
ni
qu
ed
eE

[T
]d
an
sF
;c
’e
st
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eE
-a
lg
èb
re
s.
C
om
m
e

c(
T)

=
a,
on
a
c(
f)

=
f(
a)
po
ur
to
ut
po
ly
nô
m
e
f
∈E

[T
];
pa
rd
é�
ni
tio
n
de
c,

on
a
c(
P)

=
0,
do
nc
P(
a)

=
0.

So
it
G
un
ee
xt
en
sio
n
de
E
et
so
it
b
un
er
ac
in
ed
eP
da
ns
G
.S
oi
tg

∶E
[T

]→
G

l’u
ni
qu
e
ho
m
om
or
ph
ism
e
de
E-
al
gè
br
es
qu
ia
pp
liq
ue
T
su
r
b.
O
n
a
g(
P)

=
P(
b)

=
0.
Pa
rs
ui
te
,K
er
(g

)c
on
tie
nt

(P
)e
ti
le
xi
ste
un
ho
m
om
or
ph
ism
e
f∶
F
→

G
de
E-
al
gè
br
es
te
lq
ue
f○
c
=
g.
En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
f(
a)

=
f(
c(
T)

)=
g(
T)

=
b.

So
it
f′
∶F
→
G
un
ho
m
om
or
ph
ism
e
d’
ex
te
ns
io
ns
de
E
te
lq
ue
f′
(a

)
=
b.
Le
s

ho
m
om
or
ph
ism
es
de
E-
al
gè
br
es
fe
tf

′
co
ïn
ci
de
nt
su
ra
;c
om
m
eF

=
E[
a]
,i
ls

so
nt
ég
au
x.

D
é�
ni
tio
n
(4
.2
.2
).
—
Av
ec
les
no
ta
tio
ns
du
lem
m
e4
.2.
1,
on
di
tq
ue
l’e
xt
en
sio
n
F

de
E
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
de
ru
pt
ur
ed
u
po
ly
nô
m
ei
rr
éd
uc
tib
le
P.

(1
)

(
1)
O
n
tro
uv
ep
lu
ss
ou
ve
nt
la
te
rm
in
ol
og
ie
co
rp
sd
er
up
tu
re
;c
et
te
te
rm
in
ol
og
ie
es
th
él
as
as
se
zi
m
pr
op
re

ca
re
lle
né
gl
ig
el
as
tr
uc
tu
re
de
E-
al
gè
br
es
ur
F.
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2.
3.
So
us
-g
ro
up
es

2.
3.
1.
—
So
it
A
un
m
on
oï
de
.O
n
di
tq
u’
un
ep
ar
tie
B
de
A
es
tu
n
so
us
-m
on
oï
de
si

ell
ec
on
tie
nt
l’é
lém
en
tn
eu
tre
de
A
et
si
le
pr
od
ui
td
ed
eu
xé
lém
en
ts
qu
elc
on
qu
es

de
B
ap
pa
rt
ie
nt
àB
.L
al
oi
de
co
m
po
sit
io
n
de
A
in
du
it
al
or
s,
pa
rr
es
tri
ct
io
n,
un
e

lo
id
ec
om
po
sit
io
n
su
rB
qu
ie
n
fa
it
un
m
on
oï
de
.

Si
A
es
tu
n
gr
ou
pe
,o
n
di
tq
u’
un
e
pa
rt
ie
B
de
A
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
e
si
el
le

co
nt
ie
nt
l’é
lém
en
tn
eu
tre
de
A
,s
il
ep
ro
du
it
de
de
ux
élé
m
en
ts
qu
elc
on
qu
es
de
B

ap
pa
rt
ie
nt
àB
,e
ts
il
’in
ve
rs
ed
’u
n
élé
m
en
tq
ue
lc
on
qu
ed
eB
ap
pa
rt
ie
nt
àB
.L
oi

de
co
m
po
sit
io
n
de
A
in
du
it
al
or
s,
pa
rr
es
tr
ic
tio
n,
un
el
oi
de
co
m
po
sit
io
n
su
rB

qu
ie
n
fa
it
un
gr
ou
pe
.

Ex
em
pl
e(
2.
3.
2)
.—

So
it
A
un
m
on
oï
de
.

a)
Le
ce
nt
ra
lis
at
eu
rd
’u
n
él
ém
en
ta

∈A
es
tl
’e
ns
em
bl
e
Z a

(A
)d
es
él
ém
en
ts

de
A
qu
ic
om
m
ut
en
ta
ve
c
a
;c
’e
st
un
so
us
-m
on
oï
de
de
A
.S
iA
es
tu
n
gr
ou
pe
,

c’
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
eA
.

En
e�
et
,s
ib
,c

∈
Z a

(A
),
on
a
ab

=
ba
et
ac

=
ca
,d
on
c
ab
c
=
ba
c
=
bc
a

si
bi
en
qu
e
bc

∈
Z a

(A
).
D
e
pl
us
,e

∈
Z a

(A
).
C
el
a
pr
ou
ve
qu
e
Z a

(A
)
es
tu
n

so
us
-m
on
oï
de
de
A
.

En
�n
,s
ib

∈
Z a

(A
)e
te
st
in
ve
rs
ib
le
da
ns
A
,a
lo
rs
a
=
ab
b−
1
=
ba
b−
1 ,
do
nc

b−
1 a

=
ab

−
1
et
b−
1
∈Z

a.
En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
Z a
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
eA
si
A
es
tu
n

gr
ou
pe
.

b)
Le
ce
nt
re
de
A
es
tl
’en
se
m
bl
eZ

(A
)d
es
élé
m
en
ts
de
A
qu
ic
om
m
ut
en
ta
ve
c

to
ut
él
ém
en
td
e
A
;c
’e
st
un
so
us
-m
on
oï
de
de
A
.S
iA
es
tu
n
gr
ou
pe
,c
’e
st
un

so
us
-g
ro
up
ed
eA
.

En
e�
et
,Z

(A
)e
st
l’i
nt
er
se
ct
io
n
de
la
fa
m
ill
e(
Z a

(A
))
a∈
A
de
sc
en
tr
al
isa
te
ur
s

de
sé
lé
m
en
ts
de
A
.L
’a
ss
er
tio
n
ré
su
lte
do
nc
du
le
m
m
e2
.3.
5.

c)
Su
pp
os
on
s
qu
e
A
so
it
un
gr
ou
pe
.S
oi
tB
un
so
us
-g
ro
up
e
de
A
.O
n
ap
-

pe
lle
no
rm
al
isa
te
ur
de
B
da
ns
A
l’e
ns
em
bl
e
N
A
(B

)
de
s
él
ém
en
ts
a
∈
A
te
ls

qu
e
In
t(
a)

(B
)
=
aB
a−
1
=
B.
C
’e
st
un
so
us
-g
ro
up
e
de
A
qu
ic
on
tie
nt
B.

(2
)

En
e�
et
,o
n
a
In
t(
e)

(B
)
=
B.
So
it
en
su
ite
a,
a′

∈
N
A
(B

);
al
or
sI
nt

(a
a′
)(
B)

=
In
t(
a)

(I
nt

(a
′ )(
B)

)
=
In
t(
a)

(B
)
=
B,
do
nc
aa

′
∈
N
A
(B

).
En
�n
,s
ia

∈
N
A
(B

),
on
aI
nt

(a
−
1 )(
B)

=
In
t(
a−
1 )(
In
t(
a)

(B
))

=
In
t(
a−
1 a
)(
B)

=
In
t(
e)

(B
)=
B,
do
nc

a−
1
∈N

A
(B

).
C
el
ap
ro
uv
eq
ue
N
A
(B

)e
st
un
so
us
-g
ro
up
ed
eA
.

(
2)
La
dé
�n
iti
on
in
iti
al
em
en
td
on
né
ee
st
in
co
rr
ec
te
,v
oi
rl
’e
xe
rc
ic
e2
.12
.38
.
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Exem
ple(2.3.3)(Sous-groupesdeZ).—

Soita
∈
Z.Sia

=
0,l’ensem

bleaZ
=
0

estun
sous-groupedeA

.Sia
≠
0,on

rem
arquequeaZ

estun
sous-groupedeZ

dont∣a∣estlepluspetitélém
entstrictem

entpositif.
Inversem

ent,soitA
un
sous-groupedeZ

etdém
ontronsqu’ilexisteun

unique
entiera

⩾
0
telque

A
=
aZ.SiA

=
{0},on

pose
a
=
0.Sinon,A

possède
un

élém
entnon

nul,doncaussiun
élém

entstrictem
entpositifquitteàconsidérer

l’opposédu
précédent.N

otonsalorsa
lepluspetitélém

entstrictem
entpositif

deA
.O
n
dém

ontreparrécurrencesurq
quel’on

aqa
∈A
pourtoutentierq

⩾
0,

puispourtoutentierq
⩽
0
puisqu’alorsqa

=
−(−q)a.A

insi,aZ
⊂
A
.Inver-

sem
ent,soitb

∈
A
etsoitb

=
aq

+
rla
division

euclidienne
de
b
par

a
;on

a
0
⩽
r
<
a
etr

=
b
−
qa
appartientà

A
,donc

r
=
0
parm

inim
alité

de
a
;cela

dém
ontre

que
b
=
qa
appartientà

aZ,d’où
l’inclusion

A
⊂
aZ.O

n
a
donc

A
=
aZ.

Lem
m
e(2.3.4).—

SoitA
un
groupeabélien,dontla

loidecom
position

estnotée
m
ultiplicativem

ent.

a)
Pourtoutentiern

⩾
1,l’ensem

bledesélém
entsa

∈A
telsquea

n=
e
estun

sous-groupedeA
.

b)
L’ensem

bledesélém
entsd’ordre�nideA

estun
sous-groupedeA

.

Lesous-groupedeA
desélém

entsa
telsquea

n=
eestappelésous-groupede

n-torsion
deA

;celuidesélém
entsd’ordre�niestappelésous-groupedetorsion

deA
.O
n
ditaussiqu’un

groupeestsanstorsion
sison

élém
entneutreestleseul

élém
entd’ordre�ni.

D
ém
onstration.—

a)
O
n
a
e n

=
e;sia

n
=
e,alors(a

−1) n
=

(a
n)

−1=
e;si

a
n
=
b
n
=
e,alors(ab) n

=
a
nb
n
carA

estcom
m
utatif,donc(ab) n

=
e.C
ela

prouvequel’ensem
bleindiquéestun

sous-groupedeA
.

b)
SoitT

cetensem
ble.O

n
a
e 1=

e,donc
e
∈
T.Soita,b

∈
T
;soitm

,n
des

entiers⩾
1telsque

a
m
=
b
n
=
e;on

a
donc

a
m
n
=
b
m
n
=
e,donc(ab) m

n
=
e

d’aprèslaprem
ièreassertion.C

etteassertion
m
ontreaussique

a
−1estd’ordre

�nisia
estd’ordre�ni.C

eladém
ontrequeT

estun
sous-groupedeA

.

Lem
m
e(2.3.5).—

.SoitA
un
m
onoïde(resp.un

groupe).L’intersection
⋂
i∈I B

i
d’unefam

ille(B
i )i∈I desous-m

onoïdesdeA
(resp.desous-groupesdeA

)estun
sous-m

onoïdedeA
(resp.un

sous-groupedeA
).
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Corollaire(4.1.12).—
SoitE

un
corpscom

m
utatif,soitF

uneextension
deE

etsoit
A
unepartie�niedeF

form
éed’élém

entsalgébriquessurE.Alorslasous-E-algèbre
E[A]deF

engendréeparF
estuneextension

�niedeE.

D
ém
onstration.—

O
n
note

A
=

{a
1 ,...,a

n }
eton

raisonne
par
récurrence

sur
n.Iln’y

a
rien

à
dém

ontrer
sin

=
0.Supposons

n
⩾
1
etposons

F
′=

E[a
1 ,...,a

n
−1 ];observonsqueE[A]=

F
′[a

n ].Parrécurrence,F
′estuneexten-

sion
�nie

de
E.D

’autre
part,com

m
e
a
n
estalgébrique

surE,ilesta
fortiori

algébriquesurF
′.Parsuite,F

′[a
n ]estuneextension

�niedeF
′.D
’aprèslapro-

position
4.1.3,la

F
′-algèbre

F
′[a

n ]estune
extension

�nie
de
E,ce

qu’ilfallait
dém

ontrer.

Corollaire
(4.1.13).—

SoitE
un
corpscom

m
utatifetsoitF

uneextension
deE.

L’ensem
bledesélém

entsdeF
quisontalgébriquessurE

estun
sous-corpsdeF.

D
ém
onstration.—

Soit
j∶E

→
F
l’hom

om
orphism

e
de
corps

qui
dé�nit

l’extension
F.Pourtouta

∈
E,l’élém

ent
j(a)

estracine
du
polynôm

e
T
−
a,

doncestalgébriquesurE.
Soita,b

desélém
entsdeF

quisontalgébriquessurE.D
’apprèslecorollaire

précédent,E[a,b]estuneextension
�niedeE.En

particulier,ab
eta+

b
sont

algébriquessurE.C
ela
dém

ontre
que

l’ensem
ble
desélém

entsde
F
quisont

algébriquessurE
estun

sous-anneau
deF.

D
eplus,sia

estun
élém

entdeF
quiestalgébriquesurE,on

a
vu
queE[a]

estun
sous-corpsdeE

donttouslesélém
entsdeE

sontalgébriques.Sia
≠
0,ce

sous-corpscontient1/a.Ainsi,l’ensem
bledesélém

entsdeF
quisontalgébriques

surE
estun

sous-corpsdeF.

Rem
arque

(4.1.14).—
SoitE

un
corpscom

m
utatif,soitF

une
extension

�nie
deE

etsoita
un
élém

entdeF.A
lorsE(a)estunesous-extension

deF,dedegré
égalau

degré
de
a,etl’on

a[F
∶E]=

[F
∶E(a)][E(a)

∶E].En
particulier,le

degréde
a
diviseledegré[F

∶E]del’extension
F.

Corollaire(4.1.15).—
SoitE

un
corpscom

m
utatif,soitF

uneextension
algébrique

deE
etsoitG

uneextension
deF.

Soita
un
élém

entdeG
quiestalgébriquesurF.Alorsa

estalgébriquesurE.
En
particulier,siG

estuneextension
algébriquedeF,c’estuneextension

algé-
briquedeE.



13
8

CH
A
PI
TR
E
4.
CO
RP
S

l’e
ns
em
bl
ed
es
no
m
br
es
co
m
pl
ex
es
qu
is
on
ta
lg
éb
riq
ue
ss
ur
Q
es
td
én
om
br
ab
le.

Co
m
m
el
’en
se
m
bl
ed
es
no
m
br
es
co
m
pl
ex
es
n’
es
tp
as
dé
no
m
br
ab
le,
l’e
ns
em
bl
e

de
sn
om
br
es
tr
an
sc
en
da
nt
sn
’e
st
pa
sd
én
om
br
ab
le
(C
an
to
r,
18
74
).

Pr
op
os
iti
on
(4
.1.
9)
.—

So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if,
so
it
F
un
ee
xt
en
sio
n
de
E
et

so
it
a
un
élé
m
en
td
eF
.S
oi
tφ

∶E
[T

]→
F
l’h
om
om
or
ph
ism
ed
eE
-a
lgè
br
es
do
nn
é

pa
rφ

(P
)=
P(
a)
.

a)
Si
a
es
tt
ra
ns
ce
nd
an
ts
ur
E,
l’h
om
om
or
ph
ism
eφ
es
ti
nj
ec
tif
et
E[
a]
es
tu
n

es
pa
ce
ve
ct
or
iel
de
di
m
en
sio
n
in
�n
ie
su
rE
.

b)
Si
a
es
ta
lgé
br
iq
ue
su
rE
,i
le
xi
ste
un
un
iq
ue
po
ly
nô
m
e
un
ita
ire
de
de
gr
é

m
in
im
al
te
lq
ue

φ(
P)

=
0.
D
ep
lu
s,
P
es
ti
rr
éd
uc
tib
le,
en
ge
nd
re
Ke
r(

φ)
,e
tl
’o
n
a

di
m
E(
E[
a]

)=
de
g(
P)
.E
n�
n,
E[
a]
es
tu
n
so
us
-c
or
ps
de
F.

D
é�
ni
tio
n
(4
.1.
10
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if,
so
it
F
un
ee
xt
en
sio
n
de
E
et
so
it

a
∈F
un
élé
m
en
ta
lgé
br
iq
ue
su
rE
.L
’u
ni
qu
ep
ol
yn
ôm
eu
ni
ta
ire
de
de
gr
ém
in
im
al

tel
qu
eP

(a
)=
0
es
ta
pp
elé
le
po
ly
nô
m
em
in
im
al
de
a
et
so
n
de
gr
ée
st
ap
pe
lé
de
gr
é

de
a
su
rE
;s
es
ra
cin
es
so
nt
les
co
nj
ug
ué
sd
ea
da
ns
F.

D
ém
on
str
at
io
n.
—

a)
Su
pp
os
on
sa
tr
an
sc
en
da
nt
.A
lo
rs
P(
a)

≠
0
po
ur
to
ut

po
ly
nô
m
en
on
nu
lP

∈E
[T

],
de
so
rte
qu
eφ
es
ti
nj
ec
tif
et
dé
�n
it
un
iso
m
or
ph
ism
e

de
E[
T]
su
rE

[a
].
C
om
m
eE

[T
]e
st
un
E-
es
pa
ce
ve
ct
or
ie
ld
ed
im
en
sio
n
in
�n
ie

su
rE
,o
n
ad
im
E(
E[
T]

)=
∞
,d
’o
ù
di
m
E(
E[
a]

)=
∞
.

b)
Su
pp
os
on
sa
al
gé
br
iq
ue
.A
lo
rs
Ke
r(

φ)
≠
(0

);
so
it
P
l’u
ni
qu
e
po
ly
nô
m
e

un
ita
ire
de
de
gr
ém
in
im
al
ap
pa
rt
en
an
tà
Ke
r(

φ)
.O
n
ad
on
cK
er
(φ

)=
(P

)e
tφ

in
du
it
un
ho
m
om
or
ph
ism
ei
nj
ec
tif
d’
an
ne
au
xd
eE

[T
]/
(P

)d
an
sF
,d
’im
ag
eE

[a
].

C
om
m
e
F
es
tu
n
co
rp
s,
l’i
dé
al

(P
)e
st
pr
em
ie
re
tP
es
ti
rr
éd
uc
tib
le
.P
ar
su
ite
,

l’i
dé
al

(P
)e
st
m
ax
im
al
et
E[
a]
es
tu
n
co
rp
s.

So
it
n
=
de
g(
P)
.P
ar
di
vi
sio
n
eu
cli
di
en
ne
,t
ou
té
lé
m
en
td
eE

[T
]e
st
co
ng
ru
à

un
un
iq
ue
po
ly
nô
m
ed
ed
eg
ré
<
n
m
od
ul
o
(P

).
Ai
ns
i,d
im
E(
E[
T]

/(
P)

)=
n.

Co
ro
lla
ire
(4
.1.
11
).
—
So
it
E
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
F
un
e
ex
te
ns
io
n
�n
ie

de
E.
Al
or
sF
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
al
gé
br
iq
ue
de
E.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
a
∈F
.C
om
m
eE

[a
]e
st
un
so
us
-e
sp
ac
ev
ec
to
rie
ld
eF
,

il
es
td
ed
im
en
sio
n
�n
ie
,e
ta
es
td
on
ca
lg
éb
riq
ue
su
rE
.
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Co
ro
lla
ire
(2
.3
.6
).
—
So
it
A
un
m
on
oï
de
(r
es
p.
un
gr
ou
pe
)e
ts
oi
tS
un
ep
ar
tie

de
A
.I
le
xi
ste
un
pl
us
pe
tit
so
us
-m
on
oï
de
de
A
(r
es
p.
un
pl
us
pe
tit
-s
ou
sg
ro
up
e

de
A
)q
ui
co
nt
ien
tS
.

C
’e
st
l’i
nt
er
se
ct
io
n
de
la
fa
m
ill
ed
es
so
us
-m
on
oï
de
s(
re
sp
.d
es
so
us
-g
ro
up
es
)

de
A
qu
ic
on
tie
nn
en
tS
;o
n
l’a
pp
ell
el
es
ou
s-
m
on
oï
de
(r
es
p.
le
so
us
-g
ro
up
e)
de
A

en
ge
nd
ré
pa
rS
et
on
le
no
te

⟨S
⟩.

Ex
em
pl
e(
2.
3.
7)
.—

So
it
n
un
en
tie
r;
so
it
m
un
en
tie
rt
el
qu
e1

⩽
m
⩽
n
et
so
it

(a
1,
..
.,
a m

)u
ne
su
ite
d’
élé
m
en
ts
de

{1
,.
..
,n

},
de
ux
àd
eu
x
di
sti
nc
ts.
O
n
no
te

(a
1
a 2
..
.
a m

)l
’é
lé
m
en
td
u
gr
ou
pe
sy
m
ét
riq
ue

S
n
qu
ia
pp
liq
ue
a 1
su
ra
2,
a 2

su
ra
3,
et
c.,
a m

−
1
su
ra
m
et
a m
su
ra
1,
et
qu
i�
xe
to
ut
au
tre
élé
m
en
td
e{
1,
..
.,
n}
.

Le
se
ns
em
bl
es
su
iv
an
ts
en
ge
nd
re
nt

S
n
:

a)
L’
en
se
m
bl
eS

=
{(
i
j)
;1

⩽
i<
j⩽
n}
;

b)
L’
en
se
m
bl
eS

′
=
{(
ii
+
1)
;1

⩽
i<
n}
;

c)
L’
en
se
m
bl
eS

′′
=
{(
1i

);
2
⩽
i⩽
n}
;

d)
L’
en
se
m
bl
eT

=
{(
12

),
(1
2
..
.n

)}
.

Ex
em
pl
e
(2
.3
.8
).
—
D
an
s
le
gr
ou
pe
SL
2(
Z)
,o
n
co
ns
id
èr
e
le
s
de
ux
m
at
ric
es

su
iv
an
te
s:

S
=
(0

−1
1
0
)
et

T
=
(1

1
0
1)
.

D
ém
on
tro
ns
qu
el
’e
ns
em
bl
e{
S,
T}
en
ge
nd
re
le
gr
ou
pe
SL
2(
Z)
.

Pa
rl
’ab
su
rd
e,
co
ns
id
ér
on
su
ne
m
at
ric
eA

=
(a

b
c
d
) d
eS
L 2

(Z
)q
ui
n’
ap
pa
rt
ie
nn
e

pa
sa
u
gr
ou
pe
en
ge
nd
ré
pa
rS
et
T
et
te
lle
qu
el
as
om
m
e∣
a∣
+
∣c∣
so
it
m
in
im
al
e.

O
n
ob
se
rv
e
d’
ab
or
d
qu
e
po
ur
to
ut
e
m
at
ric
e
A

=
(a

b
c
d
)
de
SL
2(
Z)
et
to
ut

en
tie
rq

∈Z
,o
n
a

S(
a
b

c
d)

=
(−
c
−d

a
b

)
et

Tq
(a

b
c
d)
S
=
(a

+
qc
b
+
qd

c
d

).

Q
ui
tte
àr
em
pl
ac
er
A
pa
rS
A
,o
n
pe
ut
do
nc
su
pp
os
er
qu
e∣
c∣
⩽
∣a
∣.S
up
po
so
ns
qu
e

c≠
0
et
so
it
a
=
cq
+
rl
ad
iv
isi
on
eu
cli
di
en
ne
de
a
pa
rc
,d
es
or
te
qu
e0

⩽
r<

∣c∣
.

O
n
aa
lo
rs
T−
q A

=
(

r
b−
qd c
d
)e
tl
’in
ég
al
ité

∣r∣
+
∣c∣

<
∣c∣
+
∣c∣

⩽
∣a
∣+

∣c∣
co
nt
re
di
tl
e

ch
oi
x
de
A
.P
ar
su
ite
,c

=
0
;c
om
m
e
ad

−
bc

=
1,
on
a
a
=
±1
.

Su
pp
os
on
sa

=
1;
al
or
sd

=
1d
es
or
te
qu
eA

=
(1

b
0
1)

=
Tb
.D
em
êm
e,
si
a
=
−1
,

on
ad

=
−1
et
A
=
(−
1
b

0
−
1)
=
−
(1

−
b

0
1
)=
S2
T−
b .
D
an
sl
es
de
ux
ca
s,
on
ob
tie
nt
qu
e
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A
appartientau

sous-groupe⟨S,T⟩,etcettecontradiction
conclutlapreuveque

⟨S,T⟩=
SL
2 (Z).

2.4.
M
orphism

es

2.4.1.
—
SoitA

etB
desm

onoïdes.O
n
ditqu’uneapplication

f∶A
→
B
estun

m
orphism

edem
onoïdessil’on

a
f(eA )=

eB etsif(ab)=
f(a)f(b)pourtout

couple(a,b)d’élém
entsdeA

.
SiA

etB
sontdesgroupes,on

ditaussique
festun

m
orphism

edegroupes.
Rem

arquonsqu’alors,on
a
f(a

−1)=
f(a)

−1pourtouta
∈A
.O
n
aparsuite

f([a,b])=
f(a

−1b
−1ab)=

f(a)
−1f(b)

−1f(a)f(b)=
[f(a),f(b)]

pourtoutcouple(a,b)d’élém
entsdeA

.
L’application

identique
id
A
d’un

m
onoïde

(resp.d’un
groupe)estun

m
or-

phism
edem

onoïdes(resp.degroupes).
SiA

etB
sontdesm

onoïdes(resp.desgroupes),l’application
de
A
dansB

constantedevaleure
estun

m
orphism

edem
onoïdes(resp.degroupes),parfois

quali�édetrivial.
Sif∶A

→
B
etg∶B

→
C
sontdesm

orphism
esdem

onoïdes(resp.degroupes),
leurcom

posée
g○
festun

m
orphism

edem
onoïdes(resp.degroupes).

O
n
ditqu’un

m
orphism

e
f∶A

→
B
de
m
onoïdes(resp.de

groupes)estun
isom

orphism
es’ilexisteun

m
orphism

edem
onoïdes(resp.degroupes)g∶B

→
A

telque
g○
f=
id
A
etf○

g=
id
B .Pourque

fsoitun
isom

orphism
e,ilfautetil

su�
tqu’ilsoitbijectif;son

application
réciproqueesten

e�etautom
atiquem

ent
un
m
orphism

e.
A
insi,lesm

onoïdesetleursm
orphism

esform
entune

catégorie,de
m
êm
e

quelesgroupesetleursm
orphism

es.
U
n
m
orphism

e
f∶A

→
A
estappeléendom

orphism
edeA

,etautom
orphism

e
deA

sic’estun
isom

orphism
e.

Rem
arque(2.4.2).—

SoitA
un
m
onoïde(resp.un

groupe).L’ensem
bleEnd(A)

desendom
orphism

esdeA
estun

sous-m
onoïdedu

m
onoïdedesapplications

deA
danslui-m

êm
e(pourlacom

position
desapplications).L’ensem

bleAut(A)
desautom

orphism
esdeA

estl’ensem
bledesesélém

entsinversibles;c’estun
sous-groupedu

groupedesperm
utationsdeA

(pourlacom
position

desappli-
cations).

4.1.EXTEN
SIO
N
S
D
E
CO
RPS

137

D
ém
onstration.—

Pourtouta
∈F,(T

−
a) m

a (P
)diviseP.Lorsquea

parcourtF,
lespolynôm

esT
−
a
sontprem

iersentreeux
deux

àdeux;parsuite,∏
a
∈F (T

−
a) m

a (P
)diviseP.En

particulier,ledegrédu
m
em
bredegauche,égalà∑

a
∈F m

a (P),
estinférieurou

égalàdeg(P).O
n
am

a (P)⩾
1sietseulem

entsia
estuneracine

deP.Parconséquent,∑
a
∈F m

a (P)estsupérieurou
égalau

cardinaldel’ensem
ble

desracinesdeP
dansF.

D
é�nition

(4.1.6).—
SoitF

un
corpscom

m
utatifetsoitP

∈F[T].O
n
ditqueP

estscindédansF
s’ilexistec∈F

etunesuite(a
1 ,...,a

n )d’élém
entsdeF

telsque
P
=
c(T

−
a
1 )...(T

−
a
n )dansF[T].

O
n
constante

que
lespolynôm

esconstantssontscindés,de
m
êm
e
que

les
polynôm

esdedegré1.
Plusgénéralem

ent,siE
estun

corpscom
m
utatif,P

∈
E[T]etsiF

estune
extension

deE,on
peutconsidérerlepolynôm

eP
com

m
eun

élém
entdeF[T].

O
n
parlera

ainsides
racines

de
P
dans

F,de
leurs

m
ultiplicités,ou

on
dira

éventuellem
entqueP

estscindédansF.

D
é�nition

(4.1.7).—
SoitE

un
corpscom

m
utatifetsoitF

uneextension
deE.

Soita
un
élém

entdeF.O
n
ditque

a
estalgébrique

surE
s’ilexisteun

poly-
nôm

eunitaireP
∈
E[T]telqueP(a)=

0
;danslecascontraire,on

ditquea
est

transcendantsurE.
O
n
ditquel’extension

F
estalgébriquesurE

sitoutélém
entdeF

estalgébrique
surE.

Plusgénéralem
ent,on

ditquedesélém
entsa

1 ,...,a
n deF

sontalgébriquem
ent

dépendantssur
E
s’ilexiste

un
polynôm

e
non

nulP
∈
E[T

1 ,..., T
n ]
telque

P(a
1 ,...,a

n )=
0
;unetellerelation

estappeléerelation
dedépendancealgébrique

non
triviale.

Exem
ple(4.1.8).—

a)
Lesnom

breréel √
2,lesnom

brescom
plexesi,1+i

3 √5−
7 √11sontalgébriquessurQ

.Siα
∈
Q
,lenom

brecom
plexe

e 2iπαestalgébrique
surQ

,dem
êm
equelesnom

bresréelscos(2πα)etsin(2πα).
b)
Le
nom

bre
réel∑

∞n
=0 10

−n!esttranscendantsur
Q
(Liouville,1844),de

m
êm
equelenom

breréel∑
∞n
=0 10

−n
3(Roth,1955).

c)
Lesnom

bresréelse
etπ

sonttranscendants(H
erm
ite,Lindem

ann).
d)
L’ensem

ble
des
polynôm

es
à
coe�

cients
rationnels

est
dénom

brable;
com

m
e
un
polynôm

e
non

nula
m
oinsde

racinescom
plexesque

son
degré,
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pr
es
qu
e
nu
lle

(x
i,
j) i

∈I
d’
él
ém
en
ts
de
E
te
ls
qu
e
x j

=
∑
i∈
Ix
i,
ja
i.
Si
x j

=
0,
al
or
s

x i
,j
=
0
po
ur
to
ut
i;
pa
rs
ui
te
,l
af
am
ill
e(
x i
,j
) i,
je
st
pr
es
qu
en
ul
le
et
l’o
n
a

x
=
∑ j∈J
x j
b j
=
∑ j∈J
∑ i∈I
x i
,j
a i
b j

ce
qu
ip
ro
uv
eq
ue
la
fa
m
ill
e(
a i
b j
) i∈
I
j∈
J
en
ge
nd
re
le
E-
es
pa
ce
ve
ct
or
ie
lG
.

D
ém
on
tr
on
sq
ue
ce
tte
fa
m
ill
ee
st
lib
re
.S
oi
t(
x i
,j
)u
ne
fa
m
ill
ep
re
sq
ue
nu
lle

d’
élé
m
en
ts
de
E
te
lle
qu
e ∑

i,
jx
i,
ja
ib
j=
0.
Éc
riv
on
s

0
=
∑ j∈J

( ∑ i
∈I
x i
,j
a i
)b

j.

Co
m
m
e(
b j
)e
st
un
eb
as
ed
eG
su
rF
,o
n
a ∑

i∈
Ix
i,
ja
i
=
0
po
ur
to
ut
j∈
J.
Fi
xo
ns

j∈
J;
co
m
m
e
la
fa
m
ill
e
(a
i)
es
tu
ne
ba
se
de
F
su
rE
,o
n
a
x i
,j
=
0
po
ur
to
ut
i.

C
el
ad
ém
on
tre
qu
el
af
am
ill
e(
x i
,j
)e
st
nu
lle
.

Pa
rs
ui
te
, [G

∶E
]=
Ca
rd

(I
×
J)
=
Ca
rd

(I
)C
ar
d(
J)
=
[F
∶E

][
G
∶F

].

C
el
ad
ém
on
tre
la
pr
op
os
iti
on
.

4.
1.4
.
—
So
it
F
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if.
Ra
pp
elo
ns
qu
ep
ou
rt
ou
té
lém
en
ta

∈F
,i
l

ex
ist
eu
n
un
iq
ue
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eF
-a
lg
èb
re
sφ

∶E
[T

]→
F
te
lq
ue

φ(
T)

=
a
;

on
no
te
P(
a)

=
φ(
P)
.

So
it
P
∈
F[
T]
un
po
ly
nô
m
e
en
un
e
in
dé
te
rm
in
ée
T.
O
n
di
tq
u’
un
él
ém
en
t

a
∈F
es
tu
ne
ra
cin
ed
eP
si
l’o
n
aP

(a
)=
0.
Si
a
es
tu
ne
ra
ci
ne
de
P,
al
or
sT

−
a

di
vi
se
P.
Si
P
≠
0,
il
ex
ist
eu
n
pl
us
gr
an
d
en
tie
rn
te
lq
ue

(T
−
a)
n
di
vi
se
P
;o
n

l’a
pp
el
le
la
m
ul
tip
lic
ité
de
la
ra
ci
ne
a.
C
’e
st
au
ss
il
a
va
lu
at
io
n
(T

−
a)
-a
di
qu
e

de
P.
O
n
di
tq
u’
un
er
ac
in
ee
st
sim
pl
es
is
am
ul
tip
lic
ité
es
té
ga
le
à1
;s
in
on
,o
n
di
t

qu
ec
’e
st
un
er
ac
in
em
ul
tip
le.

Pr
op
os
iti
on
(4
.1.
5)
.—

So
it
F
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
P
∈F

[T
]u
n
po
ly
nô
m
e

no
n
nu
l.
Po
ur
a
∈F
,n
ot
on
sm

a(
P)
la
m
ul
tip
lic
ité
de
a
co
m
m
er
ac
in
ed
eP
.O
n
a

∑ a∈F
m
a(
P)

⩽
de
g(
P)
.

En
pa
rti
cu
lie
r,
l’e
ns
em
bl
ed
es
ra
cin
es
de
P
da
ns
F
es
tu
n
en
se
m
bl
e�
ni
de
ca
rd
in
al
⩽

de
g(
P)
.

2.4
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Ex
em
pl
e(
2.
4.
3)
.—

So
it
A
un
m
on
oï
de
(r
es
p.
un
gr
ou
pe
)e
ts
oi
ta
un
él
ém
en
t

in
ve
rs
ib
le
de
A
.L
’a
pp
lic
at
io
n
In
t(
a)
∶A
→
A
do
nn
ée
pa
r
x
↦
ax
a−
1
es
tu
n

en
do
m
or
ph
ism
ed
em
on
oï
de
s(
re
sp
.d
eg
ro
up
es
);
en
e�
et
,p
ou
rx
,y

∈A
,o
n
a

In
t(
a)

(x
y)

=
a(
xy

)a
−
1
=
(a
xa

−
1 )(
ay
a−
1 )
=
In
t(
a)

(x
)I
nt

(a
)(
y)
.

O
n
aI
nt

(a
)=
id
A
si
et
se
ul
em
en
ts
ia
x
=
xa
po
ur
to
ut
x
∈A
,c
’e
st
-à
-d
ire
si
se

se
ul
em
en
ts
ia
ap
pa
rt
ie
nt
au
ce
nt
re
de
A
.

En
ou
tre
,s
ib
es
tu
n
au
tre
élé
m
en
ti
nv
er
sib
le
de
A
,o
n
a

In
t(
a)
○I
nt

(b
)=
In
t(
ab

)

pu
isq
ue

In
t(
a)

(I
nt

(b
)(
x)

)=
a(
bx
b−
1 )
a−
1
=
(a
b)
x(
b−
1 a
−
1 )

=
(a
b)
x(
ab

)−
1
=
In
t(
ab

)(
x)

po
ur
to
ut
x
∈A
.

Il
s’e
ns
ui
tq
ue
In
t(
a)
es
tu
n
au
to
m
or
ph
ism
ed
eA
et
qu
es
on
au
to
m
or
ph
ism
e

ré
ci
pr
oq
ue
es
tl
’a
ut
om
or
ph
ism
e
In
t(
a−
1 ).
O
n
di
tq
ue
c’
es
tl
’a
ut
om
or
ph
ism
e

in
té
rie
ur
de
A
as
so
ci
éà
a.

So
it
A
×
le
gr
ou
pe
de
sé
lém
en
ts
in
ve
rs
ib
les
de
A
;c
eq
ui
pr
éc
èd
ed
ém
on
tre
qu
e

l’a
pp
lic
at
io
n
In
t∶
A
×
→
Au
t(
A
)e
st
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
.S
on
no
ya
u

es
tA

×
∩
Z(
A
).

Le
m
m
e(
2.
4.
4)
.—

So
it
f∶
A
→
B
un
m
or
ph
ism
ed
em
on
oï
de
s(
re
sp
.d
eg
ro
up
es
)

a)
L’
im
ag
e
f(
A
)e
st
un
so
us
-m
on
oï
de
(r
es
p.
un
so
us
-g
ro
up
e)
de
B.

b)
So
it
B′
un
so
us
-m
on
oï
de
(r
es
p.
un
so
us
-g
ro
up
e)
de
B
;l
’im
ag
er
éc
ip
ro
qu
e

f−
1 (B

′ )
es
tu
n
so
us
-m
on
oï
de
(r
es
p.
un
so
us
-g
ro
up
e)
de
A
.

c)
So
it
g∶
A
→
B
un
se
co
nd
m
or
ph
ism
e
de
m
on
oï
de
s
(r
es
p.
de
gr
ou
pe
s)
.

L’
en
se
m
bl
eK
er
(f
,g

)d
es
a
∈A
te
ls
qu
e
f(
a)

=
g(
a)
es
tu
n
so
us
-m
on
oï
de
(r
es
p.

un
so
us
-g
ro
up
e)
de
A
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—

a)
O
n
a
e B

=
f(
e A

)
∈
f(
A
).
So
it
a,
b
∈
f(
A
)
et
so
it

x,
y
∈A
te
ls
qu
e
a
=
f(
x)
et
b
=
f(
y)
;a
lo
rs
,a
b
=
f(
x)
f(
y)

=
f(
xy

)∈
f(
A
).

C
el
a
dé
m
on
tr
e
qu
e
f(
A
)
es
tu
n
so
us
-m
on
oï
de
de
B.
Su
pp
os
on
s
qu
e
A
et
B

so
ie
nt
de
sg
ro
up
es
et
so
it
x
∈
f(
A
);
so
it
a
∈
A
te
lq
ue
x
=
f(
a)
;o
n
a
al
or
s

x−
1
=
f(
a−
1 )
∈
f(
A
).
A
in
si,
f(
A
)e
st
un
so
us
-g
ro
up
ed
eB
.
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b)
O
n
a
f(eA )

=
eB

∈
B
′,donc

eA
∈
f
−1(B

′).Soit
a,b

∈
f
−1(B

′);on
a

f(a),f(b)
∈
B
′,donc

f(ab)
=
f(a)f(b)

∈
B
′sibien

que
ab

∈
f
−1(B

′).C
ela

prouveque
f
−1(B

′)estun
sous-m

onoïdedeA
.SupposonsqueA

etB
soientdes

groupesetqueB
′soitun

sous-groupedeB
;sia

∈
f
−1(B

′),on
a
f(a)∈B

′donc
f(a

−1)=
f(a)

−1∈B
′.C
elaprouveque

f
−1(B

′)estun
sous-groupedeA

.
c)
C
om
m
e
f(eA )

=
g(eA )

=
eB ,on

a
eA

∈
Ker(f,g).Soita,b

∈
Ker(f,g),

de
sorte

que
f(a)

=
f(b)

etg(a)
=
g(b);on

a
alors

f(ab)
=
f(a)f(b)

=
g(a)g(b)=

g(ab)doncab
∈Ker(f,g).CelaprouvequeKer(f,g)estun

sous-
m
onoïdedeA

.Supposonsm
aintenantqueA

soitun
groupeetsoita

∈Ker(f,g);
on
a
f(a

−1)=
f(a)

−1=
g(a)

−1=
g(a

−1),donc
a
−1∈
Ker(f,g).C

ela
dém

ontre
queKer(f,g)estun

sous-groupedeA
.

D
é�nition

(2.4.5).—
Soitf∶A

→
B
un
m
orphism

edegroupes.O
n
appellenoyau

de
flesous-groupe

f
−1({eB })deA

;on
lenoteKer(f).

Proposition
(2.4.6).—

Pourqu’un
m
orphism

edegroupes
f∶A

→
B
soitinjectif,

ilfautetilsu�
tquel’on

aitKer(f)=
{eA }.

D
ém
onstration.—

Supposons
que

f
soit

injectif.
C
om
m
e
f(eA )

=
eB ,

l’élém
enteA

estalorsle
seulantécédentde

eB
par

f,c’est-à-dire
f
−1({eB })

=
{eA }.
Supposonsinversem

entqueKer(f)=
{eA }

etdém
ontronsque

festinjectif.
Soita,b

desélem
entsdeA

telsque
f(a)=

f(b).A
lors,f(ab

−1)=
f(a)f(b)

−1=
eB ,donc

ab
−1=

eA
eta

=
b.C
elaprouveque

festinjectif.

2.5.
Produitd’une

fam
ille
de
groupes

2.5.1.
—
Soit(A

i )i∈I unefam
illedem

onoïdes;pourtouti,notonsei l’élém
ent

neutredeA
i .SoitA

leproduitdecettefam
ille;un

élém
entdeA

estunefam
ille

(a
i )i∈I ,où

a
i ∈A

i pourtouti∈I.
O
n
dé�nituneloidecom

position
dansA

en
posant(a

i )i∈I ⋅(b
i )i∈I =

(a
i b
i )i∈I .

EllefaitdeA
un
m
onoïdedontl’élém

entneutreestlafam
ille(ei )i∈I .

Pourtoutj∈I,on
note

p
j ∶A

→
A
j laprojection

d’indice
j;elleappliquela

fam
ille(a

i )i∈I surl’élém
enta

j deA
j .C
’estun

m
orphism

edem
onoïdes.

SilesA
i sontdesgroupes,alorsA

estun
groupe,etlesprojectionsp

j sontdes
m
orphism

esdegroupes.

C
H
A
PITR

E
4

C
O
R
PS

4.1.
Extensionsde

corps

D
é�nition

(4.1.1).—
SoitE

un
corpscom

m
utatif.O

n
appelleextension

deE
une

E-algèbrecom
m
utativequiestun

corps.

U
ne
sous-extension

d’une
extension

F
de
E
estune

sous-E-algèbre
quiest

corps.SiF
etF

′sontdesextensionsde
E,un

m
orphism

e
de
E-algèbresde

F
dansF

′estaussiappelém
orphism

ed’extensions.
U
neextension

d’un
corpsE

revientàladonnéed’un
corpsF

etd’un
hom

o-
m
orphism

e
de
corps

j∶E
→
F.Rem

arquonsqu’un
telhom

om
orphism

e
jest

injectif:en
e�et,son

noyau
estun

idéaldeE
quinecontientpas1,doncestégal

à{0}.Q
uitteàrem

placerE
parson

im
agedansF,on

peutainsifairecom
m
esij

estl’inclusion
d’un

sous-corpsE
deF.

D
é�nition

(4.1.2).—
SoitE

un
corpscom

m
utatifetsoitF

uneextension
deE.

O
n
appelle

degré
de
F
sur
E,eton

note[F
∶E],la

dim
ension

de
F
com
m
e

E-espacevectoriel.O
n
ditqueF

estuneextension
�niedeE

si[F
∶E]est�ni.

Proposition
(4.1.3).—

SoitE
un
corpscom

m
utatif,soitF

uneextension
deE

et
soitG

uneextension
deF.Alors,G

estuneextension
deE

etl’on
a

[G
∶E]=

[G
∶F][F

∶E].

En
particulier,siF

estuneextension
�niedeE

etG
estuneextension

�niedeF,
alorsG

estuneextension
�niedeE.

D
ém
onstration.—

Soit(a
i )i∈I une

base
de
F
sur
E
et
soit(b

j )
j∈J une

base
de
G
surF.Soitx

un
élém

entde
G
;ilexiste

une
fam
ille
presque

nulle(x
j )
j∈J

d’élém
entsde

F
telle

que
x
=
∑
j∈J x

j b
j .Pourtout

j∈
J,ilexiste

une
fam
ille
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a)
Po
ur
to
ut
f
∈
A
,o
n
no
te

φ(
f)
la
fo
nc
tio
n
de
K
n
da
ns
K
do
nn
ée
pa
r

a
↦
f(
a)
.D
ém
on
tr
er
qu
e
l’a
pp
lic
at
io
n

φ
∶A

→
P
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
e

d’
an
ne
au
x.

b)
O
n
su
pp
os
eq
ue
K
es
tu
n
co
rp
si
n�
ni
.D
ém
on
tre
rq
ue
l’h
om
om
or
ph
ism
e

φ
es
ti
nj
ec
tif
m
ai
sp
as
su
rje
ct
if.

c)
O
n
su
pp
os
eq
ue
K
es
tu
n
co
rp
s�
ni
.D
ém
on
tre
rq
ue
l’h
om
om
or
ph
ism
eφ

es
ts
ur
je
ct
if
m
ai
sp
as
in
je
ct
if.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.3
9)
.—

So
it
F
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
E
un
so
us
-c
or
ps
de
F.

So
it
P,
Q
de
ux
po
ly
nô
m
es
de
E[
T]
.

a)
O
n
su
pp
os
eq
ue
P
et
Q
so
nt
pr
em
ie
rs
en
tre
eu
x.
D
ém
on
tre
rq
ue
P
et
Q
re
s-

te
nt
pr
em
ie
rs
en
tre
eu
x
lo
rs
qu
’o
n
les
co
ns
id
èr
ec
om
m
ep
ol
yn
ôm
es
àc
oe
�
ci
en
ts

da
ns
E[
T]
.

b)
Pl
us
gé
né
ra
lem
en
t,
dé
m
on
tre
rq
ue
le
pg
cd
de
P
et
Q
es
tl
em
êm
e,
qu
’o
n
les

co
ns
id
èr
ec
om
m
ep
ol
yn
ôm
es
àc
oe
�
ci
en
ts
da
ns
E
ou
da
ns
F.
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Pr
op
os
iti
on
(2
.5
.2
)(
Pr
op
rié
té
un
iv
er
se
lle
du
pr
od
ui
td
’u
ne
fa
m
ill
ed
eg
ro
up
es
)

So
it

(A
i) i

∈I
un
ef
am
ill
ed
em
on
oï
de
s(
re
sp
.d
eg
ro
up
es
),
so
it
A
so
n
pr
od
ui
t;

po
ur
to
ut
i∈
I,
so
it
p i
∶A
→
A
i
la
pr
oj
ec
tio
n
d’
in
di
ce
i.

So
it
B
un
m
on
oï
de
(r
es
p.
un
gr
ou
pe
)e
ts
oi
t(
f i)
i∈
I
un
ef
am
ill
eo
ù,
po
ur
to
ut
i,

f i
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
em
on
oï
de
s(
re
sp
.d
eg
ro
up
es
)d
eB
da
ns
A
i.
Il
ex
ist
eu
n

un
iq
ue
m
or
ph
ism
ed
em
on
oï
de
s(
re
sp
.d
eg
ro
up
es
)
f∶
B
→
A
te
lq
ue
f i
=
p i
○
f

po
ur
to
ut
i∈
I.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
D
é�
ni
ss
on
su
ne
ap
pl
ic
at
io
n
f∶
B
→
A
pa
rl
af
or
m
ul
e
f(
b)

=
(f
i(b

))
i∈
I,
po
ur
b
∈B
.C
’e
st
un
m
or
ph
ism
ed
em
on
oï
de
s(
re
sp
.d
eg
ro
up
es
)e
t

l’o
n
a
f i(
b)

=
p i
(f

(b
))
po
ur
to
ut
b
∈B
,c
’e
st
-à
-d
ire
f i
=
p i
○
f.
In
ve
rs
em
en
t,

so
it
f′
∶B
→
A
un
ea
pp
lic
at
io
n
te
lle
qu
e
p i
○
f′
=
f i
po
ur
to
ut
i∈
I;
po
ur
b
∈B
,

on
a
f′
(b

)=
(p
i○
f′
(b

))
i∈
I
=
(f
i(b

))
=
f(
b)
,c
eq
ui
dé
m
on
tre
qu
e
f
=
f′
.

2.
5.
3.
—
So
it
A
un
gr
ou
pe
et
so
it
B
et
C
de
ss
ou
s-
gr
ou
pe
sd
eA
te
ls
qu
eB

∩
C
=

{e
}
et
B
⋅C

=
A
.R
em
ar
qu
on
s
qu
e
l’a
pp
lic
at
io
n
f
de
B
×
C
da
ns
A
do
nn
ée

pa
r(
b,
c)
↦
bc
es
tu
ne
bi
je
ct
io
n
:e
lle
es
ts
ur
je
ct
iv
ep
ar
hy
po
th
ès
e;
de
pl
us
,s
i

(b
,c

),
(b

′ ,
c′ )

∈B
×
C
so
nt
te
ls
qu
e
bc

=
b′
c′ ,
on
a
c(
c′ )

−
1
=
b−
1 b
′
;c
et
él
ém
en
t

ap
pa
rt
en
an
tà
la
fo
is
àC
et
àB
,i
le
st
ég
al
à
e
ce
qu
im
on
tre
b
=
b′
et
c=
c′ .

a)
Su
pp
os
on
s
qu
e
l’o
n
a
bc

=
cb
po
ur
to
ut
b
∈
B
et
to
ut
c
∈
C
.A
lo
rs
,

l’a
pp
lic
at
io
n
fe
st
un
m
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
;c
om
m
ee
lle
es
tb
ije
ct
iv
e,
c’
es
tu
n

iso
m
or
ph
ism
e.
O
n
di
tq
ue
A
es
tl
e
pr
od
ui
td
ire
ct
de
se
sd
eu
x
so
us
-g
ro
up
es
B

et
C
et
l’o
n
no
te
(a
bu
siv
em
en
t)
A
=
B
×
C.

b)
Su
pp
os
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
po
ur
to
ut
b
∈B
et
to
ut
c∈
C,
on
ait
cb
c−
1
∈B
.(3

)

O
n
di
ta
lo
rs
qu
eA
es
tu
n
pr
od
ui
ts
em
i-d
ire
ct
de
B
pa
rC
et
l’o
n
no
te
(a
bu
siv
em
en
t)

A
=
B
⋊
C.
Re
m
ar
qu
on
sq
ue
po
ur
c∈
C,
l’a
pp
lic
at
io
n
b
↦
cb
c−
1
es
tu
n
au
to
m
or
-

ph
ism
eφ

(c
)d
eB
,e
tl
’ap
pl
ic
at
io
n

φ
∶C
→
Au
t(
B)
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
.

Po
ur
b,
b′
∈B
et
c,
c′
∈C
,o
n
a(
bc

)(
b′
c′ )

=
(b
cb

′ c
−
1 )c
c′
=
(b

φ(
c)

(b
′ ))
cc

′ .
N
ou
s
al
lo
ns
m
ai
nt
en
an
t
co
ns
tr
ui
re
un
e
au
tr
e
st
ru
ct
ur
e
de
gr
ou
pe
su
r

l’e
ns
em
bl
eB

×C
de
so
rte
qu
el
’ap
pl
ic
at
io
n
f∶
B
×C
→
A
do
nn
ée
pa
r(
b,
c)
↦
bc

so
it
un
m
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
.

C
et
te
co
ns
tr
uc
tio
n
es
t
va
la
bl
e
da
ns
un
e
pl
us
gr
an
de
gé
né
ra
lit
é
:
on
se

do
nn
e
de
ux
gr
ou
pe
sB
et
C
,a
in
si
qu
’u
n
m
or
ph
ism
e
de
gr
ou
pe
sd
e
C
da
ns
le

(
3)
Si
cB
c−
1
⊂
B
po
ur
to
ut
c
∈
C
,o
n
a
au
ss
iB

=
c−
1 c
Bc
−
1 c
⊂
c−
1 B
c
⊂
B,
do
nc
B
=
cB
c−
1 .
C
et
te
pr
op
rié
té

sig
ni
�e
ai
ns
iq
ue
le
no
rm
al
isa
te
ur
de
B
da
ns
A
co
nt
ie
nt
C
;c
om
m
ei
lc
on
tie
nt
B
et
qu
el
’o
n
aA

=
BC
,e
lle

éq
ui
va
ut
do
nc
au
fa
it
qu
eB
so
it
un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eA
.
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groupeAut(B)desautom
orphism

esdeB.O
n
m
unitalorsl’ensem

bleB
×
C
de

la
loidecom

position
∗
donnéepar(b,c)∗

(b
′,c

′)=
(bφ(c)(b

′),cc
′).Elleest

associativecar

((b,c)∗
(b

′,c
′) )∗

(b
′′,c

′′)=
(bφ(c)(b

′),cc
′)∗

(b
′′,c

′′)
=
(bφ(c)(b

′)φ(cc
′)(b

′′),cc
′c
′′),

(b,c)∗
((b

′,c
′)∗

(b
′′,c

′′) )=
(b,c)∗

(b
′φ(c

′)(b
′′),c

′c
′′)

=
(bφ(c)(b

′φ(c
′)(b

′′)),cc
′c
′′,

etbφ(c)(b
′φ(c

′)(b
′′))=

bφ(c)(b
′)φ(c)(φ(c

′)(b
′′))=

bφ(c)(b
′)φ(cc

′)(b
′′).

Lecouple(e,e)estun
élém

entneutre,caron
a(b,c)∗(e,e)=

(bφ(c)(e),c)=
(b,c)et(e,e)∗(b,c)=

(φ(e)(b),c)=
(b,c).D

eplus,pourb,b
′∈B

etc,c
′∈C,

la
relation

(b,c)∗
(b

′,c
′)
=

(e,e)
équivautà

bφ(c)(b
′)
=
e
etcc

′=
e,ce

qui
prouveque(φ(c)

−1(b),c
−1)estl’uniqueinverseàdroitede(b

′,c
′),tandisque

(φ((c
′)
−1)(b

′),(c
′)
−1)
estl’unique

inverse
à
gauche

de(b,c).Parsuite,tout
élém

entestinversiblepourcetteloidecom
position.

O
n
noteB

⋊
φ C
l’ensem

bleB
×
C
m
unidecetteloidegroupe;on

ditquec’est
leproduitsem

i-directdesgroupesB
etC

relativem
entà

l’hom
om
orphism

eφ.
Revenant

m
aintenant

au
contexte

de
ce
paragraphe,

on
voit

donc
que

l’application
canonique(b,c)

↦
bc
du
groupe

B
⋊

φ C
dansA

estun
isom

or-
phism

edegroupes.

Exem
ple
(2.5.4).—

Soit
K
un
corps

et
soit

V
un
K
-espace

vectoriel.
Le

groupe
G
A(V)

des
autom

orphism
es
a�
nes
de
V
estle

groupe
des
transfor-

m
ationsdeV

de
la
form

e
x
↦
a(x)+

b,où
a
∈
G
L(V)

etb
∈
V
.Ilcontientle

sous-groupe
G
L(V)

(form
é
des
autom

orphism
es
a�
nes
qui�xentl’origine,

lorsque
b

=
0)
et
le
sous-groupe,noté

T
V ,des

translations
(données

par
τb ∶x

↦
x+
b,lorsquea

=
id
V ).Poura

∈G
L(V)etb

∈V
,on
aa○τb ○a

−1=
τ
a
(b

)

puisquea○τb ○a
−1(x)a(a

−1(x)+
b)=

x+
a(b)pourtoutx

∈V
.Celadém

ontre
queG

A(V)leproduitsem
i-directdesessous-groupesG

L(V)etdeT
V .

2.6.
O
pérationsd’un

groupe
dansun

ensem
ble

2.6.1.
—
SoitA

un
m
onoïde(resp.un

groupe)etsoitX
un
ensem

ble.
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c)O
n
supposequeCard(A)+

Card(B)⩽
p.O

bserverque
fC (a,b)=

0
pour

tout(a,b)
∈
A
×
B.U

tiliser
le
résultatde

l’exercice
3.12.33

pour
dém

ontrer
l’inégalitédeCauchy–D

avenport:

Card(A
+
B)⩾

Card(A)+
Card(B)−

1.

Exercice(3.12.35).—
Soitp

un
nom

breprem
ier.

a)Soitd
un
entier⩾

1.D
ém
ontrerqu’ilexisteun

élém
entd’ordrem

ultiplica-
tifd

dansZ/pZ
sietseulem

entsid
divise

p−
1.

b)D
ém
ontrerque−1estun

carrédansZ/pZ
sietseulem

entsip
≡
1(m

od
4)

ou
p
=
2.

c)D
ém
ontrerque

l’équivalence
despropriétéssuivantes:(i)Le

polynôm
e

T
2+
T
+
1estréductibledans(Z/pZ)[T];(ii)−3estun

carrédansZ/pZ
;(iii)

p
≡
1
(m
od
3).

Exercice
(3.12.36).—

a)
Soit

M
un
m
onoïde

com
m
utatif

véri�ant
la
pro-

priété
(∗):pourtoutm

∈
M
,l’ensem

ble
descouples(p,q)

∈
M
×
M
telsque

p+
q
=
m
est�ni.SoitA

un
anneau

com
m
utatif.

M
ontrerqueleproduitdeconvolution

dé�nitencoreuneloicom
m
utativeet

associativesurA
M.Véri�erqu’alors(A

M,+,∗)estuneA
-algèbrecom

m
utative

etassociativedontA
(M

)estunesous-algèbre.(«A
lgèbrelargedu

m
onoïdeM

».)
b)Soitn

un
entiernaturel.D

ém
ontrerque

le
m
onoïde

M
=
N
n
véri�e

la
propriété(∗).
c)D
ém
ontrerqu’unefonction

f∈A
M
estinversiblepourleproduitdeconvo-

lution
sietseulem

entf(0)∈A
×.

d)O
n
suppose

que
A
estun

anneau
noethérien

etque
M

=
N
.D
ém
ontrer

que(A
N,+,∗)estun

anneau
noethérien.

Exercice(3.12.37).—
SoitA

un
anneau.

a)Soit(P
i )unefam

illetotalem
entordonnéed’idéauxprem

iersdeA
.D
ém
on-

trerqueson
intersection

P
=
⋂
i P
i estun

idéalprem
ierdeA

.
b)D

ém
ontrerquetoutidéalprem

ierdeA
contientun

idéalprem
ierm

inim
al.

Exercice(3.12.38).—
Soitn

un
entiernaturel.SoitK

un
corpscom

m
utatif.Soit

A
l’anneau

K[T
1 ,...,T

n ]etsoitP
l’anneau

desfonctionsdeK
ndansK.
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Ex
er
cic
e(
3.
12
.3
1)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
.

a)
So
it
a
∈
A
×
et
b
∈
B
;d
ém
on
tr
er
qu
’il
ex
ist
e
un
au
to
m
or
ph
ism
e

φ
de
la

A
-a
lg
èb
re
A
[T

],
et
un
se
ul
,t
el
qu
eφ

(T
)=
aT

+
b.

b)
So
it

φ
un
au
to
m
or
ph
ism
e
de
la
A
-a
lg
èb
re
A
[T

].
D
ém
on
tr
er
qu
’il
ex
ist
e

un
un
iq
ue
co
up
le

(a
,b

),
où
a
∈
A
×
et
b
∈
A
,t
el
sq
ue
f
=

φ(
T)

−
aT

−
b
so
it

di
vi
sib
le
pa
rT

2 .
c)
So
it
f
∈A
te
lq
ue
f−
T
so
it
ni
lp
ot
en
t.
D
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
eu
n
au
to
m
or
-

ph
ism
eφ
de
A
[T

],
et
un
se
ul
,t
el
qu
eφ

(T
)=
f.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.3
2)
.—

So
it
A
=
Z[
i√
5]
le
so
us
-a
nn
ea
u
de
C
en
ge
nd
ré
pa
ri

√
5.

a)
D
ém
on
tre
rq
ue
to
ut
élé
m
en
td
eA
s’é
cr
it
de
m
an
iè
re
un
iq
ue
so
us
la
fo
rm
e

a
+
ib

√
5,
po
ur
a,
b
∈Z
.

b)
D
ém
on
tre
rq
ue
A
×
=
{±
1}
.

c)
D
ém
on
tre
rq
ue
2,
3,
1+
i√
5e
t1
−
i√
5s
on
ti
rr
éd
uc
tib
le
sd
an
sA
.

d)
D
ém
on
tre
rq
ue
A
n’
es
tp
as
un
an
ne
au
fa
ct
or
ie
l.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.3
3)
(N
ul
lst
el
le
ns
at
zc
om
bi
na
to
ire
A
lo

n
(1
99
9)
)

So
it
K
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if,
so
it
n
un
en
tie
r⩾
1,
et
so
it
f
∈K

[T
1,
..
.,
T n

].
Po
ur
i∈

{1
,.
..
,n

},
so
it
A
i
un
ep
ar
tie
de
K
et
so
it
g i
=
∏
a∈
A
i(T

i−
a)
.

a)
O
n
su
pp
os
eq
ue
fs
’an
nu
le
en
to
ut
po
in
td
eA

1×
⋅⋅⋅
×
A
n.
O
n
su
pp
os
eq
ue

Ca
rd

(A
i)
>
de
g T

i(
f)
po
ur
to
ut
i,
al
or
s
f
=
0.
(T
ra
ite
rd
’a
bo
rd
le
ca
sn

=
1p
ui
s

ra
iso
nn
er
pa
rr
éc
ur
re
nc
es
ur
n.
)

b)
O
n
su
pp
os
ee
nc
or
eq
ue
fs
’an
nu
le
en
to
ut
po
in
td
eA

1×
⋅⋅⋅
×A

n.
D
ém
on
tre
r

qu
’il
ex
ist
e
de
sp
ol
yn
ôm
es
h 1
,.
..
,h
n
∈K

[T
1,
..
.,
T n

]t
el
sq
ue
f
=
∑
n i=
1
g i
h i
et

de
g(
g i
)+
de
g(
h i
)⩽
de
g(
f)
po
ur
to
ut
i.

c)
So
it
m
=
(m

1,
..
.,
m
n)

∈N
n
te
lq
ue
le
co
e�
ci
en
td
eT

m
da
ns
fs
oi
tn
on
nu
l

et
te
lq
ue
de
g(
f)

=
m
1
+
⋅⋅⋅
+
m
n.
O
n
su
pp
os
eq
ue
Ca
rd

(A
i)
>
m
i
po
ur
to
ut
i.

D
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
e
a
∈A

1×
⋅⋅⋅
×
A
n
te
lq
ue
f(
a)

≠
0.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.3
4)
.—

So
it
p
un
no
m
br
ep
re
m
ie
r.

a)
So
it
C
un
ep
ar
tie
de
Z/
pZ
,d
ist
in
ct
ed
eZ

/p
Z,
et
so
it
f C
∈(
Z/
pZ

)[
X,
Y]
le

po
ly
nô
m
e ∏

c∈
C
(X

+
Y
−
c)
.S
oi
tm
,n

∈N
te
ls
qu
eC
ar
d(
C)

=
m
+
n.
D
ém
on
tre
r

qu
el
ec
oe
�
ci
en
td
eX

m
Yn
da
ns
fn
’e
st
pa
sn
ul
.

b)
So
it
A
,B
de
ss
ou
s-
en
se
m
bl
es
no
n
vi
de
sd
eZ

/p
Z
;o
n
po
se
C
=
A
+
B.
O
n

su
pp
os
eq
ue
Ca
rd

(A
)+
Ca
rd

(B
)>
p;
dé
m
on
tre
rq
ue
C
=
Z/
pZ
.

2.6
.O
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RA
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O
N
S
D
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N
G
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U
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D
A
N
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U
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M
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U
ne
op
ér
at
io
n
(à
ga
uc
he
)d
e
A
da
ns
X
es
tu
n
m
or
ph
ism
e
de
A
da
ns
le
m
o-

no
ïd
ed
es
ap
pl
ic
at
io
ns
de
X
da
ns
lu
i-m
êm
e.
Ex
pl
ic
ite
m
en
t,
c’
es
tu
ne
ap
pl
ic
at
io
n

f∶
A
→

F
(X
;X

)t
el
le
qu
e
f(
e)

=
id
X
et
f(
ab

)(
x)

=
f(
a)

(f
(b

)(
x)

)p
ou
rt
ou
s

a,
b
∈A
et
to
ut
x
∈X
.

Si
a
es
tu
n
él
ém
en
ti
nv
er
sib
le
de
A
,a
lo
rs
f(
a)
es
tu
n
él
ém
en
ti
nv
er
sib
le

de
F
(X
;X

),
c’
es
t-à
-d
ire
un
ep
er
m
ut
at
io
n
de
X.
En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
si
A
es
tu
n
gr
ou
pe
,

un
eo
pé
ra
tio
n
(à
ga
uc
he
)d
eA
da
ns
X
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
de
A
da
ns

le
gr
ou
pe

S
(X

)d
es
pe
rm
ut
at
io
ns
de
X.

Se
do
nn
er
un
et
ell
eo
pé
ra
tio
n
fr
ev
ie
nt
às
ed
on
ne
ru
ne
ap
pl
ic
at
io
n

φ
∶A

×X
→

X
te
lle
qu
e

φ(
e,
x)

=
x
et

φ(
a,

φ(
b,
x)

)
=

φ(
ab
,x

)p
ou
rt
ou
sa
,b

∈
A
et
to
ut

x
∈X
.

Le
lie
n
en
tre
les
de
ux
po
in
ts
de
vu
ec
on
sis
te
àp
os
er

φ(
a,
x)

=
f(
a)

(x
)p
ou
r

a
∈A
et
x
∈X
.

Si
B
es
tu
ne
pa
rt
ie
de
A
et
Y
un
ep
ar
tie
de
X,
on
no
te
pa
rf
oi
sB

⋅Y
la
pa
rt
ie

{b
⋅y
;b

∈B
,
y
∈Y

}d
eX
.

2.
6.
2.
—
So
it
A
un
m
on
oï
de
(r
es
p.
un
gr
ou
pe
)e
ts
oi
tX
un
en
se
m
bl
e.
O
n
dé
�n
it

de
fa
ço
n
an
al
og
ue
le
so
pé
ra
tio
ns
à
dr
oi
te
de
A
da
ns
X.
C
’e
st
un
m
or
ph
ism
e

de
A
da
ns
le
m
on
oï
de
op
po
sé
au
m
on
oï
de
de
sa
pp
lic
at
io
ns
de
X
da
ns
lu
i-m
êm
e,

c’
es
t-à
-d
ire
un
ea
pp
lic
at
io
n
g∶
A
→

F
(X
;X

)t
ell
eq
ue
g(
e)

=
id
X
et
g(
ab

)(
x)

=
g(
b)

(g
(a

)(
x)

),
po
ur
to
us
a,
b
∈A
et
to
ut
x
∈X
.

Se
do
nn
er
un
eo
pé
ra
tio
n
àd
ro
ite
g
re
vi
en
ta
us
si
às
ed
on
ne
ru
ne
ap
pl
ic
at
io
n

ψ
∶X

×
A
→
X
te
lle
qu
e

ψ(
x,
e)

=
x
et

ψ(
ψ(
x,
a)
,b

)
=

φ(
x,
ab

)
po
ur
to
us

a,
b
∈A
et
to
ut
x
∈X
.

Lo
rs
qu
eA
es
tu
n
gr
ou
pe
,o
n
pa
ss
ed
’u
ne
op
ér
at
io
n
àd
ro
ite
g
àu
ne
op
ér
at
io
n

àg
au
ch
e
fe
n
po
sa
nt
f(
a)

(x
)=
g(
a−
1 )(
x)
et

φ(
a,
x)

=
ψ(
x,
a−
1 )
po
ur
a
∈A
et

x
∈X
.

Ex
em
pl
e(
2.
6.
3)
.—

So
it
X
un
en
se
m
bl
e.
Le
m
on
oï
de

F
(X
;X

),
le
gr
ou
pe

S
(X

)
de
sp
er
m
ut
at
io
ns
de
X
ag
iss
en
td
an
sX
de
fa
ço
n
ta
ut
ol
og
iq
ue
(v
ia
le
m
or
ph
ism
e

id
en
tiq
ue
).
C
el
ar
ev
ie
nt
au
ss
ip
os
er
f⋅
x
=
f(
x)
po
ur
f
∈F

(X
;X

)e
tx

∈X
.

Ex
em
pl
e(
2.
6.
4)
.—

So
it
K
un
co
rp
s(
di
so
ns
K
=
R
ou
C
)e
ts
oi
tV
un
K-
es
pa
ce

ve
ct
or
ie
l.
Le
m
on
oï
de
En
d(
V
)d
es
en
do
m
or
ph
ism
es
de
V
et
le
gr
ou
pe
G
L(
V
)

de
sa
ut
om
or
ph
ism
es
de
V
ag
iss
en
td
ef
aç
on
ta
ut
ol
og
iq
ue
da
ns
V
,p
ar
la
fo
rm
ul
e

f⋅
v
=
f(
v)
si
f
∈E
nd

(V
)e
tv

∈V
.
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SoitG
un
groupe.O

n
appellereprésentation

linéairedeG
dansV

toutm
or-

phism
e
de
groupesdu

groupe
G
dansle

groupe
G
L(V)

desautom
orphism

es
linéairesdeV

.C
elafourniten

particulieruneopération
deG

dansV
.

Exem
ple(2.6.5).—

SoitA
un
m
onoïde(resp.un

groupe)opérantdansun
en-

sem
ble
X.Parrestriction,toutsous-m

onoïde
(resp.sous-groupe)de

A
opère

dansX.Plusgénéralem
ent,soitB

un
m
onoïdeetsoitu

∶B
→
A
un
m
orphism

e
dem

onoïdes.A
lorsB

opèredansX
parlaform

uleb⋅x
=
u(b)⋅x

pourb
∈B
et

x
∈X.
O
n
ditqu’unepartieY

deX
eststablepourl’opération

deA
sil’on

a
a⋅y∈Y

pourtouty∈Y
ettouta

∈A
.D
anscecas,l’opération

deA
dansX

serestreint
en
uneopération

deA
dansY.

Exem
ple(2.6.6).—

SoitA
un
m
onoïde.Leloidecom

position
deA

,A
×
A
→
A
,

induitune
opération

à
gauche

etune
opération

à
droite

de
A
danslui-m

êm
e,

respectivem
entdonnéespara⋅x

=
ax
etx⋅a

=
xa
poura,x

∈A
.O
n
lesappelle

lesopérationspartranslation
àgaucheetàdroite.Celafourniten

particulierune
injection

du
m
onoïdeA

danslem
onoïdedesapplicationsdeA

danslui-m
êm
e

et,siA
estun

groupe,un
hom

om
orphism

einjectifdeA
danslegroupe

S
(A)

(«plongem
entdeCayley»).

L’hom
om
orphism

edegroupesInt∶A
×→

Aut(A)quiappliqueun
élém

ent
inversible

a
∈A

×
surl’autom

orphism
eintérieurdeA

donnéparx
↦
axa

−1est
uneopération

deA
×
surA

,diteparconjugaison.
C
esopérationssontextrêm

em
entim

portantes,notam
m
entlorsqueA

estun
groupe.

2.6.7.
—
SoitA

un
m
onoïdeopérantdansun

ensem
bleX.

Soitx
∈X
;notonsA

x l’ensem
bledesélém

entsa
∈A
telsque

a⋅x
=
x.O

n
a

e∈A
x ;sia,b

∈A
x ,on

a
ab⋅x

=
a⋅(b⋅x)=

a⋅x
=
x,donc

ab
∈A

x .A
insi,A

x
estun

sous-m
onoïdedeA

,qu’on
appellele�xateurdex.

Soita
un
élém

entinversibledeA
appartenantàA

x ;on
aa

−1⋅x
=
a
−1⋅(a⋅x)=

(a
−1a)⋅x

=
e⋅x

=
x,donc

a
−1∈A

x .En
particulier,siA

estun
groupe,alorsles

�xateursdesélém
entsdeX

sontdessous-groupesdeA
.

Plus
généralem

ent,
si
Y
est
une

partie
de
X,
on
appelle

�xateur
de
Y

l’intersection
des�xateursdesélém

entsdeY.C
’estun

sous-m
onoïdedeA

;siA
estun

groupe,c’estun
sous-groupe

de
A
.O
n
appelle

aussistabilisateurde
Y
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c)D
ém
ontrerquelepolynôm

eP(T
p)−
P(T)

pappartientà
pZ[T].En

déduire
qu’ilexisteb

∈
Z[a]telqueP(a

p)=
pb.

d)O
n
supposequeb

≠
0.D

ém
ontrerqu’ilexisteun

polynôm
eQ

∈
Z[T]tel

queT
n−
1=
PQ
etQ

(a
p)=

0.En
dérivantT

n−
1,dém

ontrerquen
∈
Z[a]puis

en
déduireunecontradiction.
e)D

ém
ontrerqueP(z)=

0
pourtouteracineprim

itive
n-ièm

edel’unitéet
en
déduirequeP

=
Φ
n .

f)D
ém
ontrerque

pourtoutentiern
⩾
1,le

polynôm
e
Φ
n
estirréductible

dansQ
[T].

Exercice(3.12.29).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatif.O

n
ditqu’uneapplication

D
∶A
→
A
estunedérivation

surA
sic’estun

m
orphism

edegroupesadditifset
si,pourtouta,b

∈A
,on

aD
(ab)=

aD
(b)+

bD
(a).

SoitD
unedérivation

surA
.

a)D
ém
ontrerquepourtouta

∈A
ettoutn

∈
N
,on

aD(a
n)=

na
n
−1D(a).Si

a
estinversible,dém

ontrercetterelation
pourn

∈
Z.

b)SoitB
l’ensem

bledesélém
entsa

∈A
telsqueD

(a)=
0.D

ém
ontrerqueB

estun
sous-anneau

deA
.

c)Soitε
la
classe

de
T
dansl’anneau

quotientA[T]/(T
2).D

ém
ontrerque

l’application
f∶A

→
A[T]/(T

2)dé�niepar
f(a)=

a+
D(a)εestun

hom
om
or-

phism
edeA

-algèbres.
d)SoitK

un
anneau

com
m
utatif;on

supposequeA
=
K[T].D

ém
ontrerqu’il

existe
une

unique
dérivation

D
surA

quiapplique
T
sur1ettoutpolynôm

e
constantsur0.

Exercice(3.12.30).—
SoitA

un
anneau

etsoitf∈A[T].
a)SoitIun

idéalde
A
telque

I 2=
0,soita

∈
A
etb

∈
I.D
ém
ontrerque

f(a+
b)=

f(a)+
bf

′(a).O
n
supposeque

f(a)∈Ietque
f
′(a)estinversible

m
odulo

I.D
ém
ontrer

qu’ilexiste
un
unique

élém
enta

′∈
A
telque

a
′≡

a
(m
od
I)etf(a

′)=
0.

b)SoitIun
idéaldeA

.O
n
supposequ’ilexisteun

entierm
⩾
1telqueI m

=
0.

Soita
∈A
telque

f(a)∈Iettelque
f
′(a)soitinversiblem

odulo
I.D
ém
ontrer

qu’ilexisteun
uniqueélém

enta
′∈A

telque
a
′≡
a

(m
od
I)etf(a

′)=
0.

c)Trouvertouslesélém
entsa

∈
Z/125Z

telsque
a
2=

−1.
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c)
O
n
su
pp
os
e
qu
e
S
=
A

P,
où
P
es
tu
n
id
éa
lp
re
m
ie
rd
e
A
.D
ém
on
tr
er

qu
et
ou
ti
dé
al
de
A
P
qu
ie
st
di
sti
nc
td
eA

P
es
tc
on
te
nu
da
ns
P P
.E
n
dé
du
ire
qu
e

l’a
nn
ea
u
A
P
po
ss
èd
eu
n
un
iq
ue
id
éa
lm
ax
im
al
.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.2
6)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
in
tè
gr
ee
ts
oi
tK
so
n
co
rp
sd
es
fra
ct
io
ns
.

So
it
f
=
a n
Tn
+⋅
⋅⋅+
a 0
un
po
ly
nô
m
eà
co
e�
ci
en
ts
da
ns
A
en
un
ei
nd
ét
er
m
in
ée
T.

a)
So
it
P
un
id
éa
lp
re
m
ie
rd
e
A
te
lq
ue
a 0
,.
..
,a
n−
1
∈
P,
a n

/∈
P
et
a 0

/∈
P2
.

D
ém
on
tre
rq
u’
il
n’
ex
ist
ep
as
de
po
ly
nô
m
es
no
n
co
ns
ta
nt
sg
,h

∈A
[T

]t
el
sq
ue

f
=
gh
.

O
n
su
pp
os
e
da
ns
la
su
ite
qu
e
A
es
tu
n
an
ne
au
fa
ct
or
ie
lq
u’
il
ex
ist
e
un
un

élé
m
en
ti
rr
éd
uc
tib
le
p
de
A
te
lq
ue
p
di
vi
se
a 0
,.
..
,a
n−
1,
et
p2
ne
di
vi
se
pa
sa
0.

b)
O
n
su
pp
os
ed
ep
lu
sq
ue
fe
st
de
co
nt
en
u
1.
D
ém
on
tre
rq
ue
le
po
ly
nô
m
e
f

es
ti
rr
éd
uc
tib
le
da
ns
A
[T

].
c)
D
ém
on
tr
er
qu
e
le
po
ly
nô
m
e
f
es
t
irr
éd
uc
tib
le
da
ns
K
[T

].
(«
C
rit
èr
e

d’
Ei
se
ns
te
in
».)

d)
D
ém
on
tre
rq
ue
po
ur
to
ut
no
m
br
ep
re
m
ie
rp
,l
ep
ol
yn
ôm
eT

p−
1 +

⋅⋅⋅
+
T
+
1

es
ti
rr
éd
uc
tib
le
da
ns
Q
[T

].
(F
ai
re
d’
ab
or
d
un
es
ub
sti
tu
tio
n
T
=
U
+
1.)

e)
So
it
K
un
co
rp
s.
D
ém
on
tr
er
qu
ep
ou
rt
ou
tp
ol
yn
ôm
e
f
∈K

[X
]q
ui
n’
es
t

pa
su
n
ca
rr
é,
le
po
ly
nô
m
eY

2
−
f(
X)
es
ti
rr
éd
uc
tib
le
da
ns
K[
X
,Y

].

Ex
er
cic
e(
3.
12
.2
7)
.—

Po
ur
to
ut
en
tie
rn

⩾
1,
so
it
Φ
n
∈C

[T
]l
ep
ol
yn
ôm
eu
ni
ta
ire

do
nt
le
sr
ac
in
es
so
nt
sim
pl
es
,é
ga
le
sa
ux
ra
ci
ne
sp
rim
iti
ve
sn
-iè
m
e
de
l’u
ni
té

(«
po
ly
nô
m
ec
yc
lo
to
m
iq
ue
»)
.

a)
D
ém
on
tre
rq
ue
po
ur
to
ut
en
tie
rn

⩾
1,
on
a ∏

d∣
n
Φ
d
=
Tn

−
1.

b)
Ca
lc
ul
er
Φ
1.
Ca
lc
ul
er
Φ
p
si
p
es
tu
n
no
m
br
ep
re
m
ie
r.

c)
D
ém
on
tre
rp
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
rn
qu
eΦ

n
∈Z

[T
]p
ou
rt
ou
te
nt
ie
rn

⩾
1.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.2
8)
.—

So
it
n
un
en
tie
r⩾
1.
Le
bu
td
el
’ex
er
ci
ce
es
td
ed
ém
on
tre
r

qu
el
ep
ol
yn
ôm
ec
yc
lo
to
m
iq
ue
Φ
n
es
ti
rr
éd
uc
tib
le
da
ns
Q
[T

].
a)
So
it
a
un
er
ac
in
ep
rim
iti
ve
n-
iè
m
ed
el
’u
ni
té
et
so
it
P
∈Q

[T
]u
n
po
ly
nô
m
e

un
ita
ire
de
de
gr
ém
in
im
al
te
lq
ue
P(
a)

=
0.
D
ém
on
tr
er
qu
eP

∈Z
[T

]e
tq
ue
P

di
vi
se
Φ
n
da
ns
Z[
T]
.

b)
So
it
p
un
no
m
br
ep
re
m
ie
rq
ui
ne
di
vi
se
pa
sn
.D
ém
on
tre
rq
ue
ap
es
tu
ne

ra
ci
ne
pr
im
iti
ve
p-
iè
m
ed
el
’u
ni
té
.
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l’e
ns
em
bl
ed
es
él
ém
en
ts
a
∈A
te
ls
qu
e
a
⋅Y

=
Y.
C
’e
st
un
so
us
-m
on
oï
de
de
A
,

et
un
so
us
-g
ro
up
ed
eA
si
A
es
tu
n
gr
ou
pe
.

2.
6.
8.
—
So
it
A
un
gr
ou
pe
op
ér
an
t(
àg
au
ch
e)
da
ns
un
en
se
m
bl
eX
.S
oi
tx
un

élé
m
en
td
eX
.L
’ap
pl
ic
at
io
n
de
A
da
ns
X
a
↦
a⋅
x
es
ta
pp
elé
ea
pp
lic
at
io
n
or
bi
ta
le

dé
�n
ie
pa
rx
,e
ts
on
im
ag
e,
ég
al
eà
A
⋅x
es
ta
pp
elé
el
’o
rb
ite
de
x.

O
bs
er
vo
ns
qu
el
ar
ela
tio
n
da
ns
X
dé
�n
ie
pa
r«
x
ap
pa
rt
ie
nt
àl
’o
rb
ite
de
y»
es
t

un
er
el
at
io
n
d’
éq
ui
va
le
nc
ed
an
sX
.L
ar
el
at
io
n
x
=
e⋅
x
m
on
tre
en
e�
et
qu
’e
lle

es
tr
é�
ex
iv
e;
si
x
=
a
⋅y
,o
n
a
a−
1
⋅x

=
y,
do
nc
ce
tte
re
la
tio
n
es
ts
ym
ét
riq
ue
;

en
�n
,s
ix

=
a
⋅y
et
y
=
b
⋅z
,o
n
a
x
=
ab

⋅z
,d
on
cc
et
te
re
la
tio
n
es
tt
ra
ns
iti
ve
.

L’
en
se
m
bl
ed
es
or
bi
te
sd
eX
es
tl
’e
ns
em
bl
eq
uo
tie
nt
de
X
pa
rc
et
te
re
la
tio
n

d’
éq
ui
va
le
nc
e;
on
le
no
te
X/
A
ou
A
/X
.(4

)

2.
6.
9.
—
O
n
di
tq
ue
l’o
pé
ra
tio
n
es
tt
ra
ns
iti
ve
si
el
le
a
ex
ac
te
m
en
tu
ne
or
bi
te
.

Ce
la
re
vi
en
tà
di
re
qu
eX
n’
es
tp
as
vi
de
(s
in
on
,i
ly
au
ra
it
zé
ro
or
bi
te
)e
tq
ue
po
ur

to
ut
co
up
le

(x
,y

)d
’él
ém
en
ts
de
X,
il
ex
ist
e
a
∈A
te
lq
ue
y
=
a
⋅x
.

O
n
di
tq
u’
el
le
es
tl
ib
re
si
le
�x
at
eu
rd
e
to
ut
él
ém
en
tx

∈
X
es
tr
éd
ui
tà

{e
}.

(C
’e
st
un
ep
ro
pr
ié
té
un
pe
u
ex
ce
pt
io
nn
el
le.
)

O
n
di
tq
u’
el
le
es
t�
dè
le
si
a
=
e
es
tl
e
se
ul
él
ém
en
td
e
A
te
lq
ue
a
⋅x

=
x

po
ur
to
ut
x
∈
X.
C
el
a
re
vi
en
tà
di
re
qu
e
l’h
om
om
or
ph
ism
e
de
A
da
ns

S
(X

)
es
ti
nj
ec
tif
.E
n
pr
at
iq
ue
,o
n
pe
ut
to
uj
ou
rs
se
ra
m
en
er
àu
ne
ac
tio
n
�d
èle
,q
ui
tte

à
re
m
pl
ac
er
A
pa
rl
e
qu
ot
ie
nt
de
A
pa
rl
e
so
us
-g
ro
up
e
(d
ist
in
gu
é)
no
ya
u
de

l’h
om
om
or
ph
ism
ep
ré
cé
de
nt
.

Ex
em
pl
e(
2.
6.
10
).
—
So
it
A
un
gr
ou
pe
et
so
it
B
un
so
us
-g
ro
up
ed
eA
.L
or
sq
u’
on

fa
it
op
ér
er
B
pa
rt
ra
ns
la
tio
n
à
ga
uc
he
(r
es
p.
à
dr
oi
te
)s
ur
A
,l
’o
rb
ite
Ba
(r
es
p.

aB
)d
’u
n
él
ém
en
td
e
a
es
ta
pp
el
ée

(5
)
sa
cla
ss
eà
ga
uc
he
(r
es
p.
sa
cla
ss
eà
dr
oi
te
)

m
od
ul
o
B.

O
n
no
te
B/
A
et
A
/B
le
se
ns
em
bl
es
de
sc
la
ss
es
àd
ro
ite
àg
au
ch
em
od
ul
o
B.

O
n
re
m
ar
qu
eq
ue
l’a
ct
io
n
de
A
su
rl
ui
-m
êm
ep
ar
tr
an
sla
tio
ns
àd
ro
ite
in
du
it

un
e
ac
tio
n
à
dr
oi
te
de
A
su
r
B/
A
;e
xp
lic
ite
m
en
t:
Bx

⋅a
=
Bx
a.
D
e
m
êm
e,

l’a
ct
io
n
de
A
pa
r
tr
an
sla
tio
ns
à
ga
uc
he
in
du
it
un
e
ac
tio
n
à
ga
uc
he
su
r
A
/B
,

do
nn
ée
ex
pl
ic
ite
m
en
tp
ar
a
⋅x
B
=
ax
B.

(
4)
La
no
ta
tio
n
la
pl
us
co
ur
an
te
es
tX

/A
,m
ai
sl
or
sq
ue
l’o
n
m
an
ip
ul
e
à
la
fo
is
de
sa
ct
io
ns
à
dr
oi
te
et
à

ga
uc
he
,i
le
st
co
m
m
od
ed
ep
la
ce
rl
eg
ro
up
ed
u
cô
té
où
il
ag
it.

(
5)
Le
sm
ei
lle
ur
sa
ut
eu
rs
pr
éf
èr
en
ti
nv
er
se
rc
et
te
te
rm
in
ol
og
ie
et
ap
pe
le
rB
a
la
cla
ss
eà
dr
oi
te
de
a,
pa
rc
e

qu
e
a
y
�g
ur
eà
dr
oi
te
...
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2.6.11.
—
SoitA

un
groupeopérantà

gauchedansun
ensem

bleX
;soitx

un
élém

entdeX
etsoitA

x son
�xateur.L’application

orbitalede
x,A

→
X,passe

au
quotientpourla

relation
d’équivalence

à
droite

m
odulo

A
x etdé�nitune

application
deA/A

x dansX,donnéeparlaform
ule
aA

x ↦
a⋅x

poura
∈A
.

C
etteapplication

estinjectiveetson
im
ageestl’orbitedex.

2.6.12.
—
SoitA

un
groupeetsoitB

un
sous-groupedeA

.Lesensem
blesA/B

etB/A
desclassesà

droite
età

gauche
sontdistinctsen

général.C
ependant,

l’application
aB
↦
Ba

−1estune
bijection

de
A/B

surB/A
.Lorsque

A/B
(ou

B/A
)est�ni,son

cardinalestappeléindicedeB
dansA

etnoté(A
∶B).

Proposition
(2.6.13).—

SoitA
un
groupe�niopérantdansun

ensem
ble�niX.

PourtouteorbiteO
∈X/A

,choisissonsun
élém

entx
O
decetteorbiteetsoitA

O
son

�xateur.O
n
a
la
relation

:

Card(X)=
∑O
∈X

/A Card(O
)=

∑O
∈X

/A (A
∶A
O ).

D
ém
onstration.—

Com
m
elesorbitesdeA

dansX
sontlesclassesd’équivalence

d’unerelation
d’équivalence,ellesdé�nissentunepartition

deX,cequidém
ontre

la
prem

ière
égalité.D

’autre
part,l’application

de
A/A

O
dans

X
donnée

par
aA

O
↦
a⋅x

O
estuneinjection

d’im
ageO

,doncCard(O
)=
Card(A/A

O )=
(A

∶
A
O ).Ladeuxièm

eégalitéen
découle.

Corollaire(2.6.14).—
SoitG

un
groupe�nietsoitH

un
sous-groupedeG

.O
n
a

Card(G)=
(G

∶H
)Card(H

).

D
ém
onstration.—

FaisonsagirH
partranslationsàgauchedansG

.Lesorbites
sontlesclassesàgaucheH

g;ellesonttoutespourcardinalCard(H
)etsontau

nom
brede(G

∶H
).Lecorollaires’ensuit.

Corollaire(2.6.15)(Lagrange).—
SoitG

un
groupe�nietsoitg

un
élém

entdeG
.

L’ordrede
g
diviselecardinaldeG

.

Corollaire(2.6.16)(Équation
aux
classes).—

SoitG
un
groupe�nietsoitZ

son
centre.Pourchaqueclassedeconjugaison

C
∈
C

(G
)non

réduiteà
un
singleton,

choisissonsun
élém

entx
C
∈C
etnotonsZ

C
lecentralisateurdex

C .O
n
a
alors

Card(G)=
Card(Z)+

∑C
∈C

(G
) (G

∶Z
C ).

3.12.EXERCICES
129

c)Soita
∈
A
telque

N
(a)
soitun

nom
bre
prem

ier;dém
ontrerque

a
est

irréductible.

d)Pourtoutnom
breprem

ierp,dém
ontrerquel’anneau

A/(p)estisom
orphe

à
l’anneau

(Z/pZ)[T]/(T
2+
1).En

déduireque
p
estirréductibledansA

siet
seulem

entsip
≡
3
(m
od
4).

e)Soitp
un
nom

breprem
iertelque

p
≡
1
(m
od
4).D

ém
ontrerqu’ilexiste

u,v
∈
Z
telsqueu

2+
v
2=
p
(théorèm

edeFerm
atsurlessom

m
esdedeuxcarrés).

Exercice(3.12.23).—
Soitf∶A

→
B
un
hom

om
orphism

ed’anneaux
com

m
u-

tatifs,soitS
une

partie
m
ultiplicative

de
A
etsoitT

une
partie

m
ultiplicative

de
B
telle

que
f(S)

⊂
T.D

ém
ontrerqu’ilexiste

un
unique

hom
om
orphism

e
d’anneaux

φ
∶A

S →
B
T
quiapplique

a/1sur
f(a)/1pourtouta

∈A
.

Exercice(3.12.24).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatif,soitS

unepartiem
ultipli-

cativedeA
etsoitj∶A

→
A
S l’hom

om
orphism

ecanoniquedeA
dansl’anneau

desfractionsdeA
àdénom

inateursdansS.

a)SoitIun
idéaldeA

;on
noteIS l’idéaldeA

S engendrépar
j(I).D

ém
ontrer

queIS estl’ensem
bledesfractionsa/s,poura

∈Iets∈S.
b)D

ém
ontrerqueIS =

A
S sietseulem

entsiS∩
I≠

∅
.

c)SoitJun
idéaldeA

S etsoitI=
j −1(J).D

ém
ontrerquel’on

aIS =
J.

d)
Soit

f∶A
→
A/I

l’hom
om
orphism

e
canonique,soitT

=
f(S)

etsoit
k∶A/I→

(A/I)T
l’hom

om
orphism

ecanoniquedeA/Idansl’anneau
desfrac-

tionsde
A/Ià

dénom
inateursdansT.D

ém
ontrerqu’ilexiste

un
unique

ho-
m
om
orphism

ed’anneaux
φ
∶(A/I)T →

A
S / IS quiapplique

f(a)/1surlaclasse
de
a/1m

odulo
IS .D

ém
ontrerqueφ

estun
isom

orphism
e.

Exercice(3.12.25).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatif,soitS

un
partiem

ultiplica-
tivedeA

etsoitj∶A
→
A
S l’hom

om
orphism

ecanoniquedeA
dansl’anneau

desfractionsdeA
àdénom

inateursdansS.

a)SoitP
un
idéalprem

ierdeA
telqueP

∩
S
=
∅
.D
ém
ontrerqueP

S estun
idéalprem

ierdeA
S .

b)SoitQ
un
idéalprem

ierde
A
S .D
ém
ontrerque

P
=
j −1(Q

)
estl’unique

idéalprem
ierdeA

telqueP
S =
Q
.
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qu
eI

=
(P

).
En
dé
du
ire
qu
el
es
id
éa
ux
m
ax
im
au
x
de
B
so
nt
le
si
dé
au
x
(z
−
a)
,

po
ur
a
∈C
de
m
od
ul
e⩽
1.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.18
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
no
n
nu
l.

a)
O
n
su
pp
os
eq
ue
A
po
ss
èd
eu
n
se
ul
id
éa
là
ga
uc
he
m
ax
im
al
M
.D
ém
on
tre
r

qu
eA

M
es
tl
’e
ns
em
bl
eA

×
de
sé
lé
m
en
ts
in
ve
rs
ib
le
sd
eA
.

b)
O
n
su
pp
os
ei
nv
er
se
m
en
tq
ue
M

=
A

A
×
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
u
gr
ou
pe

ad
di
tif
de
A
.D
ém
on
tre
rq
ue
M
es
tu
n
id
éa
lb
ila
tè
re
de
A
,e
te
st
l’u
ni
qu
ei
dé
al
à

ga
uc
he
m
ax
im
al
de
A
.

Ex
er
cic
e
(3
.12
.19
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
po
ss
éd
an
tu
n
se
ul
id
éa
l

m
ax
im
al
.S
oi
tI
et
Jd
es
id
éa
ux
de
A
et
so
it
a
un
él
ém
en
ts
im
pl
i�
ab
le
de
A
te
ls

qu
eI
J=

(a
).

a)
D
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
ex

∈I
et
y
∈J
te
ls
qu
ex
y
=
a.

b)
D
ém
on
tre
rq
ue
x
et
y
so
nt
sim
pl
i�
ab
le
s.

c)
D
ém
on
tre
rq
ue
I=

(x
)e
tJ

=
(y

).

Ex
er
cic
e(
3.
12
.2
0)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
in
tè
gr
ee
ts
oi
tj
∶A

{0
}
→

N
un
ea
pp
lic
at
io
n.
O
n
su
pp
os
eq
ue
po
ur
to
us
a,
b
∈A
te
ls
qu
e
b
≠
0,
il
ex
ist
e

q,
r∈
A
te
ls
qu
e
a
=
bq

+
re
tr

=
0
ou
j(r

)<
j(b

).
So
it
j′
∶A

{0
}
→
N
l’a
pp
lic
at
io
n
dé
�n
ie
pa
rj

′ (a
)=
in
f{
j(
ax

);
x
∈A

{0
}}
.

D
ém
on
tre
rq
ue
j′
es
tu
n
sta
th
m
ee
uc
lid
ie
n
su
rA
.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.2
1)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
in
tè
gr
ee
ts
oi
tj
un
sta
th
m
e

eu
cli
di
en
su
rA
.

a)
So
it
a
∈A

{0
}u
n
élé
m
en
tn
on
nu
l,
no
n
in
ve
rs
ib
le,
po
ur
leq
ue
lj

(a
)s
oi
t

m
in
im
al
.D
ém
on
tr
er
qu
ep
ou
rt
ou
té
lé
m
en
tb

∈A
(a

),
il
ex
ist
eu
n
él
ém
en
t

in
ve
rs
ib
le
u
∈A

×
et
v
∈A
te
lq
ue
1=
ub

+
va
.

b)
O
n
su
pp
os
eq
ue
A
×
es
t�
ni
.D
ém
on
tr
er
qu
’il
ex
ist
eu
n
id
éa
lm
ax
im
al
M

de
A
te
lq
ue
Ca
rd

(A
/M

)⩽
Ca
rd

(A
×
)+
1.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.2
2)
.—

So
it
A
le
so
us
-a
nn
ea
u
de
C
en
ge
nd
ré
pa
ri
(a
nn
ea
u
de
s

en
tie
rs
de
G
au
ß)
.

a)
Po
ur
to
ut
z
∈C
,d
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
e
a
∈A
te
lq
ue

∣a
−
z∣2

⩽
1/
2.

b)
D
ém
on
tre
rq
ue
l’a
pp
lic
at
io
n
N
∶z
↦

∣z∣
2
es
tu
n
sta
th
m
ee
uc
lid
ie
n
su
rA
.
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D
ém
on
str
at
io
n.
—
O
n
co
ns
id
èr
e
l’a
ct
io
n
de
G
su
r
lu
i-m
êm
e
pa
r
au
to
m
or
-

ph
ism
es
in
té
rie
ur
s.
Se
s
or
bi
te
s
so
nt
le
s
cl
as
se
s
de
co
nj
ug
ai
so
n
;p
ou
r
to
ut

po
in
tx

∈
G
,l
e
�x
at
eu
r
de
x
es
tl
e
ce
nt
ra
lis
at
eu
r
de
x.
En
�n
,l
’o
rb
ite
d’
un

élé
m
en
tx
es
tr
éd
ui
te
àu
n
élé
m
en
ts
ie
ts
eu
lem
en
ts
ix
ap
pa
rt
ie
nt
au
ce
nt
re
de
G
.

La
fo
rm
ul
ee
n
ré
su
lte
.

2.
7.
So
us
-g
ro
up
es
di
st
in
gu
és
et
gr
ou
pe
sq
uo
tie
nt
s

D
é�
ni
tio
n
(2
.7.
1)
.—

So
it
A
un
gr
ou
pe
.O
n
di
tq
u’
un
so
us
-g
ro
up
e
B
de
A
es
t

di
sti
ng
ué
si
po
ur
to
ut
a
∈A
et
to
ut
b
∈B
,o
n
a
ab
a−
1
∈B
.

Ai
ns
i,u
n
so
us
-g
ro
up
ed
eA
es
td
ist
in
gu
és
’il
es
ts
ta
bl
ep
ar
to
ut
au
to
m
or
ph
ism
e

in
té
rie
ur
de
A
.O
bs
er
vo
ns
to
ut
de
su
ite
qu
es
iA
es
ta
bé
lie
n,
al
or
st
ou
ts
ou
s-
gr
ou
pe

de
A
es
td
ist
in
gu
é.

Pl
us
gé
né
ra
lem
en
t,
on
ap
pe
lle
so
us
-g
ro
up
ec
ar
ac
té
ris
tiq
ue
d’
un
gr
ou
pe
A
to
ut

so
us
-g
ro
up
e
B
te
lq
ue
po
ur
to
ut
au
to
m
or
ph
ism
e
f
de
A
,o
n
ai
t
f(
B)

⊂
B.
En

pa
rt
ic
ul
ie
r,
un
so
us
-g
ro
up
ec
ar
ac
té
ris
tiq
ue
es
td
ist
in
gu
é.
Le
so
us
-g
ro
up
e{
e}
et

le
so
us
-g
ro
up
eA
so
nt
de
ss
ou
s-
gr
ou
pe
sc
ar
ac
té
ris
tiq
ue
sd
eA
.

Ex
em
pl
e(
2.
7.2
).
—
Le
ce
nt
re
Z
d’
un
gr
ou
pe
A
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ec
ar
ac
té
ris
tiq
ue

(e
td
on
cd
ist
in
gu
é)
.

So
it
en
e�
et
f
∈A
ut
(A

)e
ta

∈Z
;d
ém
on
tro
ns
qu
e
f(
a)

∈Z
.S
oi
tb

∈A
et
so
it

b′
∈A
te
lq
ue
f(
b′
)=
b
;O
n
aa
lo
rs

f(
a)
b
=
f(
a)
f(
b′
)=
f(
ab

′ )
=
f(
b′
a)

=
f(
b′
)f

(a
)=
bf

(a
),

si
bi
en
qu
e
f(
a)

∈Z
.

Ex
em
pl
e(
2.
7.3
).
—
So
it
f∶
A
→
C
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
.P
ou
ra

∈A
et
b
∈
Ke
r(
f)
,o
n
a
f(
ab
a−
1 )

=
f(
a)
f(
b)
f(
a)

−
1
=
f(
a)
f(
a)

−
1
=
e,
do
nc

ab
a−
1
∈K
er
(f

).
En
pa
rt
ic
ui
er
,l
en
oy
au
d’
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
es
t

do
nc
un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
é.

Pl
us
gé
né
ra
lem
en
t,
dé
m
on
tro
ns
l’i
m
ag
er
éc
ip
ro
qu
e
f−
1 (B

)d
’u
n
so
us
-g
ro
up
e

di
st
in
gu
é
B
de
C
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
e
di
st
in
gu
é
de
A
.S
oi
te
n
e�
et
a
∈
A
et

b
∈
f−
1 (B

);
on
a
f(
ab
a−
1 )
=
f(
a)
f(
b)
f(
a)

−
1
∈
B
pu
isq
ue
f(
b)
es
tu
n
so
us
-

gr
ou
pe
di
st
in
gu
é
de
C
;d
on
c
ab
a−
1
∈
f−
1 (B

),
ce
qu
id
ém
on
tr
e
qu
e
f−
1 (B

)e
st

un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eB
.
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Exem
ple(2.7.4).—

SoitA
un
groupeetsoitB

un
sous-groupedeA

.Lenorm
ali-

sateurN
B (A)

estle
plusgrand

sous-groupe
de
A
dontB

soitun
sous-groupe

distingué.

Lem
m
e(2.7.5).—

SoitA
un
groupe.L’intersection

⋂
i∈I B

i d’unefam
ille(B

i )i∈I
desous-groupesdistinguésdeA

estun
sous-groupedistinguédeA

.

D
ém
onstration.—

N
otons

B
cette

intersection
;c’estun

sous-groupe
de
A

d’aprèsle
lem
m
e
2.3.5.Soita

∈
A
etsoitb

∈
B.Pourtouti∈

I,on
a
b
∈
B
i ,

doncaba
−1∈B

i ,carB
i estun

sous-groupedistinguédeA
;parsuite,b

∈B.Cela
dém

ontrequeB
estun

sous-groupedistinguédeA
.

Corollaire(2.7.6).—
SoitA

un
groupeetsoitS

unepartiedeA
.Ilexisteun

plus
petitsous-groupedistinguédeA

quicontientS.

C
’estl’intersection

delafam
illedetouslessous-groupesdistinguésdeA

qui
contiennentS.
O
n
ditquec’estlesous-groupedistinguédeA

engendréparS.

2.7.7.
—
SoitA

un
groupe.Rappelonsqu’on

ditqu’unerelation
d’équivalence∼

dansA
estcom

patibleaveclaloidegroupedeA
silesrelationsa

∼
b
eta

′∼
b
′

entraînentaa
′∼
bb

′.
Supposonsque

ce
soitle

casetsoita,b
desélém

entsde
A
telsque

a
∼
b
;

com
m
e
a
−1∼

a
−1,ilvientalorse=

a
−1a

∼
a
−1b,puisb

−1=
eb

−1∼
a
−1bb

−1=
a
−1

carb
−1∼

b
−1;com

m
elarelation

∼
estsym

étrique,on
adonc

a
−1∼

b
−1.

SoitC
l’ensem

ble
quotientA/∼

de
A
parla

relation
d’équivalence∼

etsoit
c∶A

→
C
la
surjection

canonique
(quiassocie

à
un
élém

enta
∈
A
sa
classe

d’équivalence.LaloidegroupedeA
passeau

quotientetdé�nituneuniqueloi
decom

position
dansC

tellequequec(ab)=
c(a)c(b)pourtousa,b

∈A
.Cette

loiestassociative,l’élém
entc(e)estun

élém
entneutre,ettoutélém

entdeC
est

inversible.Pourcetteloi,C
estdoncun

groupe,qu’on
appellelegroupequotient

deA
parlarelation

d’équivalence∼,etl’application
cestun

hom
om
orphism

e
degroupesdontlenoyau

estlaclassede
e.

Lem
m
e(2.7.8).—

SoitA
un
groupeetsoitB

unepartiedeA
.Lesquatrepropriétés

suivantessontéquivalentes:
(i)
L’ensem

bleB
estun

sous-groupedistinguédeA
;

3.12.EXERCICES
127

deA
àdénom

inateursdansS;on
leconsidèrecom

m
euneA

-algèbreau
m
oyen

del’hom
om
orphism

ecanonique
j∶A

→
A
s .

a)
D
ém
ontrer

qu’il
existe

un
unique

hom
om
orphism

e
de
A
-algèbres

f∶A[T]→
A
s quiappliqueT

sur1/s.
b)D

ém
ontrerque

festsurjectifetqueson
noyau

contient1−
sT.

c)D
ém
ontrer

que
l’im
age
de
s
dans

l’anneau
quotientA[T]/(1−

sT)
est

inversible.
d)Soitφ

∶A[T]/(1−
sT)→

A
s l’hom

om
orphism

edéduitde
fparpassageau

quotient.D
ém
ontrerqueφ

estun
isom

orphism
e.

Exercice(3.12.16).—
SoitA

un
anneau.O

n
ditqu’un

idéalàgaucheIdeA
est

m
axim

alsiI≠
A
etsipourtoutidéalàgaucheJdeA

telqueI⊂
J,on

aJ=
Iou

J=
A
.

a)D
ém
ontrerquetoutidéalàgaucheIdeA

quiestdistinctdeA
estcontenu

dansun
idéalàgauchem

axim
al.

b)SoitR
l’intersection

de
la
fam
ille
desidéaux

à
gauche

m
axim

aux
de
A

(«radicaldeJacobson
»deA

).D
ém
ontrerqu’un

élém
enta

deA
appartientàR

sietseulem
entsi1−

xa
estinversibleàgauche,pourtoutx

∈A
.

c)D
ém
ontrerqueR

estun
idéalbilatèredeA

.
d)Soita

un
élém

entdeA
.O
n
supposequel’im

agede
a
dansA/R

estinver-
sible;dém

ontrerque
a
estinversible.

e)SoitJun
idéalà

gauche
de
A
telque

1+
x
estinversible,pourtoutx

∈
J.

D
ém
ontrerqueJ⊂

R.

Exercice(3.12.17).—
a)SoitA

l’anneau
C

(R;R)desfonctionscontinuesdeR
dansR.D

ém
ontrerquel’ensem

bledesfonctionsàsupportcom
pactestun

idéal
deA

quin’estpascontenu
dansun

idéaldelaform
eM

x =
{f;f(x)=

0},pour
x
∈X.
b)Soitf1 ,...,fn ∈M

0 ;dém
ontrerqueinf(∣f1 ∣,...,∣fn ∣) 1/2n’appartientpasà

l’idéalengendréparles
fi .En

déduirequedansl’anneau
A
,l’idéalM

0 n’estpas
detype�ni.
c)SoitB

l’anneau
desfonctionscontinuessurle

disque
unité

de
C
dontla

restriction
au
disque

ouvertestholom
orphe.SoitIun

idéalde
B
;dém

ontrer
qu’ilexisteun

polynôm
eP

∈
C[T]donttouteslesracinessontdem

odule⩽
1tel



12
6

CH
A
PI
TR
E
3.
A
N
N
EA
U
X

d)
In
ve
rs
em
en
t,
si
Je
st
un
id
éa
là
dr
oi
te
de
A
,d
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
eu
n
un
iq
ue

so
us
-e
sp
ac
ev
ec
to
rie
lW
de
V
te
lq
ue
J=
I W
.

e)
So
it
Iu
n
id
éa
lb
ila
tè
re
de
A
.D
ém
on
tre
rq
ue
I=

{0
}o
u
I=
A
.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.11
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
et
so
it
Iu
n
id
éa
là
dr
oi
te
de
A
.

a)
D
ém
on
tre
rq
ue
l’i
dé
al
àg
au
ch
ee
ng
en
dr
ép
ar
Ie
st
un
id
éa
lb
ila
tè
re
.

b)
So
it
Jl
’e
ns
em
bl
e
de
s
él
ém
en
ts
a
∈
A
te
ls
qu
e
xa

=
0
po
ur
to
ut
x
∈
I.

D
ém
on
tre
rq
ue
Je
st
un
id
éa
lb
ila
tè
re
de
A
.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.12
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if,
so
it
Ie
tJ
de
si
dé
au
x
te
ls

qu
eI

+
J=
A
.D
ém
on
tre
rq
ue
In
+
Jn
=
A
po
ur
to
ut
en
tie
rn

⩾
1.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.13
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
et
so
it
Il
’id
éa
lb
ila
tè
re
de
A
en
ge
nd
ré

pa
rl
es
élé
m
en
ts
de
la
fo
rm
ex
y−
yx
,p
ou
rx
,y

∈A
.

a)
D
ém
on
tre
rq
ue
l’a
nn
ea
u
A
/I
es
tc
om
m
ut
at
if.

b)
So
it
Ju
n
id
éa
lb
ila
tè
re
de
A
te
lq
ue
l’a
nn
ea
u
A
/J
so
it
co
m
m
ut
at
if.
D
ém
on
tre
r

qu
eI

⊂
J.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.14
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
et
so
it
S
un
ep
ar
tie
m
ul
tip
li-

ca
tiv
ed
eA
.S
oi
tA

S
l’a
nn
ea
u
de
sf
ra
ct
io
ns
de
A
àd
én
om
in
at
eu
rs
da
ns
S
et
so
it

j∶
A
→
A
S
l’h
om
om
or
ph
ism
ec
an
on
iq
ue
.

a)
D
ém
on
tr
er
qu
el
en
oy
au
de
je
st
l’e
ns
em
bl
ed
es
él
ém
en
ts
a
∈A
te
ls
qu
’il

ex
ist
es

∈S
te
lq
ue
as

=
0.

b)
En
dé
du
ire
qu
e
je
st
in
je
ct
if
si
et
se
ul
em
en
ts
it
ou
té
lém
en
td
eS
es
ts
im
pl
i-

�a
bl
e.
c)
So
it
a
∈A
.D
ém
on
tr
er
qu
e
j(
a)
es
ti
nv
er
sib
le
da
ns
A
S
si
et
se
ul
em
en
ts
’il

ex
ist
eb

∈A
te
lq
ue
ab

∈S
.

d)
So
it
S′
l’e
ns
em
bl
e
de
sé
lé
m
en
ts
a
∈A
te
ls
qu
’il
ex
ist
e
b
∈A
de
so
rt
e
qu
e

ab
∈S
.D
ém
on
tr
er
qu
eS

′
es
tl
’e
ns
em
bl
ed
es
él
ém
en
ts
a
∈A
te
ls
qu
e
j(
a)
so
it

in
ve
rs
ib
le
da
ns
A
S.

e)
D
ém
on
tr
er
qu
’il
ex
ist
e
un
un
iq
ue
ho
m
om
or
ph
ism
e
d’
an
ne
au
x
de
A
S

da
ns
A
S′
qu
ia
pp
liq
ue
a/
1s
ur
a/
1,
po
ur
to
ut
a
∈
A
.D
ém
on
tr
er
qu
e
ce
th
o-

m
om
or
ph
ism
ee
st
un
iso
m
or
ph
ism
e.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.15
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if,
so
it
su
n
élé
m
en
td
eA
et
so
it

S
=
{1
,s
,s
2 ,
..
.}
l’e
ns
em
bl
ed
es
pu
iss
an
ce
sd
es
.S
oi
tA

s
l’a
nn
ea
u
de
sf
ra
ct
io
ns
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(ii
)
La
re
la
tio
n
a
∼
b
dé
�n
ie
pa
ra

−
1 b
∈B
es
tu
ne
re
la
tio
n
d’
éq
ui
va
len
ce
da
ns
A

qu
ie
st
co
m
pa
tib
le
av
ec
sa
lo
id
eg
ro
up
e;

(ii
i)
Il
ex
ist
eu
ne
re
la
tio
n
d’
éq
ui
va
len
ce
da
ns
A
qu
ie
st
co
m
pa
tib
le
av
ec
sa
lo
id
e

gr
ou
pe
te
lle
qu
eB
so
it
la
cla
sse
de
e;

(iv
)
Il
ex
ist
eu
n
gr
ou
pe
C
et
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
su
rje
cti
ff

∶A
→
C

de
no
ya
u
B.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
(i)
⇒
(ii
).
Po
ur
a
∈A
,o
n
a
a−
1 a
=
e
∈B
;a
in
si,
ce
tte
re
la
tio
n

es
tr
é�
ex
iv
e.
Po
ur
a,
b
∈A
te
ls
qu
e
a
∼
b,
l’é
lé
m
en
tb

−
1 a
=
(a

−
1 b
)−
1
ap
pa
rt
ie
nt

àB
,c
ar
c’
es
tl
’in
ve
rs
ed
’u
n
élé
m
en
td
eB
;c
et
te
re
lat
io
n
es
td
on
cs
ym
ét
riq
ue
.S
oi
t

a,
b,
c∈
A
te
ls
qu
ea

∼
b
et
b
∼
c;
l’é
lém
en
ta

−
1 c
=
(a

−
1 b
)(
b−
1 c
)e
st
le
pr
od
ui
td
e

de
ux
élé
m
en
ts
de
B,
do
nc
ap
pa
rt
ie
nt
àB
;c
et
te
re
lat
io
n
es
td
on
ct
ra
ns
iti
ve
.C
ela

dé
m
on
tre
qu
el
ar
el
at
io
n
in
di
qu
ée
es
tu
ne
re
la
tio
n
d’
éq
ui
va
le
nc
e.
D
ém
on
tro
ns

m
ai
nt
en
an
tq
u’
el
le
es
tc
om
pa
tib
le
av
ec
sa
lo
id
e
gr
ou
pe
.S
oi
ta
,b
,a

′ ,b
′
de
s

élé
m
en
ts
de
A
te
ls
qu
e
a
∼
a′
et
b
∼
b′
;a
lo
rs

(a
b)

−
1 (
a′
b′
)=
b−
1 a
−
1 a
′ b
′
=
(b

−
1 b
′ )(
b′
)−
1 (
a−
1 a
′ )b

′
;

l’é
lé
m
en
tb

−
1 b
′
ap
pa
rt
ie
nt
à
B
pa
r
hy
po
th
ès
e,
de
m
êm
e
qu
e
l’é
lé
m
en
ta

−
1 a
′
;

co
m
m
eB
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eA
,o
n
ad
on
c(
b′
)−
1 (
a−
1 a
′ )b

′
∈B
;p
ar

su
ite
,(
ab

)−
1 (
a′
b′
)a
pp
ar
tie
nt
àB
et
ab

∼
a′
b′
.C
el
ad
ém
on
tre
(ii
).

L’
im
pl
ic
at
io
n
(ii
)⇒
(ii
i)
es
té
vi
de
nt
e.

D
ém
on
tro
ns
qu
e(
iii
)i
m
pl
iq
ue
(iv
).
So
it
C
le
gr
ou
pe
qu
ot
ie
nt
de
A
pa
rl
ar
ela
-

tio
n
d’
éq
ui
va
len
ce
∼
et
so
it
c∶
A
→
C
l’h
om
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
ca
no
ni
qu
e.

Il
es
ts
ur
je
ct
if
et
so
n
no
ya
u
es
tl
es
ou
s-
gr
ou
pe
B.

L’
im
pl
ic
at
io
n
(iv
)⇒
(i)
ré
su
lte
de
ce
qu
el
en
oy
au
d’
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
e

gr
ou
pe
se
st
un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
é.

2.
7.9
.
—
So
it
A
un
gr
ou
pe
et
so
it
B
un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eA
.L
eg
ro
up
e

qu
ot
ie
nt
de
A
pa
rl
ar
ela
tio
n
d’
éq
ui
va
len
ce
as
so
ci
ée
au
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éB

es
tn
ot
éA

/B
;o
n
di
tq
ue
c’
es
tl
eq
uo
tie
nt
de
A
pa
rB
.

Pr
op
os
iti
on
(2
.7.
10
)(
Pr
op
rié
té
un
iv
er
se
lle
du
gr
ou
pe
qu
ot
ie
nt
)

So
it
A
un
gr
ou
pe
,s
oi
tB
un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eA
,s
oi
tp

∶A
→
A
/B
la

su
rje
cti
on
ca
no
ni
qu
e.
So
it
C
un
gr
ou
pe
et
so
it
f∶
A
→
C
un
m
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es

te
lq
ue
f(
B)

=
{e

}.
Il
ex
ist
eu
n
un
iq
ue
m
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
f̄∶
A
/B
→
C
te
l

qu
e
f
=
f̄○
p.
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D
eplus,f̄estinjectifsietseulem

entsiKer(f)=
B
;f̄estsurjectifsietseulem

ent
siIm

(f)=
C.

D
ém
onstration.—

N
otons

∼
la
relation

d’équivalence
dans

A
associée

au
sous-groupe

distingué
B.Soita

etb
desélém

entsde
A
telsque

a
∼
b
;on

a
f(a)

−1f(b)
=
f(a

−1b)
=
e
car
a
−1b

∈
B
etB

⊂
Ker(f);ainsi,f(a)

=
f(b).

D
’aprèsla

propriétéuniverselledu
m
agm

a
quotient,ilexistedoncun

unique
m
orphism

edem
agm

as
f̄∶A/B

→
C
telleque

f̄(p(a))=
f(a)pourtouta

∈A
;

deplus,f̄(e)=
f̄(p(e))=

f(e)=
e.A
insi,f̄estun

m
orphism

edegroupes.
Supposonsque

Ker(f)
=
B
etsoitx

∈
A/B

telque
f̄(x)

=
e;soita

∈
A
tel

que
x
=
p(a);on

a
donc

f(a)=
f̄(x)=

e,d’où
a
∈
B,sibien

que
x
=
e.C
ela

dém
ontreque

f̄estinjectif.
Inversem

ent,supposonsque
f̄soitinjectifetsoita

∈Ker(f);on
ae=

f(a)=
f̄(p(a)),donc

p(a)=
e
puisqueKer(f̄)=

{e};parsuite,a
∈B.

Corollaire(2.7.11).—
SoitA

un
groupeetsoitB

un
sous-groupedistinguédeA

,
soitp∶A

→
A/B

la
surjection

canonique.
a)
SoitC

un
sous-groupedeA

contenantB.AlorsB
estun

sous-groupedistingué
deC

etl’application
p∣C
induitparpassageau

quotientun
isom

orphism
edeC/B

surson
im
agedansA/B.

b)
L’application

C
↦
p(C)induitunebijection

del’ensem
bledessous-groupes

de
A
quicontiennentB

sur
l’ensem

ble
dessous-groupesde

A/B.Sa
bijection

réciproqueestdonnéeparD
↦
p
−1(D

).
c)
Pourqu’un

sous-groupeC
deA

quicontientB
soitdistinguédansA

,ilfautet
ilsu�

tque
p(C)soitun

sous-groupedistinguédeA/B.Alors,l’hom
om
orphism

e
com
posé

dessurjectionscanoniquesde
A
surA/B

etde
A/B

sur(A/B)/p(C)
induit,parpassageau

quotient,un
isom

orphism
edeA/C

sur(A/B)/p(C).

En
raison

dececorollaire,on
identi�erasouventC/B

au
sous-groupe

p(C)
deA/B

lorsqueC
estun

sous-groupedeA
quicontientB.

D
ém
onstration.—

a)
L’application

p∣C ∶C
→
A/B

estun
hom

om
orphism

e
degroupes,son

noyau
estKer(p)∩C

=
B
(quiestdoncun

sous-groupedistingué
deC)etson

im
ageestp(C).Elleinduitdoncun

isom
orphism

edeC/B
surp(C).

b)
SiC

estun
sous-groupedeA

quicontientB,son
im
age
p(C)estun

sous-
groupedeA/B.SiD

estun
sous-groupedeA/B,son

im
ageréciproque

p
−1(D

)
estun

sous-groupedeA
quicontientB.Pourtoutsous-groupeD

deA/B,on
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b)Soita,b
desélém

entsdeA
;on

supposequea
estinversible,b

nilpotent,et
que

ab
=
ba.D

ém
ontrerque

a+
b
estinversible.

c)Soita,b
desélém

entsnilpotentsdeA
quicom

m
utent.D

ém
ontrerquea+

b
estnilpotent.
d)D

onnerdesexem
plesquim

ontrentquedanslesdeuxquestionsprécédentes,
on
nepeutpasom

ettrel’hypothèseque
a
etb

com
m
utent.

Exercice(3.12.8).—
SoitA

un
anneau,soita

etb
desélém

entsdeA
.

a)O
n
suppose

que
ab
estnilpotent.D

ém
ontrer

que
ba
estnilpotent.En

déduireuneform
ulereliantlesinversesde1−

ab
etde1−

ba.
b)O

n
suppose

que
1−
ab
estinversible

dansA
.D
ém
ontrerque

1−
ba
est

inversible.

Exercice(3.12.9).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatif.Soitf=

a
0 +a

1 T+⋅⋅⋅+a
n T
n∈

A[T].
a)D

ém
ontrerque

festnilpotentdansl’anneau
A[T]sietseulem

entsi,pour
touti,a

i estnilpotentdansA
.

b)O
n
supposeque

a
0 estinversibleetque

a
1 ,...,a

n sontnilpotentsdansA
;

dém
ontrerque

festinversibledansA
.

c)Inversem
ent,on

suppose
que

f
estinversible

dansA[T]etsoitg
=
b
0 +

⋅⋅⋅+
b
m T

m
son
inverse;dém

ontrerparrécurrencesurk
que

a
k
+1
n
b
m
−k =

0.En
déduireque

a
0 estinversibleetque

a
1 ,...,a

n sontnilpotents.
d)O

n
supposeque

fn’estpassim
pli�able.Soitg∈A[T]un

polynôm
enon

nuldedegrém
inim

altelque
fg=

0
;dém

ontrerquea
k g=

0
pourtoutentierk.

En
déduirequ’ilexisteun

élém
entnon

nula
∈A
telque

af=
0.

Exercice(3.12.10).—
SoitK

un
corps,soitV

un
K-espacevectorieldedim

ension
�nieetsoitA

l’anneau
End

K (V)desendom
orphism

esdeV
.

a)SoitW
un
sous-espacevectorieldeV

.D
ém
ontrerqueN

W
=
{u

∈A
;W

⊂
Ker(u)}

estun
idéalàgauchedeA

.
b)Inversem

ent,siIestun
idéalà

gauche
de
A
,dém

ontrerqu’ilexiste
un

uniquesous-espacevectorielW
deV

telqueI=
N
W
.

c)SoitW
un
sous-espacevectorieldeV

.D
ém
ontrerqueIW

=
{u

∈ A
;
I(u)⊂

W
estun

idéalàdroitedeA
.
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a)
D
ém
on
tre
rq
ue
po
ur
to
ut
a
∈A
,i
le
xi
ste
un
un
iq
ue
tr
ip
le

(u
,v
,w

)∈
Z3
te
l

qu
e
a
=
u
+
v
3√
2+
w

3√
4.

b)
D
ém
on
tre
rq
ue
l’e
nd
om
or
ph
ism
ei
de
nt
iq
ue
es
tl
’u
ni
qu
ee
nd
om
or
ph
ism
e

de
A
.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.4
).
—
a)
So
it
A
le
so
us
-a
nn
ea
u
de
C
en
ge
nd
ré
pa
ri
(o
ù
i2
=
−1
)

(«
en
tie
rs
de
G
au
ß
»)
.

b)
D
ém
on
tre
rq
ue
po
ur
to
ut
élé
m
en
ta
de
A
,i
le
xi
ste
un
un
iq
ue
co
up
le

(u
,v

)
d’
en
tie
rs
re
la
tif
st
els
qu
e
a
=
u
+
iv
.

c)
D
ém
on
tr
er
qu
el
em
on
oï
de
de
se
nd
om
or
ph
ism
es
de
A
po
ss
èd
ed
eu
x
él
é-

m
en
ts,
l’i
de
nt
ité
et
la
co
nj
ug
ai
so
n
co
m
pl
ex
e.

d)
Po
ur
a
=
u
+
iv

∈
A
,o
n
po
se
N
(a

)
=
u2

+
v2

=
∣a
∣2 .
D
ém
on
tr
er
qu
e

N
∶A
→
N
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
em
on
oï
de
sm
ul
tip
lic
at
ifs
.

e)
D
ém
on
tr
er
qu
e
a
es
ti
nv
er
sib
le
da
ns
A
si
et
se
ul
em
en
ts
ia

∈{
±1
,±
i}
.E
n

dé
du
ire
qu
el
eg
ro
up
eA

×
es
ti
so
m
or
ph
eà
Z/
4Z
.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.5
).
—
So
it
K
un
co
rp
s,
so
it
V
un
K-
es
pa
ce
ve
ct
or
ie
ld
ed
im
en
sio
n
n,

so
it
A
=
En
d K

(V
)l
’a
nn
ea
u
de
se
nd
om
or
ph
ism
es
de
V
et
so
it
u
∈A
.

a)
D
ét
er
m
in
er
Z u

(A
)l
or
sq
ue
u
es
td
ia
go
na
lis
ab
le.

b)
dé
te
rm
in
er
Z u

(A
)l
or
sq
ue
le
po
ly
nô
m
em
in
im
al
de
u
es
té
ga
là
Tn
.

c)
D
ém
on
tr
er
qu
el
ec
en
tr
ed
eA
es
tl
’e
ns
em
bl
ed
es
en
do
m
or
ph
ism
es
de
la

fo
rm
ev
↦

λv
,p
ou
rλ

∈K
.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.6
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
.S
oi
ta
un
él
ém
en
td
e
a
te
lq
ue
a2

=
a

(o
n
di
tq
ue
a
es
ti
de
m
po
te
nt
).

a)
O
n
po
se
A
a
=
aA
a
;D
ém
on
tr
er
qu
e
l’a
dd
iti
on
et
la
m
ul
tip
lic
at
io
n
de
A

fo
nt
de
A
a
un
an
ne
au
.E
st-
ce
un
so
us
-a
nn
ea
u
de
A
?

b)
D
ém
on
tre
rq
ue
1−
a
es
ti
de
m
po
te
nt
et
dé
m
on
tre
rq
ue
l’a
dd
iti
on
in
du
it
un

ho
m
om
or
ph
ism
ei
nj
ec
tif
de
l’a
nn
ea
u
pr
od
ui
tA

a
×
A
1−
a
da
ns
A
.

c)
Si
A
es
tc
om
m
ut
at
if,
dé
m
on
tr
er
qu
ec
et
ho
m
om
or
ph
ism
ee
st
un
iso
m
or
-

ph
ism
e.

Ex
er
cic
e(
3.
12
.7
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
.

a)
So
it
a
∈A
un
élé
m
en
tn
ilp
ot
en
t.
D
ém
on
tre
rq
ue
1+
a
es
ti
nv
er
sib
le
da
ns
A

et
ca
lc
ul
er
so
n
in
ve
rs
e.

2.7
.S
O
U
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G
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U
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S
D
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N
G
U
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U
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a
p(
p−
1 (D

))
=
D
∩
Im

(p
)
=
D
ca
r
p
es
ts
ur
je
ct
iv
e.
D
e
pl
us
,s
iC
es
tu
n
so
us
-

gr
ou
pe
de
A
,a
lo
rs
p−
1 (
p(
C
))
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
e
de
A
qu
ic
on
tie
nt
C
.S
id
e

pl
us
C
co
nt
ie
nt
B
et
a
∈
p−
1 (
p(
C
))
,p

(a
)
∈
p(
C
),
do
nc
il
ex
ist
e
c
∈
C
te
lq
ue

p(
a)

=
p(
c)
;p
os
on
sb

=
ac

−
1 ;
on
a
p(
b)

=
p(
a)
p(
c)

−
1
=
e,
do
nc
b
∈B
,d
on
c

b
∈C
et
a
=
bc

∈C
,s
ib
ie
n
qu
e
p−
1 (
p(
C)

)=
C.

c)
Su
pp
os
on
sq
ue
C
so
it
un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eA
et
dé
m
on
tr
on
sq
ue

p(
C
)
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
e
di
st
in
gu
é
de
A
/B
.S
oi
tx

∈
A
/B
et
y
∈
p(
C
);
so
it

a
∈A
te
lq
ue
x
=
p(
a)
et
so
it
c
∈C
te
lq
ue
y
=
p(
c)
;o
n
a
xy
x−
1
=
p(
ac
a−
1 )
;

co
m
m
e
C
es
td
ist
in
gu
é
da
ns
A
,o
n
a
ac
a−
1
∈
C
,d
on
c
xy
x−
1
∈
p(
C
),
ce
qu
’il

fa
lla
it
dé
m
on
tre
r.

In
ve
rs
em
en
t,
su
pp
os
on
sq
ue
p(
C
)s
oi
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eA

/B
et

so
it
q
∶(
A
/B

)/
p(
C
)l
a
su
rje
ct
io
n
ca
no
ni
qu
e.
Le
no
ya
u
de
l’h
om
om
or
ph
ism
e

q
○
p
∶A
→

(A
/B

)/
p(
C
)e
st
ég
al
à
p−
1 (
p(
C
))

=
C
.C
el
a
pr
ou
ve
qu
e
C
es
tu
n

so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eA
.

En
ou
tre
,l
’h
om
om
or
ph
ism
eq

○
p
in
du
it,
pa
rp
as
sa
ge
au
qu
ot
ie
nt
,u
n
iso
m
or
-

ph
ism
ed
eA

/C
su
r(
A
/B

)/
p(
C)
.

Co
ro
lla
ire
(2
.7.
12
).
—
So
it
A
un
gr
ou
pe
,s
oi
tB
et
C
de
ss
ou
s-g
ro
up
es
de
A
;s
up
po
-

so
ns
qu
eB
so
it
di
sti
ng
ué
da
ns
A
et
no
to
ns
p
la
su
rje
cti
on
ca
no
ni
qu
ed
eA
su
rA

/B
.

Al
or
sB
C
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
eA
do
nt
B
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
é,
B
∩
C
es
t

un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eC
et
l’i
nj
ec
tio
n
de
C
da
ns
A
in
du
it,
pa
rp
as
sa
ge
au
x

qu
ot
ien
ts,
un
iso
m
or
ph
ism
ed
eC

/(
B
∩
C)
su
rB
C/
B.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
L’
ap
pl
ic
at
io
n
p∣ C
es
t
un
ho
m
om
or
ph
ism
e
de
gr
ou
pe
s

d’
im
ag
e
p(
C
)e
td
e
no
ya
u
B
∩
C
;c
el
a
pr
ou
ve
qu
e
B
∩
C
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
e

di
st
in
gu
éd
eC
et
qu
e
p∣ C
in
du
it
un
iso
m
or
ph
ism
ed
eC

/(
B
∩
C)
su
rp

(C
).
Pa
r

ai
lle
ur
s,
on
a
p−
1 (C

)=
BC
:l
’in
clu
sio
n
BC

⊂
p−
1 (C

)e
st
év
id
en
te
;i
nv
er
se
m
en
t,

si
a
∈
p−
1 (C

),
so
it
c∈
C
te
lq
ue
p(
a)

=
p(
c)
et
po
so
ns
b
=
ac

−
1 ;
al
or
sp

(b
)=
e,

do
nc
b
∈B
,c
e
qu
ip
ro
uv
e
qu
e
a
∈B
C
.E
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
BC
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
e

de
A
qu
ic
on
tie
nt
B.
A
in
si,
p∣ B
C
in
du
it
un
iso
m
or
ph
ism
e
de
BC

/B
su
r
p(
C
).

C
el
ae
nt
ra
în
el
ec
or
ol
la
ire
.

Co
ro
lla
ire
(2
.7.
13
).
—
So
it
(A

i) i
∈I
un
ef
am
ill
ed
eg
ro
up
es
,p
ou
rt
ou
ti

∈I
,s
oi
tB

i
un
so
us
-g
ro
up
e
di
sti
ng
ué
de
A
i
et
so
it
f i
∶A

i
→
A
i/B

i
la
su
rje
ct
io
n
ca
no
ni
qu
e.

L’
ap
pl
ica
tio
n
f
de
∏
i∈
IA

i
da
ns
∏
i∈
I(A

i/B
i)
do
nn
ée
pa
r
f(

(a
i))

=
(f
i(a

i))
es
t

un
ho
m
om
or
ph
ism
e
de
gr
ou
pe
s,
su
rje
ct
if,
et
so
n
no
ya
u
es
té
ga
là
∏
i∈
IB
i.
Pa
r
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passageau
quotient,l’hom

om
orphism

e
finduitun

isom
orphism

edegroupesde
(∏

i∈I A
i )/(∏

i∈I B
i )sur∏

i∈I (A
i /B

i ).

D
ém
onstration.—

Pourtouti∈I,notonsei l’élém
entneutredeA

i ;l’élém
ent

neutrede∏
i∈I A

i estla
fam
ille(ei )etson

im
agepar

festl’élém
entneutrede

∏
i∈I (A

i /B
i ).Soita

=
(a
i )etb

=
(b
i )desélém

entsde∏
i∈I A

i ;on
a

f(ab)=
f((a

i )(b
i ))=

f((a
i b
i ))=

(fi (a
i b
i ))=

(fi (a
i ))(fi (b

i ))=
f(a)f(b),

sibien
que

festun
hom

om
orphism

edegroupes.Pourqu’un
élém

enta
=
(a
i )

appartienneau
noyau

de
f,ilfautetilsu�

tque,pourtouti∈I,on
aitfi (a

i )=
e,

c’est-à-dire
a
i ∈B

i .Parsuite,Ker(f)=
∏
i∈I B

i .

2.7.14.
—
LegroupedérivéD(A)deA

estlesous-groupedeA
engendréparles

com
m
utateursd’élém

entsdeA
.

D
ém
ontrons

que
c’est

un
sous-groupe

caractéristique
de
A
.
N
otons

S
l’ensem

bledescom
m
utateursd’élém

entsdeA
.Soitu,v

desélém
entsdeA

etf
un
autom

orphism
edeA

;on
a

f([u,v])=
f(u

−1v
−1uv)

=
f(u)

−1f(v)
−1f(u)f(v)

=
[f(u),f(v)],

cequiprouveque
f(S)⊂

S.Appliquonsceraisonnem
entàl’autom

orphism
e
f
−1.

O
n
a
donc

f
−1(S)

⊂
S,d’où,appliquant

f,l’inclusion
S
⊂
f(S).Par

suite,
S
=
f(S).C

om
m
e
f(D

(A))
estle

sous-groupe
de
A
engendré

par
f(S),on

a
f(D

(A))=
D
(A).

En
particulier,D

(A)estun
sous-groupedistinguédeA

.
N
otonsp∶A

→
A/D

(A)l’hom
om
orphism

esurjectifcanonique.Pourtout
couple(a,b)

d’élém
entsde

A
,on

a[p(a),p(b)]=
p([a,b])

=
p(e)

=
e.Par

suite,legroupeA/D
(A)estcom

m
utatif.

Proposition
(2.7.15)(Propriétéuniverselledu

quotientparlegroupedérivé)
Soit

A
un
groupe.

Pour
tout

groupe
abélien

B
et
tout

m
orphism

e
de

groupesf∶A
→
B,ilexisteun

uniquehom
om
orphism

edegroupesφ
∶A/D(A)→

B
telque

f=
φ
○
p.

D
é�nition

(2.7.16).—
O
n
ditqu’un

groupeA
estsim

ple
s’iln’estpasréduità

l’élém
entneutreetsisesseulssous-groupesdistinguéssont{e}

etA
.
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anneau
intègre;parsuite,(A/(a))[T]estun

anneau
intègreet(f)estun

idéal
prem

ierdeA[T].
D
ansl’autrecas,festun

polynôm
edecontenu

1quiestirréductibledansK[T].
N
otons

(f)K
l’idéal

de
K[T]

engendré
par

f
et

φ
∶A[T]

→
K[T]/(f)K

l’hom
om
orphism

ecom
posédel’injection

deA[T]dansK[T]etdelasurjection
canoniquedeK[T]surK[T]/(f)K .Lenoyau

deφ
contientl’idéal(f)engendré

par
fdansA[T].Inversem

ent,soitg∈A[T]telqueφ(g)=
0
etdém

ontronsque
g∈(f);soita

lecontenu
de
g
etsoitg1 ∈A[T]telque

g=
ag1 .Parhypothèse,il

existe
alorsun

polynôm
e
h
∈
K[T]telque

g
=
fh
;soitb,cdesélém

entsnon
nulsdeA

etsoith
1 ∈
A[T]un

polynôm
edecontenu

1telque
bh
1 =
ch.A

lors,
acg1 =

cg
=
cfh

=
bh
1 .Parsuite,b

=
ct(bh

1 )
divise

le
contenu

de
ag
quiest

égalà
ac.

3.12.
Exercices

Exercice(3.12.1).—
SoitA

un
anneau

etsoitS
unepartiedeA

.
a)D

ém
ontrerquelecentralisateurZ

S (A)deS
dansA

(pourlastructurede
m
onoïdem

ultiplicatif)estun
sous-anneau

deA
.

b)En
déduirequelecentredeA

estun
sous-anneau

deA
.

Exercice(3.12.2).—
SoitA

lesous-anneau
deC

engendrépar √
2.

a)D
ém
ontrerquepourtoutélém

enta
deA

,ilexisteun
uniquecouple(u,v)

d’entiersrelatifstelsque
a
=
u
+
v √
2.

b)D
ém
ontrerquelem

onoïdedesendom
orphism

esdeA
possèdedeux

élé-
m
ents,l’identitéetl’application

donnéeparu
+
v √
2↦

u
−
v √
2.

c)Poura
=
u
+
v √
2,on

poseN
(a)=

u
2−
2v
2.D
ém
ontrerqueN

∶A
→
Z
est

un
hom

om
orphism

edem
onoïdesm

ultiplicatifs.
d)D

ém
ontrerque

a
estinversibledansA

sietseulem
entsiN

(a)∈{±1}.
e)Soita

un
élém

entinversibledeA
.O
n
supposeque1<

a
<
3;dém

ontrer
alorsque

a
=
1+

√
2.D
ansle

casgénéral,dém
ontrerqu’ilexiste

un
unique

entiern
∈
Z
telque∣a∣=

(1+
√
2) n.En

déduirequelegroupeA
×
estisom

orphe
à
Z
×
(Z/2Z).

Exercice(3.12.3).—
SoitA

lesous-anneau
deC

engendrépar
3 √2.
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3.
A
N
N
EA
U
X

es
ti
nv
er
sib
le
da
ns
A
[T

],
do
nc
de
de
gr
é
0.
Pa
rs
ui
te
,f
ou
g
es
tn
on
nu
le
td
e

de
gr
é0
,d
on
ci
nv
er
sib
le
da
ns
K[
T]
.

Su
pp
os
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
ct
(h

)n
es
oi
tp
as
in
ve
rs
ib
le.
D
an
sc
ec
as
,l
’ég
al
ité

h
=
ct
(h

)h
1
et
l’i
rr
éd
uc
tib
ili
té
de
h
en
tr
aî
ne
qu
e
h 1
es
ti
nv
er
sib
le
da
ns
A
[T

],
si
bi
en
qu
e
h
es
tu
n
po
ly
nô
m
e
co
ns
ta
nt
,d
e
va
le
ur
a
∈
A
.P
ui
sq
ue
a
et
ct
(h

)
so
nt
as
so
ci
és
,a
n’
es
tp
as
irr
éd
uc
tib
le.
D
em
êm
et
ou
te
fa
ct
or
isa
tio
n
no
n
tr
iv
ia
le

a
=
bc
da
ns
A
es
tu
ne
fa
ct
or
isa
tio
n
no
n
tri
vi
al
ed
an
sA

[T
].
Ce
la
dé
m
on
tre
do
nc

qu
ee
st
irr
éd
uc
tib
le.

�
éo
rè
m
e(
3.
11
.18
)(
G
au
ß)
.—

Si
A
es
tu
n
an
ne
au
fa
cto
rie
l,
l’a
nn
ea
u
A
[T

]e
st
un

an
ne
au
fa
ct
or
iel
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
O
n
no
te
K
le
co
rp
sd
es
fr
ac
tio
ns
de
A
.S
if
es
tu
n
él
ém
en
t

de
A
[T

],
on
no
te

(f
) K
l’i
dé
al
pr
in
ci
pa
ld
eK

[T
]e
ng
en
dr
ép
ar
f.

So
it
(f
n)
un
es
ui
te
d’
él
ém
en
ts
de
A
[T

]t
el
sq
ue
la
su
ite
d’
id
éa
ux
pr
in
ci
pa
ux

((
f n
))
so
it
cr
oi
ss
an
te
.

La
su
ite
de
si
dé
au
x(

(c
t(
f n
))

)e
ng
en
dr
és
pa
rl
es
co
nt
en
us
de
sf
n
es
tc
ro
iss
an
te
;

co
m
m
e
l’a
nn
ea
u
A
es
tf
ac
to
rie
l,
ce
tte
su
ite
es
ts
ta
tio
nn
ai
re
.S
oi
tm
un
en
tie
r

te
lq
ue

(c
t(
f n
))

=
(c
t(
f m

))
po
ur
to
ut
en
tie
rn

⩾
m
.S
oi
tc

=
ct
(f
m
);
po
ur
to
ut

n
⩾
m
,d
é�
ni
ss
on
su
n
po
ly
nô
m
e
g n

∈
A
[T

]p
ar
la
fo
rm
ul
e
f n
=
cg
n.
La
su
ite

d’
id
éa
ux

((
g n

))
n⩾
m
es
te
nc
or
ec
ro
iss
an
te
.

C
om
m
e
K
[T

]e
st
un
an
ne
au
pr
in
ci
pa
l,
c’
es
tu
n
an
ne
au
fa
ct
or
ie
le
tl
a
su
ite

co
rr
es
po
nd
an
te

((
g n

) K
)d
’id
éa
ux
pr
in
ci
pa
ux
de
K[
T]
es
ts
ta
tio
nn
ai
re
.I
le
xi
ste

do
nc
un
en
tie
r
p
⩾
m
te
lq
ue
,p
ou
rt
ou
te
nt
ie
rn

⩾
p,
g n
et
g p
so
ie
nt
as
so
ci
és

da
ns
K[
T]
.

So
it
n
un
en
tie
r⩾
p;
So
it

λ
∈K
te
lq
ue
g n

=
λg
p
;s
oi
ta
,b

∈A
te
ls
qu
eλ

=
a/
b.

L’
ég
al
ité
ag
p
=
bf
n
da
ns
A
[T

]e
nt
ra
în
el
’é
ga
lit
éd
el
eu
rs
co
nt
en
us
.C
om
m
e
g n

et
g p
so
nt
de
co
nt
en
us
1,
le
m
em
br
ed
eg
au
ch
ee
st
de
co
nt
en
u
a,
et
ce
lu
id
ed
ro
ite

de
co
nt
en
u
b.
Il
s’e
ns
ui
tq
ue
les
élé
m
en
ts
a
et
b
so
nt
as
so
ci
és
da
ns
A
,d
’o
ù

λ
∈A

×
.

Pa
rs
ui
te
,g
n
et
g p
so
nt
as
so
ci
és
da
ns
A
[T

].
Po
ur
n
⩾
p,
on
aa
in
si

(f
n)

=
(c
g n

)=
c(
g n

)=
c(
g p

)=
(f
p)
,c
eq
ui
dé
m
on
tr
e

qu
el
as
ui
te
d’
id
éa
ux
pr
in
ci
pa
ux

(f
n)
de
A
[T

]e
st
sta
tio
nn
ai
re
.

So
it
m
ai
nt
en
an
t
f
un
él
ém
en
t
irr
éd
uc
tib
le
de
A
[T

];
dé
m
on
tr
on
s
qu
e

l’i
dé
al

(f
)e
st
pr
em
ie
r.

Si
f
es
tu
n
él
ém
en
ti
rr
éd
uc
tib
le
a
de
A
,a
lo
rs
A
[T

]/
(f

)
es
ti
so
m
or
ph
e
à

(A
/(
a)

)[
T]
.L
’a
nn
ea
u
A
ét
an
tf
ac
to
rie
l,
l’i
dé
al

(a
)e
st
pr
em
ie
re
tA

/(
a)
es
tu
n

2.8
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U
PE
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M
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N
O
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O
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U
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2.
8.
G
ro
up
es
et
m
on
oï
de
sl
ib
re
s,
co
pr
od
ui
ts

2.
8.
1.
—
So
it
S
un
en
se
m
bl
e.
O
n
no
te
M

(S
)
l’e
ns
em
bl
e
de
s
su
ite
s
�n
ie
s

(é
ve
nt
ue
lle
m
en
t
vi
de
)
d’
él
em
en
ts
de
S;
un
él
ém
en
t
(m

1,
..
.,
m
n)
de
M

(S
)

es
ta
pp
el
é
m
ot
su
rl
’e
ns
em
bl
e
S;
l’e
nt
ie
r
n
es
ta
pp
el
é
sa
lo
ng
ue
ur
.O
n
m
un
it

l’e
ns
em
bl
eM

(S
)d
el
al
oi
de
co
m
po
sit
io
n
do
nn
ée
pa
r

(s
1,
..
.,
s m

)(
t 1,
..
.,
t n
)=

(s
1,
..
.,
s m
,t
1,
..
.,
t n
)

si
m
,n

∈N
et
s 1,
..
.,
s m
,t
1,
..
.,
t n
so
nt
de
sé
lém
en
ts
de
S.
Ce
tte
lo
ie
st
as
so
ci
at
iv
e

et
po
ss
èd
el
as
ui
te
vi
de

ε=
()
po
ur
élé
m
en
tn
eu
tre
.A
in
si,
M

(S
)e
st
un
m
on
oï
de
,

qu
’o
n
ap
pe
lle
le
m
on
oï
de
lib
re
su
rl
’e
ns
em
bl
eS
.

O
n
no
te
jl
’ap
pl
ic
at
io
n
de
Sd
an
sM

(S
)d
on
né
ep
ar
j(s

)=
(s
).
El
le
es
ti
nj
ec
tiv
e

et
so
n
im
ag
e
j(S

)e
ng
en
dr
eM

(S
).

Pr
op
os
iti
on
(2
.8
.2
)(
Pr
op
rié
té
un
iv
er
se
lle
du
m
on
oï
de
lib
re
)

So
it
S
un
en
se
m
bl
e,
so
it
A
un
m
on
oï
de
et
so
it
f∶
S
→
A
un
ea
pp
lic
at
io
n.
Il

ex
ist
eu
n
un
iq
ue
m
or
ph
ism
ed
em
on
oï
de
sφ

∶M
(S

)→
A
te
lq
ue

φ
○
j=
f.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
D
é�
ni
ss
on
su
ne
ap
pl
ic
at
io
n

φ
∶M

(S
)→

A
en
po
sa
nt

φ(
x)

=
f(
s 1)
..
.f

(s
n)
po
ur
x
=
(s
1,
..
.,
s n
)∈
M

(S
).
O
n
a

φ(
ε)

=
e;
si
x
=
(s
1,
..
.,
s m

)
et
y
=
(t
1,
..
.,
t n
)s
on
td
es
él
ém
en
ts
de
M

(S
),
on
a
xy

=
(s
1,
..
.,
s m
,t
1,
..
.,
t n
),

d’
où

φ(
xy

)=
φ(

(s
1,
..
.,
s m
,t
1,
..
.,
t n
))

=
f(
s 1)
..
.f

(s
m
)f

(t
1)
..
.f

(t
n)

=
φ(
x)

φ(
y)
.

Ce
la
pr
ou
ve
qu
eφ
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
em
on
oï
de
s.
Po
ur
s∈
S,
on
aé
vi
de
m
m
en
t

φ(
j(s

))
=

φ(
(s
))

=
f(
s)
,d
on
cφ

○
j=
f.

En
�n
,s
iφ

′
∶M

(S
)→

A
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
em
on
oï
de
st
el
qu
eφ

○
j=

φ′
○
j,

φ
et

φ′
co
ïn
ci
de
nt
su
rl
’im
ag
e
j(S

)d
eS
.C
om
m
ec
et
te
im
ag
ee
ng
en
dr
eM

(S
)e
t

qu
eK
er
(φ
,φ

′ )
es
tu
n
so
us
-m
on
oï
de
de
M

(S
),
on
a

φ
=

φ′
.

2.
8.
3.
—
So
it
Su
n
en
se
m
bl
ee
ts
oi
tS

′
un
ea
ut
re
co
pi
e(
di
sjo
in
te
)d
el
’en
se
m
bl
eS
;

po
ur
s∈
S,
l’é
lém
en
tc
or
re
sp
on
da
nt
de
S
es
tn
ot
és

′ .
So
it
M

′ (S
)l
em
on
oï
de
lib
re

su
rl
’en
se
m
bl
eS
∪S

′
et
so
it
j′
∶S
∪S

′
→
M

′ (S
)l
’in
je
ct
io
n
ca
no
ni
qu
e.
So
it
∼l
ap
lu
s

pe
tit
e
re
la
tio
n
d’
éq
ui
va
le
nc
e
da
ns
M

′ (S
)q
ui
es
tc
om
pa
tib
le
av
ec
sa
st
ru
ct
ur
e

de
m
on
oï
de
po
ur
la
qu
el
le
ss
′
∼
e
et
s′ s

∼
e
po
ur
to
ut
s
∈
S
et
so
it
F(
S)
le
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m
onoïde

quotient.O
n
note

j∶S
→
F(S)

l’application
qui,à

s∈
S,associe

la
classedansF(S)del’élem

entsdeM
′(S).

Soit
p
la
surjection

canonique
de
M

′(S)
sur
F(S).Par

construction,on
a

p(s)p(s
′)

=
p(s

′)p(s)
=
e,pour

touts
∈
S,donc

les
élém

ents
p(s)

et
p(s

′)
deF(S)sontinversibles.Parrécurrencesurlalongueurd’un

élém
entm

deM
′(S),

son
im
age
p(m

)dansF(S)estinversible,cequiprouvequeF(S)estun
groupe.

En
outre,legroupeF(S)estengendré(com

m
egroupe)par

j(S).

Proposition
(2.8.4)(Propriétéuniverselledu

groupelibre)
Pourtoutgroupe

A
ettoute

application
f∶S

→
A
,ilexiste

un
unique

m
or-

phism
edegroupesφ

∶F(S)→
A
telqueφ

○
j=
f.

D
ém
onstration.—

Soit
f∶S

→
A
une

application.Soit
f
′∶S

∪
S
′
→
A

l’application
telle

que
f
′(s)

=
f(s)

et
f
′(s

′)
=
f(s)

−1pourtouts∈
S.Ilexiste

un
unique

m
orphism

e
de
m
onoïdes

φ
′∶M

′(S)
→
A
telque

φ
′○
j ′=

f
′.La

relation
d’équivalence

dé�nie
parφ

′(pourlaquelle
m

≡
m
′sietseulem

entsi
φ
′(m

)=
φ
′(m

′))estcom
patibleaveclastructuredem

onoïdedeM
′(S);com

m
e

φ
′(ss

′)=
f
′(s)f

′(s
′)=

f(s)f(s)
−1=

eetφ
′(s

′s)=
f
′(s

′)f
′(s)=

f(s)
−1f(s)=

e,
on
ass

′≡
eets

′s≡
e.Parsuite,cetterelation

d’équivalenceestm
oins�nequela

relation
∼
etilexisteuneapplication

φ
∶F(S)→

A
telleque

φ(p(m
))=

φ
′(m

)
pourtoutm

∈M
′(S).L’application

φ
estun

m
orphism

edem
agm

asetvéri�e
φ(e)=

e;c’estdoncun
m
orphism

edegroupes.
Com

m
e
j(S)engendrelegroupeF(S),deux

m
orphism

esdegroupesdeF(S)
dansA

quicoïncidentsurS
sontégaux,sibien

quetoutm
orphism

edegroupes
ψ
∶F(S)→

A
telqueψ

○
j=
festégalà

φ.

2.8.5.
—
Pour

m
ieux

appréhender
le
groupe

F(S),ilestim
portantde

com
-

prendre
à
quelle

condition
deux

m
otsde

M
′(S)

ontm
êm
e
im
age
dansF(S).

O
n
ditpourcela

qu’un
m
otm

=
(m

1 ,...,m
n )∈

M
′(S)

estréduits’iln’existe
pasd’entieri∈{1,...,n

−
1}
etd’élém

ents∈
S
telque(m

i ,m
i+1 )=

(s,s
′)
ou

(m
i ,m

i+1 )=
(s
′,s).

O
bservons

que
j ′(m

i )j ′(m
i+1 )

=
p(s)p(s)

−1
=
e
ou
j ′(m

i )j ′(m
i+1 )

=
p(s)

−1p(s)
=
e,sibien

que
le
m
otm

′=
(m

1 ,...,m
i−1 ,m

i+2 ,...,m
n )
a
m
êm
e

im
agequem

dansF(S).

Proposition
(2.8.6).—

Toutélém
entdeF(S)estl’im

aged’un
uniquem

otréduit
parp.
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Traitonsm
aintenantlecasgénéral.Soit

f1 etg1 despolynôm
estelsque

f=
ct(f)f1 etg

=
ct(g)g1 .O

n
a
alorsct(f1 )=

1,ct(g1 )=
1et

fg
=
ct(f)ct(g)f1 g1 ,

doncct(fg)=
ct(f)ct(g)ct(f1 g1 )=

ct(f)ct(g).

Proposition
(3.11.17).—

SoitA
un
anneau

factorieletsoitK
son
corpsdesfractions.

Lesélém
entsirréductiblesdeA

sontlespolynôm
esconstants,devaleurun

élém
ent

irréductible
de
A
,etlespolynôm

esde
A[T]de

contenu
1quisontirréductibles

dansK[T].

D
ém
onstration.—

D
ém
ontronsd’abord

que
lesélém

entsindiquéssontirré-
ductibles.
Soitp

un
élém

entirréductibledeA
.Toutd’abord,p

n’estpasinversiblecar
pourtoutpolynôm

e
f∈A[T],leterm

econstantde
pfestm

ultiplede
p,donc

n’estpasinversible.Soitensuite
f,g∈A[T]despolynôm

estelsque
fg=

p;on
adoncdeg(f)+

deg(f)=
0,doncdeg(f)=

deg(g)=
0
sibien

que
fetg

sont
constants.C

om
m
eA
estfactoriel,fou

g
estun

élém
entinversibledeA

,donc
un
élém

entinversibledeA[T].
Soith

∈
A[T]

un
polynôm

e
de
contenu

1quiestirréductible
dans

K[T].
En
particulier,h

n’estpas
inversible

dans
K[T],donc

h
n’estpas

inversible
dansA[T].Soitensuite

f,gdesélém
entsdeA[T]telsqueh

=
fg.VuedansK[T],

cetteégalitéentraîneque
fou

g
estinversibledansK[T],doncestdedegré0.

Supposonsquecesoitf;alors
festun

élém
entdeA

quidiviselecontenu
de
h,

doncestinversiblepuisquect(h)=
1parhypothèse.

Soitm
aintenanth

un
élém

entirréductibledeA[T].D
ém
ontronsque

h
est

del’unedesdeux
form

esindiquées.Soith
1 un

polynôm
edeA[T]telque

h
=

ct(h)h
1 .Puisque

h
estirréductible,ou

bien
ct(h),ou

bien
h
1 estinversible.

Supposons
que

ct(h)
soitinversible

etdém
ontrons

que
h
estirréductible

dansK[T].Sil’on
avaitdeg(h)

=
0,alors

h
seraitun

polynôm
e
constantde

term
econstantinversible,doncseraitinversible.Parsuite,deg(h)>

0
eth

n’est
pasinversibledansK[T].Soitf,g∈K[T]telsqueh

=
fg.Soita

′un
élém

entnon
nultelque

af∈A[T];soita
′′=
ct(a

′f)etsoitf1 ∈A[T]telque
a
′f=

a
′′f1 ;on

adoncct(f1 )=
1etf=

(a
′′/a

′)f1 .D
em
êm
e,ilexisteun

polynôm
e
g1 ∈A[T]de

contenu
1etdesélém

entb
′,b

′′∈A
{0}

telsqueg=
(b

′/b
′′)g1 .L’égalitéh

=
fg

entraînel’égalité
a
′′b

′′h
=
a
′b
′f1 g1 .Com

paronslescontenusdesdeux
m
em
bres,

a
′b
′eta

′′b
′′sontassociés,sibien

qu’ilexisteun
élém

entinversibleu
∈
A
×
tel

quea
′b
′=
ua

′′b
′′,d’où

h
=
u
f1 g1 .Com

m
eh
estirréductibledansA[T],f1 ou

g1
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Pr
op
os
iti
on
(3
.11
.14
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
fa
cto
rie
l,
so
it
a,
b,
cd
es
élé
m
en
ts
de
A
.

O
n
su
pp
os
eq
ue
a
et
b
so
nt
pr
em
ier
se
nt
re
eu
x.

a)
Si
a
et
b
di
vi
se
nt
c,
al
or
sa
b
di
vi
se
c.

b)
Si
a
di
vi
se
bc
,a
lo
rs
a
di
vi
se
c.

D
ém
on
str
at
io
n.
—

a)
L’
as
se
rt
io
n
es
té
vi
de
nt
es
ic

=
0.
O
n
pe
ut
do
nc
su
pp
o-

se
rq
ue
a,
b,
cn
es
on
tp
as
nu
ls.
So
it
pu
n
élé
m
en
ti
rr
éd
uc
tib
le
de
A
.P
ar
hy
po
th
ès
e,

on
av

p(
a)

⩽
v p

(c
)e
tv
p(
b)

⩽
v p

(c
).
C
om
m
e
p
ne
di
vi
se
pa
ss
im
ul
ta
né
m
en
ta

et
b,
on
a
v p

(a
)
=
0
ou
v p

(b
)
=
0.
Pa
rs
ui
te
,v
p(
ab

)
=
v p

(a
)+
v p

(b
)
⩽
v p

(c
).

C
om
m
e
p
es
ta
rb
itr
ai
re
,c
el
ae
nt
ra
în
eq
ue
ab
di
vi
se
c.

b)
Su
pp
os
on
s
b
=
0.
C
om
m
e
a
es
tu
n
pg
cd
de
a
et
0,
l’h
yp
ot
hè
se
qu
e
a

et
b
so
nt
pr
em
ie
rs
en
tr
ee
ux
en
tr
aî
ne
qu
e
a
es
ti
nv
er
sib
le
;l
’a
ss
er
tio
n
es
ta
lo
rs

év
id
en
te
.O
n
su
pp
os
ed
an
sl
as
ui
te
qu
eb

≠
0.

Pa
rh
yp
ot
hè
se
,a
di
vi
se
bc
,e
tb
di
vi
se
bc
;d
’a
pr
ès
la
pr
em
iè
re
as
se
rt
io
n,
ab

di
vi
se
bc
.S
oi
tq

∈A
te
lq
ue
bc

=
qa
b.
Pu
isq
ue
b
≠
0,
on
ad
on
c
c=
qa
,d
on
c
a

di
vi
se
c.

D
é�
ni
tio
n
(3
.11
.15
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
fa
cto
rie
l.
Po
ur
to
ut
po
ly
nô
m
e
f
∈A

[T
],

on
ap
pe
lle
co
nt
en
u
de
fu
n
pl
us
gr
an
d
di
vi
se
ur
co
m
m
un
de
se
sc
oe
�
cie
nt
s;
on
le

no
te
ct
(f

).

Pr
op
os
iti
on
(3
.11
.16
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
fa
cto
rie
l.S
oi
tf
,g
de
sé
lém
en
ts
de
A
[T

].
Al
or
sc
t(
fg

)e
tc
t(
f)
ct
(g

)s
on
ta
sso
cié
s.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Su
pp
os
on
sd
’a
bo
rd
qu
e
ct
(f

)e
tc
t(
g)
so
nt
in
ve
rs
ib
le
se
t

dé
m
on
tr
on
sq
ue
ct
(f
g)
es
ti
nv
er
sib
le
.S
oi
tp
un
él
ém
en
ti
rr
éd
uc
tib
le
de
A
et

so
it

φ
∶A

→
A
/(
p)
l’h
om
om
or
ph
ism
e
ca
no
ni
qu
e
de
A
da
ns
l’a
nn
ea
u
qu
o-

tie
nt
A
/(
p)
.N
ot
on
se
nc
or
e

φ
l’h
om
om
or
ph
ism
ed
eA

[T
]d
an
sA

/(
p)

[T
]q
ui

ap
pl
iq
ue
un
po
ly
nô
m
e
∑
a n
Tn
su
r
∑

φ(
a n

)T
n .
Pa
r
hy
po
th
ès
e,

φ(
f)

≠
0
et

φ(
g)

≠
0
;c
om
m
e
A
es
tu
n
an
ne
au
fa
ct
or
ie
l,
l’i
dé
al

(p
)
es
tu
n
pr
em
ie
r
et

l’a
nn
ea
u
(A

/(
p)

)e
st
in
tè
gr
e;
pa
rs
ui
te
,(
A
/(
p)

)[
T]
es
tu
n
an
ne
au
in
tè
gr
e,
do
nc

φ(
fg

)=
φ(
f)

φ(
g)

≠
0.
C
el
a
en
tr
aî
ne
qu
e
p
ne
di
vi
se
pa
st
ou
sl
es
co
e�
ci
en
ts

de
fg
,d
on
c
qu
e
p
ne
di
vi
se
pa
sc
t(
fg

).
Pu
isq
ue
ce
ci
va
ut
po
ur
to
ut
él
ém
en
t

irr
éd
uc
tib
le
p
de
A
,o
n
ac
t(
fg

)=
1.
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D
ém
on
str
at
io
n
(v
an

de
r
W
ae

rd
en
).
—
So
it
M

′ (S
) 0
l’e
ns
em
bl
e
de
s
m
ot
s
ré
-

du
its
de
M

′ ( S
).
O
n
va
fa
ire
op
ér
er
S
da
ns
M

′ ( S
) 0
de
la
fa
ço
n
su
iv
an
te
.S
oi
ts

∈S
et
so
it
m
=
(m

1,
..
.,
m
n)

∈M
′ (S

) 0
;

–
Si
m
1
=
s′ ,
on
po
se
s⋅
m
=
(m

2,
..
.,
m
n)
;

–
Si
m
1
≠
s′ ,
on
po
se
s⋅
m
=
(s
,m

1,
..
.,
m
n)
.

O
n
re
m
ar
qu
e
d’
ab
or
d
qu
e
s⋅
m

∈
M

′ (S
) 0
po
ur
to
ut
s
∈
S
et
to
ut
m

∈
M

′ (S
) 0
.

Fi
xo
ns
al
or
s
s
∈
S
et
vé
ri�
on
s
qu
e
l’a
pp
lic
at
io
n
m
↦
s⋅
m
es
tu
ne
pe
rm
u-

ta
tio
n
de
M

′ (S
) 0
.S
oi
td
on
c
m

=
(m

1,
..
.,
m
n)

∈
M

′ (S
) 0
;s
im

1
=
s,
on
a

m
′
=
(m

2,
..
.,
m
n)

∈M
′ (S

) 0
et
m
2
≠
s′ ,
do
nc
s⋅
m
′
=
(s
,m

2,
..
.,
m
n)

=
m
;in
ve
r-

se
m
en
t,
si
m
1
≠
s,
al
or
sm

′
=
(s
′ ,
m
1,
..
.,
m
n)
ap
pa
rt
ie
nt
àM

′ (S
) 0
et
s⋅
m
′
=
m
.

D
ep
lu
s,
l’é
lé
m
en
tm

′
do
nn
ée
st
l’u
ni
qu
eé
lé
m
en
td
eM

′ (S
) 0
te
lq
ue
s⋅
m
′
=
m
.

N
ot
on
sa
lo
rs
a
∶S
→

S
(M

′ (S
) 0

)l
’ap
pl
ic
at
io
n
qu
ia
ss
oc
ie
às

∈S
la
pe
rm
ut
at
io
n

m
↦
s⋅
m
ai
ns
id
é�
ni
e.

Pa
rl
ap
ro
pr
ié
té
un
iv
er
se
lle
du
gr
ou
pe
lib
re
,i
le
xi
ste
un
un
iq
ue
m
or
ph
ism
e

de
gr
ou
pe
sα

∶F
(S

)→
S
(M

′ (S
) 0

)t
el
qu
e
a
=

α
○
j.
Si
x
∈F

(S
)e
tm

∈M
′ (S

) 0
,

on
no
te
x
⋅m

=
α(
x)

(m
).

Vé
ri�
on
s
pa
r
ré
cu
rr
en
ce
su
r
n
qu
e
l’o
n
a
p(
m
)
⋅ε

=
m
po
ur
to
ut
m

=
(m

1,
..
.,
m
n)

∈M
′ (S

) 0
.L
’a
ss
er
tio
n
es
tv
ra
ie
si
n
=
0,
ca
ra
lo
rs
m
=

εe
tp

(m
)=
e.

Su
pp
os
on
sn

⩾
1e
tl
’a
ss
er
tio
n
vr
ai
ep
ou
rn

−
1;
po
so
ns
m
′
=
(m

2,
..
.,
m
n)
;c
’es
t

un
élé
m
en
td
eM

′ (S
) 0
.P
ar
ré
cu
rr
en
ce
,o
n
ad
on
c

p(
m
)⋅

ε=
( p

(m
1)
p(
m
′ ))

⋅ε
=
p(
m
1)
⋅(
p(
m
′ )
⋅ε

) =
m
1⋅
m
′ .

So
it
al
or
ss
l’é
lé
m
en
td
eS
te
lq
ue
m
1
=
so
u
s′
;s
im

1
=
s,
on
a

α(
p(
m
1))

=
a(
s)

et
m
2
≠
s′ ,
d’
où

p(
m
)⋅

ε=
m
1⋅
m
′
=
m
1⋅

(m
2,
..
.,
m
n)

=
(m

1,
m
2,
..
.,
m
n)

=
m
;

sin
on
,m

1
=
s′ ,
do
nc
p(
m
1)
=
p(
s)
−
1
et
m
2
≠
s,
si
bi
en
qu
e

s⋅
m
=
s⋅

(m
1,
..
.,
m
n)

=
s⋅

(s
′ ,
m
2,
..
.,
m
n)

=
(m

2,
..
.,
m
n)

=
m
′

d’
où
p(
m
)⋅

ε=
p(
s)
−
1 ⋅
m
′
=
m
.

So
it
m
ai
nt
en
an
tx

∈F
(S

)e
ts
oi
tm

∈M
′ (S

)u
n
m
ot
de
lo
ng
ue
ur
m
in
im
al
et
el

qu
e
p(
m
)=
x
;n
éc
es
sa
ire
m
en
tm
es
tr
éd
ui
t.
D
’au
tre
pa
rt
,s
im

∈M
′ (S

) 0
es
tu
n

m
ot
ré
du
it
te
lq
ue
p(
m
)=
x,
on
a
x
⋅ε

=
p(
m
)⋅

ε=
m
.A
in
si,
x
⋅ε
es
tl
’u
ni
qu
e

m
ot
ré
du
it
do
nt
l’i
m
ag
ed
an
sF

(S
)e
st
ég
al
eà
x.

Co
ro
lla
ire
(2
.8
.7
).
—

a)
L’
ap
pl
ica
tio
n
j∶
S
→
F(
S)
es
ti
nj
ec
tiv
e.
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b)
LegroupeF(S)estsanstorsion.

c)
SiCard(S)⩾

2,lecentredeF(S)estréduità
l’élém

entneutre.

D
ém
onstration.—

a)
Pourdeux

élém
entss,tdeS

telsques≠
t,lesm

ots(s)
et(t)

sontréduitsetdistincts,donc
leursim

ages
j(s)

et
j(t)

dansF(S)
sont

distinctes.C
elaprouveque

jestinjective.
b)
Soitgun

élém
entdeF(S)distinctdeeetsoit(s1 ,...,sn )∈M

′(S)0 l’unique
m
otréduitd’im

age
g.O
n
dém

ontreparrécurrencesurn
que

g
d≠
e
pourtout

entierd
⩾
1.

Ily
atroiscas.Supposonsd’abord

que(s1 ,sn )nesoitpasdela
form

e(s,s
′)

ou
(s
′,s),pours∈

S.D
anscecas,lem

ot(s1 ,...,sn ,s1 ,...,sn ,...,s1 ,...,sn )=
(s1 ,...,sn ) destréduit,pourtoutd

⩾
1,etn’estpaslem

otvide;com
m
eson

im
age

estégaleàg
d,celaentraînequeg

d≠
e.Supposonsensuiteques1 soitun

élém
ents

de
S
etque

sn
=
s
′,posons

alors
h
=

(m
2 ,...,m

n
−1 );on

a
g
=
j(s)hj(s)

−1.
C
om
m
e
la
longueurde

h
eststrictem

entinférieure
à
celle

de
g,on

a
h
d
≠
e;

parsuite,g
d=
j(s)h

dj(s)
−1≠

e
pourd

⩾
1.En�n,sisn estun

élém
entsdeS

et
s1 =

s
′,on

poseencore
h
=
(m

2 ,...,m
n
−1 )etlarelation

g=
j(s)

−1hj(s)perm
et

dedém
ontrerdefaçon

analogueque
g
d≠
e
pourd

⩾
1.

c)
Soitg

un
élém

entdeF(S)di�érentdel’élém
entneutreetsoit(s1 ,...,sn )

l’unique
m
otréduitd’im

age
g;on

a
n
⩾
1.C
om
m
e
Card(S)

⩾
2,ilexiste

un
élém

entt
∈
S
telque

s1 ≠
tets1 ≠

t
′.A
lors,(t,s1 ,...,sn )

estun
m
otréduit

d’im
age

j(t)g,et(s1 ,...,sn ,t)
estun

m
otréduitd’im

age
gj(t).C

om
m
e
le

prem
ierm

otdébutepartetlesecond
pars1 (c’estlàqu’on

utilisel’hypothèse
que

g≠
e),on

a
j(t)g≠

gj(t),cequiprouveque
g
n’appartientpasau

centre
deF(S).A

insi,Z(F(S))=
{e}.

2.8.8.
—
D
ésorm

ais,on
notera

s
−1lesym

bolequel’on
notaitjusquelà

s
′;on

noteaussiS
−1l’ensem

bleS
′.

SoitR
unepartiedeM

′(S)=
M

(S∪
S
−1)etsoitK

lepluspetitsous-groupedis-
tinguédeF(S)quicontientson

im
age.SoitG(S;R)legroupequotientF(S)/K

;
on
ditquec’estlegroupedé�niparl’ensem

blegénérateurS
etl’ensem

blede
relateursR

eton
lenoteparfois⟨S∣R⟩.

O
n
noteencore

jl’application
deSdansG(S;R)quiappliqueun

élém
ents∈S

surlaclassede
p(s).Son

im
ageengendreG(S;R).
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élém
entinversibleu

∈A
×
telque

(3.11.12.1)
a
=
u
∏p∈P
p
v
p (a

).

Soita,b
desélém

entsdeA
.Sib

divise
a,ilexistec∈A

telque
a
=
bcetl’on

v
p (a)=

v
p (b)+

v
p (c)⩾

v
p (b)pourtoutp

∈
P
.Inversem

ent,siv
p (a)⩾

v
p (b)

pourtoutp
∈

P
,∏

p∈P
p
v
p (a

)estm
ultiplede∏

p∈P
p
v
p (b

),donc
a
estm

utiple
deb.
Soit(a

i )i∈I une
fam
ille
d’élém

ents
de
A
.Pour

tout
i
∈
I,notons

m
p
=

infi v
p (a

i ).Silafam
ille(a

i )estidentiquem
entnulle,on

posea
=
0.Sinon,on

a
m
p ∈
N
pourtoutp

∈
P
etl’ensem

ble
des

p
∈

P
telsque

m
p ≠
0
est�ni;on

posealorsa
=
∏
p
∈P
p
m
p.A
insi,on

av
p (a)=

infi∈I v
p (a

i ).
L’élém

enta
véri�e

la
propriété

suivante
:pour

qu’un
élém

entde
b
divise

chacun
desa

i ,ilfautetilsu�
tqu’ildivise

a.En
e�et,chacune

desassertions
équivautàlasuivante:
a)
Pourtouti,b

divise
a
i ;

b)
Pourtoutp

etpourtouti,on
av

p (b)⩽
v
p (a

i );
c)
Pourtoutp,on

av
p (b)⩽

m
p ;

d)
L’élém

entb
divise

a.
O
n
ditque

a
estun

plusgrand
diviseurcom

m
un
delafam

ille(a
i )eton

note
(parabus)a

=
pgcd((a

i )).Ildépend
deschoix

faitspourl’ensem
ble

P
,m
ais

n’en
dépend

qu’àm
ultiplication

parun
élém

entinversibleprès.Autrem
entdit,

l’idéalprincipal(a)estlepluspetitidéalprincipalquicontientl’idéal((a
i ))

engendréparlesa
i .

O
n
déduitdecettedé�nition

despropriétésd’associativitépourleplusgrand
diviseurcom

m
un,com

m
epgcd(pgcd(a,b),c)=

pgcd(a,b,c).
O
n
ditquelesa

i sontprem
iersentreeux

siceplusgrand
diviseurcom

m
un

estinversible.Sia
estun

plusgrand
diviseurcom

m
un
dela

fam
ille(a

i ),non
nul,alorslesa

i /a
sontprem

iersentreeux.

Rem
arque

(3.11.13).—
SoitA

un
anneau

principal.Soit(a
i )i∈I une

fam
ille

d’élém
entsdeA

etsoita
un
générateurdel’idéalengendréparlesa

i .A
lors,a

estun
plusgrand

diviseurcom
m
un
dela

fam
ille(a

i ).En
particulier,ilexiste

unefam
ille(u

i )i∈I presquenulletelleque
a
=
∑
u
i a
i .

LorsqueA
estun

anneau
euclidien,l’algorithm

ed’Euclidefournitdoncun
m
oyen

algorithm
iquedecalculdu

plusgrand
diviseurcom

m
un.
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3.
11
.11
.1.
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
in
tè
gr
e.
O
n
di
tq
ue
de
ux
él
ém
en
ts

no
n
nu
ls
a
et
b
de
A
so
nt
as
so
ci
és
s’i
le
xi
ste
un
élé
m
en
ti
nv
er
sib
le
u
de
A
te
lq
ue

b
=
au
.C
’es
tu
ne
re
lat
io
n
d’
éq
ui
va
len
ce
da
ns
A

{0
};
se
sc
la
ss
es
d’
éq
ui
va
len
ce

so
nt
le
so
rb
ite
sd
el
’a
ct
io
n
pa
rm
ul
tip
lic
at
io
n
de
A
×
da
ns
A
.

So
it
A
un
an
ne
au
fa
ct
or
ie
l.
So
it
p
un
élé
m
en
ti
rr
éd
uc
tib
le
de
A
et
,p
ou
ra

∈A
,

po
so
ns
v p

(a
)=
su
p{
n
∈N
;a

∈(
pn

)}
.S
ia

≠
0,
di
re
qu
ev

p(
a)

⩾
n
sig
ni
�e
qu
e

da
ns
un
ed
éc
om
po
sit
io
n
a
=
up
1.
..
p m
de
a
en
pr
od
ui
ts
d’
élé
m
en
ts
irr
éd
uc
tib
les
,

il
ex
ist
eu
ne
pa
rt
ie
I⊂

{1
,.
..
,m

}d
ec
ar
di
na
ln
te
lle
qu
e
p
et
p i
so
ie
nt
as
so
ci
és

po
ur
to
ut
i∈
I.

Si
q
es
tu
n
él
ém
en
ti
rr
éd
uc
tib
le
de
A
,a
lo
rs
v p

=
v q
si
et
se
ul
em
en
ts
ip
et
q

so
nt
as
so
ci
és
.

Pr
op
os
iti
on
(3
.11
.12
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
fa
ct
or
iel
et
so
it
p
un
élé
m
en
ti
rr
éd
uc
-

tib
le
de
A
.L
es
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
so
nt
vé
ri�
ée
s:

a)
v p

(0
)=

+∞
;

b)
Po
ur
to
ut
a
∈A
,o
n
a
v p

(a
)=
0
si
et
se
ul
em
en
ts
ip
ne
di
vi
se
pa
sa
;

c)
Po
ur
to
us
a,
b
∈A
,o
n
a
v p

(a
+
b)

⩾
m
in
(v
p(
a)
,v
p(
b)

);
d)
Po
ur
to
us
a,
b
∈A
,o
n
a
v p

(a
b)

=
v p

(a
)+
v p

(b
).

D
ém
on
str
at
io
n.
—

a)
Po
ur
to
ut
en
tie
rn

⩾
0,
pn
di
vi
se
0,
do
nc
v p

(0
)=

+∞
.

b)
Pa
rd
é�
ni
tio
n,
v p

(a
)
=
0
si
pn
ne
di
vi
se
a
po
ur
au
cu
n
en
tie
rn

⩾
1;
ce
la

éq
ui
va
ut
àc
eq
ue
p
ne
di
vi
se
pa
sa
.

c)
So
it
a,
b
∈A
;s
oi
tm
un
en
tie
rt
el
sq
ue
m
⩽
m
in
(v
p(
a)
,v
p(
b)

);
al
or
s,
pm

di
vi
se
a
et
pm
di
vi
se
b,
do
nc
pm
di
vi
se
a
+
b.
C
el
ae
nt
ra
în
eq
ue
v p

(a
+
b)

⩾
m
,

d’
où
l’a
ss
er
tio
n.

d)
So
it
a,
b
∈A
.S
ia

=
0
ou
b
=
0,
on
aa
b
=
0
et
v p

(a
b)

=
+∞

=
v p

(a
)+
v p

(b
)

ca
rl
’u
n
de
sd
eu
x
es
ti
n�
ni
.S
up
po
so
ns
qu
e
a
et
b
ne
so
nt
pa
sn
ul
s;
on
ob
tie
nt

un
ed
éc
om
po
sit
io
n
en
fa
ct
eu
rs
irr
éd
uc
tib
le
sd
u
pr
od
ui
ta
b
en
re
gr
ou
pa
nt
de
s

dé
co
m
po
sit
io
ns
en
fa
ct
eu
rs
irr
éd
uc
tib
les
de
ae
tb
.L
en
om
br
ed
ef
ac
te
ur
sa
ss
oc
ié
s

à
p
da
ns
ce
tte
dé
co
m
po
sit
io
n
de
ab
es
ta
in
si
la
so
m
m
ed
u
no
m
br
ed
et
els
fa
ct
eu
rs

po
ur
a
et
po
ur
b,
c’
es
t-à
-d
ire
v p

(a
b)

=
v p

(a
)+
v p

(b
).

3.
11
.12
.1.
—
So
it
A
un
an
ne
au
fa
ct
or
ie
l.
So
it

P
un
e
fa
m
ill
e
d’
él
ém
en
ts
irr
é-

du
ct
ib
le
sd
e
A
te
lle
qu
e
to
ut
él
ém
en
ti
rr
éd
uc
tib
le
de
A
so
it
as
so
ci
é
à
l’u
n
de
s

él
ém
en
ts
de

P
,e
tu
n
se
ul
.P
ou
rt
ou
té
lé
m
en
tn
on
nu
la
de
A
,l
’e
ns
em
bl
ed
es

él
ém
en
ts
irr
éd
uc
tib
le
s
p
∈P

te
ls
qu
e
v p

(a
)
⩾
1e
st
�n
ie
ti
le
xi
ste
un
un
iq
ue

2.8
.G
RO
U
PE
S
ET
M
O
N
O
ÏD
ES
LI
BR
ES
,C
O
PR
O
D
U
IT
S
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Pr
op
os
iti
on
(2
.8
.9
)(
Pr
op
rié
té
un
iv
er
se
lle
du
gr
ou
pe
dé
�n
ip
ar
gé
né
ra
te
ur
se
t

re
la
tio
ns
)

So
it
A
un
gr
ou
pe
et
so
it
f∶
S
→
A
un
ea
pp
lic
at
io
n.
So
it

φ′
∶M

′ ( S
)→

A
l’u
ni
qu
e

ho
m
om
or
ph
ism
e
de
m
on
oï
de
st
el
qu
e

φ′
(j
′ (s

))
=
f(
s)
et

φ′
(j
′ (s

−
1 ))

=
f(
s)
−
1

po
ur
to
ut
s∈
S.
O
n
su
pp
os
eq
ue
l’o
n
a

φ′
(r

)=
e
po
ur
to
ut
r∈
R.
Al
or
s,
il
ex
ist
e

un
un
iq
ue
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es

φ
∶G

(S
;R

)→
A
te
lq
ue
f
=

φ
○
j.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it

ψ
∶F

(S
)
→
A
l’u
ni
qu
e
ho
m
om
or
ph
ism
e
de
gr
ou
pe
s

te
lq
ue

ψ(
j(s

))
=
sp
ou
r
to
ut
s
∈
S.
O
n
a

ψ
○
p
=

φ′
,d
on
c
p(
R)

⊂
Ke
r(

ψ)
.

C
om
m
e
Ke
r(

ψ)
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
e
di
st
in
gu
é
de
F(
S)
,o
n
a
K

⊂
Ke
r(

ψ)
,e
t

il
ex
ist
e
un
ho
m
om
or
ph
ism
e
de
gr
ou
pe
s

φ
∶G

(S
;R

)
→
A
te
lq
ue

φ
○
q
=

ψ,
où
q
∶F

(S
)
→
G
(S
;R

)e
st
la
su
rje
ct
io
n
ca
no
ni
qu
e.
Po
ur
to
ut
s∈
S,
on
a
ai
ns
i

φ(
j(s

))
=

φ(
p(
j′ (
s)
)=

φ′
(j
′ (s

))
=
f(
s)
,c
eq
ui
dé
m
on
tre
qu
eφ

○
j=
f.

L’
un
ic
ité
d’
un
te
lm
or
ph
ism
er
és
ul
te
de
ce
qu
el
’im
ag
ed
e
je
ng
en
dr
eG

(S
;R

).

Ex
em
pl
e(
2.
8.
10
).
—

a)
Pr
en
on
sd
’ab
or
d
po
ur
en
se
m
bl
eS

=
{s

}u
n
en
se
m
bl
e

ré
du
it
àu
n
se
ul
élé
m
en
t.

To
ut
d’
ab
or
d
l’a
pp
lic
at
io
n
de
Z
da
ns
F(
S)
do
nn
ée
pa
rn
↦
sn
es
ts
ur
je
ct
iv
e.

C
om
m
el
es
m
ot
sr
éd
ui
ts
en
se
ts

−
1
so
nt
ex
ac
te
m
en
tc
eu
x
de
la
fo
rm
e(
s,
..
.,
s)

ou
(s
−
1 ,
..
.,
s−
1 ),
ce
tte
ap
pl
ic
at
io
n
es
ti
nj
ec
tiv
ee
tF

(S
)e
st
iso
m
or
ph
eà
Z.

Si
n
es
tu
n
en
tie
re
tR

=
{s
n }
,a
lo
rs
,G

(S
;R

)e
st
iso
m
or
ph
eà
Z/
nZ
.

b)
Pr
en
on
sp
ou
re
ns
em
bl
eS
un
en
se
m
bl
e{
s 1,
..
.,
s n
}
à
n
él
ém
en
ts
et
po
ur

en
se
m
bl
e
R
l’e
ns
em
bl
e
de
s
co
m
m
ut
at
eu
rs
s is
js−
1 i
s−
1 j
,p
ou
r
1
⩽
i
<
j
⩽
n.

L’
ap
pl
ic
at
io
n
fd
eF

(S
)d
an
sZ

n
qu
ia
pp
liq
ue
s i
su
rl
e
i-
èm
ev
ec
te
ur
de
ba
se
e i

es
ts
ur
je
ct
iv
e.
D
ém
on
tro
ns
qu
es
on
no
ya
u
es
tl
es
ou
s-
gr
ou
pe
di
sti
ng
ué
en
ge
nd
ré

pa
rR
.T
ou
td
’a
bo
rd
,f

(s
is
js−
1 i
s−
1 j
)=
e i
+
e j
−
e i
−
e j
=
0,
do
nc
R
⊂
Ke
r(
f)
et
f

dé
�n
it,
pa
rp
as
sa
ge
au
qu
ot
ie
nt
,u
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
f̄d
eG

(S
;R

)
su
rZ

n ,
su
rje
ct
if.

Po
ur
dé
m
on
tre
rq
ue
f̄e
st
in
je
ct
if,
on
dé
m
on
tre
qu
ec
’es
tu
n
iso
m
or
ph
ism
ee
t,

po
ur
ce
la
,o
n
ex
hi
be
so
n
in
ve
rs
e.
Co
ns
id
ér
on
sl
’ap
pl
ic
at
io
n
gd
eZ

n
da
ns
G
(S
;R

)
qu
ia
pp
liq
ue

(m
1,
..
.,
m
n)
su
rx

m
1

1
..
.x
m
n

n
.D
ém
on
tro
ns
qu
e
g
es
tu
n
ho
m
om
or
-

ph
ism
ed
eg
ro
up
es
.

Le
gr
ou
pe
G
(S
;R

)
es
te
ng
en
dr
é
pa
rl
es
im
ag
es
x 1
,.
..
,x
n
de
s
s i.
Po
ur
to
ut

i,
la
re
la
tio
n
s is
js−
1 i
s−
1 j
∈
R
en
tr
aî
ne
qu
e
x i
co
m
m
ut
e
av
ec
ch
aq
ue
x j
,d
on
c
x j

ap
pa
rt
ie
nt
au
ce
nt
ra
lis
at
eu
r
de
x i
.P
ui
sq
ue
c’
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
e
de
G
(S
;R

),
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ilen
découle

que
le
centralisateurde

x
i estégalà

G
(S;R),c’est-à-dire

que
x
i

appartientau
centredeG(S;R).Com

m
elecentredeG(S;R)estun

sous-groupe
deG(S;R),ilestégalàG(S;R)etcegroupeestcom

m
utatif.

O
n
en
déduitalorssim

plem
entque

g
estun

hom
om
orphism

e
de
groupes:

pour(m
1 ,...,m

n )et(m
′1 ,...,m

′n )∈
Z
n,on

a

g((m
1 ,...,m

n ))g((m
′1 ,...,m

′n ))=
x
m
1

1
...x

m
n

n
x
m
′1

1
...x

m
′n

n

=
x
m
1 +m

′1
1

...x
m
n +m

′n
n

=
g((m

1 +
m
′1 ,...,m

n +
m
′n )).

O
n
a�nalem

ent

f̄○
g(m

1 ,...,m
n )=

f̄(x
m
1

1
...x

m
n

n
)=
f(s m

1
1
...s m

n
n

)=
∑
m
i ei =

(m
1 ,...,m

n ),

donc
f̄○g=

id.D
eplus,g(f̄(x

i ))=
g(ei )=

x
i pourtouti.Com

m
e{x

1 ,...,x
n }

engendre
G
(S;R),on

a
donc

g○
f̄
=
id.C

ela
conclutla

preuve
que

f̄
estun

isom
orphism

edeG(S;R)surZ
n.

Corollaire(2.8.11)(C
oproduitd’unefam

illedegroupes)
Soit(A

i )i∈I unefam
illedegroupes.Ilexisteun

groupeA
etunefam

ille(ji )i∈I ,
où,pourtouti,ji estun

m
orphism

edegroupesdeA
i dansA

véri�antla
propriété

suivante:pourtoutgroupeB
ettoutefam

ille(fi )i∈I ,où
fi estun

m
orphism

ede
groupesdeA

i dansB,ilexisteun
uniquehom

om
orphism

edegroupesφ
∶A
→
B

telqueφ
○
ji =

fi pourtouti∈I.

U
n
telgroupeestappelécoproduit(ou

som
m
e)delafam

ille(A
i )i∈I ;on

lenote
généralem

ent∗
i∈I A

i .

D
ém
onstration.—

SoitS
l’ensem

ble
som
m
e
de
la
fam
ille

(A
i )i∈I («réunion

disjointe»);c’estl’ensem
ble
descouples(i,a),où

i∈
Ieta

∈
A
i .SoitA

le
groupedé�niparl’ensem

blegénérateurS
etparl’ensem

blederelations(i,a)⋅
(i,b)⋅(i,ab)

−1(pouri∈I,a,b
∈A

I )et(i,e)(j,e)
−1(pouri,j∈I,e

désignant
l’élém

entneutre
desgroupesA

i .).Pourtouti∈
Iettouta

∈
A
i ,notons

ji (a)
laclassede(i,a)dansA

.L’application
ji ∶A

i →
A
estun

hom
om
orphism

ede
groupes.O

bservonsaussique
la
réunion

desparties
ji (A

i )
de
A
engendre

le
groupeA

.
Véri�ons

alors
la
propriété

universelle
indiquée.Ilexiste

un
m
orphism

e
φ
′∶M

(S)
→
B
quiapplique

(i,a)
sur

fi (a)
pour

tout
i
∈
I
ettouta

∈
A
.

3.11.A
N
N
EAU

X
EU
CLID

IEN
S,PRIN

CIPAU
X,FACTO

RIELS
117

D
ém
ontronsm

aintenantl’unicité.Soitu,v
desélém

entsinversiblesde
A
,

soitp
1 ,...,p

n ,q
1 ,...,q

m
desélém

entsirréductiblesdeA
telsqueup

1 ...p
m
=

vq
1 ...q

n .D
ém
ontronsparrécurrence

surn
que

l’on
a
m

=
n,etqu’ilexiste

une
perm

utation
σ
∈
S
n et,pouri∈{1,...,n},un

élém
entinversible

u
i ,tels

que
q
i =
u
i p

σ
(i) .Sin

=
0,alorsup

1 ...p
m
estinversible;com

m
e
un
élém

ent
irréductiblen’estpasinversible,celaim

posem
=
0.Sinon,leproduitup

1 ...p
m

appartientàl’idéal(q
n );com

m
eA
estun

anneau
factoriel,cetidéalestprem

ier,
sibien

quel’un
desfacteursu,p

1 ,...,p
m
estm

ultipledeq
n .C
en’estpaslecas

de
u,puisqu’ilestinversible.Soitalorsi∈

{1,...,m
}
telque

p
i soitm

ultiple
de
q
n
etécrivons

p
i
=
q
n u
i ,pour

un
élém

entu
n
∈
A
.Par

dé�nition
d’un

élém
entirréductible,u

n estinversible.O
n
aalorsuu

n q
n (p

1 ...p
i−1 p

i+1 ...p
m )=

vq
1 ...q

n ,d’où
uu
n (p

1 ...p
i−1 p

i+1 ...p
m )

=
vq
1 ...q

n
−1 .Par

récurrence,on
a

donc
m
−
1=
n
−
1,donc

m
=
n,etilexiste

une
bijection

σ
∶{1,...,n

−
1}
→

{1,...,i−
1,i+

1,...,m
}
et,pourtoutj∈{1,...,n−

1},un
élém

entinversibleu
j

telsqueq
j =
u
j p

σ
(j) .L’application

de{1,...,n}
dans{1,...,n}

quiappliquen
surietcoïncideavec

σ
sinon

estunebijection
;pourtoutj∈{1,...,n},on

a
q
j =
u
j p

σ
(j) ,d’où

lerésultat.
Soitm

aintenantA
un
anneau

com
m
utatifintègrepourlequellesénoncésa)

etb)sontvéri�és.D
ém
ontronsqueA

estun
anneau

factoriel.
Pourtoutélém

entnon
nula

de
A
,notons

ω(a)
le
nom

bre
de
facteursir-

réductiblesde
a
(l’entierm

aveclesnotationsci-dessus).O
n
a
donc

ω(ab)=
ω(a)+

ω(b),etω(a)=
0
sietseulem

entsia
estinversible.Soitalors((a

n ))
une

suite
croissante

d’idéaux
principaux

de
A
.La
suite(ω(a

n ))
estune

suite
décroissanted’entiersnaturels;elleestdoncstationnaire.Soitm

un
entiertel

queω(a
n )=

ω(a
m )pourn

⩾
m
;pourn

⩾
m
,soitb

∈A
telque

a
n =
ba
m
;on

a
ω(b)=

0,doncb
estinversibleet(a

n )=
(a
m ).C

elaprouvequelasuite((a
n ))

d’idéaux
eststationnaire.

Soitp
un
élém

entirréductibledeA
;dém

ontronsquel’idéal(p)estprem
ier.

O
n
a(p)

≠
A
,car

p
n’estpasinversible.Soita,b

desélém
entsde

A
telsque

ab
∈
(p)
etsoitc

∈
A
telque

ab
=
pc.C

onsidéronsdesdécom
positionsen

produitd’élém
entsirréductiblesdea,b,c:disonsa

=
u∏

mi=1 p
i ,b

=
v∏

nj=1 q
j et

c=
w
∏
sk
=1 rk .L’égalité

ab
=
pcs’écrituv∏

mi=1 p
i ∏

nj=1 q
j =
w
p∏

sk
=1 rk .D

’après
lapropriétéd’unicité,ilexisteun

élém
entinversibleedeA

telqueep
soitégalà

l’un
desp

i ou
desq

j ;dansleprem
iercas,a

estm
ultiplede

p,danslesecond,b
estm

ultiplede
p.Parsuite,l’idéal(p)estprem

ier,cequ’ilfallaitdém
ontrer.
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dé
�n
iti
on
d’
un
id
éa
lp
re
m
ie
r,
on
a
do
nc
b
∈
(a

)o
u
c
∈
(a

).
Su
pp
os
on
sq
ue

b
∈
(a

)e
ts
oi
tu

∈
A
te
lq
ue
b
=
au
;i
lv
ie
nt
al
or
sa

=
au
c,
do
nc
uc

=
1c
ar
a

es
ts
im
pl
i�
ab
le
da
ns
A
;p
ar
su
ite
,c
es
ti
nv
er
sib
le
.D
an
sl
e
ca
so
ù
c
∈
(a

),
on

dé
m
on
tre
de
m
êm
eq
ue
b
es
ti
nv
er
sib
le.
A
in
si,
a
es
ti
rr
éd
uc
tib
le.

D
é�
ni
tio
n
(3
.11
.9
).
—
O
n
di
tq
u’
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
in
tè
gr
eA
es
tf
ac
to
rie
ls
i

les
de
ux
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
so
nt
sa
tis
fa
ite
s:

(i)
To
ut
es
ui
te
cr
oi
ssa
nt
ed
’id
éa
ux
pr
in
cip
au
x
de
A
es
ts
ta
tio
nn
ai
re
;

(ii
)
To
ut
élé
m
en
ti
rr
éd
uc
tib
le
de
A
en
ge
nd
re
un
id
éa
lp
re
m
ier
.

Ex
em
pl
e(
3.
11
.10
).
—
U
n
an
ne
au
pr
in
cip
al
es
tf
ac
to
rie
l.
La
pr
op
rié
té
(i)
dé
co
ul
e

de
ce
qu
’u
n
an
ne
au
pr
in
ci
pa
le
st
no
et
hé
rie
n,
la
pr
op
rié
té
(ii
)e
st
le
le
m
m
ed
e

G
au
ss
(p
ro
po
sit
io
n
3.1
1.8
).

�
éo
rè
m
e(
3.
11
.11
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
fa
ct
or
iel
.

a)
Po
ur
to
ut
élé
m
en
tn
on
nu
la
de
A
,i
le
xi
ste
un
en
tie
r
m

⩾
0,
un
élé
m
en
t

in
ve
rs
ib
le
u
et
de
sé
lém
en
ts
irr
éd
uc
tib
les
p 1
,.
..
,p
m
de
A
te
ls
qu
ea

=
up
1.
..
p m

(e
xi
ste
nc
ed
’u
ne
dé
co
m
po
sit
io
n
en
pr
od
ui
td
’él
ém
en
ts
irr
éd
uc
tib
le
s)
.

b)
So
it
m
,n
de
s
en
tie
rs

⩾
0,
so
it
u,
v
de
s
élé
m
en
ts
in
ve
rs
ib
les
de
A
,s
oi
t

p 1
,.
..
,p
n,
q 1
,.
..
,q
m
de
s
élé
m
en
ts
irr
éd
uc
tib
les
de
A
te
ls
qu
e
up
1.
..
p m

=
vq
1.
..
q n
.A
lo
rs
m
=
n,
et
il
ex
ist
eu
ne
pe
rm
ut
at
io
n

σ
∈S

n
et
,p
ou
ri

∈{
1,
..
.,
n}
,

un
élé
m
en
ti
nv
er
sib
le
u i
,t
els
qu
e
q i

=
u i
p σ

(i
)
(u
ni
ci
té
de
la
dé
co
m
po
sit
io
n
en

pr
od
ui
td
’él
ém
en
ts
irr
éd
uc
tib
le
s)
.

In
ve
rs
em
en
t,
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
in
tè
gr
eq
ui
vé
ri�
ec
es
de
ux
pr
op
rié
té
se
st

un
an
ne
au
fa
ct
or
iel
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
a
un
élé
m
en
tn
on
nu
ld
eA
.S
up
po
so
ns
pa
rl
’ab
su
rd
eq
ue

a
ne
pu
iss
ep
as
s’é
cr
ire
so
us
la
fo
rm
eu
p 1
..
.p
m
,o
ù
u
es
ti
nv
er
sib
le
et
p 1
,.
..
,p
m

so
nt
irr
éd
uc
tib
les
.A
lo
rs
a 1
n’
es
tn
ii
nv
er
sib
le
(o
n
po
ur
ra
it
sin
on
po
se
rm

=
0
et

u
=
a)
ni
irr
éd
uc
tib
le
(o
n
po
ur
ra
it
po
se
rm

=
1,
u
=
1e
tp
1
=
a)
.I
le
xi
ste
do
nc

de
sé
lé
m
en
ts
b
et
c
de
A
qu
in
e
so
nt
pa
si
nv
er
sib
le
st
el
sq
ue
a 1

=
bc
.P
os
on
s

a 2
=
b
;o
n
a
(a
1)
⊂
(a
2)
et

(a
1)
≠
(a
2)
ca
rc
n’
es
tp
as
in
ve
rs
ib
le
.D
ep
lu
s,
ni
b,

ni
cn
ep
eu
ve
nt
s’é
cr
ire
so
us
la
fo
rm
eu
p 1
..
.p
m
,o
ù
u
es
ti
nv
er
sib
le
et
p 1
,.
..
,p
m

so
nt
irr
éd
uc
tib
les
.O
n
re
pr
en
d
l’a
rg
um
en
ta
ve
ca
2
et
on
co
ns
tr
ui
ta
in
si
un
es
ui
te

st
ric
te
m
en
tc
ro
iss
an
te

(a
n)
n⩾
1
d’
id
éa
ux
pr
in
ci
pa
ux
de
A
,c
e
qu
ic
on
tr
ed
it
la

co
nd
iti
on
(i)
d’
un
an
ne
au
fa
ct
or
ie
l.
N
ou
sa
vo
ns
do
nc
pr
ou
vé
qu
e
a
po
ss
èd
eu
ne

dé
co
m
po
sit
io
n
en
pr
od
ui
td
’él
ém
en
ts
irr
éd
uc
tib
le
s.
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En
ou
tre
,φ

′
ap
pl
iq
ue
to
ut
er
el
at
io
n
su
rl
’él
ém
en
tn
eu
tre
pu
isq
ue

φ′
( (
i,
a)

(i
,b

)(
i,
ab

)−
1 )
=
f i(
a)
f i(
b)
f i(
ab

)−
1
=
e

et
φ′

( (
i,
e)

(j
,e

)−
1 )
=
f i(
e)
f j(
e)

−
1
=
e.
Pa
rs
ui
te
,φ

′
pa
ss
ag
ea
u
qu
ot
ie
nt
et
dé
�n
it

un
ho
m
om
or
ph
ism
e
de
gr
ou
pe
sφ
de
A
da
ns
B.
Po
ur
to
ut
i∈
Ie
tt
ou
ta

∈A
i,

on
a

φ(
j i(
a)

)=
φ′

((
i,
a)

)=
f i(
a)
,d
on
c

φ
○
j i
=
f i.
En
�n
,c
om
m
el
a
ré
un
io
n

de
sp
ar
tie
s
j i(
A
i)
en
ge
nd
re
A
,φ
es
tl
es
eu
lm
or
ph
ism
et
el
qu
e

φ
○
j i
=
f i
po
ur

to
ut
i.

2.
9.
G
ro
up
es
ab
él
ie
ns

2.
9.
1.
—
O
n
di
tq
u’
un
gr
ou
pe
A
es
td
et
yp
e�
ni
s’i
lp
os
sè
de
un
sy
stè
m
eg
én
ér
a-

te
ur
�n
i,
m
on
og
èn
es
’il
ex
ist
eu
n
él
ém
en
ta

∈A
te
lq
ue
A
=
⟨a

⟩,
et
cy
cli
qu
es
’il

es
tm
on
og
èn
ee
t�
ni
.

So
it
f∶
A
→
B
un
m
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
,s
ur
je
ct
if.
Si
A
es
td
et
yp
e�
ni
(r
es
p.

m
on
og
èn
e,
re
sp
.c
yc
liq
ue
),
il
en
es
td
em
êm
ed
eB
.

Re
m
ar
qu
e(
2.
9.
2)
.—

So
it
A
un
gr
ou
pe
�n
ie
ts
oi
ta
un
élé
m
en
td
eA
;n
ot
on
sn

le
ca
rd
in
al
de
A
et
m
l’o
rd
re
de
a.

Le
so
us
-g
ro
up
e⟨
a⟩
en
ge
nd
ré
pa
ra
es
tc
on
sti
tu
éd
es
élé
m
en
ts
e,
a,
..
.,
am

−
1 e
t

es
ta
in
si
de
ca
rd
in
al
m
.P
ar
su
ite
,s
i⟨
a⟩

=
A
,a
lo
rs
m
=
n.
In
ve
rs
em
en
t,
si
m
=
n,

on
aC
ar
d(

⟨a
⟩)
=
Ca
rd

(A
),
do
nc

⟨a
⟩=
A
et
A
es
tc
yc
liq
ue
.C
ela
dé
m
on
tre
qu
’u
n

gr
ou
pe
�n
ie
st
cy
cli
qu
es
ie
ts
eu
lem
en
ts
’il
po
ssè
de
un
élé
m
en
td
on
tl
’o
rd
re
es
té
ga
l

au
ca
rd
in
al
de
A
.

Pr
op
os
iti
on
(2
.9
.3
).
—
So
it
A
un
gr
ou
pe
m
on
og
èn
e.

a)
Po
ur
to
ut
en
tie
r
m
,l
’a
pp
lic
at
io
n
(m

) A
∶x
↦
m
x
es
tu
n
en
do
m
or
ph
ism
e

de
A
.

b)
Si
A
es
ti
n�
ni
,l
’a
pp
lic
at
io
n
m
↦

(m
) A
es
tu
n
iso
m
or
ph
ism
ed
u
m
on
oï
de

m
ul
tip
lic
at
if
Z
su
rE
nd

(A
).

c)
Si
A
es
t�
ni
,d
ec
ar
di
na
ln
,l
’a
pp
lic
at
io
n
m
↦

(m
) A
in
du
it
un
iso
m
or
ph
ism
e

du
m
on
oï
de
m
ul
tip
lic
at
if
Z/
nZ
su
rE
nd

(A
).

Q
ua
nd
A
es
ti
n�
ni
,A
ut
(A

)e
st
do
nc
iso
m
or
ph
eà

{±
1}
,t
an
di
sq
ue
si
A
es
t�
ni

de
ca
rd
in
al
n,
Au
t(
A
)e
st
le
gr
ou
pe

(Z
/n
Z)

×
.P
ou
rq
ue
l’e
nd
om
or
ph
ism
e(
m
) A

so
it
un
au
to
m
or
ph
ism
e,
il
fa
ut
et
il
su
�
tq
ue
m
so
it
pr
em
ie
rà
n.
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D
ém
onstration.—

Soita
un
générateurde

A
;sile

groupe
A
est�ni,l’ordre

de
a
estdonclecardinaldeA

.
C
om
m
e
A
est
abélien,l’application

(m
)A
est
un
endom

orphism
e
de
A
.

D
’autrepart,on

a(m
)A ○(n)A (x)=

m
(nx)=

m
nx

=
(m
n)A (x),et(1)A

=
id
A ,

doncm
↦

(m
)A
estun

m
orphism

edem
onoïdesde(Z,×)dansEnd(A).

Inversem
ent,soitφ

∈End(A).Ilexistedoncun
entierm

telqueφ(a)=
m
a.

Parsuite,pourtoutentierk
∈
Z,on

a
φ(ka)=

kφ(a)=
km
a
=
(m

)A (ka),ce
quiprouvequeφ

=
(m

)A .Lem
orphism

em
↦

(m
)A
estdoncsurjectif.

Soitm
∈
Z.Pourque(m

)A
=
0,ilfautetilsu�

tque
m
a
=
0,c’est-à-dire

que
m
soitm

ultipledel’ordrede
a
siA

est�ni,etque
m

=
0
siA

estin�ni.Il
en
résulteun

isom
orphism

edem
onoïdesdeZ

surEnd(A)siA
estin�ni,etde

Z/nZ
surEnd(A)siA

est�nidecardinaln.

Exem
ple(2.9.4).—

a)
LegroupeZ

estm
onogène,engendrépar1.Pourqu’un

élém
enta

∈
Z
engendre

Z,ilfautetilsu�
tque

l’on
aita

∈{±1}.En
e�et,±1

engendrentZ,etinversem
ent,1n’estm

ultiplede
a
quesia

∈{±1}.
b)
Pourtoutentiernatureln

⩾
1,legroupe

Z/nZ
estcyclique,decardinaln.

Pourquelaclassem
odulo

n
d’un

entiera
∈
Z
engendrelegroupeZ/nZ,ilfaut

etilsu�
tquepgcd(a,n)=

1.
Soiten

e�eta
∈
Z
etsoitd

=
pgcd(a,n).Supposonsquelaclassede1appar-

tienneà⟨a⟩;ilexistealorsun
entieru

telque1≡
au

(m
od
n),doncun

entierv
telque

1=
au

+
nv,ce

quim
ontre

que
pgcd(a,n)

=
1.Inversem

ent,sia
etn

sontprem
iersentreeux,lethéorèm

edeBézoutfournitdesentiersu
etv
telsque

1=
au

+
vn
;cela

prouve
que

u[a]=
[1],doncque

la
classe

de
1appartientau

sous-groupeengendréparlaclassedeu.Parsuite,⟨[a]⟩=
Z/nZ.

c)
SoitA

un
groupem

onogèneetsoita
un
élém

entdeA
telqueA

=
⟨a⟩.Soit

f∶Z
→
A
l’hom

om
orphism

edegroupesdonnépar
f(n)=

a
n;ilestsurjectif.

SoitN
son
noyau.SiN

=
{0},f

induitun
isom

orphism
e
de
groupesde

Z
surA

.Sinon,ilexisteun
entierstrictem

entpositifn
telqueN

=
nZ
etfinduit

un
isom

orphism
edegroupesdeZ/nZ

surA
.En

outre,on
a
n
=
Card(Z/nZ)=

Card(A).

Lem
m
e(2.9.5).—

Soitm
etn

desentiersnaturelsprem
iersentreeux;soitA

et
B
desgroupecycliquesd’ordresm

etn
respectivem

ent,notésm
ultiplicativem

ent.
AlorsA

×
B
estun

groupecyclique.

3.11.A
N
N
EAU

X
EU
CLID

IEN
S,PRIN

CIPAU
X,FACTO

RIELS
115

ilcontient(a
m ,a

m
−1 −

qa
m ).Inversem

ent,l’idéal(a
m ,a

m
−1 )
contienta

m
et

a
m
−1 −

qa
m ).Parsuite,(a

m ,a
m
+1 )=

(a
m ,a

m
−1 )=

(a,b).En
particulier,(a

n )=
(a
n ,a

n
+1 )=

(a,b).

D
é�nition

(3.11.6).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatifintègre.O

n
ditqu’un

élém
ent

a
∈A

{0}
estirréductibles’iln’estpasinversibleetsi,pourtousb,c∈A

telsque
a
=
bc,ou

bien
b
ou
bien

cestinversible.

Exem
ple(3.11.7).—

a)
Lesélém

entsirréductiblesdeZ
sontlesnom

brespre-
m
iersetleursopposés.
b)
SoitK

un
corpsetsoitA

=
K[T].Toutpolynôm

e
fdedegré1estirréduc-

tible.En
e�et,fn’estpasinversible;soitensuite

g,h
∈K[T]telsque

f=
gh,on

a
1=
deg(f)=

deg(g)+
deg(h),donc

deg(g)=
0
ou
deg(h)=

0,c’est-à-dire
que

g
ou
h
estinversible.

SupposonsdeplusqueK
soitalgébriquem

entclos,c’est-à-direquetoutpoly-
nôm

enon
constantpossèdeuneracinedansK

;c’estparexem
plelecassiK

=
C

(théorèm
edeD

’A
lem
bert-G

auß).A
lorstoutpolynôm

eirréductible
f∈K[T]

estde
degré

1.En
e�et,puisque

f
n’estpasinversible,on

a
deg(f)

⩾
1,donc

f
n’estpasconstant.Soitalors

a
∈
K
une

racine
de
f;le

reste
de
la
division

euclidiennede
f
parT

−
a
estégalà

f(a)=
0,doncilexiste

g
∈
K[T]telque

f=
(T

−
a)g.Puisque

festirréductibleetqueT
−
a
n’estpasinversible,g

est
inversible,c’est-à-direconstantnon

nul,donc
festdedegré1.

Proposition
(3.11.8)(«Lem

m
edeG

auß
»).—

SoitA
un
anneau

principaletsoit
a
un
élém

entnon
nuldeA

.Pourquel’idéal(a)soitun
idéalprem

ier,ilfautetil
su�
tquea

soitirréductible;danscecas,l’idéal(a)estun
idéalm

axim
aldeA

.

D
ém
onstration.—

Supposons
que

a
soit

irréductible
et
dém

ontrons
que

l’idéal(a)estun
idéalm

axim
aldeA

.Com
m
ea
n’estpasinversible,on

a
ab

≠
1

pourtoutb
∈
A
,donc

1/∈
(a)
etl’idéal(a)

estdistinctde
A
.SoitIun

idéal
deA

telque(a)⊂
I.C
om
m
eA
estun

anneau
principal,ilexisteb

∈A
telque

I=
(b).C

om
m
e
a
∈I,ilexistec∈A

telque
a
=
bc.Pardé�nition

d’un
élém

ent
irréductible,ou

bien
b,ou

bien
cestinversibledansA

.Sib
estinversibledansA

,
on
aI=

A
;sicestinversibledansA

,on
a
b
=
ac

−1∈(a),donc(b)=
(a).C

ela
dém

ontreque(a)estun
idéalm

axim
aldeA

.
Supposons

m
aintenant

que
l’idéal(a)

soit
prem

ier
et
dém

ontrons
que

l’élém
enta

estirréductible.C
om
m
el’idéal(a)n’estpaségalàA

,l’élém
enta

n’estpas
inversible.Soitalors

b,c
des
élém

ents
de
A
tels
que

a
=
bc;par
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D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
A
un
an
ne
au
eu
cl
id
ie
n
et
so
it
ju
n
st
at
hm
e
eu
cl
id
ie
n

su
rA
.S
oi
tI
un
id
éa
ld
eA
.S
iI

=
{0

},
l’i
dé
al
I=

(0
)e
st
pr
in
ci
pa
l.
Si
no
n,
so
it
a

un
él
ém
en
td
eI

{0
}p
ou
rl
eq
ue
lj

(a
)e
st
m
in
im
al
.D
ém
on
tr
on
sq
ue
I=

(a
).

C
om
m
eI
es
tu
n
id
éa
l,
on
a
ax

∈A
po
ur
to
ut
x
∈A
.I
nv
er
se
m
en
t,
so
it
b
∈I
et

so
it
b
=
aq

+
ru
ne
di
vi
sio
n
eu
cli
di
en
ne
de
b
pa
ra
.S
ir

≠
0,
on
a
j(r

)<
j(
a)
pa
r

hy
po
th
ès
e,
et
r=
b
−
aq

∈(
a)
,c
eq
ui
co
nt
re
di
tl
ec
ho
ix
de
a.
O
n
a
do
nc
r=
0,

d’
où
b
=
aq

∈(
a)
.

Re
m
ar
qu
e
(3
.11
.5
)(
A
lg
or
ith
m
e
d’
Eu
cl
id
e)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
eu
cl
id
ie
n
et

so
it
ju
n
st
at
hm
e
eu
cl
id
ie
n
su
r
A
.S
oi
ta
,b
de
sé
lé
m
en
ts
de
A
;l
’a
lg
or
ith
m
e

d’
Eu
cli
de
(é
te
nd
u)
pe
rm
et
de
ca
lcu
ler
un
gé
né
ra
te
ur
d
de
l’i
dé
al

(a
,b

)a
in
si
qu
e

de
sé
lé
m
en
ts
u,
v
∈A
te
ls
qu
ed

=
au

+
bv
.

O
n
dé
�n
it
tro
is
su
ite
s(
a n

),
(u
n)
,(
v n

)c
om
m
es
ui
t.
Po
so
ns
d’
ab
or
d

a 0
=
a

u 0
=
1

v 0
=
0

a 1
=
b

u 1
=
0

v 1
=
1.

Pu
is,
si
ce
ss
ui
te
ss
on
td
é�
ni
es
ju
sq
u’
au
ra
ng
n
⩾
1e
ts
ia
n
≠
0,
on
co
ns
id
èr
eu
ne

di
vi
sio
n
eu
cli
di
en
ne
a n

−
1
=
a n
q
+
rd
e
a n

−
1
pa
ra

n
et
on
po
se

a n
+
1
=
a n

−
1−
qa
n
=
r

u n
+
1
=
u n

−
1−
qu
nv
n+
1
=
v n

−
1−
qv
n

Il
ex
ist
eu
n
pl
us
pe
tit
en
tie
rn
te
lq
ue
a n

+
1
=
0
;l
’él
ém
en
ta
n
es
tu
n
gé
né
ra
te
ur
de

l’i
dé
al

(a
,b

)e
tl
’o
n
a
a n

=
au
n
+
bv
n.
En
ou
tre
,

En
e�
et
,s
il
as
ui
te

(a
n)
es
td
é�
ni
ej
us
qu
’au
ra
ng
r,
on
a
j(
a n

)<
j(
a n

−
1)
po
ur

1⩽
n
⩽
r,
do
nc
r⩽
j(
a 0

).
Il
ex
ist
ed
on
cu
n
en
tie
rn
te
lq
ue
la
su
ite
so
it
dé
�n
ie

ju
sq
u’
au
ra
ng
n
+
1e
ta
n+
1
=
0
;o
n
ad
on
c
a m

≠
0
po
ur
m
⩽
n.

D
ém
on
tr
on
sp
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
rm
qu
e
a m

=
au
m
+
bv
m
po
ur
to
ut
en
tie
rm

te
lq
ue
0
⩽
m

⩽
n
+
1;
c’
es
tv
ra
ip
ou
rm

=
0
et
m

=
1.
Si
c’
es
tv
ra
ip
ou
rt
ou
t

en
tie
r⩽
m
et
m
<
n,
al
or
s

a m
+
1
=
a m

−
1−
qa
m
=
(a
u m

−
1+
bv
m
−
1)−
q(
au
m
+b
v m

)=
a(
u m

−
1−
qu
m
)+
b(
v m

−
1−
qv
m
)=
au
m
+
1+
bv
m
+
1.

Ce
la
pr
ou
ve
la
pr
op
rié
té
vo
ul
ue
pa
rr
éc
ur
re
nc
es
ur
n.
En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
a n

∈(
a,
b)
,

do
nc

(a
n)

⊂
(a
,b

).
O
n
dé
m
on
tr
ee
ns
ui
te
qu
ep
ou
rt
ou
te
nt
ie
rm

⩽
n,
l’i
dé
al

(a
m
,a
m
+
1)
es
té
ga
l

à
(a
,b

).
C
’e
st
vr
ai
po
ur
m

=
0
pu
isq
ue
a
=
a m
et
b
=
a 1
.S
oi
tm

un
en
tie
r

te
lq
ue
1⩽
m

<
n
et
te
lle
qu
e
la
pr
op
rié
té
so
it
vr
ai
e
po
ur
to
ut
en
tie
r<
m
.O
n

a
(a
m
+
1,
a m

)
=

(a
m
,a
m
−
1
−
qa
m
).
O
bs
er
vo
ns
qu
e
ce
ti
dé
al

(a
m
,a
m
−
1
−
qa
m
)

co
nt
ie
nt
a m
,i
lc
on
tie
nt
au
ss
ia
m
−
1
pu
isq
ue
a m

−
1
=

(a
m
−
1
−
qa
m
)+
qa
m
;d
on
c
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D
ém
on
str
at
io
n.
—
Le
ca
rd
in
al
du
gr
ou
pe
A
×
B
es
té
ga
là
m
n
;d
ém
on
tro
ns
qu
e

ce
gr
ou
pe
po
ss
èd
eu
n
élé
m
en
td
’o
rd
re
m
n.
So
it
a
un
gé
né
ra
te
ur
de
A
et
so
it
b
un

gé
né
ra
te
ur
de
B
;p
os
on
sc

=
(a
,b

).
So
it
p
∈Z
;o
n
a
cp

=
(a
,b

)p
=
(a
p ,
bp

)=
e.

A
in
si,
cp

=
e
si
et
se
ul
em
en
ts
ia
p
=
e
et
bp

=
e,
c’
es
t-à
-d
ire
si
et
se
ul
em
en
ts
ip

es
tm
ul
tip
le
àl
af
oi
sd
em

et
de
n.
C
om
m
em

et
n
so
nt
pr
em
ie
rs
en
tre
eu
x,
ce
la

éq
ui
va
ut
àc
eq
ue
p
so
it
m
ul
tip
le
de
m
n,
si
bi
en
qu
el
’o
rd
re
de
ce
st
ég
al
à
m
n.

Le
sm
n
élé
m
en
ts
e,
c,
c2
,.
..
,c
m
n−
1 s
on
td
eu
xà
de
ux
di
sti
nc
ts
et
ép
ui
se
nt
do
nc

le
gr
ou
pe
A
×
B,
qu
ie
st
ai
ns
ic
yc
liq
ue
.

�
éo
rè
m
e(
2.
9.
6)
.—

So
it
K
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
so
it
A
un
so
us
-g
ro
up
e�
ni
du

gr
ou
pe
m
ul
tip
lic
at
if
de
K.
Al
or
sA
es
tc
yc
liq
ue
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
n
le
ca
rd
in
al
de
A
et
éc
riv
on
sn

=
∏
m
i
p i
sa
dé
co
m
po
sit
io
n

en
fa
ct
eu
rs
pr
em
ie
rs
.F
ix
on
su
n
in
di
ce
i;
da
ns
un
co
rp
s,
un
po
ly
nô
m
ed
ed
eg
ré
d

aa
u
pl
us
d
ra
ci
ne
s,
do
nc
A
co
nt
ie
nt
au
pl
us
n/
p i
él
ém
en
ts
a
te
ls
qu
e
an

/p
i
=
1;

il
ex
ist
ed
on
cu
n
él
ém
en
tx
i
∈A
te
lq
ue
an

/p
i
≠
1.
Po
so
ns
a i
=
xn

/p
m
i

i
i

.D
’ap
rè
sl
e

th
éo
rè
m
ed
eL
ag
ra
ng
e,
on
aa

pm
i

i i
=
xn i

=
1,
do
nc
l’o
rd
re
de
a i
di
vi
se
pm

i
i
.C
om
m
e

ap
m
i−
1

i i
=
xn

/p
i

i
≠
1,
l’o
rd
re
de
a i
es
té
ga
là
pm

i
i
.

C
om
m
e
le
so
rd
re
sd
e
a i
so
nt
pr
em
ie
rs
en
tr
e
eu
x
de
ux
à
de
ux
,l
eu
rp
ro
du
it

a
=
∏
a i
es
td
’o
rd
re
∏
pm

i
i
=
n.
C
el
ap
ro
uv
eq
ue
A
es
tc
yc
liq
ue
.

Re
m
ar
qu
e(
2.
9.
7)
.—

Lo
rs
qu
eK
es
tu
n
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
�n
i,
ce
tte
pr
eu
ve
se

pr
êt
eb
ie
n
àu
n
ca
lc
ul
e�
ec
tif
d’
un
gé
né
ra
te
ur
du
gr
ou
pe
m
ul
tip
lic
at
if
K×
.P
ou
r

dé
te
rm
in
er
l’é
lé
m
en
tx
i,
il
su
�
td
’e
ss
ay
er
le
sé
lé
m
en
ts
un
pa
ru
n.

2.
9.
8.
—
So
it
A
un
gr
ou
pe
ab
éli
en
do
nt
la
lo
id
eg
ro
up
ee
st
no
té
ea
dd
iti
ve
m
en
t.

O
n
di
tq
u’
un
ep
ar
tie

(x
1,
..
.,
x n

)d
eA
es
tu
ne
qu
as
i-b
as
es
ie
lle
en
ge
nd
re
A
es
t

si
po
ur
to
ut
n-
up
let

(m
1,
..
.,
m
n)
d’
en
tie
rs
te
ls
qu
e ∑

n i=
1m

ix
i
=
0,
on
am

ix
i
=
0

po
ur
to
ut
i.

En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
l’a
pp
lic
at
io
n
ca
no
ni
qu
ed
u
pr
od
ui
td
es
gr
ou
pe
sm
on
og
èn
es

∏
n i=
1⟨x

i⟩
da
ns
A
es
tu
n
iso
m
or
ph
ism
e.
Si
l’o
n
no
te
d i
l’o
rd
re
de
x i
,s
ic
elu
i-c
ie
st

�n
i,
et
d i
=
0
sin
on
,o
n
vo
it
au
ss
iq
ue
A
es
ti
so
m
or
ph
ea
u
gr
ou
pe
∏
n i=
1(Z

/d
iZ

).

Le
m
m
e(
2.
9.
9)
.—

So
it
A
un
gr
ou
pe
ab
éli
en
et
so
it

(x
1,
..
.,
x n

)u
ne
fa
m
ill
eg
é-

né
ra
tr
ice
de
A
.S
oi
t(
m
1,
..
.,
m
n)
un
es
ui
te
d’
élé
m
en
ts
de
Z,
pr
em
ie
rs
en
tre
eu
x

da
ns
leu
re
ns
em
bl
e.
Il
ex
ist
ea
lo
rs
un
ef
am
ill
eg
én
ér
at
ric
e(
y 1
,.
..
,y
n)
de
A
te
lle

qu
e
y 1
=
∑
n i=
1m

ix
i.
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D
ém
onstration.—

O
n
raisonneparrécurrencesurl’entierm

=
∑
ni=1 ∣m

i ∣.
C
om
m
e
lesm

i sontprem
iersentre

eux
dansleurensem

ble,ilsne
sontpas

tousnulsetm
⩾
1.Sim

=
1,ilexiste

un
entier

itelque
m
i =

±1etm
j =
0
si

j≠
i.A
lorslasuite(y1 ,...,y

n )obtenueen
posanty1 =

m
i x
i y
i =
x
1 (sii≠

1)et
y
j =
x
j sij/∈{1,i}

convient.
Supposonsm

aintenantm
>
1,desortequ’au

m
oinsdeux

term
esdelasuite

(m
1 ,...,m

n )
ne
sontpas

nuls;quitte
à
réordonner

la
suite

(x
1 ,...,x

n ),on
suppose

que∣m
1 ∣⩾

∣m
2 ∣>
0
;soitεle

signe
de
m
1 m
2 .O
n
observe

que
la
suite

(x
1 ,x

2 +
εx
1 ,x

3 ,...,x
n )
engendre

A
etque

y1 =
∑
ni=1 m

i x
i =

(m
1 −

εm
2 )x

1 +
m
2 (x

2 +
εx
1 )+

m
3 x
3 +

⋅⋅⋅+
m
n x
n .C
om
m
e∣m

1 −
εm

2 ∣<
∣m
1 ∣,l’hypothèse

de
récurrenceperm

etdeconclure.

Proposition
(2.9.10).—

Toutgroupeabélien
detype�nipossèdeunequasi-base.

D
ém
onstration.—

SoitA
un
groupeabélien

detype�ni.Parm
itouteslessuites

�nies(x
1 ,...,x

n )quiengendrentA
,choisissons-en

unepourlaquellel’entiern
estm

inim
al,puisparm

icelles-ci,tellesque
l’ordre

de
x
1 (�niou

in�ni)soit
m
inim

al.SoitA
1 lesous-groupedeA

engendréparx
1 etB

1 lesous-groupedeA
engendréparx

2 ,...,x
n .

L’application
f∶A

1 ×
B
1 →
A
donnéepar

f(a,b)=
a+
b,estun

m
orphism

e
de
groupessurjectif.D

ém
ontronsqu’ilestinjectif.Soit(a,b)

un
élém

entde
son
noyau

;soit(m
1 ,...,m

n )
une

fam
ille
d’entierstelle

que
a
=
m
1 x
1 etb

=
m
2 x
2 +

⋅⋅⋅+
m
n x
n .Six

1 estd’ordre
�ni,on

peutrem
placerm

1 parle
reste

de
sadivision

euclidienneparl’ordredex
1 ,cequiperm

etdesupposerquem
1 est

strictm
entinférieuràl’ordredex

1 etestpositifou
nul.

Supposonsparl’absurdequem
1 ≠
0.Soitalorsd

=
pgcd(m

1 ,...,m
n )et,pour

touti,posonsp
i =
m
i /d
;parconstruction,lesentiersp

1 ,...,p
n sontprem

iers
entreeux

dansleurensem
ble.D

’aprèslelem
m
eprécédent,ilexistedoncune

fam
ille(y1 ,...,y

n )quiengendreA
ettelleque

y1 =
∑
ni=1 p

i x
i ;on

a
dy1 =

0.La
fam
ille(y1 ,...,y

n )estdecardinaln
etl’ordredel’élém

enty1 divised,doncest
strictem

entinférieuràl’ordredex
1 (qu’ilsoit�niou

in�ni).Cettecontradiction
prouvequem

1 =
0,donc

a
=
0
puisb

=
0.A
insi,festinjectif.

�
éorèm

e(2.9.11).—
SoitA

un
groupeabélien

detype�ni.Ilexisteuneunique
suite(r,d

1 ,...,d
s ),où

restun
entiernaturelet(d

1 ,...,d
s )unesuited’entiers⩾

2
telsqued

s ∣d
s−1 ∣...∣d

2 ∣d
1 ,desortequeA

soitisom
orpheà

Z
r×
∏
si=1 (Z/d

i Z).

3.11.A
N
N
EAU

X
EU
CLID

IEN
S,PRIN

CIPAU
X,FACTO

RIELS
113

Parsuite,l’idéalI ′de
C[T

1 ,...,T
n
+1 ]engendréparE

′contient1etilexistedes
polynôm

es
f1 ,...,fm

∈E,etg1 ,...,gm ,h
∈
C[T

1 ,...,T
n
+1 ]telsque

1=
m∑i=1 fi gi +

(1−
fT
n
+1 )h.

Soit
e
un
entier

supérieur
au
degré

en
T
n
+1 des

polynôm
es
gi .En

écrivant
T
n
+1 f

=
1−

(1−
fT
n
+1 ),on

déduitde
l’égalité

précédente
qu’ilexiste

despo-
lynôm

es
g
′1 ,...,g

′m
∈
C[T

1 ,...,T
n ]etun

polynôm
e
h
′∈
C[T

1 ,...,T
n
+1 ]tels

que

f e=
m∑i=1 fi g

′i +
(1−

fT
n
+1 )h

′.

Parsuite,lepolynôm
e
f e−

∑
mi=1 fi g

′i estm
ultiplede1−

fT
n
+1 ;com

m
eilestde

degré0
en
T
n
+1 ,ilestnul.C

eladém
ontreque

f e∈I,etdonc
f∈ √

I.

3.11.
A
nneaux

euclidiens,principaux,factoriels

D
é�nition

(3.11.1).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatifintègre.O

n
appellestathm

e
euclidien

surA
unefonction

j∶A
{0}

→
N
véri�antlespropriétéssuivantes:

(i)
Pourtousa,b

∈A
{0},on

a
j(ab)⩾

j(a);
(ii)
Pourtousa,b

∈
A
telsque

b
≠
0,ilexiste

desélém
entsq,r

∈
A
telsque

a
=
bq+

rettelsquer=
0
ou
j(r)<

j(b).
O
n
ditqueA

estun
anneau

euclidien
s’ilexisteun

stathm
eeuclidien

surA
.

D
anslesconditionsde(ii),on

ditque
q
estlequotientd’unedivision

eucli-
diennede

a
parb

etquerestson
reste.

Exem
ple(3.11.2).—

a)
La
fonction

n
↦

∣n∣estun
stathm

e
euclidien

sur
l’anneau

Z.
b)
SoitK

un
corps.La

fonction
f
↦
deg(f)

estun
stathm

e
euclidien

sur
l’anneau

K[T]despolynôm
esen

uneindéterm
inéeetàcoe�

cientsdansK.

D
é�nition

(3.11.3).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatifintègre.O

n
ditqueA

estun
anneau

principalsitoutidéaldeA
estprincipal,c’est-à-direengendréparun

seul
élém

ent.

U
n
anneau

principalestdoncun
anneau

noethérien
(dé�nition

3.6.8).

Proposition
(3.11.4).—

Un
anneau

euclidien
estun

anneau
principal.
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CH
A
PI
TR
E
3.
A
N
N
EA
U
X

D
ém
on
tr
on
se
).
Le
si
nc
lu
sio
ns
E
⊂
I⊂

√
Ie
nt
ra
în
en
tq
ue

V
(√
I)
⊂

V
(I
)⊂

V
( E

).
In
ve
rs
em
en
t,
so
it
a
∈V

(E
)e
td
ém
on
tro
ns
qu
e
a
∈V

(√
I)
.S
oi
tf

∈√
I;

so
it
m
⩾
1t
el
qu
e
fm

∈I
;i
le
xi
ste
de
sf
am
ill
es
�n
ie
s(
f i)
et

(g
i)
de
po
ly
nô
m
es

te
ls
qu
e
f i
∈E
po
ur
to
ut
ie
tf
m
=
∑
f ig
i.
Pa
rh
yp
ot
hè
se
,f
i(a

)=
0
po
ur
to
ut
i.

O
n
ad
on
c
fm

(a
)=
0,
d’
où
f(
a)

=
0.
C
el
ad
ém
on
tre
qu
e
a
∈V

(√
I)
.

3.
10
.4
.
—
Si
A
es
tu
ne
pa
rt
ie
de
C
n ,
on
no
te

I
(A

)l
’e
ns
em
bl
ed
es
po
ly
nô
m
es

f
∈C

[T
1,
..
.,
T n

]t
els
qu
e
f(
a)

=
0
po
ur
to
ut
a
∈A
.

Il
co
nt
ie
nt
0
;s
if
,g

∈I
(A

),
al
or
s(
f+
g)

(a
)=
f(
a)
+
g(
a)

=
0,
do
nc
f+
g
∈

I
(A

);
en
�n
,s
if

∈I
(A

)e
tg

∈C
[T
1,
..
.,
T n

],
al
or
s
fg

(a
)=

f(
a)
g(
a)

=
0,

do
nc
fg

∈I
(A

).
C
el
ad
ém
on
tre
qu
eI

(A
)e
st
un
id
éa
ld
eC

[T
1,
..
.,
T n

].
Le
sd
é�
ni
tio
ns
en
tr
aî
ne
nt
le
sf
ai
ts
su
iv
an
ts
:

a)
O
n
aI

(∅
)=
C
[T
1,
..
.,
T n

]e
tI

(C
n )

=
{0

}.
b)
Si
A
et
A
′
so
nt
de
sp
ar
tie
sd
eC

n
te
lle
sq
ue
A
⊂
A
′ ,
on
aI

(A
′ )
⊂

I
(A

).
c)
Si

(A
i) i

∈I
es
tu
ne
fa
m
ill
ed
ep
ar
tie
sd
eC

n ,
on
aI

( ⋃
i∈
IA
i)
=
⋂
i∈
II

(A
i).

3.
10
.5
.
—
So
it
E
un
ep
ar
tie
de
C
[T
1,
..
.,
T n

].
O
n
al
’in
clu
sio
n
E
⊂

I
(V

(E
))
.

So
it
A
un
e
pa
rt
ie
de
C
n .
O
n
a
l’i
nc
lu
sio
n
A
⊂

V
(I

(A
))
.S
il
’o
n
a
ég
al
ité

A
=

V
(I

(A
))
,a
lo
rs
A
es
tu
n
en
se
m
bl
e
al
gé
br
iq
ue
.I
nv
er
se
m
en
t,
su
pp
os
on
s

qu
eA
so
it
un
en
se
m
bl
ea
lg
éb
riq
ue
et
so
it
E
un
ep
ar
tie
de
C
[T
1,
..
.,
T n

]t
ell
eq
ue

A
=

V
(E

).
O
n
a
do
nc
E
⊂

I
(A

),
d’
où

V
(I

(A
))

⊂
V

(E
)=
A
.C
el
a
en
tr
aî
ne

qu
eA

=
V

(I
(A

))
.

�
éo
rè
m
e(
3.
10
.6
).
—
So
it
E
un
ep
ar
tie
de
C
n
et
so
it
Il
’id
éa
lq
u’
ell
ee
ng
en
dr
e;
on

a
I

(V
(E

))
=
√
I.
En
pa
rt
icu
lie
r,
si

V
(E

)=
∅,
al
or
sI

=
(1
).

D
ém
on
str
at
io
n.
—
D
ém
on
tr
on
sd
’a
bo
rd
le
ca
sp
ar
tic
ul
ie
r.
Su
pp
os
on
sq
ue
I≠

(1
)
et
so
it
M
un
id
éa
lm
ax
im
al
de
C
[T
1,
..
.,
T n

]t
el
qu
e
I
⊂
M
.D
’a
pr
ès
le

th
éo
rè
m
e3
.10
.1,
il
ex
ist
e
a
∈C

n
te
lq
ue
M

=
M
a
=
(T
1−
a 1
,.
..
,T
n
−
a n

).
O
n
a

do
nc
a
∈V

(M
a)

⊂
V
(I
)=
V
(E

)e
t,
en
pa
rt
ic
ul
ie
r,
V
(E

)≠
∅.

Tr
ai
to
ns
m
ai
nt
en
an
tl
ec
as
gé
né
ra
l.
L’
in
clu
sio
n
√
I⊂

I
(V

(√
I)
)e
tl
’é
ga
lit
é

V
(E

)
=

V
(√
I)
,d
éj
à
dé
m
on
tr
ée
s,
en
tr
aî
ne
nt
l’i
nc
lu
sio
n
√
I⊂

I
(V

(E
))
.I
n-

ve
rs
em
en
t,
so
it
f
∈I

(V
(E

))
et
dé
m
on
tro
ns
qu
e
f
∈√
I.

So
it
E′
la
pa
rt
ie
de
C
[T
1,
..
.,
T n
,T
n+
1]
do
nn
ée
pa
rE

′
=
E∪

{1
−f
T n

+
1}
.L
ap
ar
tie

V
(E

′ )
de
C
n+
1 e
st
vi
de
;e
n
e�
et
,s
i(
a 1
,.
..
,a
n,
a n

+
1)
∈V

(E
′ ),
al
or
s(
a 1
,.
..
,a
n)

∈
V

(E
),
do
nc
f(
a 1
,.
..
,a
n)

=
0,
ce
qu
ic
on
tre
di
tl
ar
ela
tio
n
1=
f(
a 1
,.
..
,a
n)
a n

+
1.
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O
n
di
tq
ue
r
es
tl
e
ra
ng
de
A
et
qu
e
le
se
nt
ie
rs
d 1
,.
..
,d
s
so
nt
se
sf
ac
te
ur
s

in
va
ria
nt
s.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
(x
1,
..
.,
x n

)u
ne
qu
as
i-b
as
ed
eA
;q
ui
tte
àr
éo
rd
on
ne
r

ce
tte
su
ite
,o
n
su
pp
os
eq
ue
x 1
,.
..
,x
r
so
nt
d’
or
dr
ei
n�
ni
et
qu
ex

r+
1,
..
.,
x n
so
nt

d’
or
dr
e
�n
i;
no
to
ns
al
or
sm

i
l’o
rd
re
de
x i
si
i>
.D
’a
pr
ès
la
dé
�n
iti
on
d’
un
e

qu
as
i-b
as
e,
le
gr
ou
pe
A
es
ti
so
m
or
ph
eà
Zr
×
∏
n i=
r+
1(Z

/m
iZ

).
La
�n
de
la
pr
eu
ve
du
th
éo
rè
m
ec
on
sis
te
àr
éc
rir
el
eg
ro
up
eT

=
∏
n i=
r+
1(Z

/m
iZ

)
so
us
la
fo
rm
e
re
qu
ise
.S
oi
tm

i
=
∏
pk

i,
p
la
dé
co
m
po
sit
io
n
de
m
i
en
fa
ct
eu
rs

pr
em
ie
rs
.(
D
an
s
ce
s
pr
od
ui
ts
,s
eu
ls
le
s
no
m
br
es
pr
em
ie
rs
qu
id
iv
ise
nt
l’u
n

de
sm

i
ap
pa
ra
iss
en
ta
ve
c
un
ex
po
sa
nt
no
n
nu
l.)
Po
ur
to
ut
i,
on
a
un
iso
m
or
-

ph
ism
eZ

/m
iZ

≃
∏
p(
Z/
pk

i,
p Z

),
de
so
rte
qu
eT
es
ti
so
m
or
ph
ea
u
gr
ou
pe
pr
od
ui
t

∏
p
∏
i(Z

/p
k i
,p
Z)
.O
n
va
m
ai
nt
en
an
tr
eg
ro
up
er
le
sf
ac
te
ur
sp
re
m
ie
rs
di
�é
re
m
-

m
en
t.
Po
ur
to
ut
no
m
br
e
pr
em
ie
r
p,
so
it

(ℓ
p,
1,
..
.)
la
su
ite
dé
cr
oi
ss
an
te
de
s

en
tie
rs
k i
,p
,c
ha
cu
n
ré
cr
it
au
ta
nt
de
fo
is
qu
’il
ap
pa
ra
ît.
C
ha
cu
ne
de
ce
ss
ui
te
s

es
tn
ul
le
à
pa
rt
ir
d’
un
ce
rt
ai
n
ra
ng
(a
u
pl
us
ég
al
à
n
−
r)
,e
tp
ou
rt
ou
tn
om
br
e

pr
em
ie
r
p
qu
in
e
di
vi
se
pa
sl
e
pp
cm
de
s
m
i,
la
su
ite

(ℓ
p,
1,
..
.)
es
ti
de
nt
iq
ue
-

m
en
tn
ul
le
.S
oi
ts
la
bo
rn
es
up
ér
ie
ur
ed
el
’e
ns
em
bl
ed
es
j∈
N
te
ls
qu
’il
ex
ist
e

un
no
m
br
e
pr
em
ie
r
p
av
ec
ℓ p
,j
≠
0
(o
n
a
s
=
0
si
ℓ p
,j
=
0
po
ur
to
ut
no
m
br
e

pr
em
ie
r
p
et
to
ut
en
tie
r
j).
Po
ur
to
ut
j∈

{1
,.
..
,s
},
po
so
ns
al
or
sd

j
=
∏
p
pℓ

p,
j ,

de
so
rte
qu
eZ

/d
jZ
es
ti
so
m
or
ph
eà
∏
p(
Z/
pℓ

p,
j Z

) e
tT
es
ti
so
m
or
ph
ea
u
gr
ou
pe

∏
s j=
1(Z

/d
jZ

).
C
om
m
el
es
su
ite
s(
ℓ p
,j
) j
so
nt
dé
cr
oi
ss
an
te
s,
d 1
es
tm
ul
tip
le
de
d 2
,

qu
ie
st
m
ul
tip
le
de
d 3
,e
tc
.,
ce
qu
id
ém
on
tr
e
l’e
xi
ste
nc
e
d’
un
iso
m
or
ph
ism
e

vé
ri�
an
tl
es
pr
op
rié
té
sa
nn
on
cé
es
.

Su
pp
os
on
s
m
ai
nt
en
an
t
qu
e
A
so
it
iso
m
or
ph
e
à
Zr

×
∏
s j=
1(Z

/d
jZ

),
où

d s
∣d
s−
1∣.
..
∣d
1,
et
dé
m
on
tro
ns
co
m
m
en
tc
al
cu
ler
les
d j
di
re
ct
em
en
te
n
te
rm
ed
u

gr
ou
pe
A
;c
ela
en
tr
aî
ne
ra
l’a
ss
er
tio
n
d’
un
ic
ité
.O
n
va
ut
ili
se
rl
el
em
m
es
ui
va
nt
.

Le
m
m
e
(2
.9
.12
).
—
So
it
A
un
gr
ou
pe
m
on
og
èn
e,
so
it
p
un
no
m
br
e
pr
em
ie
re
t

so
it
n
un
en
tie
rn
at
ur
el
no
n
nu
l.
Le
gr
ou
pe
pn

−
1 A

/p
n A
es
to
u
bi
en
nu
l,
ou
bi
en

cy
cli
qu
ed
ec
ar
di
na
lp
.P
ou
rq
u’
il
so
it
nu
l,
il
fa
ut
et
il
su
�
tq
ue
le
ca
rd
in
al
de
A

so
it
�n
im
ai
sn
on
m
ul
tip
le
de
pn
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Po
so
ns
A
n
=
pn

−
1 A

/p
n A
.S
oi
ta
un
gé
né
ra
te
ur
de
A
.A
lo
rs
,

pn
−
1 a
en
ge
nd
re
pn

−
1 A
ce
qu
ip
ro
uv
eq
ue
ce
gr
ou
pe
es
tm
on
og
èn
e;
D
em
êm
e,
la

cla
ss
e[
pn

−
1 a
]d
e
pn

−
1 a
en
ge
nd
re
le
gr
ou
pe
qu
ot
ie
nt
A
n
qu
ie
st
do
nc
ég
al
em
en
t
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m
onogène.C

om
m
e
p[p

n
−1a]=

[p
na]∈

p
nA
,l’élém

ent[p
n
−1a]estd’ordre�ni

etson
ordredivise

p.En
particulier,legroupeA

n estcycliquedecardinal1ou
p.

SupposonsqueA
n soitdecardinal1.A

lors,p
n
−1a
appartientàp

nA
,c’est-à-dire

qu’ilexistem
∈
Z
telquequep

n
−1a

=
p
nm
a
;celaentraîneque(1−

pm
)p
n
−1a

=
0.

Com
m
e(1−

pm
)p
n
−1n’estpasnul,l’élém

enta
estd’ordre�nietcetordredivise

(1−
pm

)p
n
−1.En

particulier,siA
estin�ni,alorsA

n estdecardinalp.
Supposonsm

aintenantqueA
soit�nietsoitd

son
cardinal,quiestl’ordre

dea.Sid
estm

ultiplede
p
n,ilnepeutdiviser(1−

pm
)p
n
−1,car1−

pm
n’estpas

m
ultiplede

p,doncCard(A
n )=

p
danscecas.Soitalorse

l’exposantde
p
dans

ladécom
position

en
facteurprem

iersded
;supposonse<

n
etposonsv

=
d/p

e,
desortequep

nedivisepasv.Ainsi,p
etv
sontprem

iersentreeux,etilexistedes
entiersm

etq
telsque1=

pm
+
vq.Parsuite,(1−

pm
)p
ea

=
vqp

ea
=
dqa

=
0.

Com
m
en−

1⩾
e,on

aaussi(1−
pm

)p
n
−1a
cequiprouveque

p
n
−1a

∈
p
nA
;dans

cecas,A
n =

{0}.

Soitp
un
nom

breprem
ieretsoitn

un
entiernatureltelquen

⩾
1.Legroupe

p
n
−1A/p

nA
estisom

orpheau
produit

(p
n
−1Z/p

nZ) r×
s∏j=1 p

n
−1(Z/d

j Z)/p
n(Z/d

j Z).

Son
cardinalestp

r+s(p
n)où

s(p
n)estlenom

bredesentiersjtelsque
p
ndivised

j .
C
om
m
e
d
1 ∣d
2 ∣...∣d

s ,s(p
n)
estle

plusgrand
entier

jtelque
p
n
divise

d
j .D
it

autrem
ent,p

n
divise

d
j sietseulem

entsis(p
n)

⩾
j,donc

sietseulem
entsi

Card(p
n
−1A/p

nA)⩾
p
r+
j.

Pourtoutnom
breprem

ierp
quinedivisepasd

1 ,cetteform
uleentraîneque

Card( A/pA)=
p
r;l’entierrestainsidéterm

inéparlegroupeabélien
A
.Pour

chaquenom
breprem

ierp,on
déduitalorsdecetteform

ulelesexposantsdela
décom

position
en
facteursprem

iersded
j .L’unicitéannoncéeen

découle.

Exem
ple(2.9.13).—

C
om
m
e6

=
2⋅3et12=

4×
3,on

adesisom
orphism

es

(Z/4Z)×
(Z/6Z)≃

(Z/4Z)×
((Z/2Z)×

(Z/3Z))
≃
(Z/2Z)×

((Z/4Z)×
(Z/3Z))

≃
(Z/2Z)×

(Z/12Z).

3.10.LE
TH
ÉO
RÈM

E
D
ES
ZÉRO

S
D
E
H
ILBERT

111

�niedeK
etl’on

aK
=
⋃
d W

d .Pourtoutentierd,l’ensem
bleS

d desélém
ents

a
∈A
telsquew

a ∈W
d estdonc�ni.PuisqueK

=
⋃
d W

d ,on
a⋃

d S
d =
C
.C
ela

prouveque
C
estréunion

d’unefam
illedénom

brabled’ensem
bles�nis,donc

estdénom
brable.C

ette
contradiction

prouve
que

l’hom
om
orphism

e
φ
n’est

pasinjectif,c’est-à-dire
qu’ilexiste

un
polynôm

e
P
∈
C[T],non

nul,telque
P(w)=

0
;prenonsP

dedegrém
inim

al.Lepolynôm
eP
n’estpasconstant,donc

ila
une

racine,disons
a.SoitP

=
(T

−
a)Q

+
R
la
division

euclidienne
de
P

parT
−
a
;on

a
deg(R)

<
1,donc

R
estconstant,de

valeurR(a)
=
P(a)

=
0
;

ainsiP
=
(T

−
a)Q

et(w
−
a)Q

(w)=
P(w)=

0.Com
m
edeg(Q

)<
deg(P),on

a
Q
(w)≠

0
;com

m
eK
estun

corps,on
adoncw

−
a
=
0,c’est-à-direT

i −
a
∈M
.

En
dé�nitive,nousavonsdoncdém

ontréqu’ilexistedesélém
entsa

1 ,...,a
n ∈

C
tels
que

T
i −
a
i
∈
M
pour

tout
i.A
insi,l’idéalM

a
=

(T
1 −
a
1 ,...,T

n −
a
n )
estcontenu

dansM
,donc

M
=
M
a puisque

M
a estun

idéalm
axim

alde
C[T

1 ,...,T
n ].

3.10.2.
—
SiE

estune
partie

de
C[T

1 ,..., T
n ] ,on

note
V

(E)
l’ensem

ble
des

pointsa
∈
C
n
telsque

f(a)
=
0
pourtout

f
∈
E.O

n
ditque

c’estl’ensem
ble

algébriquedeC
ndé�niparE.

Lem
m
e(3.10.3).—

a)
O
n
a

V
(∅)=

C
net

V
(1)=

∅
.

b)
SiE,E

′sontdespartiesde
C[T

1 ,...,T
n ]tellesque

E
⊂
E
′,on

a
V

(E
′)
⊂

V
(E).
c)
Pourtoute

fam
ille(E

i )i∈I de
partiesde

C[T
1 ,..., T

n ] ,on
a

V
(⋃

i∈I E
i )
=

⋂
i∈I V

(E
i ).

d)
SoitE,E

′despartiesdeC[T
1 ,...,T

n ]etsoitEE
′l’ensem

bledesproduits
fg,

pour
f∈E

etg∈E
′;on

a
V

(EE
′)=

V
(E)∪

V
(E

′).
e)
SoitE

une
partie

de
C[T

1 ,..., T
n ]
etsoitIl’idéalengendré

par
E.O

n
a

V
(E)=

V
(I)=

V
( √
I).

D
ém
onstration.—

Lesassertionsa),b)etc)découlentdirectem
entdeladé�ni-

tion.D
ém
ontronsd).Soita

∈
V

(E);pourtoutf∈E
ettoutg∈E

′,on
a
fg(a)=

f(a)g(a)
=
0,donc

a
∈

V
(EE

′).D
e
m
êm
e,sia

∈
V

(E
′),alors

a
∈

V
(EE

′).
Inversem

ent,supposonsque
a
/∈

V
(E)∪

V
(E

′);ilexistedonc
f∈
E
etg

∈
E
′

telsque
f(a)≠

0
etg(a)≠

0
;alors,fg

∈
EE

′et
fg(a)≠

0,cequiprouveque
a
/∈
V

(EE
′).
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CH
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E
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A
N
N
EA
U
X

(m
od
T i
−
a i
),
do
nc
T i

≡
a i

(m
od

(T
1−
a 1
,.
..
,T
n
−
a n

))
;p
ar
su
ite
,p
ou
rt
ou
t

m
∈N

n ,
on
aT

m
=
∏
Tm

i
i
≡
∏
am

i
i

(m
od

(T
1−
a 1
,.
..
, T
n
−a

n)
) .
Il
en
ré
su
lte
qu
e

f
=
∑
f m
Tm

≡
f(
a)

(m
od

( T
1−
a 1
,.
..
, T
n
−
a n

))
.C
ela
dé
m
on
tre
qu
e
f(
a)

=
0

si
et
se
ul
em
en
ts
if

∈(
T 1
−
a 1
,.
..
,T
n
−
a n

).
So
it
b
∈C

n
te
lq
ue
b
≠
a
;s
oi
ti

∈{
1,
..
.,
n}
te
lq
ue
b i
≠
a i
.A
lo
rs
T i
−
a i
∈M

a
m
ai
sT

i−
a i

/∈M
b
;c
el
ap
ro
uv
eq
ue
M
a
≠
M
b.

So
it
M
un
id
éa
l
m
ax
im
al
de
C
[T
1,
..
.,
T n

] ,
so
it
K
l’a
nn
ea
u
qu
ot
ie
nt

C
[T
1,
..
.,
T n

]/
M
et
so
it
f∶
C
[T
1,
..
.,
T n

]→
K
la
su
rje
ct
io
n
ca
no
ni
qu
e;
po
so
ns

w
=
f(
T i

).
So
it
i
∈

{1
,.
..
,n

}
et
dé
m
on
tr
on
s
qu
’il
ex
ist
e
a i

∈
C
te
lq
ue

T i
−
a i
∈M
,c
’e
st-
à-
di
re
w
=
a i
.

So
it

φ
∶C

[T
]→
K
l’u
ni
qu
eh
om
om
or
ph
ism
ed
eC
-a
lg
èb
re
sq
ui
ap
pl
iq
ue
T

su
rw
.S
up
po
so
ns
d’
ab
or
d
qu
e
l’h
om
om
or
ph
ism
e

φ
so
it
in
je
ct
if.
O
n
a
do
nc

w
≠
a
po
ur
to
ut
a
∈
C
;p
os
on
sa
lo
rs
w
a
=
1/
(w

−
a)
.L
a
fa
m
ill
e
(w
a)
a∈
C
es
t

lin
éa
ire
m
en
ti
nd
ép
en
da
nt
es
ur
C
.C
’e
st
es
se
nt
ie
lle
m
en
tu
ne
co
ns
éq
ue
nc
ed
el
a

dé
co
m
po
sit
io
n
en
élé
m
en
ts
sim
pl
es
m
ai
sn
ou
sa
llo
ns
le
dé
m
on
tre
rd
ire
ct
em
en
t.

So
it
a 1
,.
..
,a
m
de
sn
om
br
es
co
m
pl
ex
es
de
ux
àd
eu
x
di
st
in
ct
se
ts
oi
tu
1,
..
.,
u m

de
sn
om
br
es
co
m
pl
ex
es
te
ls
qu
e ∑

m j=
1u
jw
a j
=
0.
O
n
ad
on
c

m ∑ j=
1u
j

m ∏ p=
1

p≠
j(w

−
a p

)=
0,

so
it
en
co
re

φ
⎛ ⎜ ⎜ ⎝

m ∑ j=
1u
j

m ∏ p=
1

p≠
j(T

−
a p

)⎞ ⎟ ⎟ ⎠
=
0.

C
om
m
eφ
es
ti
nj
ec
tif
,o
n
ad
on
c

m ∑ j=
1u
j

m ∏ p=
1

p≠
j(T

−
a p

)=
0.

En
év
al
ua
nt
ce
tte
ex
pr
es
sio
n
en
T
=
a j
,o
n
tro
uv
e

u j
∏ p≠
j(a

j−
a p

)=
0,

d’
où
u j

=
0
pu
isq
ue
a j
≠
a p
si
p
≠
j.

Po
ur
to
ut
en
tie
rd
,n
ot
on
sV

d
le
so
us
-e
ns
em
bl
e
de
l’a
nn
ea
u
C
[T
1,
..
.,
T n

]
fo
rm
éd
es
po
ly
nô
m
es
de
de
gr
és
⩽
d
;c
’es
tu
n
so
us
-e
sp
ac
ev
ec
to
rie
ld
ed
im
en
sio
n

�n
ie
.P
os
on
sa
us
si
W
d
=
f(
V
d)
;c
’es
tu
n
so
us
-C
-e
sp
ac
ev
ec
to
rie
ld
ed
im
en
sio
n

2.1
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S
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2.
10
.
Le
gr
ou
pe
de
sp
er
m
ut
at
io
ns

S
n

Le
m
m
e
(2
.10
.1)
.—

Po
ur
to
ut
en
tie
r
n
⩾
3,
le
ce
nt
re
Z(

S
n)
du
gr
ou
pe
sy
m
é-

tri
qu
eS

n
es
tr
éd
ui
tà
l’i
de
nt
ité
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it

σ
∈
S
n
un
e
pe
rm
ut
at
io
n
di
st
in
ct
e
de
l’i
de
nt
ité
.S
oi
t

i∈
{1
,.
..
,n

}t
el
qu
eσ

(i
)≠
i.
Po
so
ns
j=

σ(
i)
et
so
it
k
un
élé
m
en
td
e{
1,
..
.,
n}

di
st
in
ct
de
ie
td
e
j;
so
it

τ
la
tr
an
sp
os
iti
on

(i
k)
.O
n
a

τ
○σ

(i
)
=

τ(
j)
=
je
t

σ
○τ

(i
)=

σ(
k)

≠
σ(
i)
=
j.
A
in
si,

τ○
σ
≠

σ
○τ
et

σ
n’
ap
pa
rt
ie
nt
pa
sa
u
ce
nt
re

de
S
n.

2.
10
.2
.
—
So
it

σ
∈
S
n
un
e
pe
rm
ut
at
io
n
de
l’e
ns
em
bl
e
{1
,.
..
,n

}.
O
n
dé
du
it

de
σ
un
eo
pé
ra
tio
n
du
gr
ou
pe
Z
da
ns
l’e
ns
em
bl
e{
1,
..
.,
n}
,p
ou
rl
aq
ue
lle
1⋅
i=

σ(
i)
,p
ou
rt
ou
ti
.L
es
or
bi
te
sd
ec
et
te
op
ér
at
io
n
so
nt
ap
pe
lé
es
le
so
rb
ite
sd
eσ
.

O
n
di
tq
u’
un
ep
er
m
ut
at
io
n
es
tu
n
cy
cle
si
ell
ep
os
sè
de
ex
ac
te
m
en
tu
ne
or
bi
te

de
ca
rd
in
al
⩾
2.

O
n
ap
pe
lle
su
pp
or
t
de

σ
l’e
ns
em
bl
e
de
s
él
ém
en
ts
i
∈

{1
,.
..
,n

}
te
ls
qu
e

σ(
i)
≠
i;
c’
es
tl
ar
éu
ni
on
de
so
rb
ite
sd
ec
ar
di
na
l⩾
2d
eσ
.

Le
m
m
e(
2.
10
.3
).
—
D
eu
x
pe
rm
ut
at
io
ns
de
su
pp
or
ts
di
sjo
in
ts
co
m
m
ut
en
t.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
C
on
sid
ér
on
se
n
e�
et
de
ux
pe
rm
ut
at
io
ns

σ
et

τ
de
su
pp
or
ts

di
sjo
in
ts
.S
oi
ti
un
él
ém
en
td
e{
1,
..
.,
n}
.S
ii
n’
ap
pa
rt
ie
nt
ni
au
su
pp
or
td
e

σ,
ni
à
ce
lu
id
e

τ,
al
or
s

σ(
i)

=
τ(
i)

=
i,
d’
où

σ(
τ(
i)
)
=

σ(
i)

=
i
=

τ(
σ(
i)
).

Su
pp
os
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
ia
pp
ar
tie
nt
au
su
pp
or
td
e

σ,
c’
es
t-à
-d
ire

σ(
i)
≠
i;

al
or
s,

σ(
σ(
i)
)≠

σ(
i)
,d
on
cσ

(i
)a
pp
ar
tie
nt
au
ss
ia
u
su
pp
or
td
e

σ.
Pu
isq
ue
le
s

su
pp
or
ts
de

σ
et
de

τ
so
nt
di
sjo
in
ts
,o
n
a
do
nc

τ(
i)
=
ie
tτ

(σ
(i
))

=
σ(
i)
.P
ar

su
ite
,σ

(τ
(i
))

=
σ(
i)

=
τ(

σ(
i)
).
O
n
pr
ou
ve
ce
tte
re
la
tio
n
de
fa
ço
n
an
al
og
ue

lo
rs
qu
e
ia
pp
ar
tie
nt
au
su
pp
or
td
eτ
.C
el
ap
ro
uv
eq
ue

σ
○τ

=
τ○

σ.

2.
10
.4
.
—
So
it

σ
∈S

n
;n
ot
on
sO
rb

(σ
)l
’e
ns
em
bl
ed
es
es
or
bi
te
s.
Po
ur
ch
aq
ue

or
bi
te
O
,s
oi
tσ
O
la
pe
rm
ut
at
io
n
qu
ic
oï
nc
id
ea
ve
cσ
en
to
ut
po
in
td
eO
et
qu
ie
st

l’i
de
nt
ité
ho
rs
de
O
.O
n
aσ
O
=
es
iC
ar
d(
O
)=
1;
sin
on
,s
on
su
pp
or
te
st
ég
al
àO
.

D
ep
lu
s,
O
es
tu
ne
or
bi
te
de

σ O
,e
tl
es
au
tre
so
rb
ite
ss
on
tr
éd
ui
te
sà
un
élé
m
en
t.

C
om
pt
e
te
nu
du
le
m
m
e
pr
éc
éd
en
t,
ce
la
pr
ou
ve
en
pa
rt
ic
ul
ie
rq
ue
le
sp
er
-

m
ut
at
io
ns

σ O
co
m
m
ut
en
td
eu
x
à
de
ux
.O
n
pe
ut
ai
ns
ic
on
sid
ér
er
le
pr
od
ui
t

∏
O
∈O
rb

(σ
)

σ O
sa
ns
pr
éc
ise
r
l’o
rd
re
de
s
fa
ct
eu
rs
.D
ém
on
tr
on
s
qu
e
l’o
n
a

σ
=
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∏
O
∈O
rb

(σ
) σ
O
(décom

position
d’uneperm

utation
en
produitdecyclesdesupports

disjoints).
Soitiun

élém
entde{1,...,n}

etsoitω
l’uniqueorbitedeσ

quicontienti.Si
O
estuneorbitedeσ

distinctedeω,on
a

σ
O (i)=

i.Parsuite,

∏
O
∈O
rb

(σ
) σ
O (i)=

σ
ω (i)=

σ(i),

pardé�nition
deσ

ω .

2.10.5.
—
Soitσ

∈
S
n .O
n
appelle

type
de
la
perm

utation
σ
la
suite

descar-
dinaux

de
ses
orbites,classés

par
ordre

décroissant.Par
exem

ple,le
type

de
l’identitéest(1,...,1),celuid’unetransposition

est(2,1,...,1),tandisquele
typedelaperm

utation
circulaire(12

...n)est(n).D
anstouslescas,lasom

m
e

desesterm
esestégaleà

n
;on

ditquec’estunepartition
den.

Proposition
(2.10.6).—

Pourquedeux
perm

utationssoientconjuguées,ilfautet
ilsu�

tqu’ellesaientm
êm
etype.

D
ém
onstration.—

Soit
σ
une

perm
utation

;soit
(m

1 ,...,m
r )
son

type
et

écrivons-lacom
m
eproduitdecyclesdesupportsdisjoints:

σ
=
(a
1
...a

m
1 )(a

m
1 +1
...a

m
1 +m

2 )...(a
m
1 +
⋅⋅⋅+m

r−
1 +1
...a

n ).

Soitτ∈
S
n ;on

aalors

τστ
−1=

(τ(a
1 )
...τ(a

m
1 ))(τ(a

m
1 +1 )

...τ(a
m
1 +m

2 ))
...(τ(a

m
1 +
⋅⋅⋅+m

r−
1 +1 )

...τ(a
n )),

cequiprouvequeletypedeτστ
−1estlem

êm
equeceluideσ.

Soitm
aintenantσ

′une
perm

utation
ayantm

êm
e
type

que
σ
;écrivons-la

com
m
eproduitdecyclesdesupportsdisjoints:

σ
′=

(b
1
...b

m
1 )(b

m
1 +1
...b

m
1 +m

2 )...(b
m
1 +
⋅⋅⋅+m

r−
1 +1
...b

n ).

Soitalorsτ
laperm

utation
de{1,...,n}

telleque
τ(a

i )=
b
i pourtouti.O

n
a

σ
′=

τστ
−1.

3.10.LE
TH
ÉO
RÈM

E
D
ES
ZÉRO

S
D
E
H
ILBERT

109

D
ém
onstration.—

Soitd
unedistancequidé�nitlatopologiedeX.L’ensem

bleM
x

estle
noyau

de
l’hom

om
orphism

e
surjectifde

R-algèbres
εx ∶

C
(X;R)

→
R

donnépar
f↦

f(x);c’estdoncun
idéalde

C
(X;R).Parpassageau

quotient,
on
déduitdeεx un

isom
orphism

edel’algèbre
C

(X;R)/M
x surR

;parsuite,M
x

estun
idéalm

axim
al.

Soitx
∈
X.L’application

d
x ∶p

↦
d(x,p)

estcontinue
etappartientà

M
x ,

m
aisn’appartientpasàM

y siy≠
x,card(x,y)≠

0.C
elaprouvequeM

x ≠
M
y

six
≠
y.

En�n,soitM
un
idéalm

axim
alde

C
(X;R)etdém

ontronsqu’ilexistex
∈X

telque
f(x)=

0
pourtout

f
∈
M
.Pourtout

f
∈
M
,poson

Z
f =
f
−1(0);c’est

unepartieferm
éedeX.SoitZ

l’intersection
desZ

f ,pour
f∈M

.
Supposons

par
l’absurde

que
Z
est
vide.

Il
existe

alors
une

suite
�nie

(f1 ,...,fn )
d’élém

ents
de
M
telle

que
Z
f1 ∩

⋅⋅⋅∩
Z
fn
=
∅
;alors

la
fonction

f
=
∑
f 2i estcontinue

etappartientà
M
,pourtoutx

∈
M
,ilexiste

itelque
fi (x)≠

0,donc
f(x)≠

0.Soitg
la
fonction

surX
donnéeparg(x)=

1/f(x);
elleestcontinuedoncon

a1=
g
f∈M

.Parsuite,M
=

C
(X;R),contrairem

entà
l’hypothèsequeM

estun
idéalm

axim
al.

D
oncZ

n’estpasvide;soitx
un
pointdeZ.O

n
a
f(x)=

0
pourtoutf∈M

,
donc

M
⊂
M
x .C
om
m
e
M
estun

idéalm
axim

alde
C

(X;R),cela
entraîne

M
=
M
x .

3.10.
Le
théorèm

e
deszérosde

H
ilbert

�
éorèm

e(3.10.1)(�
éorèm

edeszérosdeH
ilbert,«N

ullstellensatz»)
Soitn

unentier.Pourtouta
∈
C
n,l’ensem

bleM
a =

{f∈
C[T

1 ,...,T
n ];f(a)=

0}
estun

idéalm
axim

aldel’anneau
C[T

1 ,...,T
n ],égalà(T

1 −
a
1 ,...,T

n −
a
n ).

Inversem
ent,pourtoutidéalm

axim
alM

de
C[T

1 ,...,T
n ],ilexiste

un
unique

élém
enta

∈
C
ntelqueM

=
M
a .

D
ém
onstration.—

Soit
a

∈
C
n.L’application

φ
a
de
C[T

1 ,...,T
n ]
dans

C
donnée

par
φ
a (f)

=
f(a)

estun
hom

om
orphism

e
d’algèbres,surjectif,et

M
a
estson

noyau.Parpassage
au
quotient,ilinduitdonc

un
isom

orphism
e

de
C[T

1 ,...,T
n ]/M

a
sur
C
,ce

qui
prouve

que
M
a
est
un
idéal

m
axim

al
deC[T

1 ,...,T
n ].

O
n
aT

i −
a
i ∈ M

a pourtouti∈{1,...,n},donc(T
1 −
a
1 ,..., T

n −
a
n )⊂

M
a .

Inversem
ent,soit

f
∈
C[T

1 ,...,T
n ].Pour

touti
∈

{1,...,n},on
a
T
i ≡

a
i
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3.
A
N
N
EA
U
X

m
aj
or
e
M
;p
ar
dé
�n
iti
on
d’
un
él
ém
en
tm
ax
im
al
,o
n
a
M

′
=
M
,c
e
qu
’il
al
la
it

dé
m
on
tre
r.

Co
ro
lla
ire
(3
.9
.6
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
et
so
it
a
un
élé
m
en
td
eA
.

Po
ur
qu
ea
ne
so
it
pa
si
nv
er
sib
le,
il
fa
ut
et
il
su
�
tq
u’
il
ex
ist
eu
n
id
éa
lm
ax
im
al
M

de
A
te
lq
ue
a
∈M
.

Co
ro
lla
ire
(3
.9
.7
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if.
Po
ur
qu
’u
n
élé
m
en
ta
de
A

so
it
ni
lp
ot
en
t,
il
fa
ut
et
il
su
�
tq
u’
il
ap
pa
rt
ien
ne
à
to
ut
id
éa
lp
re
m
ier
de
A
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
a
un
élé
m
en
tn
ilp
ot
en
td
eA
so
it
n
un
en
tie
r⩾
1t
el
qu
e

an
=
0.
So
it
P
un
id
éa
lp
re
m
ie
rd
eA
.O
n
ad
on
ca

n
∈P
.A
pp
liq
ua
nt
la
dé
�n
iti
on

d’
un
id
éa
lp
re
m
ie
r,
on
dé
m
on
tre
al
or
sp
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
rn
qu
e
a
∈P
.

In
ve
rs
em
en
t,
su
pp
os
on
sq
ue
a
ne
so
it
pa
sn
ilp
ot
en
t.
So
it
S
la
pa
rt
ie
m
ul
ti-

pl
ic
at
iv
e{
1,
a,
..
.}
;e
lle
ne
co
nt
ie
nt
pa
s0
,d
on
cl
’a
nn
ea
u
de
fr
ac
tio
ns
A
S
n’
es
t

pa
s
nu
l.
So
it
M
un
id
éa
lm
ax
im
al
de
A
S
et
so
it
P
so
n
im
ag
e
ré
ci
pr
oq
ue
pa
r

l’h
om
om
or
ph
ism
ec
an
on
iq
ue
jd
eA
da
ns
A
S
(d
es
or
te
qu
ex

∈P
si
et
se
ul
em
en
t

si
j(
x)

=
x/
1∈
M
).
L’
id
éa
lP
es
tu
n
id
éa
lp
re
m
ie
rd
e
A
.C
om
m
e
l’i
m
ag
e
j(s

)
de
sd
an
sA

S
es
ti
nv
er
sib
le,
ell
en
’ap
pa
rt
ie
nt
pa
sà
M
,d
on
cs

/∈P
.C
ela
dé
m
on
tre

qu
’il
ex
ist
eu
n
id
éa
lp
re
m
ie
rd
eA
ne
co
nt
en
an
tp
as
S,
et
co
nc
lu
tl
a
pr
eu
ve
du

co
ro
lla
ire
.

Co
ro
lla
ire
(3
.9
.8
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
et
so
it
Iu
n
id
éa
ld
eA
.L
er
a-

di
ca
ld
eI
es
tl
’in
te
rs
ec
tio
n
de
la
fa
m
ill
ed
es
id
éa
ux
pr
em
ier
sd
eA
qu
ic
on
tie
nn
en
tI
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
p
∶A
→
A
/I
la
su
rje
ct
io
n
ca
no
ni
qu
eP
ar
dé
�n
iti
on
,u
n

élé
m
en
td
e
a
ap
pa
rt
ie
nt
à√
Is
ie
ts
eu
lem
en
tp

(a
)a
pp
ar
tie
nt
au
ni
lra
di
ca
lN

A
/I

de
A
/I
.P
ar
su
ite
,√
I
=
p−
1 (N

A
/I
) .
D
’a
pr
ès
le
co
ro
lla
ire
pr
éc
éd
en
t,
N
A
/I
es
t

l’i
nt
er
se
ct
io
n
de
la
fa
m
ill
ed
es
id
éa
ux
pr
em
ie
rs
de
A
/I
.L
es
id
éa
ux
de
A
/I
so
nt

de
la
fo
rm
eJ

/I
,o
ù
J=
p−
1 (J

/I
)e
st
un
id
éa
ld
eA
qu
ic
on
tie
nt
I;
co
m
m
el
’an
ne
au

qu
ot
ie
nt

(A
/I
)/

(J
/I
)e
st
iso
m
or
ph
e
à
A
/J
,o
n
vo
it
qu
e
Je
st
un
id
éa
lp
re
m
ie
r

de
A
si
et
se
ul
em
en
ts
iJ

/I
es
tu
n
id
éa
lp
re
m
ie
r
de
A
/I
.A
in
si,
p−
1 (N

A
/I
)
es
t

l’i
nt
er
se
ct
io
n
de
la
fa
m
ill
ed
es
id
éa
ux
pr
em
ie
rs
de
A
qu
ic
on
tie
nn
en
tI
,c
eq
u’
il

fa
lla
it
dé
m
on
tre
r.

Pr
op
os
iti
on
(3
.9
.9
).
—
So
it
X
un
es
pa
ce
to
po
lo
gi
qu
ec
om
pa
ct
m
ét
ris
ab
le.
Po
ur

to
ut
x
∈X
,l
’en
se
m
bl
eM

x
=
{f

∈C
(X
;R

);
f(
x)

=
0}
es
tu
n
id
éa
lm
ax
im
al
de

l’a
nn
ea
u

C
(X
;R

).
In
ve
rs
em
en
t,
po
ur
to
ut
id
éa
lm
ax
im
al
M
de

C
(X
;R

),
il
ex
ist
e

un
un
iq
ue
po
in
tx

∈X
te
lq
ue
M

=
M
x.
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2.
10
.7
.
—
So
it

σ
∈S

n.
O
n
ap
pe
lle
sig
na
tu
re
de
la
pe
rm
ut
at
io
n

σ
l’é
lé
m
en
t

ε(
σ)

=
∏
1⩽
i<
j⩽
n

σ(
j)
−

σ(
i)

j−
i

.

A
pr
io
ri,

ε(
σ)
es
tu
n
no
m
br
er
at
io
nn
el
no
n
nu
l,
m
ai
sn
ou
sa
llo
ns
vo
ir
qu
el
’o
n
a

ε(
σ)

∈{
−1
,1
}.

Ap
pe
lo
ns
in
ve
rs
io
n
d’
un
e
pe
rm
ut
at
io
n

σ
un
co
up
le

(i
,j
)
te
lq
ue
i
<
je
t

σ(
i)
>

σ(
j).
So
it
i(

σ)
le
no
m
br
ed
’in
ve
rs
io
ns
de

σ,
et
dé
m
on
tro
ns
qu
e

(2
.10
.7.
1)

ε(
σ)

=
(−
1)
i(

σ)
.

To
ut
d’
ab
or
d,
le
fa
ct
eu
r(

σ(
j)
−

σ(
i)
)/

(j
−
i)
es
tp
os
iti
fs
i(
i,
j)
n’
es
tp
as
un
e

in
ve
rs
io
n,
et
né
ga
tif
sin
on
.C
ela
pr
ou
ve
qu
eε

(σ
)e
st
du
m
êm
es
ig
ne
qu
e(
−1

)i(
σ)
.

C
on
sid
ér
on
sd
’a
ut
re
pa
rt
le
pr
od
ui
tP

=
∏
1⩽
i≠
j⩽
n(

σ(
j)
−

σ(
i)
).
C
om
m
e

σ
es
t

un
eb
ije
ct
io
n
de

{1
,.
..
,n

}s
ur
lu
i-m
êm
e,
on
aP

=
∏
1⩽
i≠
j⩽
n(
j−
i)
.D
’au
tre
pa
rt
,

en
re
gr
ou
pa
nt
po
ur
i<
jl
e
fa
ct
eu
rc
or
re
sp
on
da
nt
au
co
up
le

(i
,j
)a
ve
c
ce
lu
i

co
rr
es
po
nd
an
ta
u
co
up
le

(j
,i
),
on
vo
it
qu
e

P
=
∏
1⩽
i<
j⩽
n(σ

(j
)−

σ(
i)
)
∏
1⩽
i<
j⩽
n(σ

(i
)−

σ(
j))

=
(−
1)
n(
n−
1)
/2
∏
1⩽
i<
j⩽
n(σ

(j
)−

σ(
i)
)2
.

D
e
m
êm
e,
P
=

(−
1)
n(
n−
1)
/2
∏
1⩽
i<
j<
n(
j−
i)
2 ,
si
bi
en
qu
e

ε(
σ)
2
=
1.
La
fo
rm
ul
e

an
no
nc
ée
en
ré
su
lte
.

O
n
di
tq
u’
un
ep
er
m
ut
at
io
n
es
tp
ai
re
si
sa
sig
na
tu
re
es
té
ga
le
à
1,
et
im
pa
ire

sin
on
.

Ex
em
pl
e(
2.
10
.8
).
—
So
it
a
et
b
de
ux
él
ém
en
ts
di
st
in
ct
sd
e{
1,
..
.,
n}
et
so
it

τ
la
tr
an
sp
os
iti
on

(a
b)
.A
lo
rs
,i
(τ

)=
2∣b

−
a∣
+
1e
tε

(τ
)=

−1
.

O
n
pe
ut
su
pp
os
er
qu
ea

<
b.
So
it
(i
,j
)u
n
co
up
le
d’
élé
m
en
ts
de

{1
,.
..
,n

}t
el

qu
e
i<
j.
Si
i<
a
ou
si
j>
b,
al
or
s(
i,
j)
n’
es
tp
as
un
ei
nv
er
sio
n.
O
n
pe
ut
do
nc

su
pp
os
er
qu
e
a
⩽
i<
j⩽
b.
Si
i≠
a,
al
or
s(
i,
j)
es
tu
ne
in
ve
rs
io
n
si
et
se
ul
em
en
t

si
j=
b.
Su
pp
os
on
se
n�
n
qu
e
i=
a
;p
ou
rq
ue

(a
,j
)s
oi
tu
ne
in
ve
rs
io
n
il
fa
ut

et
il
su
�
tq
ue
a
<
j⩽
b.
A
in
si,
le
si
nv
er
sio
ns
de

τ
so
nt
le
sc
ou
pl
es

(i
,b

)p
ou
r

a
+
1⩽
i⩽
b
−
1e
tl
es
co
up
le
s(
a,
j)
po
ur
a
+
1⩽
j⩽
b.
Le
ur
no
m
br
ee
st
ég
al
à

(b
−1
−
a)
+(
b−
a)

=
2(
b−
a)
−1
.E
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
i(

τ)
es
ti
m
pa
ir,
d’
où

ε(
τ)

=
−1
.

Pr
op
os
iti
on
(2
.10
.9
).
—
L’
ap
pl
ica
tio
n

σ
↦

ε(
σ)
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
e
de

gr
ou
pe
sd
eS

n
da
ns

{±
1}
.
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Son
noyau

A
n
estun

sous-groupe
distingué

de
S
n
qu’on

appelle
groupe

alterné.

D
ém
onstration.—

O
n
a

ε(id)=
1.Soitσ

etτ
desélém

entsde
S
n .O
n
a

ε(στ)=
∏1⩽i<j⩽n σ(τ(j))−

σ(τ(i))
j−
i

=
∏1⩽i<j⩽n σ(τ(j))−

σ(τ(i))
τ(j)−

τ(i)
∏1⩽i<j⩽n τ(j)−

τ(i)
j−
i

.

Le
second

facteurestégalà
ε(τ).D

ém
ontronsque

le
prem

iervautε(σ);en
e�et,pourtoutcouple(a,b)d’élém

entsde{1,...,n}
telsquea

<
b,ilexisteun

uniquecouple(i,j)telque
i<
jet{τ(i),τ(j)}

=
{a,b}

:l’entieriestleplus
petitdesdeux

τ
−1(a),τ

−1(b),etjestleplusgrand.Sii=
τ
−1(a),on

a
j=

τ
−1(b),

et(σ(τ(j))−σ(τ(i)))/(τ(j)−τ(i))=
(σ(b)−σ(a))/(b−

a);sinon,i=
τ
−1(b),

j=
τ
−1(a)

et(σ(τ(j))−
σ(τ(i)))/(τ(j)−

τ(i))
=

(σ(a)−
σ(b))/(a

−
b)

=
(σ(b)−

σ(a))/(b−
a).Ainsi,lesm

êm
esfacteursqueceuxdeε(σ)apparaissent

dans
le
prem

ier
produit,d’où

l’égalité
voulue.C

ela
dém

ontre
que

ε(στ)
=

ε(σ)ε(τ).A
insi,εestun

hom
om
orphism

edegroupes.

Exem
ple
(2.10.10).—

Soitp
un
entiertelque

2
⩽
p
⩽
n
;dém

ontronsque
la

signatured’un
p-cycleestégaleà(−1)

p−1.
Soiten

e�etσ
=

(a
1
...
a
p )
un
p-cycle

etdécom
posons-le

en
produitde

transpositions.O
n
a
en
e�et(a

2 a
1 )σ

=
(a
2 a
3
...
a
p );parrécurrence

sur
p,

on
adonc

σ
=
(a
1
...a

p )=
(a
p−1 a

p )(a
p
−2 a

p−1 )...(a
1 a
2 ).

A
insi,σ

estle
produitde

p−
1transpositions;chacune

estde
signature−1,si

bien
queε(σ)=

(−1)
p−1.

Lem
m
e(2.10.11).—

a)
L’ensem

bledes3-cyclesengendrelegroupe
A
n .

b)
Sin

⩾
5,les3-cyclessontdeux

à
deux

conjuguésdans
A
n .

D
ém
onstration.—

O
n
a
déjà

dém
ontré

qu’un
3-cycle

appartientà
A
n .Soit

m
aintenantσ

∈
A
n ;lorsqu’on

écritσ
com

m
e
produitde

transpositions,leur
nom

bre
estpair

car
ε(σ)

=
1.C
onsidérons

un
produitdeux

transpositions
consécutives:(a

b)(cd),où
a
≠
b
etc≠

d.Ceproduitvautesi{c,d}
=
{a,b}.

Supposons
m
aintenantqu’ily

aittrois
entiers

distincts
parm

ia,b,c,d,par

3.9.ID
ÉAU

X
PREM

IERS,ID
ÉAU

X
M
A
XIM

AU
X

107

Exem
ple(3.9.4).—

Soitf∶A
→
B
un
hom

om
orphism

ed’anneauxcom
m
utatifs,

soitJun
idéalprem

ierde
B
etsoitI=

f
−1(J).D

ém
ontronsque

Iestun
idéal

prem
ierdeA

.
C
’esten

e�etun
idéaldeA

et,com
m
e
f(1A )=

1B /∈J,on
a1A

/∈I,desorteque
I≠
A
.Soita,b

desélém
entsdeA

telsque
ab

∈
I.A
lors

f(a)f(b)=
f(ab)∈

J,
donc

f(a)∈Jou
f(a)∈JcarJestun

idéalprem
ierdeB.Parsuite,a

∈Iou
b
∈I.

C
eladém

ontrequeIestun
idéalprem

ierdeA
.

O
n
peutaussidém

ontrercerésultatcom
m
esuit.Soitp∶B

→
B/Jlasurjection

canonique.A
lors,l’hom

om
orphism

e
p○
f∶A

→
B/Japournoyau

I;ilinduit
par
passage

au
quotientun

hom
om
orphism

e
injectifde

l’anneau
A/I

dans
l’anneau

B/J.Parhypothèse,l’anneau
B/Jestun

anneau
intègre,carJestun

idéalprem
ierdeB.Parsuite,l’anneau

A/I,isom
orpheàun

sous-anneau
deB/J,

estégalem
entintègre,sibien

queIestun
idéalprem

ierdeA
.

�
éorèm

e(3.9.5)(Krull).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatifetsoitIun

idéaldeA
telque

I≠
A
.Ilexiste

un
idéalm

axim
alM

de
A
telque

I⊂
M
.En

particulier,
l’ensem

bledesidéaux
m
axim

aux
d’un

anneau
non

nuln’estpasvide.

D
ém
onstration.—

Soit
M
l’ensem

bledesidéaux
JdeA

telsqueI⊂
JetJ≠

A
.

M
unissons-le

de
la
relation

d’ordre
donnée

parl’inclusion.D
ém
ontronsque

toute
fam
ille
totalem

entordonnée
d’élém

ents
de

M
estm

ajorée.Soitdonc
(M

s )s∈S
une

telle
fam
ille.Sielle

estvide,l’idéalIestun
élém

entde
M
qui

la
m
ajore.Supposons

donc
S
≠
∅
etsoitM

la
réunion

de
la
fam
ille

(M
s );

dém
ontronsqueM

estun
idéaldeA

telqueI⊂
M
etM

≠
A
.C
om
m
eS≠

∅
,il

existes∈S,desorteM
s ⊂
M
;en
particulier,I⊂

M
.Soita,b

∈M
;soits,t∈Stels

que
a
∈M

s etb
∈M

t ;com
m
elafam

ille(M
s )esttotalem

entordonnée,quitteà
échangera

etb,on
peutsupposerqueM

s ⊂
M
t ;alorsa,b

∈M
t donca+

b
∈M

t
carM

t estun
idéalde

A
.Soita

∈
M
etsoitb

∈
A
;soits∈

S
telque

a
∈
M
s ;

alorsba
∈M

s carM
s estun

idéaldeA
,doncba

∈M
.C
eladém

ontrequeM
est

un
idéalde

A
quicontientI.Pourtouts∈

S,on
a
M
s ≠
A
,parhypothèse;en

particulier,1/∈M
s .Parsuite,1/∈M

etM
≠
A
.

Ilrésulte
alorsdu

théorèm
e
de
Zorn

(théorèm
e
1.1.17)que

l’ensem
ble

M

possède
un
élém

entm
axim

al,disonsM
.C
’estun

idéalde
A
quicontientIet

quiestdistinctde
A
.D
ém
ontronsque

M
estun

idéalm
axim

alde
A
.SoitM

′

un
idéalde

A
telque

M
⊂
M

′etM
′≠
A
.A
lorsM

′estun
élém

entde
M
qui
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E
3.
A
N
N
EA
U
X

(ii
)
Po
ur
to
ut
a
∈A

I,
il
ex
ist
eb

∈A
te
lq
ue
1−
ab

∈I
;

(ii
i)
Le
ss
eu
ls
id
éa
ux
de
A
qu
ic
on
tie
nn
en
tI
so
nt
Ie
tA
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
D
an
s
to
ut
e
la
pr
eu
ve
,o
n
no
te
p
∶A

→
A
/I
la
su
rje
ct
io
n

ca
no
ni
qu
e.

a)
Su
pp
os
on
sq
ue
Is
oi
tu
n
id
éa
lp
re
m
ie
r;
so
it
a,
b
de
sé
lém
en
ts
de
A
te
ls
qu
e

ab
∈I
.A
lo
rs
p(
a)
p(
b)

=
0.
Pa
rh
yp
ot
hè
se
,l
’a
nn
ea
u
A
/I
es
ti
nt
èg
re
;o
n
ad
on
c

p(
a)

=
0
ou
p(
b)

=
0,
c’
es
t-à
-d
ire
a
∈I
ou
b
∈I
.

In
ve
rs
em
en
t,
su
pp
os
on
s
ce
tte
co
nd
iti
on
(ii
)
sa
tis
fa
ite
et
dé
m
on
tr
on
s
qu
e

l’a
nn
ea
u
A
/I
es
ti
nt
èg
re
.I
le
st
no
n
nu
lc
ar
I≠
A
.S
oi
tx
,y
de
sé
lé
m
en
ts
de
A
/I

te
ls
qu
e
xy

=
0
;s
oi
ta
,b

∈
A
te
ls
qu
e
x
=
p(
a)
et
y
=
p(
b)
.A
lo
rs
,0

=
xy

=
p(
a)
p(
b)

=
p(
ab

),
do
nc
ab

∈I
.P
ar
hy
po
th
ès
e,
on
ad
on
ca

∈I
ou
b
∈I
;d
an
sl
e

pr
em
ie
rc
as
,x

=
0,
da
ns
le
se
co
nd
y
=
0.

b)
Su
pp
os
on
sq
ue
Is
oi
tu
n
id
éa
lm
ax
im
al
et
so
it
a
∈A

I.
A
lo
rs
,p

(a
)≠
0
;

co
m
m
el
’a
nn
ea
u
A
/I
es
tu
n
co
rp
s,
il
ex
ist
e
y
∈A

/I
te
lq
ue
p(
a)
y
=
1.
So
it
b
∈A

te
lq
ue
y
=
p(
b)
;o
n
ad
on
c
p(
ab

)=
1=
p(
1)
,d
on
c
p(
1−
ab

)=
0,
c’
es
t-à
-d
ire

1−
ab

∈I
.

Su
pp
os
on
sl
a
co
nd
iti
on
(ii
)s
at
isf
ai
te
et
so
it
Ju
n
id
éa
ld
e
A
qu
ic
on
tie
nt
I.

Su
pp
os
on
sJ

≠
Ie
ts
oi
ta
lo
rs
a
∈
J
I.
Pa
rh
yp
ot
hè
se
,i
le
xi
ste
b
∈
A
te
lq
ue

1−
ab

∈I
.A
lo
rs
,1
=
(1
−
ab

)+
ab
ap
pa
rt
ie
nt
àJ
,c
eq
ui
en
tr
aî
ne
J=
A
.

Su
pp
os
on
se
n�
n
la
co
nd
iti
on
(ii
i)
sa
tis
fa
ite
et
dé
m
on
tro
ns
qu
el
’a
nn
ea
u
A
/I

es
tu
n
co
rp
s.
C
om
m
el
’id
éa
lI
es
td
ist
in
ct
de
A
,l
’a
nn
ea
u
A
/I
n’
es
tp
as
nu
l.
So
it

x
un
élé
m
en
tn
on
nu
ld
eA

/I
,s
oi
ta

∈A
te
lq
ue
x
=
p(
a)
et
so
it
Jl
’id
éa
lI
+
(a

)
de
A
.I
lc
on
tie
nt
I;
co
m
m
e
x
≠
0,
a

/∈
I,
et
co
m
m
e
a
∈
J,
on
a
do
nc
I
≠
J.

Pa
r
hy
po
th
ès
e,
on
a
do
nc
J
=
A
et
,e
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
1
∈
J.
Il
ex
ist
e
do
nc
u
∈
I

et
v
∈
(a

)t
el
sq
ue
1
=
u
+
v.
So
it
b
∈
A
te
lq
ue
v
=
ab
;o
n
a
1
=
p(
u
+
v)

=
p(
u)

+
p(
v)

=
p(
ab

)=
p(
a)
p(
b)

=
xp

(b
),
ce
qu
ip
ro
uv
e
qu
e
x
es
ti
nv
er
sib
le

da
ns
A
/I
,d
’in
ve
rs
e
p(
b)
.

Ex
em
pl
e(
3.
9.
3)
.—

a)
D
an
sl
’a
nn
ea
u
Z,
le
si
dé
au
x
m
ax
im
au
x
so
nt
ce
ux
qu
i

so
nt
en
ge
nd
ré
sp
ar
un
no
m
br
ep
re
m
ie
r;
ou
tre
ce
ux
-c
i,
le
se
ul
id
éa
lp
re
m
ie
re
st

l’i
dé
al

(0
).

b)
D
an
sl
’a
nn
ea
u
C
[T

]d
es
po
ly
nô
m
es
en
un
e
in
dé
te
rm
in
ée
à
co
e�
ci
en
ts

co
m
pl
ex
es
,l
es
id
éa
ux
m
ax
im
au
xs
on
tc
eu
xq
ui
so
nt
en
ge
nd
ré
sp
ar
un
po
ly
nô
m
e

de
la
fo
rm
eT

−
a,
po
ur
a
∈C
;o
ut
re
ce
ux
-c
i,
le
se
ul
id
éa
lp
re
m
ie
re
st
l’i
dé
al

(0
).

2.1
0.
LE
G
RO
U
PE
D
ES
PE
RM
U
TA
TI
O
N
S
S
n

59

ex
em
pl
e
a,
b,
c,
et
qu
e
d
=
a
;a
lo
rs
,(
a
b)

(c
d)

=
(a
c
b)
es
tu
n
3-
cy
cl
e.
En
�n
,

si
le
sq
ua
tre
en
tie
rs
a,
b,
c,
d
so
nt
de
ux
àd
eu
x
di
sti
nc
ts,
on
a

(a
b)

(c
d)

=
(a
b)

(b
c)

(b
c)

(c
d)

=
(a
b
c)

(b
cd

)

et
ce
pr
od
ui
te
st
le
pr
od
ui
td
ed
eu
x
3-
cy
cle
s.

C
on
sid
ér
on
sm
ai
nt
en
an
td
eu
x
3-
cy
cle
s(
12
3)
et

(a
b
c)
.S
oi
tσ
un
ep
er
m
ut
a-

tio
n
te
lle
qu
e

σ(
1)
=
a,

σ(
2)

=
b
et

σ(
3)

=
c.
O
n
a
do
nc

σ(
12
3)

σ−
1
=
(a
b
c)
.

Si
ε(

σ)
=
1,
ce
la
pr
ou
ve
qu
e
(1
2
3)
et

(a
b
c)
so
nt
co
nj
ug
ué
sd
an
sA

n
;s
in
on
,

on
re
m
pl
ac
e

σ
pa
rl
at
ra
ns
po
sit
io
n

σ
○(
4
5)
(c
’e
st
là
qu
’o
n
ut
ili
se
l’h
yp
ot
hè
se

qu
en

⩾
5)
et
l’o
n
ob
tie
nt
en
co
re
le
ré
su
lta
tv
ou
lu
.

Pr
op
os
iti
on
(2
.10
.12
).
—

a)
O
n
a
D
(S

n)
=
A
n
;

b)
Po
ur
n
⩾
5,
on
a
D
(A

n)
=
A
n
;

D
ém
on
str
at
io
n.
—

a)
Po
ur
to
ut
ep
er
m
ut
at
io
n

σ,
on
a

ε(
σ−
1 )
=

ε(
σ)
,c
eq
ui

en
tr
aî
ne
qu
’u
n
co
m
m
ut
at
eu
re
st
un
ep
er
m
ut
at
io
n
pa
ire
do
nc
D
(S

n)
⊂
A
n.
In
-

ve
rs
em
en
t,
no
to
ns
A
le
gr
ou
pe
qu
ot
ie
nt

S
n/
D
(S

n)
et
co
ns
id
ér
on
sl
as
ur
je
ct
io
n

ca
no
ni
qu
e
f∶

S
n
→
A
.L
es
tra
ns
po
sit
io
ns
so
nt
de
ux
àd
eu
xc
on
ju
gu
ée
sd
an
sS

n,
do
nc
on
tm
êm
e
im
ag
e
da
ns
le
gr
ou
pe
co
m
m
ut
at
if
A
;n
ot
on
s
a
ce
tte
im
ag
e.

C
om
m
eS

n
es
te
ng
en
dr
ép
ar
le
st
ra
ns
po
sit
io
ns
,a
en
ge
nd
re
A
.E
n�
n,
co
m
m
e

un
et
ra
ns
po
sit
io
n
es
td
’o
rd
re
2,
on
a
a2

=
e.
En
�n
,a

≠
e
ca
ru
ne
tr
an
sp
os
iti
on
,

de
sig
na
tu
re
−1
,n
’a
pp
ar
tie
nt
pa
sà

A
n.
Il
en
ré
su
lte
qu
e
A
=
{e
,a

}
es
td
e
ca
r-

di
na
l2
et
Ca
rd

(D
(S

n)
)
=
1 2
Ca
rd

(S
n)

=
Ca
rd

(A
n)
.F
in
al
em
en
t,
l’i
nc
lu
sio
n

D
(S

n)
⊂
A
n
en
tr
aî
ne
qu
eD

(S
n)

=
A
n.

b)
Ra
iso
nn
on
sd
e
fa
ço
n
an
al
og
ue
.S
oi
tB
le
gr
ou
pe
qu
ot
ie
nt

A
n/
D
(A

n)
et

no
to
ns
g∶

A
n
→
B
la
su
rje
ct
io
n
ca
no
ni
qu
e.
Pu
isq
ue
n
⩾
5,
le
s3
-c
yc
le
ss
on
t

de
ux
à
de
ux
co
nj
ug
ué
sd
an
sA

n,
do
nc
on
tm
êm
e
im
ag
e
da
ns
B
;n
ot
on
s-
la
b.

Re
m
ar
qu
on
sq
ue
le
ca
rr
éd
u
3-
cy
cle

(1
2
3)
es
té
ga
là

(1
32

),
do
nc
es
te
nc
or
eu
n

3-
cy
cle
;p
ar
su
ite
,b

=
b2
,s
ib
ie
n
qu
eb

=
e.
En
�n
,l
es
3-
cy
cle
se
ng
en
dr
an
tA

n,
B

es
te
ng
en
dr
ép
ar
b,
si
bi
en
qu
eB

=
{e

}.
C
el
ap
ro
uv
eq
ue
D
(A

n)
=
A
n.

Re
m
ar
qu
e
(2
.10
.13
).
—
Lo
rs
qu
e
n

⩽
3,
le
gr
ou
pe
al
te
rn
é
A
n
es
tc
om
m
ut
a-

tif
et
D
(A

n)
=

{e
}.
Lo
rs
qu
e
n

=
4,
le
gr
ou
pe
D
(A
4)
es
t
le
so
us
-g
ro
up
e

{e
,(
12

)(
34

),
(1
3)

(2
4)
,(
14

)(
2
3)

};
il
es
ti
so
m
or
ph
eà

(Z
/2
Z)
2 .

�
éo
rè
m
e(
2.
10
.14
).
—
Po
ur
n
⩾
5,
le
gr
ou
pe

A
n
es
ts
im
pl
e.
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D
ém
onstration.—

SoitG
un
sous-groupedistinguéde

A
n ,distinctde{e},et

dém
ontronsqueG

=
A
n .Soitσ

un
élém

entdeG
,distinctdee,etdontlesupport

estdecardinalm
inim

al;dém
ontronsqueσ

estun
3-cycle.Pourtoutélém

entτ
de

S
n ,on

a
[σ,τ]=

σ
−1τ

−1στ=
σ
−1(τ

−1στ);

com
m
e
G
estun

sous-groupe
distingué

de
G
,on

a
tau

−1στ
∈
G
,sibien

que
[σ,τ]∈G

.Siσ
n’estpasun

3-cycle,nousallonsm
ontrerquel’on

peutchoisirτ
defaçon

convenabledesortequelecom
m
utateur[σ,τ]soitdi�érentdel’identité

m
aisquelecardinaldeson

supportsoitstrictem
entinférieuràceluideσ.

Écrivonsladécom
position

de
σ
en
produitdecyclesàsupportsdisjointsde

longueursm
1 ⩾
m
−
2⩾

⋅⋅⋅⩾
m
r :

σ
=
(a
1
...a

m
1 )(a

m
1 +1
...a

m
1 +m

2 )...(a
m
1 +
⋅⋅⋅+m

r−
1 +1
...a

n ).

C
om
m
eσ

≠
id,on

a
m
1 ⩾
2.

Prem
iercas:m

1 ⩾
4.—

O
n
posealorsτ=

(a
1 a
2 a
3 ).Parconstruction,on

a
τ(a

i )=
a
i pouri>

m
1 ,doncτ

−1στ(a
i )=

σ(a
i ),puisφ(a

i )=
a
i .Pourlam

êm
e

raison,si4
⩽
i⩽
m
1 −
1,alors

τ
−1στ(a

i )=
τ
−1σ(a

i )=
τ
−1(a

i+1 )=
a
i+1 =

σ(a
i ),

de
sorte

que
[σ,τ](a

i )
=
a
i .Par

suite,le
support

de
[σ,τ]

est
contenu

dans{a
1 ,a

2 ,a
3 ,a

m
1 }.En

calculantexplicitem
entτ

−1στ(a
i )pouri=

1,2,3,m
1 ,

on
obtient

[σ,τ](a
1 )=

σ
−1τ

−1στ(a
1 )=

σ
−1τ

−1σ(a
2 )=

σ
−1τ

−1(a
3 )=

σ
−1(a

2 )=
a
1 ,

[σ,τ](a
2 )=

σ
−1τ

−1στ(a
2 )=

σ
−1τ

−1σ(a
3 )=

σ
−1τ

−1(a
4 )=

σ
−1(a

4 )=
a
3 ,

[σ,τ](a
3 )=

σ
−1τ

−1στ(a
3 )=

σ
−1τ

−1σ(a
1 )=

σ
−1τ

−1(a
2 )=

σ
−1(a

1 )=
a
m
1 ,

[σ,τ](a
m
1 )=

σ
−1τ

−1στ(a
m
1 )=

σ
−1τ

−1σ(a
m
1 )=

σ
−1τ

−1(a
1 )=

σ
−1(a

3 )=
a
2 .

A
insi,[σ,τ]=

(a
2
a
3 a

m
1 )
estun

3-cycle,ce
quicontreditl’hypothèse

que
le

supportdeσ
estdecardinalm

inim
al.

D
euxièm

ecas:m
1 =
3.—

Sim
2 =
1,alorsσ

estun
3-cycle.Sim

2 =
2,observons

que
σ
2
=

(a
1
a
3
a
2 )
estun

3-cycle.Supposons
donc

m
2
⩾
3
etposons

τ
=

(a
1 a
2 a
4 ).O

n
a

σ
−1τ

−1στ(a
1 )=

σ
−1τ

−1σ(a
1 )=

σ
−1τ

−1(a
2 )=

σ
−1(a

1 )=
a
3 ,

3.9.ID
ÉAU

X
PREM

IERS,ID
ÉAU

X
M
A
XIM

AU
X

105

D
ém
onstration.—

C
om
pte

tenu
des

isom
orphism

es
A[T

1 ,...,T
n ]

≃
A[T

1 ,...,T
n
−1 ][T

n ],celasedéduitdu
théorèm

e3.8.11,parrécurrencesurn.

U
n
corpscom

m
utatifestun

anneau
noethérien

;on
en
déduitlecasparticulier

suivant:

Corollaire
(3.8.13).—

Soit
K
un
corps

com
m
utatif.Pour

tout
entier

n
⩾
0,

l’anneau
K[T

1 ,...,T
n ]estnoethérien.

Corollaire
(3.8.14).—

SiA
estun

anneau
com
m
utatifnoethérien,alorstoute

A
-algèbrecom

m
utativedetype�niestun

anneau
noethérien.

D
ém
onstration.—

Soit
B
une

A
-algèbre

com
m
utative

de
type

�ni
et

soit
b

=
(b
1 ,...,b

n )
une

suite
�nie

d’élém
ents

de
B
qui

engendre
B.

L’hom
om
orphism

edeA
-algèbresev

b ∶A[T
1 ,...,T

n ]→
B
estsurjectifcarson

im
age
contientles

b
i ;par

suite,l’hom
om
orphism

e
ev
b
induit,par

passage
au
quotient,un

isom
orphism

e
de
A[T

1 ,...,T
n ]/Ker(ev

b )
sur
B.D

’après
le

corollaire
3.8.12,A[T

1 ,..., T
n ] estun

anneau
noethérien,donc

son
quotient

A[T
1 ,...,T

n ]/Ker(ev
b )en

estégalem
entun.CelaentraînequeB

estun
anneau

noethérien.

3.9.
Idéaux

prem
iers,idéaux

m
axim

aux

D
é�nition

(3.9.1).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatifetsoitIun

idéaldeA
.O
n

ditque
Iestprem

ier
sil’anneau

A/Iestintègre;on
ditque

Iestm
axim

alsi
l’anneau

A/Iestun
corps.

Com
m
eun

corpsestun
anneau

intègre,un
idéalm

axim
alestun

idéalprem
ier.

C
om
m
el’anneau

nuln’estpasintègre,l’idéalI=
A
n’estpasun

idéalprem
ier.

Proposition
(3.9.2).—

SoitA
un
anneau

com
m
utatifetsoitIun

idéaldeA
tel

queI≠
A
.

a)
Lesconditionssuivantessontéquivalentes:
(i)
L’idéalIestun

idéalprem
ier;

(ii)
Pourtoutcouple(a,b)d’élém

entsdeA
telsqueab

∈
I,on

a
a
∈
Iou

b
∈I.

b)
Lesconditionssuivantessontéquivalentes:
(i)
L’idéalIestun

idéalm
axim

al;
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3.
A
N
N
EA
U
X

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
Iu
n
id
éa
ld
e
A
[T

];
dé
m
on
tr
on
s
qu
e
Ip
os
sè
de
un
e

pa
rt
ie
gé
né
ra
tr
ic
e�
ni
e.

Po
ur
to
ut
en
tie
rn
,n
ot
on
sJ
n
l’e
ns
em
bl
ed
es
co
e�
ci
en
ts
de
Tn
de
sp
ol
yn
ôm
es

f
∈I
te
ls
qu
e
de
g(
f)

⩽
n.
D
ém
on
tr
on
sq
ue
po
ur
to
ut
en
tie
rn
,J
n
es
tu
n
id
éa
l

de
A
co
nt
en
u
da
ns
J n
+
1.

O
n
a
0
∈
J n
,c
ar
c’
es
tl
e
co
e�
ci
en
td
e
Tn
du
po
ly
nô
m
e
nu
l.
So
it
a,
b
∈
J n

et
c
∈
A
et
dé
m
on
tr
on
sq
ue
a
+
b
∈
J n
et
ca

∈
J n
.S
oi
t
f,
g
∈
Id
es
po
ly
nô
m
es

de
de
gr
és

⩽
n
et
do
nt
le
sc
oe
�
ci
en
ts
de
Tn
so
nt
ég
au
x
à
a,
b
re
sp
ec
tiv
em
en
t.

A
lo
rs
,f
+
g
et
cf
so
nt
de
sp
ol
yn
ôm
es
de
de
gr
és
⩽
n,
do
nt
le
co
e�
ci
en
td
eT

n
es
t

ég
al
à
a
+
b
et
ca
re
sp
ec
tiv
em
en
t.
Pa
rs
ui
te
,a

+
b
et
ca
ap
pa
rt
ie
nn
en
tà
J n
.C
ela

dé
m
on
tre
qu
eJ
n
es
tu
n
id
éa
ld
eA
.

So
it
en
�n
a
∈J
n
et
so
it
f
∈I
un
po
ly
nô
m
ed
ed
eg
ré
⩽
n
do
nt
a
es
tl
ec
oe
�
ci
en
t

de
Tn
.A
lo
rs
T
fe
st
un
po
ly
nô
m
ed
ed
eg
ré
⩽
n
+
1d
an
sl
eq
ue
la
es
tl
ec
oe
�
ci
en
t

de
Tn

+
1 .
O
n
ad
on
c
a
∈J
n+
1.

La
su
ite

(J
n)
es
tu
ne
su
ite
cr
oi
ss
an
te
d’
id
éa
ux
de
A
.C
om
m
eA
es
tu
n
an
ne
au

no
et
hé
rie
n,
,c
es
id
éa
ux
po
ss
èd
en
td
on
cu
ne
pa
rt
ie
gé
né
ra
tr
ic
e�
ni
,e
tc
et
te
su
ite

es
ts
ta
tio
nn
ai
re
So
it
m
un
en
tie
rt
el
qu
eJ
n
=
J m
po
ur
to
ut
en
tie
rn

⩾
m
.D
’au
tre

pa
rt
,p
ou
rt
ou
te
nt
ie
rn

⩽
m
,s
oi
tS
n
un
ep
ar
tie
�n
ie
de
If
or
m
ée
de
po
ly
nô
m
es

de
de
gr
é⩽
n
do
nt
le
sc
oe
�
ci
en
ts
de
Tn
en
ge
nd
re
nt
l’i
dé
al
J n
.S
oi
tS
la
ré
un
io
n

de
se
ns
em
bl
es
S n
,p
ou
rn

⩽
m
;c
’e
st
un
ep
ar
tie
�n
ie
et
no
us
al
lo
ns
dé
m
on
tr
er

qu
el
’id
éa
le
ng
en
dr
ép
ar
S
es
té
ga
là
I.

O
n
a
to
ut
d’
ab
or
d
S
⊂
I,
pa
rc
on
st
ru
ct
io
n,
do
nc
l’i
dé
al

⟨S
⟩e
ng
en
dr
é
pa
rS

es
tc
on
te
nu
da
ns
I.
In
ve
rs
em
en
t,
dé
m
on
tro
ns
pa
rr
éc
ur
re
nc
es
ur
le
de
gr
éd
’u
n

élé
m
en
tf

∈I
qu
’il
ap
pa
rt
ie
nt
à⟨
S⟩
.C
’es
tv
ra
is
if

=
0.
Po
so
ns
al
or
sn

=
de
g(
f)

et
qu
e⟨
S⟩
co
nt
ie
nt
to
ut
po
ly
nô
m
ea
pp
ar
te
na
nt
àI
do
nt
le
de
gr
ée
st
<
n.
So
it
a

le
co
e�
ci
en
td
e
Tn
da
ns
f;
on
a
a
∈J
n
pa
rd
é�
ni
tio
n.
Po
so
ns
p
=
m
in
(m
,n

),
de
so
rt
eq
ue
p
⩽
m
et
a
∈J
p.
Il
ex
ist
ed
on
cu
ne
fa
m
ill
e(
c s
) s∈
S p
d’
él
ém
en
ts
de
A

∑
c s
s
so
it
un
po
ly
nô
m
e
ap
pa
rt
en
an
tà
I,
de
de
gr
é
⩽
p,
et
do
nt
le
co
e�
ci
en
t

de
T
p
es
té
ga
là
a.
Po
so
ns
g
=
f−
∑
c s
Tn

−
p s
;c
’e
st
un
po
ly
nô
m
e
ap
pa
rt
en
an
t

àI
de
de
gr
é⩽
n
et
do
nt
le
co
e�
ci
en
td
eT

n
es
tn
ul
;o
n
ad
on
cd
eg

(g
)<
n.
Pa
r

ré
cu
rr
en
ce
,o
n
a
g
∈⟨
S⟩
;p
ar
ai
lle
ur
s,
co
m
m
eS

p
⊂
S,
le
po
ly
nô
m
e ∑

s∈
S p
c s
Tn

−
p s

ap
pa
rt
ie
nt
à⟨
S⟩
,p
ar
dé
�n
iti
on
de
l’i
dé
al
en
ge
nd
ré
pa
ru
ne
pa
rt
ie
.C
ela
en
tra
în
e

qu
e
f
∈⟨
S⟩
,d
’o
ù
le
th
éo
rè
m
e.

Co
ro
lla
ire
(3
.8
.12
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
no
et
hé
rie
n.
Po
ur
to
ut
en
-

tie
rn

⩾
0,
l’a
nn
ea
u
A
[T
1,
..
.,
T n

]e
st
no
et
hé
rie
n.
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do
nc

[σ
,τ

]≠
e.
So
it
i⩾
5e
ts
oi
tj
te
lq
ue

σ(
a i
)=
a j
;o
bs
er
vo
ns
qu
el
’o
n
a
j⩾
5

sa
uf
si
i=
m
1+
m
2,
au
qu
el
ca
so
n
a
j=
m
1+
1=
4.
Pa
rs
ui
te
,s
ii
⩾
5e
ti

≠
m
1+
m
2,

on
a [σ
,τ

](
a i
)=

σ−
1 τ
−
1 σ

τ(
a i
)=

σ−
1 τ
−
1 σ

(a
i)
=

σ−
1 τ
−
1 (
a j
)=

σ−
1 (
a j
)=
a i
.

Le
su
pp
or
td
e[

σ,
τ]
es
td
on
cc
on
te
nu
da
ns

{a
1,
..
.,
a 4
,a
m
1+
m
2}
.I
le
st
de
ca
rd
i-

na
l⩽
5,
al
or
sq
ue
le
su
pp
or
td
e

σ
es
td
ec
ar
di
na
l⩾
6,
ce
qu
ic
on
tr
ed
it
le
ch
oi
x

de
σ. Tr
oi
siè
m
ec
as
:m

1
=
2.
—
Si
m
2
=
1,
al
or
sσ
es
tu
ne
tr
an
sp
os
iti
on
,c
on
tr
ai
re
-

m
en
tà
l’h
yp
ot
hè
se
qu
eσ
es
tu
ne
pe
rm
ut
at
io
n
pa
ire
.S
up
po
so
ns
do
nc
m
2
⩾
2e
t

po
so
ns

τ
=
(a
1,
a 2
,a
5)
.O
n
vé
ri�
ed
’a
bo
rd
qu
e[

σ,
τ]

(a
i)
=
a i
po
ur
i=
3o
u
4.

So
it
al
or
si

⩾
6
et
so
it
jt
el
qu
eσ

(a
i)
=
a j
;o
n
a
j⩾
6
àm
oi
ns
qu
ei

=
6
et
m
3
=
2

au
qu
el
ca
s,
on
a
j=
5.
A
lo
rs
,p
ou
ri

⩾
6
(e
td
i�
ér
en
td
e6
si
m
3
=
2)
,o
n
a

[σ
,τ

](
a i
)=

σ−
1 τ
−
1 σ

τ(
a i
)=

σ−
1 τ
−
1 σ

(a
i)
=

σ−
1 τ
−
1 (
a j
)=

σ−
1 (
a j
)=
a i
.

Pa
r
su
ite
,l
e
su
pp
or
td
e
[σ
,τ

]e
st
co
nt
en
u
da
ns

{3
,4
,5
,6

}
si
m
3
=
2
et
da
ns

{3
,4
,5
}
si
m
3
=
1,
do
nc
so
n
ca
rd
in
al
es
ts
tr
ic
te
m
en
ti
nf
ér
ie
ur
à
ce
lu
id
e

σ.
En

ou
tre
, [σ
,τ

](
a 5
)=

σ−
1 τ
−
1 σ

τ(
a 5
)=

σ−
1 τ
−
1 σ

(a
1)
=

σ−
1 τ
−
1 (
a 2

)=
σ−
1 (
a 1
)=
a 2
,

si
bi
en
qu
e[

σ,
τ]

≠
e.
C
el
ac
on
tre
di
td
on
cl
ec
ho
ix
de

σ.
Fi
na
le
m
en
t,

σ
es
tu
n
3-
cy
cl
e.
C
om
m
eG
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eG

et
qu
e
le
s3
-c
yc
le
ss
on
td
eu
x
à
de
ux
co
nj
ug
ué
sd
an
sA

n,
le
gr
ou
pe
G
co
nt
ie
nt

to
us
le
s3
-c
yc
le
s.
Pu
isq
ue
ce
ux
-c
if
or
m
en
tu
n
en
se
m
bl
eg
én
ér
at
eu
rd
eA

n,
on
a

G
=
A
n,
et
ce
la
co
nc
lu
tl
ad
ém
on
str
at
io
n.

2.
11
.
�
éo
rè
m
es
de
Sy
lo
w

2.
11
.1.
—
So
it
p
un
no
m
br
ep
re
m
ie
r.
O
n
di
tq
u’
un
gr
ou
pe
�n
iS
es
tu
n
p-
gr
ou
pe

si
so
n
ca
rd
in
al
es
tu
ne
pu
iss
an
ce
de
p.
So
it
G
un
gr
ou
pe
;o
n
di
tq
u’
un
so
us
-

gr
ou
pe
S
de
A
es
tu
n
p-
so
us
-g
ro
up
ed
eS
yl
ow
de
G
si
c’
es
tu
n
p-
gr
ou
pe
et
si
so
n

in
di
ce

(G
∶S

)e
st
pr
em
ie
rà
p.

D
an
sc
ep
ar
ag
ra
ph
e,
no
us
al
lo
ns
dé
m
on
tr
er
l’e
xi
ste
nc
ed
es
ou
s-
gr
ou
pe
sd
e

Sy
lo
w
et
leu
rs
pr
em
iè
re
sp
ro
pr
ié
té
s.
N
ou
sv
er
ro
ns
ai
ns
it
ro
is
m
ét
ho
de
sà
l’œ
uv
re

po
ur
pr
od
ui
re
de
ss
ou
s-
gr
ou
pe
s:
co
ns
tr
uc
tio
ns
ex
pl
ic
ite
s;
sta
bi
lis
at
eu
rs
;c
on
ju
-

ga
iso
n
et
in
te
rs
ec
tio
ns
.
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Exem
ple(2.11.2).—

SoitG
=
G
L(n,Z/pZ).N

otonsT
l’ensem

bledesm
atrices

triangulairessupérieuresdontladiagonaleestform
éede1;c’estun

sous-groupe
deG

decardinalCard(T)=
p
(n
−1)n

)/2;c’estdoncun
p-groupe.D

’autrepart,le
groupeG

esten
bijection

avecl’ensem
bledesbasesdu

(Z/pZ)-espacevectoriel
(Z/pZ) n;on

obtientunetellebaseen
prenantun

vecteurnon
nule1 (ilya

p
n−
1

telsvecteurs),un
vecteure2 non

colinéaireà
e1 (ily

en
a
p
n−
p),un

vecteure3
quin’appartientpasau

plan
engendré

pare1 ete2 (ily
en
a
p
n−
p
2),etc.Par

suite,

Card(G)=
(p
n−
1)(p

n−
p)...(p

n−
p
n
−1)

=
p
1+2+

⋅⋅⋅+
(n
−1)(p

n−
1)(p

n
−1−
1)...(p−

1)

=
p
(n
−1)n

/2
n∏i=1 (p

i−
1).

A
insi,(G

∶T)=
∏
ni=1 (p

i−
1)n’estpasm

ultiplede
p.C
elaprouvequeT

estun
p-sous-groupedeSylow

deG
.

Exem
ple
(2.11.3).—

Soitn
un
entieretsoitG

=
Z/nZ

;soita
l’exposantde

p
dansla

décom
position

en
facteursprem

iersde
n
etposonsm

=
n/p

a.A
lors

S
=
m
Z/nZ

estun
p-sous-groupe

de
Sylow

de
G
.C
’estm

êm
e
le
seulp-sous-

groupedeSylow.Soiten
e�etT

un
p-groupecontenu

dansG
etsoitgun

élém
ent

deT.L’ordrede
g
diviselecardinaldeT,doncestunepuissancede

p;ildivise
aussilecardinaldeG

,quiestégalà
n
;parsuite,l’ordrede

g
divise

p
aetl’on

a
p
ag=

0.Sig
estlaclassed’un

entierx,celasigni�eque
p
ax
estm

ultiplede
n
;

autrem
entdit,x

estm
ultipledem

etl’on
a
g∈S.Parsuite,T

⊂
S
etlacondition

que
p
nedivisepas(G

∶T)im
posequeS=

T.

Proposition
(2.11.4).—

SoitG
un
groupe�ni,soitp

un
nom

breprem
ieretsoita

un
entiertelque

p
adiviselecardinaldeG

.Ilexistealorsun
sous-groupeS

deG
decardinalégalà

p
a.

D
ém
onstration,d’aprèsW

ielandt
(1959).—

Soit
X
l’ensem

ble
des

parties
deG

decardinalp
a;on

lem
unitdel’opération

deG
partranslationsàgauche,

donnéeparg⋅A
=
gA
pourtoutepartieA

∈X
ettoutg

∈G
.SoitA

∈X
etsoit

a
∈A
;pourtoutélém

entgdu
stabilisateurG

A
deA

,on
a
ga

∈A
,etl’application

g
↦
ga
de
G
A
dans

A
estinjective.Par

suite,Card(G
A )

⩽
Card( A)

=
p
a.

Écrivons
d’autre

partque
le
cardinalde

X
estla

som
m
e
des
cardinaux

des
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Corollaire(3.8.9).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatifetsoitS

un
ensem

ble.SiA
estun

anneau
intègre,lesélém

entsinversiblesdeA[(T
s )s∈S ]sontlespolynôm

es
constantségaux

à
un
élém

entinversibledeA
.

D
ém
onstration.—

Pourtoutélém
entinversible

a
deA

,lepolynôm
econstant

de
valeura

estinversible
dansA[(T

s )s∈S ],d’inverse
le
polynôm

e
constantde

valeura
−1.

Soitfun
polynôm

einversibleetsoitg∈A[(T
s )s∈S ]son

inverse;alors
fg=

1
doncdeg(f)+

deg(g)=
deg(1)=

0,carA
estintègre.Celaentraînedeg(f)=

0,
donc

festconstant.D
eplus,leterm

econstantde
fg
estégalà

f0 g0 =
1,donc

f0
estinversibledansA

.

�
éorèm

e(3.8.10)(D
ivision

euclidienne).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatif,soit

f,g∈A[T]despolynôm
esen

uneindéterm
inéeT

àcoe�
cientdansA

.O
n
suppose

que
le
coe�

cientdom
inantde

g
estinversible

dansA
.Ilexiste

alorsun
couple

(q,r)depolynôm
es,etun

seul,telsque
f=
qg+

retdeg(r)<
deg(g).

O
n
ditquerestlerestedeladivision

euclidiennede
fparg

etqueq
estson

quotient.

D
ém
onstration.—

D
ém
ontrons

l’existence
d’un

telcouple
par

récurrence
sur
deg(f).Sideg(f)

<
deg(g),on

pose
q
=
0
et
r
=
f.Sinon,notons

m
=
deg(f),n

=
deg(g),a

lecoe�
cientdom

inantde
fetb

celuide
g;posons

h
=
f−
ab

−1T
m
−ng.Lepolynôm

e
ab

−1T
m
−ng
estdedegré

m
etson

coe�
cient

dom
inantestégalà

a
;parsuite,lepolynôm

eh
estdedegré<

n.Parrécurrence,
ilexisteun

couple(u,v)depolynôm
estelque

h
=
ug+

v
etdeg(v)<

deg(g).
O
n
aalors

f=
ab

−1T
m
−ng+

ug+
v
=
(ab

−1T
m
−n+

u)⋅g+
v;

ilsu�
tdoncdeposerq

=
ab

−1T
m
−n+

u
etr=

v.
Soit(q

′,r
′)un

coupledepolynôm
estelque

f=
q
′g+

r
′etdeg(r

′)<
deg(g).

O
n
a
alors

r
′−
r
=

(q
−
q
′)g.Siq

≠
q
′,alors

deg(q
−
q
′)

⩾
0,sibien

que
deg(r

′−
r)

=
deg(g)+

deg(q
−
q
′)
⩾
deg(g);cela

contreditl’hypothèse
que

deg(r),deg(r
′)<
deg(g).D

oncq
=
q
′etr=

r
′.

�
éorèm

e
(3.8.11)

(H
ilbert).—

Si
A
est
un
anneau

com
m
utatif

noethérien,
l’anneau

A[T]estnoethérien.
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A
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U
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D
ém
on
str
at
io
n.
—

a)
N
ot
on
s(
f m

)e
t(
g m

)l
es
co
e�
ci
en
ts
de
f
et
g.
O
n
a

f+
g
=
∑
(f
m
+
g m

)T
m
;s
im

>
m
ax

(d
eg

(f
),
de
g(
g)

),
on
a
f m

=
g m

=
0,
do
nc

f m
+
g m

=
0.
Pa
rs
ui
te
,d
eg

(f
+
g)

⩽
m
ax

(d
eg

(f
),
de
g(
g)

).
Su
pp
os
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
de
g(
f)

>
de
g(
g)
.O
n
ad
éjà
de
g(
f+
g)

⩽
de
g(
f)
.

En
ou
tre
,s
im
es
tu
n
élé
m
en
td
eN

(S
)
te
lq
ue

∣m
∣=
de
g(
f)
et
f m

≠
0,
le
m
on
ôm
e

f m
Tm
ap
pa
ra
ît
da
ns
f+
g,
ce
qu
ip
ro
uv
eq
ue
de
g(
f+
g)

⩾
∣m

∣.O
n
ad
on
cé
ga
lit
é.

b)
So
it
p
∈
N

(S
)
;p
ar
dé
�n
iti
on
,l
e
co
e�
ci
en
ts
de
T
p
da
ns
fg
es
té
ga
là

∑
m
+
n=
p
f m
g n
.P
ou
r
to
us
m
,n

∈
N

(S
)
te
ls
qu
e
m
+
n
=
p,
f m

≠
0
et
g n

≠
0,

on
a
∣m

∣⩽
de
g(
f)
et

∣n
∣⩽
de
g(
g)
.P
ar
su
ite
,s
i∣
p∣

>
de
g(
f)
+
de
g(
g)
,o
n
a

ou
bi
en

∣m
∣>
de
g(
f)
,o
u
bi
en

∣n
∣>
de
g(
g)
et
f m
g n

=
0.
C
el
a
pr
ou
ve
qu
e

de
g(
fg

)⩽
de
g(
f)
+
de
g(
g)
.

c)
Co
m
m
en
ço
ns
pa
rs
up
po
se
rq
ue
l’e
ns
em
bl
eS
es
tr
éd
ui
tà
un
se
ul
élé
m
en
te
t

no
to
ns
T
l’i
nd
ét
er
m
in
ée
.S
im
et
n
so
nt
de
se
nt
ie
rs
⩾
0
te
ls
qu
em

+n
=
de
g(
f)
+

de
g(
g)
,a
lo
rs
f m

=
0
ou
g n

=
0
àm
oi
ns
qu
el
’o
n
ai
tm

=
de
g(
f)
et
n
=
de
g(
g)
;

pa
rs
ui
te
,l
ec
oe
�
ci
en
td
eT

de
g(
f)
+
de
g(
g)
da
ns
fg
es
té
ga
là
f de
g(
f)
g d
eg

(
g)
;c
om
m
e

A
es
ti
nt
èg
re
,i
ln
’e
st
pa
sn
ul
,c
e
qu
ip
ro
uv
e
qu
e
de
g(
fg

)
=
de
g(
f)
+
de
g(
g)

da
ns
ce
ca
s.

Po
ur
dé
m
on
tr
er
le
re
ste
de
l’a
ss
er
tio
n,
on
su
pp
os
e
d’
ab
or
d
qu
e
S
es
t

un
en
se
m
bl
e
�n
i
{1
,.
..
,d

}.
A
lo
rs
,l
’is
om
or
ph
ism
e
A
[T
1,
..
.,
T d

−
1][
T d

]
≃

A
[T
1,
..
.,
T d

]
en
tr
aî
ne
,p
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
r
d,
qu
e
A
[T
1,
..
.,
T d

]
es
ti
nt
èg
re
.

Po
so
ns
m

=
de
g(
f)
et
éc
riv
on
s
f
=
∑
m i=
0
f i,
où
f i
es
tl
e
po
ly
nô
m
e
ho
m
og
èn
e

de
de
gr
é
id
é�
ni
pa
rl
a
so
m
m
e
de
sm
on
ôm
es
de
de
gr
é
ia
pp
ar
ai
ss
an
td
an
s
f.

Po
so
ns
de
m
êm
e
n
=
de
g(
g)
et
éc
riv
on
s
g
=
∑
n j=
0
g j
,o
ù
g j
es
tl
a
so
m
m
e
de
s

m
on
ôm
es
de
de
gr
é
ja
pp
ar
ai
ss
an
td
an
s
j.
O
n
a
f m

≠
0
et
g n

≠
0
;p
ui
sq
ue

l’a
nn
ea
u
A
[T
1,
..
.,
T d

]e
st
in
tè
gr
e,
on
ad
on
c
f m
g n

≠
0
et
f m
g n
es
tu
n
po
ly
nô
m
e

ho
m
og
èn
e
de
de
gr
é
m
+
n.
D
e
pl
us
,l
a
fo
rm
ul
e
fg

=
∑
m i=
0
∑
n j=
0
f ig

j
dé
m
on
tr
e

qu
e
fg

−
f m
g n
es
tu
ne
so
m
m
e
de
po
ly
nô
m
es
de
de
gr
és

<
m
+
n,
si
bi
en
qu
e

de
g(
fg
−
f m
g n

)<
m
+
n.
Pa
rs
ui
te
,d
eg

(f
g)

=
de
g(
f m
g n

)=
m
+
n.

Tr
ai
to
ns
en
�n
le
ca
sg
én
ér
al
.L
’e
ns
em
bl
eS

′
de
ss

∈S
te
ls
qu
’il
ex
ist
em

∈N
(S

)

te
lq
ue
m
s
≠
0
et
f m

≠
0
ou
g m

≠
0
es
t�
ni
.L
es
in
dé
te
rm
in
ée
sT

s,
po
ur
s∈
S′
,

so
nt
ce
lle
sq
ui
ap
pa
ra
iss
en
te
�e
ct
iv
em
en
td
an
s
fe
tg
.L
es
po
ly
nô
m
es
f,
g,
fg

ap
pa
rt
ie
nn
en
ta
in
si
àl
as
ou
s-
al
gè
br
eA

[(
T s

) s∈
S′
]d
eA

[(
T s

) s∈
S]
,e
tl
eu
rs
de
gr
és

da
ns
ce
tte
so
us
-a
lg
èb
re
co
ïn
ci
de
nt
av
ec
ce
ux
da
ns
A
[(
T s

) s∈
S]
.C
om
m
eS

′
es
t�
ni
,

la
re
lat
io
n
de
g(
fg

)=
de
g(
f)
+
de
g(
g)
es
tv
ra
ie
da
ns
l’a
lg
èb
re
A
[(
T s

) s∈
S′
],
do
nc

el
le
es
tv
ra
ie
da
ns
A
[(
T s

) s∈
S]
.E
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
fg

≠
0
si
f
≠
0
et
g
≠
0.

2.1
1.
TH
ÉO
RÈ
M
ES
D
E
SY
LO
W

63

or
bi
te
s
de
ce
tte
op
ér
at
io
n
;s
oi
tR

⊂
X
un
e
pa
rt
ie
te
lle
qu
e
to
ut
e
or
bi
te
so
it

l’o
rb
ite
d’
ex
ac
te
m
en
tu
n
élé
m
en
td
eR
.O
n
ad
on
c

Ca
rd

(X
)=

∑ A∈
R
Ca
rd

(G
⋅R

)=
∑ A∈
R(G

∶G
A
).

Po
so
ns
n
=
Ca
rd

(X
);
so
it
au
ss
ib
la
pl
us
gr
an
de
pu
iss
an
ce
de
p
qu
id
iv
ise
n,
de

so
rt
eq
ue
a
⩽
b
;p
os
on
se
n�
n
m
=
n/
pb
.L
ec
ar
di
na
ld
eX
es
té
ga
là

(n p
a)
,d
on
c

Ca
rd

(X
)=

pa
−
1

∏ i=0
n
−
i

pa
−
i.

Po
ur
i⩾
1,
no
to
ns
au
ss
ia
i
l’e
xp
os
an
td
e
p
da
ns
la
dé
co
m
po
sit
io
n
en
fa
ct
eu
rs

pr
em
ie
rs
de
ie
tm

i
=
i/
pa

i .
Si
1
⩽
i
<
pa
,o
n
a
a i

<
a,
de
so
rt
e
qu
e
n
−
i
=

pb
m
−
pa

i m
i
=
pa

i (
pb

−
a i
m
−
m
i) ,
si
bi
en
qu
e
la
pu
iss
an
ce
de
p
qu
ia
pp
ar
aî
t

au
nu
m
ér
at
eu
re
st
ég
al
e
à
b
+
∑
pa
−
1

i=
1
a i
.D
e
m
êm
e,
si
1⩽
i<
pa
,o
n
a
pa
−
1=

pa
i (
pa

−
a i
−
1)
,d
es
or
te
qu
el
ap
ui
ss
an
ce
de
p
qu
ia
pp
ar
aî
ta
u
dé
no
m
in
at
eu
re
st

ég
al
e
à
a
+
∑
pa
−
1

i=
1
a i
.C
el
a
dé
m
on
tr
e
qu
e
le
ca
rd
in
al
de
X
es
tm
ul
tip
le
de
pb

−
a

m
ai
sp
as
de
pb

+
1−
a .

Il
ex
ist
ed
on
cu
n
élé
m
en
tA

∈R
te
lq
ue

(G
∶G
A
)n
es
oi
tp
as
m
ul
tip
le
de
pb

+
1−
a .

Co
m
m
e(
G
∶G
A
)=
n/
Ca
rd

(G
A
),
ce
la
en
tra
în
eq
ue
Ca
rd

(G
A
)e
st
m
ul
tip
le
de
pa
.

Pu
isq
ue
Ca
rd

(G
A
)⩽
pa
,o
n
a
do
nc
Ca
rd

(G
A
)=
pa
,c
eq
u’
il
fa
lla
it
dé
m
on
tr
er
.

Le
m
m
e
(2
.11
.5
).
—
So
it
X
un
en
se
m
bl
e
�n
i,
so
it
p
un
no
m
br
e
pr
em
ie
r
et
so
it

P
un
p-
gr
ou
pe
�n
io
pé
ra
nt
da
ns
X
;s
oi
tX

P
l’e
ns
em
bl
e
de
sp
oi
nt
s�
xe
s.
O
n
a

Ca
rd

(X
)≡
Ca
rd

(X
P )

(m
od
p)
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
L’
or
bi
te
d’
un
élé
m
en
td
eX

P
es
tr
éd
ui
te
àc
et
élé
m
en
t.
In
ve
r-

se
m
en
t,
so
it
x
∈X

XP
;l
ec
ar
di
na
ld
el
’o
rb
ite
de
x
di
vi
se
ce
lu
id
eG
do
nc
es
t

un
ep
ui
ss
an
ce
de
p;
si
ce
ca
rd
in
al
n’
es
tp
as
ég
al
à1
,c
’e
st
un
m
ul
tip
le
de
p.
So
it

en
�n
R
un
ep
ar
tie
de
X
te
lle
qu
et
ou
te
or
bi
te
co
nt
ie
nn
eu
n
él
ém
en
td
eR
et
un

se
ul
;o
n
a

Ca
rd

(X
)=

∑ x∈R
Ca
rd

(P
⋅x

)=
∑ x∈
XP
1+

∑
x∈
R
XP
Ca
rd

(P
⋅x

)≡
Ca
rd

(X
P )

(m
od
p)
,

co
m
m
ei
lf
al
la
it
dé
m
on
tre
r.

Pr
op
os
iti
on
(2
.11
.6
).
—
So
it
G
un
gr
ou
pe
�n
i,
so
it
p
un
no
m
br
ep
re
m
ier
,s
oi
tS
un

p-
so
us
-g
ro
up
ed
eS
yl
ow
de
G
.P
ou
rt
ou
ts
ou
s-g
ro
up
eP
de
G
qu
ie
st
un
p-
gr
ou
pe
,

il
ex
ist
eu
n
élé
m
en
tg

∈G
te
lq
ue
P
⊂
gS
g−
1 .
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PES

D
ém
onstration.—

SoitX
=
G/S

l’ensem
bledesclassesàdroitedeG

m
odulo

S;
faisons

agir
P
sur
X
par
translations

à
gauche.O

n
a
Card(X)

≡
Card(X

P)
(m
od
p).Par

dé�nition
d’un

p-sous-groupe
de
Sylow,Card(X)

=
(G

∶
S)

n’estpasm
ultiple

de
p;parsuite,Card(X

P)
n’estpasm

ultiple
de
p
etesten

particuliernon
vide!Soitx

∈
X
P
etsoitg

∈
G
telque

x
=
gS.Pourtouth

∈
P,

on
a
h
⋅x

=
hgS=

gS;en
particulier,hg∈

gS,c’est-à-dire
h
∈
gSg

−1.O
n
adonc

dém
ontréqueP

⊂
gSg

−1.

Rem
arque(2.11.7).—

SoitG
un
groupeetsoitA

,B
dessous-groupesdeG

;soit
g∈G

.Leraisonnem
entfaitdanslapreuveprécédentesegénéraliseainsi:Pour

queA
soitcontenu

danslesous-groupe
gBg

−1deG
,conjuguédeB,ilfautetil

su�
tque

gB
soit�xépartoutélém

entdeA
opérantsurG/B

partranslationsà
gauche.

Corollaire(2.11.8).—
SoitG

un
groupe�nietsoitp

un
nom

breprem
ier.D

eux
p-sous-groupesdeSylow

deG
sontconjugués.

D
ém
onstration.—

SoitP,S
desp-sous-groupesdeSylow

deG
.D
’aprèslapro-

position
2.11.6,ilexiste

g∈G
telqueP

⊂
gSg

−1;com
m
eCard(P)=

Card(S)=
Card(gSg

−1),on
adoncP

=
gSg

−1=
g⋅S.

�
éorèm

e(2.11.9).—
SoitG

un
groupe�nietsoitp

un
nom

breprem
ier;notons

a
la
plusgrandepuissancede

p
quidiviseCard(G

)etposonsm
=
Card(G

)/p
a.

Lecardinaldel’ensem
bledesp-sous-groupesdeSylow

deG
divisem

etestcongru
à
1m
odulo

p.

D
ém
onstration.—

SoitΣ
l’ensem

bledesp-sous-groupesdeSylow
deG

,c’est-
à-diredessous-groupesdeG

decardinalp
a.Ildécouledelaproposition

2.11.4
que

Σ
n’estpasvide.PourtoutS

∈
Σ
ettoutg

∈
G
,gSg

−1estl’im
age
de
S
par

l’autom
orphism

eintérieurInt(g),doncestun
p-sous-groupedeSylow

deG
.

Cetteform
ulem

unitainsiΣ
d’uneopération

deG
.SoitSetP

desp-sous-groupes
de
Sylow

de
G
.D
’aprèsle

corollaire
2.11.8,les

p-sous-groupesde
Sylow

de
G

sontconjugués.A
insi,l’opération

deG
surΣ

esttransitive.
Le�xateurdeS

pourcetteaction
estl’ensem

bledesg∈G
telsque

gSg
−1=

S;
c’estlenorm

alisateurN
G (S)deS

dansG
.O
n
adoncCard(Σ)=

(G
∶N

G (S))=
Card(G)/Card(N

G (S)).Com
m
eN

G (S)estun
sous-groupedeG

quicontientS,
(G

∶N
G (S))divise(G

∶S);ainsi,Card(Σ)divisem
.

3.8.PO
LYN

Ô
M
ES

101

b
m
1

1
...b

m
n

n
=
b
m.Plusgénéralem

ent,pourtoutf∈A[T
1 ,...,T

n ],decoe�
cients

(fm ),on
a

ev
b (f)=

ev
b (∑m

fm T
m)=

∑m
fm b

m.

O
n
noteaussif(b)cetélém

ent.

Exem
ple(3.8.7).—

a)
Soitf∈A[T]etsoita

∈A
.Pourque

f(a)=
0,ilfaut

etilsu�
tqueT

−
a
divise

f.
En
e�et,écrivons

f=
(T

−
a)q+

rladivision
euclidiennede

fparT
−
a.Pour

queT−
a
divise

f,ilfautetilsu�
tquer=

0.Lepolynôm
erestdedegré<

1,donc
constant,devaleurr(a).D

’autrepart,on
a
f(a)=

(0−
a)q(a)+

r(a)=
r(a).

b)
SoitK

un
corps

com
m
utatifetsoitV

un
K
-espace

vectoriel;soitu
∈

End
K (V).Ilexiste

ainsiun
unique

hom
om
orphism

e
de
la
K
-algèbre

K[T]
dansEnd

K (V)quiappliqueT
suru.C

’estledébutdelathéoriedespolynôm
es

d’endom
orphism

es.

3.8.7.1.
D
egré.—

SoitA
un
anneau

com
m
utatifetsoitS

un
ensem

ble;pour
toutm

∈
N

(S),notons∣m
∣=
∑
m
s .Pour

f=
∑
fm T

m
∈A[(T

s )s∈S ],on
posealors

deg(f)=
sup
m
∈M
fm
≠0 ∣m

∣.

C
ettebornesupérieureestprisedansZ

;on
adoncdeg(0)=

∞
.

O
n
ditqu’un

m
onôm

e
fm T

m
apparaissantdansfestdedegré∣m

∣,desorteque
deg(f)estlabornesupérieuredesdegrésdesm

onôm
esapparaissantdans

f.La
som
m
e
f
′=
∑

∣m
∣=deg(f) fm T

m
desm

onôm
esdedegrém

axim
al(égalàdeg(f))

estleterm
edom

inantde
f.Sitouslesm

onôm
esapparaissantdans

fontm
êm
e

degré,on
ditque

festhom
ogène.

Lecoe�
cientf0 deT

0estappeléleterm
econstantde

f.O
n
ditqu’un

poly-
nôm

e
estconstants’ilestde

degré⩽
0,c’est-à-dire

sif
=
f0 .Lespolynôm

es
constantsform

entunesous-algèbredeA[(T
s )s∈S ]quis’identi�eàl’anneau

A
.

Proposition
(3.8.8).—

SoitA
un
anneau

com
m
utatifetsoitf,g∈A[(T

s )s∈S ].
a)
O
n
adeg(f+

g)⩽
m
ax(deg(f),deg(g));sideg(f)≠

deg(g),on
adeg(f+

g)=
m
ax(deg(f),deg(g)).

b)
O
n
a
deg(fg)⩽

deg(f)+
deg(g).

c)
Supposonsquel’anneau

A
soitintègre.Alorsl’anneau

A[(T
s )s∈S ] estintègre

etl’on
a
deg(fg)=

deg(f)+
deg(g).
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In
ve
rs
em
en
t,
co
m
m
e
le
s
b s
co
m
m
ut
en
td
eu
x
à
de
ux
,l
’a
pp
lic
at
io
n
m
↦

∏
s∈
S
bm

s
s
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
eM

da
ns
le
m
on
oï
de
m
ul
tip
lic
at
if
de
B,
qu
i,
po
ur

to
ut
s
∈
S,
ap
pl
iq
ue

ε s
su
rb

s.
D
’a
pr
ès
la
pr
op
rié
té
un
iv
er
se
lle
de
l’a
lg
èb
re
du

m
on
oï
de
M
,i
le
xi
st
e
un
m
or
ph
ism
e
de
A
-a
lg
èb
re
s
de
A

(M
)
da
ns
B,
no
to
ns
-

le
φ,
te
lq
ue

φ(
Tm

)
=
∏
s∈
S
bm

s
s
po
ur
to
ut
m

=
(m

s)
∈
N

(S
) .
En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
le

m
or
ph
ism
eφ
ap
pl
iq
ue
T s

=
Tε

s
su
rb
s.

Co
ro
lla
ire
(3
.8
.5
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if,
so
it
S
un
en
se
m
bl
e,
so
it
S′

un
ep
ar
tie
de
S
et
so
it
S′
′
=
S
S′
so
n
co
m
pl
ém
en
ta
ire
.I
le
xi
ste
un
un
iq
ue
ho
m
o-

m
or
ph
ism
ed
eA
-a
lgè
br
es
de
A
[(
T s

) s∈
S]
su
rA

[(
X s

) s∈
S′
][
(Y
s)
s∈
S′
′ ]
qu
ia
pp
liq
ue
T s

su
rX

s
si
s∈
S′
et
su
rY

s
si
s∈
S′
′ .
C’
es
tu
n
iso
m
or
ph
ism
e.

O
n
ae
n
pa
rt
ic
ul
ie
ru
n
iso
m
or
ph
ism
e

A
[T
1,
..
.,
T n

]≃
A
[T
1,
..
.,
T n

−
1][
T n

].

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Po
ur
ab
ré
ge
r
le
s
no
ta
tio
ns
,o
n
ab
rè
ge

(T
s)
s∈
S,

(X
s)
s∈
S′
et

(Y
s)
s∈
S′
′
en
T,
X
et
Y.
L’
ex
ist
en
ce
et
l’u
ni
cit
éd
’u
n
te
lh
om
om
or
ph
ism
ed
eA

[T
]

da
ns
A
[X

][
Y]
ré
su
lte
de
la
pr
op
rié
té
un
iv
er
se
lle
;n
ot
on
s-
le
f.
So
it
g 1
∶A

[X
]→

A
[T

]l
’u
ni
qu
eh
om
om
or
ph
ism
ed
eA
-a
lg
èb
re
sq
ui
ap
pl
iq
ue
X s
su
rT

s,
po
ur
to
ut

s∈
S′
.I
lp
er
m
et
de
co
ns
id
ér
er
l’a
nn
ea
u
A
[T

]c
om
m
eu
ne
A
[X

]-
al
gè
br
e.
Il
ex
ist
e

al
or
su
n
un
iq
ue
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eA

[X
]-
al
gè
br
es
,g

∶A
[X

][
Y]
→
A
[T

],
qu
i

ap
pl
iq
ue
Y s
su
rT

s,
po
ur
to
ut
s∈
S′
′ .

A
lo
rs
,f
○g
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eA
-a
lg
èb
re
st
el
qu
e
f○
g(
X s

)=
f(
T s

)=
X s
po
ur
to
ut
s∈
S′
.E
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
la
re
str
ic
tio
n
de
f○
g
àl
as
ou
s-
al
gè
br
eA

[X
]

es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eA
-a
lg
èb
re
sq
ui
ap
pl
iq
ue
X s
su
rX

s,
po
ur
to
ut
s∈
S′
;

c’
es
td
on
cl
’id
en
tit
é.
Pa
rs
ui
te
,f

○g
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eA

[X
]-
al
gè
br
es
;

co
m
m
ei
lv
ér
i�
e
f○
g(
Y s

)=
f(
T s

)=
Y s
po
ur
to
ut
s∈
S′
′ ,
c’
es
tl
’id
en
tit
é.

In
ve
rs
em
en
t,
g○
fe
st
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eA
-a
lg
èb
re
sd
eA

[T
]d
an
se
lle
-

m
êm
e;
po
ur
to
ut
s
∈
S,
on
a
g
○
f(
T s

)
=
g(
X s

)
=
T s
si
s
∈
S′
,e
tg

○
f(
T s

)
=

g(
Y s

)=
T s
si
s∈
S′
′ ,
si
bi
en
qu
e
g○
fe
st
l’i
de
nt
ité
.

C
el
ad
ém
on
tre
qu
e
fe
st
un
iso
m
or
ph
ism
e.

3.
8.
6.
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if,
so
it
B
un
eA
-a
lg
èb
re
co
m
m
ut
at
iv
ee
t

so
it
b
∈B

n .
Il
ex
ist
eu
n
un
iq
ue
m
or
ph
ism
ed
eA
-a
lg
èb
re
se
v a
de
A
[T
1,
..
.,
T n

]
da
ns
B
qu
ia
pp
liq
ue
T i
su
rb
i
po
ur
to
ut
i∈

{1
,.
..
,n

}.
O
n
l’a
pp
el
le
m
or
ph
ism
e

d’
év
alu
at
io
n
en
a.
Po
ur
to
ut
m
∈N

m
,o
n
ae
v b

(T
m
)=
ev
b(
T 1

)m
1
..
.e
v b

(T
n)
m
n
=

2.1
2.
EX
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S
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Re
st
re
ig
no
ns
au
so
us
-g
ro
up
e
S
l’o
pé
ra
tio
n
de
G
da
ns
Σ.
C
om
m
e
S
es
tu
n

p-
gr
ou
pe
,o
n
a
Ca
rd

(Σ
)
≡
Ca
rd

(Σ
S )

(m
od
p)
,o
ù
ΣS
es
tl
’e
ns
em
bl
e
de
s
p-

so
us
-g
ro
up
es
de
Sy
lo
w
P
qu
is
on
t�
xé
sp
ar
S,
c’
es
t-à
-d
ire
te
ls
qu
e
S
⊂
N
G
(P

).
D
an
s
ce
ca
s,
P
et
S
so
nt
de
ux
p-
so
us
-g
ro
up
es
de
Sy
lo
w
de
N
G
(P

);
il
ex
ist
e

do
nc
g
∈
N
G
(P

)t
el
qu
e
S
=
gP
g−
1 ,
d’
où
S
=
P
!C
el
a
pr
ou
ve
qu
e
ΣS

=
{S

}
et

Ca
rd

(Σ
)≡
1
(m
od
p)
.

2.
12
.
Ex
er
ci
ce
s

Ex
er
cic
e
(2
.12
.1)
.—

So
it
A
un
gr
ou
pe
co
m
m
ut
at
if
et
so
it
a
un
él
ém
en
td
e
A

d’
or
dr
e�
ni
n.
Po
ur
to
ut
en
tie
rm
,d
ém
on
tre
rq
ue
am
es
td
’o
rd
re
�n
ie
tc
al
cu
ler

so
n
or
dr
e.

Ex
er
cic
e
(2
.12
.2
).
—
So
it
A
un
gr
ou
pe
�n
io
pé
ra
nt
da
ns
un
en
se
m
bl
e
�n
iX
.

Po
ur
to
ut
a
∈
A
,o
n
po
se
X
a
=

{x
∈
X
;a

⋅x
=
x}
(e
ns
em
bl
e
de
sp
oi
nt
s�
xe
s

de
a)
.

a)
En
co
m
pt
an
td
ed
eu
x
fa
ço
ns
l’e
ns
em
bl
ed
es
co
up
les

(a
,x

)∈
A
×
X
te
ls
qu
e

a
⋅x

=
x,
dé
m
on
tre
rq
ue
l’o
n
a

∑ a∈A
Ca
rd

(X
a )

=
∑ x∈X
Ca
rd

(A
x)
.

b)
En
dé
du
ire
la
«f
or
m
ul
ed
eB
ur
ns
id
e»

(6
)
:

Ca
rd

(X
/A

)=
1

Ca
rd

(A
)∑ a

∈A
Ca
rd

(X
a )
.

c)
So
it
n
et
q
de
ux
en
tie
rs
.O
n
s’i
nt
ér
es
se
àd
es
co
lli
er
sd
e
n
pe
rle
sp
ou
rl
es
-

qu
ell
es
on
di
sp
os
ed
eq
m
od
èle
s.
Co
m
bi
en
ya
-t-
il
de
co
lli
er
sp
os
sib
les
lo
rs
qu
’o
n

id
en
ti�
ed
eu
x
co
lli
er
sq
ui
se
dé
du
ise
nt
l’u
n
de
l’a
ut
re
pa
ru
ne
ro
ta
tio
n
?

d)
O
n
su
pp
os
eq
ue
A
op
èr
et
ra
ns
iti
ve
m
en
td
an
sX
.D
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
eu
n

élé
m
en
ta

∈A
te
lq
ue
a
⋅x

≠
x
po
ur
to
ut
x.

(7
)

Ex
er
cic
e(
2.
12
.3
).
—
So
it
A
un
gr
ou
pe
.

a)
O
n
su
pp
os
eq
ue
A
/Z

(A
)e
st
m
on
og
èn
e;
dé
m
on
tre
rq
ue
A
es
tc
om
m
ut
at
if.

(
6)
At
tri
bu
ée
àF

ro
be
ni
us
(18
87
)p
ar
Bu

rn
si
de
(18
97
),
ce
tte
fo
rm
ul
eé
ta
it
dé
jà
co
nn
ue
de
Ca

uc
hy
(18
45
).

(
7)
C
’e
st
un
th
éo
rè
m
ed
eC
.J
or

da
n
(1
87
2)
.
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b)O
n
supposedanslasuitequeA

est�ni.Soitn
son
cardinaletclenom

bre
declassesdeconjugaisonsdeA

.Soitp
la
probabilitéquedeux

élém
entsdeA

com
m
utent(cardinaldel’ensem

bledescouples(a,b)telsque
ab

=
ba,divisé

parn
2).D

ém
ontrerque

p
=
c/n.

c)O
n
supposequeA

n’estpascom
m
utatif;dém

ontrerque
p
⩽
5/8.

Exercice
(2.12.4).—

Soitp
un
nom

bre
prem

ieretsoitA
un
groupe

�ni,non
réduità{e},dontlecardinalestunepuissancede

p.
a)D

ém
ontrerquelecentredeA

n’estpastrivial.

b)SoitK
un
corps�nidecaractéristique

p,soitV
un
K
-espacevectorielde

dim
ension

�nieetsoitρ
unereprésentation

linéairedeA
dansV

,c’est-à-dire
un
hom

om
orphism

edegroupesdeA
dansnG

L(V).D
ém
ontrerqu’ilexisteun

vecteurnon
nulv

∈V
telque

ρ(a)⋅v
=
v
pourtouta

∈A
.

c)(suite)D
ém
ontrerqu’ilexisteunebasedeV

tellequepourtouta
∈A
,la

m
atricedeρ(a)danscettebasesoittriangulairesupérieure,àdiagonaleform

ée
de1.

Exercice(2.12.5).—
O
n
reprend

lesnotationsdel’exem
ple2.3.7.Pourchacun

destroisensem
blesgénérateurs,trouverun

entierN
,sipossible

m
inim

al,tel
que
toutélém

entsoitun
produitd’au

plusN
élém

entsparm
ilesgénérateurs

donnésetleursinverses.Q
uelsélém

entsde
S
n atteignentcetteborne?

Exercice
(2.12.6).—

Soit
a
et
b
des
élem

ents
de

{1,...,n};pour
que

le
n-

cycle(1
...
n)
etla

transposition
(a
b)
engendrent

S
n ,ilfautetilsu�

tque
pgcd(n,b−

a)=
1.

Exercice
(2.12.7).—

Siun
ensem

ble
S
de
transpositions

engendre
S
n ,on

a
Card(S)⩾

n
−
1.

Exercice
(2.12.8).—

SoitA
un
groupe

etsoitB
un
sous-groupe.D

ém
ontrer

que
B
estun

sous-groupe
distingué

de
A
sietseulem

enttoute
classe

à
droite

m
odulo

B
estuneclasseàgauchem

odulo
B.

Exercice(2.12.9).—
SoitA

un
groupe.O

n
appellesous-groupem

axim
aldeA

un
sous-groupe

B
telque

B
≠
A
ettelque

pour
toutsous-groupe

C
telque

B
⊂
C
⊂
A
,on

aitC
=
B
ou
C
=
A
.
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fonction
f∈A

(M
)s’écrit-elle

f=
∑m
∈M
f(m

)δ
m
=
∑m
∈M
f(m

)T
m.

O
n
ditque

f(m
)T
m
estlem

onôm
ededegrém

de
fetque

f(m
)estson

coe�
-

cientdedegré
m
.En

pratique,on
noteplutôtlescoe�

cientsen
indice,c’est-à-

direqu’on
écrit

f=
∑m
∈M
fm T

m.

D
é�nition

(3.8.2).—
La
A
-algèbre

A
(M

)estappelé
algèbre

des
polynôm

es
à

coe�
cientsdansA

etd’indéterm
inées(T

s )s∈S ;on
la
noteA[(T

s )s∈S ].

3.8.3.
—
Lecasleplusim

portantpourlesapplicationsestceluid’un
ensem

bleS
�ni;soitn

son
cardinal—

le
casoù

n
=
1sera

d’ailleursprim
ordial.Le

m
o-

noïde
M

=
N
n
estl’ensem

ble
dessuites(m

1 ,...,m
, n)
de
n
entiers

naturels,
m
unidel’addition

;lesindéterm
inéessontnotéesT

1 ,...,T
n etl’anneau

estnoté
A[T

1 ,...,T
n ].Lorsquecasoù

n
estpetit,on

noteparfoislesindéterm
inéesde

lettresdistinctes:T,X
,Y,Z,...—

on
parle

ainside
l’anneau

despolynôm
es

A[T]en
uneindéterm

inéeT,ou
del’anneau

despolynôm
esA[X]en

uneindé-
term

inéeX,ou
del’anneau

A[X,Y]despolynôm
esen

deux
indéterm

inéesX,Y,
ou
del’anneau

A[X
,Y,Z]despolynôm

esen
troisindéterm

inéesX
,Y,Z.

Proposition
(3.8.4)(Propriétéuniverselledesalgèbresdepolynôm

es)
SoitA

un
anneau

com
m
utatif,soitSun

ensem
bleetsoitA[(T

s )s∈S ]l’anneau
des

polynôm
esà

coe�
cientsdansA

età
indéterm

inéesdansS.PourtouteA
-algèbre

(com
m
utative

ou
non)ettoute

fam
ille(b

s )s∈S d’élém
entsde

B
quicom

m
utent

deux
à
deux,ilexisteun

uniquem
orphism

edeA
-algèbresφ

∶A[(T
s )]s∈S telque

φ(T
s )=

b
s pourtouts∈S.

D
ém
onstration.—

Siφ
estun

m
orphism

evéri�antlespropriétésdem
andées,

on
a

φ(T
m)=

φ (∏s∈S T
m
s

s
)=

∏s∈S φ(T
s ) m

s=
∏s∈S b

m
s

s
.

Par
suite,

pour
tout

polynôm
e
P,
de
coe�

cients
(cm )m

∈N
(S) ,
on
a
P

=
∑
m
∈N
(S) cm T

m,donc

φ(P)=
φ (

∑m
∈N
(S) cm T

m)=
∑m
∈N
(S) cm φ(T

m)=
∑m
∈N
(S) cm

∏s∈S b
m
s

s
.

C
elaprouvequ’ilexisteau

plusun
telm

orphism
ed’algèbres.
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Pr
op
os
iti
on
(3
.7.
10
).
—
So
tA
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
in
tèg
re
,s
oi
tK
l’a
nn
ea
u
to
ta
l

de
sf
ra
ct
io
ns
de
A
et
so
it
j∶
A
→
K
l’h
om
om
or
ph
ism
ec
an
on
iq
ue
.A
lo
rs
K
es
tu
n

co
rp
sc
om
m
ut
at
if
et
je
st
un
ho
m
om
or
ph
ism
ei
nj
ec
tif
.D
ep
lu
s,
po
ur
to
ut
co
rp
sE
et

to
ut
ho
m
om
or
ph
ism
ei
nj
ec
tif
fd
eA
da
ns
E,
il
ex
ist
eu
n
un
iq
ue
ho
m
om
or
ph
ism
e

φ
∶K
→
E
te
lq
ue
f
=

φ
○
j.

En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
ji
nd
ui
tu
n
iso
m
or
ph
ism
e
de
A
un
so
us
-a
nn
ea
u
j(A

)d
e
K

et
K
es
tl
e
co
rp
se
ng
en
dr
é
pa
r
j(A

).
En
pr
at
iq
ue
,o
n
id
en
ti�
e
l’a
nn
ea
u
A
au

so
us
-a
nn
ea
u
j(A

)d
eK
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Il
ré
su
lte
du
lem
m
e3
.7.
9q
ue
l’h
om
om
or
ph
ism
e
je
st
in
je
ct
if.

D
ém
on
tro
ns
qu
eK
es
tu
n
co
rp
sc
om
m
ut
at
if.
Co
m
m
eA
es
ti
nt
èg
re
,o
n
a1
A
≠
0 A

da
ns
A
,d
on
c
1 K

=
j(1
A
)≠
j(0

A
)=
0 K
;c
el
a
dé
m
on
tr
e
qu
e
K
≠
{0

}.
So
it
x
un

élé
m
en
tn
on
nu
ld
eK
;s
oi
ta

∈A
et
b
∈A

{0
}t
els
qu
ex

=
a/
b
;a
lo
rs
a
≠
0
et

la
fr
ac
tio
n
b/
a
es
tl
’in
ve
rs
ed
ex
.A
in
si,
K
es
tu
n
co
rp
sc
om
m
ut
at
if.

D
ém
on
tr
on
s
en
�n
la
pr
op
rié
té
un
iv
er
se
lle
.S
oi
t
f∶
A
→
E
un
ho
m
om
or
-

ph
ism
e
in
je
ct
if
de
A
da
ns
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
E.
Pu
isq
ue
f
es
ti
nj
ec
tif
,t
ou
t

él
ém
en
td
e
A

{0
}
a
po
ur
im
ag
e
un
él
ém
en
tn
on
nu
l,
do
nc
in
ve
rs
ib
le
,d
e
E.

Il
ré
su
lte
de
la
pr
op
rié
té
un
iv
er
se
lle
de
sa
nn
ea
ux
de
fr
ac
tio
ns
qu
’il
ex
ist
e
un

un
iq
ue
ho
m
om
or
ph
ism
ed
ec
or
ps
de
K
da
ns
E
te
lq
ue
f
=

φ
○
j.

3.
8.
Po
ly
nô
m
es

3.
8.
1.
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if.
So
it
S
un
en
se
m
bl
e
et
pr
en
on
sp
ou
r

m
on
oï
de
l’e
ns
em
bl
eM

=
N

(S
)
de
sa
pp
lic
at
io
ns
de
S
da
ns
N
às
up
po
rt
�n
i,
m
un
i

de
l’a
dd
iti
on
;i
le
st
co
m
m
ut
at
if.

L’
an
ne
au
A

(M
)
es
td
on
cu
ne
A
-a
lg
èb
re
as
so
ci
at
iv
e.
So
n
él
ém
en
tu
ni
té
es
tl
a

fo
nc
tio
n

δ 0
qu
ia
pp
liq
ue
0
su
r1
et
to
ut
élé
m
en
tn
on
nu
ld
eM

su
r0
.C
om
m
eM

es
tc
om
m
ut
at
if,
l’a
nn
ea
u
A

(M
)
es
tc
om
m
ut
at
if.

Po
ur
s∈
S,
no
to
ns

ε s
l’é
lé
m
en
td
e
N

(S
)
do
nt
le
te
rm
e
d’
in
di
ce
se
st
ég
al
à
1

et
do
nt
to
us
le
sa
ut
re
st
er
m
es
so
nt
nu
ls.
N
ot
on
T s
l’é
lé
m
en
tδ

ε s
de
A

(M
)
;o
n
di
t

qu
ec
’e
st
l’i
nd
ét
er
m
in
ée
d’
in
di
ce
s.
So
it
m
=
(m

s)
s∈
S
un
él
ém
en
td
eN

(S
)
;o
n
a

m
=
∑
s∈
S
m
sε
s
(c
ep
eu
tê
tre
un
es
om
m
ei
n�
ni
e,
m
ai
ss
eu
lem
en
tu
n
no
m
br
e�
ni

de
te
rm
es
en
so
nt
no
n
nu
ls)
de
so
rte
qu
eδ

m
=
∏
s∈
S
Tm

s
s
(c
ep
eu
tê
tre
un
pr
od
ui
t

in
�n
i,
m
ai
ss
eu
le
m
en
tu
n
no
m
br
e�
ni
de
fa
ct
eu
rs
en
so
nt
di
�é
re
nt
de
1)
.P
ou
r

m
=
(m

s)
∈N

(S
) ,
no
to
ns
Tm
l’é
lém
en
tδ
m
,d
es
or
te
qu
eT

m
=
∏
s∈
S
Tm

s
s
.A
in
si,
la
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a)
So
it

B
un
en
se
m
bl
e
no
n
vi
de
de
so
us
-g
ro
up
es
de
A
qu
ie
st
to
ta
le
m
en
t

or
do
nn
ép
ou
rl
’in
clu
sio
n
(c
’e
st
-à
-d
ire
qu
es
iB
et
B′
ap
pa
rt
ie
nn
en
tà

B
,a
lo
rs

B
⊂
B′
ou
B′

⊂
B)
.D
ém
on
tr
er
qu
e
la
ré
un
io
n
de
sé
lé
m
en
ts
de

B
es
tu
n
so
us
-

gr
ou
pe
de
A
.

b)
O
n
su
pp
os
e
qu
e
A
po
ss
èd
e
un
e
pa
rt
ie
gé
né
ra
tr
ic
e
�n
ie
.D
ém
on
tr
er
qu
e

to
ut
so
us
-g
ro
up
ed
eA
di
sti
nc
td
eA
es
tc
on
te
nu
da
ns
un
so
us
-g
ro
up
em
ax
im
al
.

(U
til
ise
rl
et
hé
or
èm
ed
eZ
or
n.
)

c)
Re
pr
en
dr
el
aq
ue
sti
on
pr
éc
éd
en
te
en
re
m
pl
aç
an
t«
so
us
-g
ro
up
em
ax
im
al
»

pa
r«
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
ém
ax
im
al
»,
re
sp
.«
so
us
-g
ro
up
ec
ar
ac
té
ris
tiq
ue
m
ax
i-

m
al
».

d)
D
ém
on
tre
rq
ue
le
gr
ou
pe
ad
di
tif
Q
ne
po
ss
èd
ep
as
de
so
us
-g
ro
up
em
ax
im
al
.

Ex
er
cic
e
(2
.12
.10
)
(F
ra
tti
ni
–N
eu
m
an
n)
.—

So
it
G
un
gr
ou
pe
.O
n
di
tq
u’
un

él
ém
en
t
g
∈
G
es
tn
on
-g
én
ér
at
eu
r
si
po
ur
to
ut
e
pa
rt
ie
S
de
G
qu
in
’e
st
pa
s

gé
né
ra
tri
ce
,S
∪{
g}
n’
es
tp
as
gé
né
ra
tri
ce
.O
n
no
te
Φ
(G

)l
’en
se
m
bl
ed
es
élé
m
en
ts

no
n-
gé
né
ra
te
ur
sd
eG
(s
ou
s-g
ro
up
ed
eF
ra
tti
ni
).

a)
D
ém
on
tre
rq
ue
Φ
(G

)e
st
un
so
us
-g
ro
up
ec
ar
ac
té
ris
tiq
ue
de
G
.

b)
So
it
g
un
élé
m
en
td
eG
.D
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
eu
n
so
us
-g
ro
up
eA
de
G
qu
i

es
tm
ax
im
al
pa
rm
il
’en
se
m
bl
ed
es
so
us
-g
ro
up
es
de
G
qu
in
ec
on
tie
nn
en
tp
as
g.

(U
til
ise
rl
et
hé
or
èm
ed
eZ
or
n.
)

c)
D
ém
on
tr
er
qu
e
Φ
(G

)e
st
l’i
nt
er
se
ct
io
n
de
l’e
ns
em
bl
e
de
ss
ou
s-
gr
ou
pe
s

m
ax
im
au
x
de
G
.(8

)

Ex
er
cic
e(
2.
12
.11
)(
Le
m
m
ed
eZ
as
se
nh
au
s)
.—

So
it
G
un
gr
ou
pe
,s
oi
tA
,B
de
s

so
us
-g
ro
up
es
de
G
.S
oi
tA

′
un
so
us
-g
ro
up
e
di
st
in
gu
é
de
A
et
so
it
B′
un
so
us
-

gr
ou
pe
di
sti
ng
ué
de
B.

a)
D
ém
on
tre
rq
ue
A
′
⋅(
A
∩
B)
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
eG
et
qu
eA

′
⋅(
A
∩
B′
)e
n

es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
é.

b)
D
ém
on
tre
rd
em
êm
eq
ue

(A
∩B

)⋅B
′
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
eG
do
nt

(A
′ ∩
B)
⋅B
′

es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
é.

c)
D
ém
on
tre
rq
ue

(A
′
∩
B)

⋅(
A
∩
B′

)e
st
un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eA

∩
B.

(
8)
C
er
és
ul
ta
te
st
dû
àG
.F
ra

tt
in
i(
18
85
)l
or
sq
ue
G
es
t�
ni
,e
tà
B.
H
.N

eu
m
an

n
(1
93
7)
en
gé
né
ra
l.
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d)D
ém
ontrerquelestroisgroupesquotients

(A
′⋅(A

∩
B))/(A

′⋅(A
∩
B
′)),

((A
∩
B)⋅B

′)/((A
′∩
B)⋅B

′),
(A

∩
B)/((A

′∩
B)⋅(A

∩
B
′))

sontisom
orphes.

Exercice(2.12.12)(Jordan-H
ölder).—

SoitA
un
groupe.O

n
ditqu’une

suite
(A
0 ,...,A

n )
de
sous-groupesde

A
estune

suite
de
com
position

siA
0
=

{e},
A
n =
A
etsiA

i−1 estun
sous-groupe

distingué
de
A
i pourtouti∈{1,...,n};

L’entiern
estappelésalongueur.

a)Soit(A
0 ,...,A

n )unesuitedecom
position

deA
.D
ém
ontrerquelespro-

priétéssuivantessontéquivalentes:
(i)
Pourtouti∈{1,...,n},legroupequotientA

i /A
i−1 estsim

ple;
(ii)
Pourtouti∈{1,...,n},A

i−1 estun
sous-groupedistinguém

axim
aldeA

i ;
(iii)

Iln’existepasdesuitedecom
position

(B
0 ,..., B

m ) deA
etd’application

f∶{0,...,n}
→

{0,...,m
}
tellequeA

i =
B
f(i) pourtouti.

Siellessontvéri�ées,on
ditque

la
suite(A

0 ,..., A
n )
estune

suitedeJordan-
H
ölder.
b)O

n
supposequeA

est�ni.D
ém
ontrerqu’ilpossèdeunesuitedeJordan-

H
ölder.
c)Soitn

un
entier;décriretouteslessuitesdeJordan-H

ölderdu
groupeZ/nZ.

d)Soit(A
0 ,...,A

n )
et(B

0 ,...,B
m )
dessuitesde

Jordan-H
ölderde

A
.O
n

pose
f(0)=

0
;pouri∈{1,...,n},soitf(i)lepluspetitentier

jtelqueA
i−1 ⋅

( A
i ∩
B
j )=

A
i .D
ém
ontrerque

festunebijection
de{0,...,n}

sur{0,...,m
}

(en
particulier,n

=
m
)etque

pourtouti∈
{1,...,n},lesgroupesA

i /A
i−1 et

B
f(i) /B

f(i)−1 sontisom
orphes.

Exercice(2.12.13).—
SoitQ

legroupequaternioniqued’ordre8.
a)D

ém
ontrerquetoutsous-groupedeQ

estdistingué,bien
quecegroupene

soitpascom
m
utatif.

b)Q
uelssontlessous-groupescaractéristiquesdeQ

?

Exercice(2.12.14).—
Identi�erlesgroupesengendréspargénérateursetrela-

tionssuivants:⟨x
∣x
n⟩(pourn

∈
N
);⟨x,y∣xyx

−1y
−1⟩;⟨i,j∣jiji −1,ijij −1⟩.
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D
em
êm
e,

φ ( as
⋅ bt )=

φ ( abst )

=
f(ab)f(st)

−1=
f(a)f(s)

−1⋅f(b)f(t)
−1

=
φ ( as )⋅φ ( bt ).

Celaprouvequeφ
estun

hom
om
orphism

ed’anneaux
etconclutlapreuvedela

proposition.

Rem
arque(3.7.7).—

a)
Ladé�nition

delarelation
d’équivalencesem

blecom
-

pliquée;néanm
oins,ladé�nition

naïvequipostulerait(a,s)∼
(b,t)sietseule-

m
entsiat=

bsnedonnepaslieu
àunerelation

d’équivalenceen
général.Voir

l’exercice3.12.1.
b)
À
aucun

m
om
entdeladiscussion

n’estintervenuel’hypothèsequeS
ne

contientpas0
;autrem

entdit,on
peutdé�nirl’anneau

A
S danscecas.Cependant,

dansl’anneau
A
S ,0/1estinversible;ilexistedonc(a,s)∈A

×
S
telque(0/1)⋅

(a/s)=
(1/1),cequientraîne0

=
1dansA

S :l’anneau
defractionsestalorsnul.

D
é�nition

(3.7.8).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatifetsoitS

l’ensem
bledesélé-

m
entssim

pli�ablesdeA
.L’anneau

desfractionsdeA
à
dénom

inateursdansS
est

appeléanneau
totaldesfractionsdeA

.

D
anslecasoù

A
estintègre,l’ensem

bledesélém
entssim

pli�ablesdeA
est

égalàA
{0}

etl’anneau
totaldesfractionsdeA

estappelécorpsdesfractions
deA

;d’aprèslaprop.3.7.10
ci-dessous,c’esten

e�etun
corps.

Lem
m
e(3.7.9).—

SoitA
un
anneau

com
m
utatif,soitB

l’anneau
totaldesfractions

deA
etsoitj∶A

→
B
l’hom

om
orphism

ecanonique.
a)
L’hom

om
orphism

e
jestinjectif;

b)
Pourquedeux

fractionsa/setb/tdeB
soientégales,ilfautetilsu�

tque
sb

=
ta.

D
ém
onstration.—

N
otonsS

l’ensem
bledesélém

entssim
pli�ablesdeA

.Soit
a
∈A
telque

j(a)=
a/1=

1.Pardé�nition
delarelation

d’équivalencesurA
×
S

dontB
estl’ensem

bledesclasses,ilexistes∈S
telque

as=
0.Parhypothèse,s

estsim
pli�able,donc

a
=
0.C
elaprouveque

jestinjectif.
D
em
êm
e,sia/s=

b/t,ilexisteu
∈S
telque(at−

bs)u
=
0
;parhypothèse,u

estsim
pli�able,d’où

at=
bs.
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A
N
N
EA
U
X

O
n
di
tq
ue
l’a
nn
ea
u
A
S
es
tl
’an
ne
au
de
sf
ra
ct
io
ns
de
A
àd
én
om
in
at
eu
rs
da
ns
S

et
qu
e
j∶
A
→
A
S
es
tl
’h
om
om
or
ph
ism
ec
an
on
iq
ue
.

Pr
op
os
iti
on
(3
.7.
6)
(P
ro
pr
ié
té
un
iv
er
se
lle
de
l’a
nn
ea
u
de
sf
ra
ct
io
ns
)

So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if,
so
it
S
un
e
pa
rt
ie
m
ul
tip
lic
at
iv
e
de
A
,s
oi
t

A
S
l’a
nn
ea
u
de
s
fra
ct
io
ns
de
A
à
dé
no
m
in
at
eu
rs
da
ns
S
et
so
it
j∶
A
→
A
S

l’h
om
om
or
ph
ism
ec
an
on
iq
ue
.

a)
Po
ur
to
ut
élé
m
en
ts

∈S
,j

(s
)e
st
in
ve
rs
ib
le
da
ns
A
S.

b)
So
it
B
un
an
ne
au
et
so
it
f∶
A
→
B
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’a
nn
ea
ux
te
lq
ue

f(
s)
so
it
in
ve
rs
ib
le,
po
ur
to
ut
s∈
S.
Il
ex
ist
ea
lo
rs
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’a
nn
ea
ux

φ
∶A

S
→
B,
et
un
se
ul
,t
el
qu
e
f
=

φ
○
j.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
La
pr
em
iè
re
pr
op
rié
té
dé
co
ul
ed
ec
eq
ue
,p
ou
rt
ou
ts

∈S
,o
n

a
j(s

)⋅
(1
/s
)=

(s
/1
)⋅

(1
/s
)=
s/
s=
1.
D
ém
on
tro
ns
la
se
co
nd
e.

So
it
d’
ab
or
d

φ
∶A
S
→
B
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’an
ne
au
xt
el
qu
eφ

○
j=
f.
So
it

(a
,s
)∈
A
×S
.O
n
éc
rit
a/
s=

(a
/1
)⋅

(1
/s
)=
j(
a)
j(s

)−
1
ca
r1

/s
es
tl
’in
ve
rs
ed
es

/1
da
ns
A
S.
Pa
rs
ui
te
,o
n
a

φ(
a/
s)
=

φ(
j(
a)
j(s

)−
1 )
=

φ(
j(
a)

)φ
(j
(s
))

−
1
=
f(
a)
f(
s)
−
1 .

C
el
a
pr
ou
ve
qu
’il
ex
ist
e
au
pl
us
un
m
or
ph
ism
e
d’
an
ne
au
x

φ
de
A
S
da
ns
B
te
l

qu
eφ

○
j=
f.

Po
ur
dé
m
on
tr
er
so
n
ex
ist
en
ce
,o
n
co
m
m
en
ce
pa
rv
ér
i�
er
qu
’il
ex
ist
e
un
e

ap
pl
ic
at
io
n
de
A
S
da
ns
B
qu
ia
pp
liq
ue
a/
ss
ur
f(
a)
f(
s)
−
1 p
ou
rt
ou
t(
a,
s)
∈A

×S
.

So
it
ai
ns
i(
a,
s)
et

(b
,t
)∈
A
×
S
te
ls
qu
e
a/
s=
b/
t;
so
it
u
∈S
te
lq
ue
at
u
=
bs
u.

O
n
a
do
nc
f(
a)
f(
t)
f(
u)

=
f(
b)
f(
s)
f(
u)
.C
om
m
e
f(
s)
,f

(t
)e
t
f(
u)
so
nt

in
ve
rs
ib
les
da
ns
B,
on
aa
lo
rs
f(
a)
f(
s)
−
1
=
f(
b)
f(
t)
−
1 .I
le
xi
ste
do
nc
un
eu
ni
qu
e

ap
pl
ic
at
io
n

φ
∶A

S
→
B
te
lle
qe

φ(
a/
s)

=
f(
a)
f(
s)
−
1
po
ur
to
ut

(a
,s
)
∈
A
×
S.

O
n
a

φ
○
j(
a)

=
φ(
a/
1)
=
f(
a)
po
ur
to
ut
a
∈A
,d
on
c
f
=

φ
○
j.

Vé
ri�
on
sq
ue

φ
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’a
nn
ea
ux
.O
n
a

φ(
0)

=
φ(
j(0

))
=

f(
0)

=
0
et

φ(
1)
=

φ(
j(1

))
=
f(
1)
=
1.
So
it
al
or
s(
a,
s)
,(
b,
t)
∈A

×
S.
O
n
a

φ(
a s
+
b t)

=
φ(
at
+
bs

st
)

=
f(
at
+
bs

)f
(s
t)
−
1
=
f(
a)
f(
s)
−
1 +
f(
b)
f(
t)
−
1

=
φ(
a s)

+
φ(
b t)
.
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Ex
er
cic
e
(2
.12
.15
).
—
So
it
G
le
gr
ou
pe
dé
�n
i
pa
r
l’e
ns
em
bl
e
gé
né
ra
te
ur

{x
1,
..
.,
x n

}
et
le
sr
el
at
io
ns
x2 i
(p
ou
r1

⩽
i⩽
n)
,x
ix
jx
−
1 i
x−
1 j
(p
ou
r1

⩽
i,
j⩽
n

et
j
−
i

⩾
2)
,
(x
ix
i+
1)3
.
D
ém
on
tr
er
qu
’il
ex
ist
e
un
un
iq
ue
ho
m
om
or
-

ph
ism
e
de
gr
ou
pe
s

φ
de
G
da
ns

S
n+
1
qu
ia
pp
liq
ue
x i
su
r
la
tr
an
sp
os
iti
on

(i
i
+
1)
,
po
ur
to
ut
i
∈

{1
,.
..
,n

}.
D
ém
on
tr
er
qu
e

φ
es
t
su
rje
ct
if.
So
it

H
le
so
us
-g
ro
up
e
de
G
en
ge
nd
ré
pa
r
x 1
,.
..
,x
n−
1.
D
ém
on
tr
er
qu
e
l’o
n
a

G
/H

=
{H
,x
nH
,x
n−
1x
nH
,.
..
,x
1.
..
x n
H
}.
En
dé
du
ire
qu
ep
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
rn

qu
eC
ar
d(
G
)⩽
n!
,p
ui
sq
ue

φ
es
tu
n
iso
m
or
ph
ism
e.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.16
).
—
D
ém
on
tre
rq
u’
un
gr
ou
pe
lib
re
es
ts
an
st
or
sio
n.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.17
).
—
So
it
n
un
en
tie
r.
D
ém
on
tre
rq
ue
l’e
ns
em
bl
ed
es
ho
m
om
or
-

ph
ism
es
du
gr
ou
pe
lib
re
F n
da
ns
le
gr
ou
pe
Z/
2Z
es
t�
ni
et
ca
lcu
ler
so
n
ca
rd
in
al
.

En
dé
du
ire
qu
es
im
et
n
so
nt
de
se
nt
ie
rs
di
sti
nc
ts,
les
gr
ou
pe
sF
m
et
F n
ne
so
nt

pa
si
so
m
or
ph
es
.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.18
).
—
So
it
G
un
gr
ou
pe
,s
oi
tN
un
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eN
;

on
su
pp
os
eq
ue
G
/N
es
ti
so
m
or
ph
eà
un
gr
ou
pe
lib
re
.D
ém
on
tr
er
qu
’il
ex
ist
e

un
so
us
-g
ro
up
eF
de
G
te
lq
ue
G
=
F
⋅N
et
F
∩
N
=
{e

}.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.19
)(
«P
in
g-
po
ng
»,
Fe
lix
Kl
ei
n)
.—

So
it
G
un
gr
ou
pe
op
ér
an
td
an
s

un
en
se
m
bl
eE
et
so
it
a,
b
de
sé
lém
en
ts
de
G
.O
n
su
pp
os
eq
u’
il
ex
ist
ed
es
pa
rt
ie
s

A
,B
de
E,
no
n
vi
de
s,
te
lle
sq
ue
A

/⊂
B,
et
te
lle
sq
ue
an
⋅A

⊂
B
et
bn
⋅B

⊂
A
po
ur

to
ut
en
tie
rn

∈Z
te
lq
ue
n
≠
0.
So
it

φ
∶F
2
→
G
l’h
om
om
or
ph
ism
ec
an
on
iq
ue
du

gr
ou
pe
lib
re
su
r{
a,
b}
da
ns
G
qu
ia
pp
liq
ue
a
et
b
su
ra
et
b
re
sp
ec
tiv
em
en
t.

a)
So
it
m
∈M

′ (a
,b

)u
n
m
ot
ré
du
it
dé
bu
ta
nt
et
�n
iss
an
tp
ar
a
ou
a−
1 .
D
ém
on
-

tre
rq
ue
l’o
n
a

φ(
m
)⋅
B
⊂
A
et
en
dé
du
ire
qu
eφ

(m
)≠
e.

b)
D
ém
on
tre
rq
ue

φ
es
ti
nj
ec
tif
.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.2
0)
.—

O
n
fa
it
op
ér
er
G
L(
2,
C
)s
ur
C
2
de
fa
ço
n
us
ue
lle
.S
oi
tA

(r
es
p.
B)
l’e
ns
em
bl
ed
es
co
up
les

(x
,y

)∈
C
2
te
ls
qu
e∣
x∣
<
∣y
∣(
re
sp
.∣x

∣>
∣y
∣).
So
it

u
et
v
de
sn
om
br
es
co
m
pl
ex
es
te
ls
qu
e
∣u
∣⩾
2
et

∣v∣
⩾
2;
on
po
se
a
=
(1

u
0
1)
et

b
=
(1

0
v
1)
.

a)
D
ém
on
tre
rq
ue
a
⋅A

⊂
B
et
b
⋅B

⊂
A
.

b)
D
ém
on
tr
er
qu
el
’u
ni
qu
eh
om
om
or
ph
ism
ed
eF

(a
,b

)d
an
sG
L(
2,
C
)q
ui

ap
pl
iq
ue
a
et
b
su
ra
et
b
re
sp
ec
tiv
em
en
te
st
in
je
ct
if.
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Exercice(2.12.21)(Jeu
detaquin

(10
)).—

Lejeu
detaquin,inventédanslesan-

nées1870
ettraditionnellem

entattribuéàSam
Loyd,consisteen

15piècescarrées
placéesàl’intérieurd’uneboîte4×

4;ilrestedoncunecasevideetchaqueétape
du
jeu
consiste

à
faire

coulisserune
despiècesversla

case
vide.Le

problèm
e

initialétait,partantdel’agencem
ent

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
15

14

deretrouverl’agencem
entinitial1

2
3

4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15

danslesquelslescases14
et15ontretrouvéesleurplace.

a)
O
n
considère

un
étatdu

jeu
com

m
e
une

perm
utation

d’un
ensem

ble
à
16
élém

ents,{1,2,...,15,◻},où
◻
représente

la
case

vide.D
ém
ontrer

que
chaque

étape
du
jeu
consiste

à
m
ultiplierla

perm
utation

précédente
parune

transposition.Évaluerla
paritédu

nom
bred’étapese�ectuéesen

fonction
de

laposition
�naledelacasevide.Q

uepensez-vousdu
problèm

eposéparSam
Loyd

?

b)Pouranalyserlejeu
plusprécisém

ent,etnotam
m
entdéterm

inerl’ensem
ble

descon�gurationsquiperm
ettentderem

ettrelepuzzledansson
étatinitial,on

décidedenum
éroterlespiècescom

m
esuit:

(10
)C
et
exercice

est
issu

de
la
présentation

de
M
ichel

C
oste,

http://agreg-m
aths.univ-rennes1.fr/

docum
entation/docs/taquin.pdf.
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En
outre,0/1estun

élém
entneutrecar
01 +

as
=
0s+

1a
s1

=
as

pourtout(a,s)∈A
×
S.N
otonsaussique0/1=

0/spourtouts∈S.En�n,pour
tout(a,s)∈A

×
S,(−a)/sestl’opposéde

a/spuisque
−as

+
as
=
−a+

a
s

=
0s
=
01 .

A
insi,(A

S ,+)estun
groupeabélien.

Soit(a,s),(b,t),(a
′,s

′),(b
′,t

′)desélém
entsdeA

×
S
telsquea/s=

a
′/s

′et
b/t=

b
′/t

′.Soitu,v
∈S
telsque

as
′u
=
a
′su
etbt

′v
=
b
′tv.O

n
aalors

abs
′t
′⋅uv

=
(as

′u)(bt
′v)=

(a
′su)(b

′tv)=
a
′b
′st⋅uv,

cequiprouvequeab/st=
a
′b
′/s

′t
′.Ilexistedoncuneuniqueloidecom

position
surA

S ,notée⋅,telleque
as
⋅ bt

=
abst

pourtousa,b
∈A
ettouss,t∈S.

Cetteloiestcom
m
utative(c’estévident).Elleestassociativecarsi(a,s),(b,t),

(c,u)∈A
×
S,on

a( as
⋅ bt )⋅ cu

=
abst

⋅ cu=
abc
stu

=
as
⋅( bt ⋅ cu )

.

En
outre,1/1estun

élém
entneutrepourcetteloicar

11 ⋅ as
=
1a1s

=
as

pourtout(a,s)∈A
×
S.C
elaprouveque(A

S ,⋅)estun
m
onoïdecom

m
utatif.

D
ém
ontronsen�n

quelam
ultiplication

deA
S estdistributiveparrapportà

l’addition.En
e�et,si(a,s),(b,t),(c,u)∈A

×
S,on

a

as ⋅(bt+
cu )

=
as ⋅ bu

+
ct

tu
=
a(bu

+
ct)

stu
=
abu
stu

+
act
stu

=
abst

+
acsu

=
as ⋅ bt +

as ⋅ cu .

C
eladém

ontreque(A
S ,+,⋅)estun

anneau.
O
bservonsen�n

quel’application
festun

hom
om
orphism

ed’anneaux.O
n
a

d’abord
j(0)=

0/1etj(1)=
1/1,sibien

que
jrespectelesdeux

élém
entsneutres.

En�n,poura,b
∈A
,on

a
j(a+

b)=
(a+

b)/1=
(a/1)+

(b/1)=
j(a)+

j(b)et
j(ab)=

(ab)/1=
(a/1)(b/1)=

j(a)j(b).
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3.
7.4
.
—
O
n
dé
�n
it
un
e
re
la
tio
n
da
ns
l’e
ns
em
bl
e
A
×
S
de
la
fa
ço
n
su
iv
an
te
:

po
ur

(a
,s
),

(b
,t
)
∈
A
×
S,
on
di
tq
ue

(a
,s
)
∼

(b
,t
)
s’i
le
xi
ste
u
∈
S
te
lq
ue

a
⋅t
u
=
b
⋅s
u.

D
ém
on
tro
ns
qu
ec
’e
st
un
er
el
at
io
n
d’
éq
ui
va
le
nc
e:

–
El
le
es
tr
é�
ex
iv
e:
si

(a
,s
)∈
A
×
S,
la
re
la
tio
n
as
1=
as
1p
ro
uv
eq
ue

(a
,s
)∼

(a
,s
).

–
El
le
es
ts
ym
ét
riq
ue
:s
i(
a,
s)
∼
(b
,t
),
so
it
u
∈S
te
lq
ue
at
⋅u

=
bs
⋅u
;a
lo
rs

bs
u
=
at
u
ce
qu
ip
ro
uv
eq
ue

(b
,t
)∼

(a
,s
).

–
El
le
es
tt
ra
ns
iti
ve
:s
up
po
so
ns
qu
e
(a
,s
)
∼

(b
,t
)e
t(
b,
t)

∼
(c
,u

)e
ts
oi
t

v,
w
∈S
te
ls
qu
e
at
⋅v

=
bs
⋅v
et
bu

⋅w
=
ct
⋅w
;a
lo
rs
,

au
⋅t
vw

=
at
v
⋅u
w
=
bs
v
⋅u
w
=
bu
w
⋅s
v
=
ct
w
⋅s
v
=
cs
⋅t
vw
,

si
bi
en
qu
e(
a,
s)
∼
(c
,u

).
N
ot
on
s
A
S
l’e
ns
em
bl
e
qu
ot
ie
nt
de
l’e
ns
em
bl
e
A
×
S
po
ur
ce
tte
re
la
tio
n

d’
éq
ui
va
len
ce
.N
ot
on
sa
us
si
a/
sl
ac
la
ss
ed
’u
n
co
up
le

(a
,s
)∈
A
×
Se
tj
∶A
→
A
S

l’a
pp
lic
at
io
n
do
nn
ée
pa
r
j(
a)

=
a/
1p
ou
ra

∈A
.

O
n
a(
at

)/
(s
t)
=
a/
sp
ou
rt
ou
ta

∈A
et
to
us
s,
t∈
S.

3.
7.5
.
—
D
ém
on
tr
on
s
qu
e
le
s
fo
rm
ul
es
us
ue
lle
s
po
ur
le
ca
lc
ul
de
s
fr
ac
tio
ns

pe
rm
et
te
nt
de
dé
�n
ir
un
es
tr
uc
tu
re
d’
an
ne
au
su
rA

S.
So
it
(a
,s
),

(b
,t
),

(a
′ ,s

′ ),
(b

′ ,
t′ )
de
sé
lém
en
ts
de
A
×
S
te
ls
qu
ea

/s
=
a′
/s
′
et

b/
t=
b′
/t
′ .
So
it
u,
v
∈S
te
ls
qu
e
as

′ u
=
a′
su
et
bt

′ v
=
b′
tv
.O
n
aa
lo
rs

(a
t+
bs

)s
′ t′
uv

=
as

′ u
⋅tt

′ v
+b
t′ v
⋅ss

′ u
=
a′
su
⋅tt

′ v
+b

′ tv
⋅ss

′ u
=
(a

′ t′
+b

′ s′
)s
tu
v,

ce
qu
ip
ro
uv
eq
ue

(a
t+
bs

)/
st
=
(a

′ t′
+
b′
s′ )

/s
′ t′
.I
le
xi
ste
do
nc
un
eu
ni
qu
el
oi

de
co
m
po
sit
io
n
su
rA

S,
no
té
e+
,t
el
le
qu
e

a s
+
b t
=
at
+
bs

st
po
ur
to
us
a,
b
∈A
et
to
us
s,
t∈
S.
O
bs
er
vo
ns
au
ss
iq
ue
po
ur
a,
b
∈A
et
s∈
S,
on

a
a s
+
b s
=
as
+
bs

s2
=

(a
+
b)
s

s2
=
a
+
b
s
.

Ce
tte
lo
ie
st
co
m
m
ut
at
iv
e(
c’
es
té
vi
de
nt
).
El
le
es
ta
ss
oc
ia
tiv
ec
ar
si
(a
,s
),
(b
,t
),

(c
,u

)∈
A
×
S,
on
a

(a s
+
b t)

+
c u
=
at
+
bs

st
+
c u
=
at
u
+
bs
u
+
cs
t

st
u

=
a s
+
(b t

+
c u)
.
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1
2

3
4 5

6
7

8 9
10

11
12 13

14
15

16

U
ne
ét
at
du
pu
zz
le
es
ta
lo
rs
la
su
ite
de
s1
5n
um
ér
os
de
sc
as
es
,l
or
sq
u’
on
le
sl
it

co
m
m
ed
an
sl
ac
on
�g
ur
at
io
n
pr
éc
éd
en
te
,e
te
n
om
et
ta
nt
la
ca
se
vi
de
.

Vé
ri�
er
qu
el
ap
os
iti
on
de
la
ca
se
vi
de
n’
ap
as
d’
im
po
rt
an
ce
.

c)
O
n
co
ns
id
èr
e
ce
ss
ui
te
sc
om
m
e
de
sp
er
m
ut
at
io
ns
de
l’e
ns
em
bl
e
à
15
él
é-

m
en
ts
,{
1,
..
.,
15
}.
D
ém
on
tr
er
qu
’u
ne
ét
ap
ed
u
je
u
co
ns
ist
eà
m
ul
tip
lie
rl
ap
er
-

m
ut
at
io
n
pr
éc
éd
en
te
pa
ru
n
cy
cl
ed
el
on
gu
eu
ri
m
pa
ire
.E
n
dé
du
ire
qu
es
eu
le
s

le
sp
er
m
ut
at
io
ns
pa
ire
sp
er
m
et
te
nt
de
ra
ng
er
le
pu
zz
le
da
ns
so
n
ét
at
in
iti
al
.

d)
So
it
iu
n
en
tie
rt
el
qu
e
1⩽
i⩽
13
.T
ro
uv
er
un
e
su
ite
d’
ét
ap
es
du
je
u
qu
i

re
vi
en
tà
m
ul
tip
lie
ru
ne
pe
rm
ut
at
io
n
àd
ro
ite
pa
rl
e3
-c
yc
le

(i
i+
1i
+
1)
.

e)
So
it
n
un
en
tie
r;
dé
m
on
tre
rq
ue
les
pe
rm
ut
at
io
ns
de
la
fo
rm
e(
ii
+
1i
+
2)
,

po
ur
1⩽
i⩽
n
−
2,
en
ge
nd
re
nt
le
gr
ou
pe

A
n.

f)
D
ém
on
tre
rq
ue
le
sp
er
m
ut
at
io
ns
qu
ip
er
m
et
te
nt
de
ra
ng
er
le
pu
zz
le
da
ns

so
n
ét
at
in
iti
al
so
nt
ex
ac
te
m
en
tl
es
pe
rm
ut
at
io
ns
pa
ire
s.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.2
2)
.—

So
it
A
un
gr
ou
pe
et
so
it
B
un
so
us
-g
ro
up
ed
eA
.

a)
O
n
po
se
N
=
⋂
a∈
A
aB
a−
1 ;
dé
m
on
tre
rq
ue
N
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
é

de
A
.

b)
O
n
su
pp
os
eq
ue
B
es
td
’in
di
ce
�n
id
an
sA
.D
ém
on
tre
rq
ue
N
es
td
’in
di
ce

�n
id
an
sA
.

c)
O
n
su
pp
os
eq
ue
A
es
tu
n
gr
ou
pe
�n
ie
tq
ue
l’i
nd
ic
ed
eB
da
ns
A
es
té
ga
la
u

pl
us
pe
tit
fa
ct
eu
rp
re
m
ie
rd
eC
ar
d(
A
)(
pa
re
xe
m
pl
e,
qu
e(
A
∶B

)=
2)
.D
ém
on
tre
r

qu
eB
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eA
.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.2
3)
.—

D
ét
er
m
in
er
«t
ou
s»
les
gr
ou
pe
sa
bé
lie
ns
de
ca
rd
in
al
⩽
10
0.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.2
4)
.—

a)
D
éd
ui
re
du
th
éo
rè
m
ed
es
tr
uc
tu
re
de
sg
ro
up
es
ab
éli
en
s

�n
is
qu
’u
n
so
us
-g
ro
up
e�
ni
du
gr
ou
pe
m
ul
tip
lic
at
if
d’
un
co
rp
sc
om
m
ut
at
if
es
t

cy
cli
qu
e.
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b)O
bserverquelegroupequaternioniqued’ordre8

estun
sous-groupe�ni

du
corpsH

desquaternionsm
aisn’estpascyclique.

Exercice(2.12.25).—
Soitn

un
entier.

a)Soitσ
∈
S
n .D
éterm

inerl’ordre
de

σ
etsa

signature
en
fonction

de
son

type.
b)Q

uelssontlesordresdesélém
entsde

S
5 ?

c)Q
uelestlepluspetitentiern

telque
S
n contienneun

élém
entd’ordre12?

deux
élém

entsd’ordre12quinesoientpasconjuguésl’un
del’autre?

Exercice(2.12.26).—
Soitn

un
entier.

a)Soitπ
=
(m

1 ,...,m
r )unepartition

den
;pourtouti⩾

1,soitp
i lenom

bre
d’indices

jtelquem
j =
i.Véri�erque∑

ip
i =
n.

b)C
om
bien

y
a-t-ildeperm

utationsdetypeπ
?

c)Soitσ
∈
S
n une

perm
utation

de
type

π
etsoitZ

σ
son
centralisateur.D

é-
m
ontrerqueCard(Z

σ )=
∏
ni=1 p

i !i p
i.

Exercice(2.12.27).—
a)Fairelalistedesdi�érentesclassesdeconjugaison

du
groupe

A
5 et,pourchacuned’entreelles,calculerleurcardinal.

b)D
ém
ontrerque{e}

estla
seule

partie
de

A
5 véri�antlespropriétéssui-

vantes:ellecontiente,elleestuneréunion
declassesdeconjugaisons,etson

cardinaldiviseceluide
A
5 .

c)En
déduirequelegroupe

A
5 estsim

ple.
d)Soitn

⩾
6
etsoitN

un
sous-groupedistinguéde

A
n telqueN

≠
{e}.Soitg

un
élém

entdeN
{1};trouverun

élém
enth

∈
A
n telque[g,h]≠

em
ais[g,h]

�xeun
élém

entde{1,...,n}.En
déduireparrécurrencequeN

=
A
n .

Exercice(2.12.28).—
Soitn

un
entier⩾

5.
a)SoitA

un
sous-groupedistinguéde

S
n .D
ém
ontrerqueA

=
{e},A

=
A
n

ou
A
=
S
n .

b)SoitA
un
sous-groupede

S
n etsoita

=
(S

n ∶A).D
éduiredel’action

par
translationsàgauchede

S
n surl’ensem

ble
S
n /A

desclassesàdroitem
odulo

A
un
hom

om
orphism

ede
S
n dans

S
(S

n /A).En
déduirel’alternative:soitA

=
A
n ,

soitA
=
S
n ,soita

⩾
n.
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telque
p(b)=

y.O
n
aalors

f(av+
bu)=

(p(a),q(a))(1,0)+(p(b),q(b))(0,1)=
(x,0)+(0,y)=

(x,y).

Celaprouvequel’hom
om
orphism

e
festsurjectif.Pardé�nition,un

élém
enta

de
A
appartientà

Ker(f)
sietseulem

entsip(a)=
0
etq(a)=

0,c’est-à-dire
a
∈I∩

J.Lethéorèm
een

résulte.

Corollaire
(3.6.20).—

SoitA
un
anneau,soit(I1 ,...,In )

une
suite

d’idéaux
bilatèresdeA

,deuxàdeuxcom
axim

aux.Pourtouti∈{1,...,n},notonsp
i ∶A

→
A/A

i la
surjection

canonique.L’hom
om
orphism

e
p∶A

→
∏
ni=1 ( A/A

i )donnépar
p(a)=

(p
i (a))1⩽i⩽n estalorssurjectif,son

noyau
estégalà⋂

ni=1 Ii .Ilinduitdonc,
parpassageau

quotient,un
isom

orphism
edeA/⋂

ni=1 Ii sur∏
ni=1 (A/Ii ).

3.7.
A
nneaux

de
fractions

D
anstoutceparagraphe,on

neconsidèrequedesanneaux
com

m
utatifs.

D
é�nition

(3.7.1).—
SoitA

un
anneau

com
m
utatif.O

n
ditqu’unepartieS

deA
estm

ultiplicativesiellevéri�elesdeux
propriétéssuivantes:

(i)
O
n
a
1∈S;

(ii)
Poura,b

∈S,on
a
ab

∈S.

Celaveutdoncdirequec’estun
sous-m

onoïdedu
m
onoïdem

ultiplicatifdeA
.

Exem
ple(3.7.2).—

SoitA
un
anneau

com
m
utatif.

a)
Pourtouta

∈A
,l’ensem

bleS=
{1,a,a

2,...}
despuissancesde

a
estune

partiem
ultiplicative.

b)
L’ensem

bledesélém
entssim

pli�ablesdeA
estunepartiem

ultiplicative.
c)
SiP

estun
idéalprem

ierdeA
,l’ensem

bleS=
A

P
estunepartiem

ultipli-
cative.

3.7.3.
—
SoitA

un
anneau

com
m
utatifetsoitS

unepartiem
ultiplicativedeA

.
N
ousallonsdé�nirl’ensem

bledes«fractionsàdénom
inateurdansS»et,viales

form
ulesclassiques,lem

unird’unestructured’anneau.N
ousdevonspourcela

résoudredeuxdi�
cultés:d’abord

éluciderlacondition
àlaquelledeuxfractions

a/setb/tsont«égales»;ensuitevéri�erquelesform
ulesclassiquesdonnent

bien
lieu

àun
anneau.
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b)
So
it
Ju
n
id
éa
lb
ila
tè
re
de
A
qu
ic
on
tie
nt
I.
L’
ho
m
om
or
ph
ism
ec
om
po
sé
de
s

su
rje
ct
io
ns
ca
no
ni
qu
es
de
A
su
rA

/I
et
de
A
/I
su
r(
A
/I
)/
p(
J)
in
du
it,
pa
rp
as
sa
ge

au
qu
ot
ien
t,
un
iso
m
or
ph
ism
ed
’a
nn
ea
ux
de
A
/J
su
r(
A
/I
)/
p(
J)
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—

a)
O
n
sa
it
qu
el
’ap
pl
ic
at
io
n
J↦

p(
J)
es
tu
ne
bi
je
ct
io
n
de

l’e
ns
em
bl
ed
es
so
us
-g
ro
up
es
de
A
co
nt
en
an
tI
su
rl
’en
se
m
bl
ed
es
so
us
-g
ro
up
es

de
A
/I
.I
ls
u�
td
ev
ér
i�
er
qu
eJ
es
tu
n
id
éa
là
ga
uc
he
(r
es
p.
àd
ro
ite
,r
es
p.
bi
lat
èr
e)

de
A
si
p(
J)
es
tu
n
id
éa
là
ga
uc
he
(r
es
p.
àd
ro
ite
,r
es
p.
bi
la
tè
re
)d
eA

/I
.

Su
pp
os
on
sd
on
cq
ue
Js
oi
tu
n
id
éa
là
ga
uc
he
de
A
.S
oi
tx

∈A
/I
et
so
it
y
∈
p(
J)
;

so
it
a
∈A
te
lq
ue
x
=
p(
a)
,s
oi
tb

∈J
te
lq
ue
y
=
p(
b)
.O
n
a
xy

=
p(
a)
p(
b)

=
p(
ab

);
co
m
m
eJ
es
tu
n
id
éa
là
ga
uc
he
,a
b
∈J
,c
eq
ui
pr
ou
ve
qu
ex
y
∈
p(
J)
.C
ela

dé
m
on
tre
qu
e
p(
J)
es
tu
n
id
éa
là
ga
uc
he
de
A
/J
.

In
ve
rs
em
en
t,
su
pp
os
on
sq
ue
p(
J)
so
it
un
id
éa
là
ga
uc
he
de
A
/J
.S
oi
ta

∈A
et

so
it
x
∈J
.A
lo
rs
,p

(a
x)

=
p(
a)
p(
x)
ap
pa
rt
ie
nt
à
p(
J)
pu
isq
ue
p(
x)

∈
p(
J)
.P
ar

su
ite
,i
le
xi
ste
y
∈J
te
lq
ue
p(
ax

)=
p(
y)
,e
td
on
c
ax

−
y
∈I
.C
om
m
eI

⊂
J,
on
a

do
nc
ax

=
y+

(a
x
−
y)

∈J
.P
ar
su
ite
,J
es
tu
n
id
éa
là
ga
uc
he
de
A
.

Le
ca
sd
es
id
éa
ux
àd
ro
ite
se
tr
ai
te
de
m
êm
e,
et
ce
lu
id
es
id
éa
ux
bi
lat
èr
es
s’e
n

dé
du
it.

b)
So
it
q
la
su
rje
ct
io
n
ca
no
ni
qu
ed
eA

/I
su
r(
A
/I
)/
p(
J)
.L
’h
om
om
or
ph
ism
e

d’
an
ne
au
x
q○
p
∶A
→

(A
/I
)/
p(
J)
es
ts
ur
je
ct
if.
O
n
aK
er
(q
○p

)=
(q
○p

)−
1 (0

)=
p−
1 (q

−
1 (0

))
=
p−
1 (
p(
J)
)
=
J.
A
in
si,
q
○
p
dé
�n
it,
pa
rp
as
sa
ge
au
qu
ot
ie
nt
,u
n

ho
m
om
or
ph
ism
e
bi
je
ct
if
d’
an
ne
au
x
de
A
/J
su
r(
A
/I
)/
p(
J)
.C
’e
st
un
iso
m
or
-

ph
ism
e.

�
éo
rè
m
e(
3.
6.
19
)(
�
éo
rè
m
ec
hi
no
is)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
,s
oi
tI
,J
de
si
dé
au
x

bi
la
tè
re
sd
eA
tel
sq
ue
I+
J=
A
.N
ot
on
sp

∶A
→
A
/I
et
q
∶A
→
A
/J
les
su
rje
cti
on
s

ca
no
ni
qu
es
.A
lo
rs
l’h
om
om
or
ph
ism
e(
p,
q)
∶A
→

(A
/I
)×

(A
/J
)e
st
su
rje
ct
if
et

so
n
no
ya
u
es
té
ga
là
I∩
J.
Il
in
du
it
do
nc
,p
ar
pa
ssa
ge
au
qu
ot
ien
t,
un
iso
m
or
ph
ism
e

de
A
/(
I∩
J)
su
r(
A
/I
)×

(A
/J
).

O
n
di
tq
ue
Ie
tJ
so
nt
co
m
ax
im
au
x
si
I+
J=
A
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
N
ot
on
s
f
l’h
om
om
or
ph
ism
e
(p
,q

).
Pu
isq
ue
I+
J
=
A
,i
l

ex
ist
eu

∈I
et
v
∈J
te
ls
qu
eu

+v
=
1.
Pa
rs
ui
te
,u

=
1−
v
≡
1
(m
od
J)
,d
es
or
te
qu
e

q(
u)

=
1;
de
m
êm
e,
v
=
1−
u
≡
1
(m
od
I)
et
p(
v)

=
1.
O
n
ad
on
c
f(
u)

=
(0
,1
),

f(
v)

=
(1
,0

).
So
it
x
∈A

/I
et
so
it
y
∈A

/J
;s
oi
ta

∈A
te
lq
ue
p(
a)

=
x,
so
it
b
∈A
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c)
So
it
A
un
so
us
-g
ro
up
e
de

S
n
te
lq
ue

(S
n
∶A

)
=
n.
D
ém
on
tr
er
qu
e

l’h
om
om
or
ph
ism
ed
el
aq
ue
sti
on
pr
éc
éd
en
te
in
du
it
un
iso
m
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es

de
A
su
rl
e�
xa
te
ur
de
la
cla
ss
eA
da
ns

S
(S

n/
A
).
En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
A
es
ti
so
m
or
ph
e

àS
n−
1.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.2
9)
.—

So
it
n
un
en
tie
rt
el
qu
en

⩾
7.

a)
So
it

τ
un
e
tr
an
sp
os
iti
on
.Q
ue
le
st
l’o
rd
re
de

φ(
τ)
?Q
ue
le
st
le
ca
rd
in
al

du
ce
nt
ra
lis
at
eu
rd
e

φ(
τ)
?E
n
ut
ili
sa
nt
al
or
sl
a
fo
rm
ul
e
de
l’e
xe
rc
ic
e
2.
12
.2
6,

dé
m
on
tre
rq
ue

φ(
τ)
es
tu
ne
tr
an
sp
os
iti
on
.

b)
(s
ui
te
)P
ou
ri

∈{
2,
..
.,
n}
,s
oi
tτ
i
la
tr
an
sp
os
iti
on

(1
i)
.D
ém
on
tr
er
qu
’il

ex
ist
e
un
e
su
ite

(a
1,
..
.,
a n

)
d’
en
tie
rs
de
ux
à
de
ux
di
st
in
ct
st
el
sq
ue

φ(
τ i
)
=

(a
1
a i
).
En
dé
du
ire
qu
eφ
es
tu
n
au
to
m
or
ph
ism
ei
nt
ér
ie
ur
.

c)
(s
ui
te
)C
on
clu
re
qu
e
l’h
om
om
or
ph
ism
e
ca
no
ni
qu
e
In
t∶

S
n
→
Au
t(
S
n)

es
tu
n
iso
m
or
ph
ism
e.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.3
0)
.—

So
it
A
un
gr
ou
pe
�n
ie
ts
oi
tp
un
no
m
br
ep
re
m
ie
rq
ui
di
-

vi
se
so
n
ca
rd
in
al
.O
n
no
te
X
l’e
ns
em
bl
ed
es

(a
1,
..
.,
a p

)∈
A
p
te
ls
qu
ea
1.
..
a p

=
e.
So
it

σ
∶X
→
X
l’a
pp
lic
at
io
n
do
nn
ée
pa
rσ

(a
1,
..
.,
a p

)=
(a
2,
..
.,
a p
,a
1).

a)
D
ém
on
tre
rq
ue

σ
in
du
it
un
ep
er
m
ut
at
io
n
de
X.

b)
D
ém
on
tre
rq
ue
le
so
rb
ite
sd
eσ
on
tp
ou
rc
ar
di
na
l1
ou
p.

c)
D
ém
on
tre
rq
ue
l’e
ns
em
bl
ed
es
or
bi
te
sd
ec
ar
di
na
l1
es
td
ec
ar
di
na
ld
iv
isi
bl
e

pa
rp
.E
n
dé
du
ire
qu
’il
ex
ist
eu
n
élé
m
en
ta

∈A
te
lq
ue
ap

=
e.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.3
1)
.—

So
it
p
un
no
m
br
ep
re
m
ie
re
ts
oi
tn
un
en
tie
rn
at
ur
el.

a)
O
n
su
pp
os
e
qu
e
qu
e
n
<
2p
;d
ét
er
m
in
er
le
s
p-
so
us
-g
ro
up
es
de
Sy
lo
w

de
S
n.

b)
O
n
su
pp
os
eq
ue
p
es
ti
m
pa
ir
et
qu
e2
p
⩽
n
<
p2
.D
éc
rir
eu
n
p-
so
us
-g
ro
up
e

de
Sy
lo
w
de

S
n.
D
ém
on
tre
re
n
pa
rt
ic
ul
ie
rq
u’
ils
so
nt
co
m
m
ut
at
ifs
.

c)
D
éc
rir
eu
n
p-
so
us
-g
ro
up
ed
eS
yl
ow
de

S
p2
;o
bs
er
ve
rq
u’
il
n’
es
tp
as
co
m
-

m
ut
at
if.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.3
2)
.—

So
it
G
un
gr
ou
pe
�n
id
ec
ar
di
na
l6
0.
Si
p
es
tu
n
no
m
br
e

pr
em
ie
r,
on
no
te

σ p
le
no
m
br
ed
e
p-
so
us
-g
ro
up
es
de
Sy
lo
w
de
G
.O
n
su
pp
os
e

da
ns
la
su
ite
qu
eσ
5
≠
1;
le
bu
td
el
’ex
er
ci
ce
es
td
ep
ro
uv
er
qu
eG
es
ts
im
pl
e.
O
n

ra
iso
nn
ep
ar
l’a
bs
ur
de
en
co
ns
id
ér
an
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éH
de
G
,d
ist
in
ct

de
{e

}e
td
eG
.
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a)Q
uelpeutêtrelecardinaldeH

?
b)
D
ém
ontrer

que
σ
2
∈

{1,3,5,15},σ
3
∈

{1,4,10}
etσ

5
=
6.C

om
bien

G
contient-ild’élém

entsd’ordre5?
c)O

n
supposequeCard(H

)estm
ultiplede5.D

ém
ontrerqueCard(H

)=
30.

O
bserverqueH

possède20
élém

entsd’ordre3eten
déduirequeH

possèdeun
unique5-sous-groupedeSylow.Pourquoicetteassertion

est-elleabsurde?
d)O

n
supposequeCard(H

)⩽
4.ProuverqueG/H

possèdeun
uniquesous-

grouped’ordre5.En
déduirequeG

possèdeun
sous-groupedistinguéH

′,distinct
deG

m
aisdontlecardinalestm

ultiplede5.En
déduireunecontradiction.

e)O
n
supposequeCard(H

)=
6
ou
12.SiH

possèdeun
unique3-sous-groupe

deSylow,dém
ontrerquec’estun

sous-groupedistinguédeG
eten

déduireune
contradiction.Sinon,dém

ontrerqueH
possèdeun

unique2-sous-groupede
Sylow

eten
déduireencoreunecontradiction.

Exercice(2.12.33).—
SoitG

un
groupesim

pledecardinal60.
a)SoitA

un
sous-groupedeG

.D
ém
ontrerque(G

∶A)⩾
5.(FaireopérerG

dansG/A
.)Si(G

∶A)=
5,dém

ontrerqueG
estisom

orpheà
A
5 .

b)Sip
estun

nom
breprem

ier,on
note

σ
p lenom

brede
p-sous-groupesde

Sylow
deG

.D
ém
ontrerqueσ

2 ∈{5,15},σ
3 =
10
etσ

5 =
6.

c)
Siσ

2
=
5,dém

ontrer
que

G
estisom

orphe
à
A
5 .(Faire

opérer
G
dans

l’ensem
bledeses5-sous-groupesdeSylow.)

d)O
n
supposequeσ

2 =
15.D

ém
ontrerqueG

possède24
élém

entsd’ordre5.
En
déduire

qu’ilexiste
deux

sous-groupesde
2-Sylow

de
G
,P
etQ

,telsque
Card(P

∩
Q
)=
2.SoitN

=
N
G (P

∩
Q
).Prouverque(G

∶N
)=
5puisqueG

est
isom

orpheà
A
5 ,cequicontreditl’hypothèseσ

2 =
15.

Exercice(2.12.34)(A
rgum

entdeFrattini).—
a)SoitA

un
groupeopérantdans

un
ensem

ble
X.SoitB

un
sous-groupe

de
A
telque

l’opération
de
B
dansX

déduite
de
celle

de
A
soittransitive.D

ém
ontrer

que
pour

toutx
∈
X,on

a
A
=
B
⋅A
x .

b)SoitA
un
groupe,soitG

un
sous-groupe�nideA

etsoitSun
p-sous-groupe

deSylow
deG

.D
ém
ontrerqueA

=
G
⋅N
A (S).

c)SoitG
un
groupe�ni,soitS

un
p-sous-groupedeSylow

deG
etsoitH

un
sous-groupedeG

contenantN
G (S).D

ém
ontrerqueH

=
N
G (H

).
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dé�nition
de
la
relation

∼,a
′−
a
∈
Ietb

′−
b
;com

m
e
Iestun

idéalbilatère,
a
′(b

′−
b)∈

Iet(a
′−
a)b

∈
I;com

m
ec’estun

sous-groupedu
groupeadditif

deA
,larelation

a
′b
′−
ab

=
a
′(b

′−
b)+

(a
′−
a)b

prouveque
ab

∼
a
′b
′.

L’im
plication

(ii)⇒
(iii)estévidente.

(iii)⇒
(iv).SoitB

l’anneau
quotientdeA

parlarelation
d’équivalence∼

et
soitc∶A

→
B
l’hom

om
orphism

ecanonique;ilestsurjectifetson
noyau

estégal
àI.En�n,l’im

plication
(iv)⇒

(i)résultedecequelenoyau
d’un

hom
om
orphism

e
d’anneaux

estun
idéalbilatère.

3.6.16.
—
SoitA

un
anneau

etsoitIun
idéalbilatèredeA

.L’anneau
quotient

deA
parla

relation
d’équivalenceassociéeà

l’idéalbilatèreIestnotéA/I;on
ditquec’estlequotientdeA

parI.

Proposition
(3.6.17)(Propriétéuniverselledel’anneau

quotient)
SoitA

un
anneau,soitIun

idéalbilatèredeA
etsoitp∶A

→
A/Ila

surjection
canonique.SoitB

un
anneau

etsoitf∶A
→
B
un
hom

om
orphism

ed’anneaux
tel

que
f(I)=

{0}.Ilexisteun
uniquehom

om
orphism

ed’anneaux
f̃∶ A/I→

B
tel

que
f=
f̃○
p.

D
eplus,f̃estinjectifsietseulem

entsiKer(f)=
I.

D
ém
onstration.—

N
otons∼

larelation
d’équivalencedansA

associéeàl’idéal
bilatère

I.Soita
etb

desélém
entsde

A
telsque

a
∼
b
;on

a
f(b)−

f(a)
=

f(b−a)=
0
puisqueb−a

∈I,donc
f(b)=

f(a).D
’aprèslapropriétéuniverselle

du
groupe

quotient,ilexiste
un
m
orphism

e
de
groupesadditifs

f̃∶A/I→
B,

etun
seul,telque

f
=
f̃○
p.C
’estaussiun

m
orphism

e
de
m
agm

aspourla
m
ultiplication

etilapplique1sur1.C
’estainsiun

m
orphism

ed’anneaux.
La
dernière

assertion
résulte

de
la
propriété

analogue
appliquée

au
groupe

additifdeA
.

Corollaire
(3.6.18).—

SoitA
un
anneau,soitIun

idéalbilatère
de
A
,notons

p∶A
→
A/Ila

surjection
canonique.

a)
L’application

J↦
p(J)induitunebijection

del’ensem
bledesidéauxàgauche

(resp.à
droite,resp.bilatères)deA

quicontiennentJsurl’ensem
bledesidéaux

à
gauche(resp.à

droite,resp.bilatères)deA/I.Sa
bijection

réciproqueestdonnée
parK

↦
p
−1(K).
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En
e�
et
,l
’e
ns
em
bl
ei
nd
iq
ué
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
eA
qu
ic
on
tie
nt
le
sI
s,
et
qu
i

es
tc
on
te
nu
da
ns
to
ut
so
us
-g
ro
up
ed
eA
qu
ic
on
tie
nt
le
sI
s.

O
bs
er
vo
ns
al
or
sq
ue
∑
I s
es
tu
n
id
éa
là
ga
uc
he
(r
es
p.
àd
ro
ite
,r
es
p.
bi
la
tè
re
)

de
A
.

3.
6.
13
.
—
So
it
A
un
an
ne
au
,s
oi
tI
un
id
éa
là
ga
uc
he
de
A
,s
oi
tJ
un
id
éa
là
dr
oi
te

de
A
.O
n
no
te
IJ
le
so
us
-g
ro
up
ed
eA
en
ge
nd
ré
pa
rl
es
pr
od
ui
ts
ab
,p
ou
ra

∈I
et
b
∈
J.
C
’e
st
l’e
ns
em
bl
e
de
ss
om
m
es
∑
n s=
1a
sb
s,
po
ur
n
∈
N
,a
1,
..
.,
a n

∈
Ie
t

b 1
,.
..
,b
n
∈J
.C
’e
st
un
id
éa
lb
ila
tè
re
de
A
.

3.
6.
14
.
—
So
it
A
un
an
ne
au
.S
oi
t∼
un
e
re
la
tio
n
d’
éq
ui
va
le
nc
e
da
ns
A
qu
i

es
tc
om
pa
tib
le
av
ec
l’a
dd
iti
on
et
av
ec
la
m
ul
tip
lic
at
io
n
de
A
.R
ap
pe
lo
ns
qu
e

ce
la
sig
ni
�e
qu
e
le
s
re
la
tio
ns
a
∼
b
et
a′

∼
b′
en
tr
aî
ne
nt
a
+
a′

∼
b
+
b′
et

aa
′
∼
bb

′ .L
’en
se
m
bl
eq
uo
tie
nt
A
/∼
de
A
pa
rl
ar
ela
tio
n
d’
éq
ui
va
len
ce
∼
es
ta
lo
rs

m
un
id
’u
ne
ad
di
tio
n
et
d’
un
em
ul
tip
lic
at
io
n
te
lle
sq
ue
la
su
rje
ct
io
n
ca
no
ni
qu
e

c∶
A
→
A
/∼
so
it
un
m
or
ph
ism
ed
em
ag
m
as
po
ur
ch
ac
un
ed
ec
es
lo
is.
Pa
ra
ill
eu
rs
,

l’a
dd
iti
on
de
A
/∼
es
tc
om
m
ut
at
iv
ee
ta
ss
oc
ia
tiv
e;
sa
m
ul
tip
lic
at
io
n
es
ta
ss
oc
ia
tiv
e,

et
es
tc
om
m
ut
at
iv
es
ic
ell
ed
eA
l’e
st
;d
ep
lu
s,
c(
0)
es
té
lém
en
tn
eu
tre
de
A
po
ur

l’a
dd
iti
on
ta
nd
is
qu
e
c(
1)
es
té
lé
m
en
tn
eu
tr
ep
ou
rl
a
m
ul
tip
lic
at
io
n
;e
n�
n,
la

m
ul
tip
lic
at
io
n
es
td
ist
rib
ut
iv
ep
ar
ra
pp
or
tà
l’a
dd
iti
on
.

Ai
ns
i,
A
/∼
es
tu
n
an
ne
au
qu
’o
n
ap
pe
lle
l’a
nn
ea
u
qu
ot
ie
nt
de
A
pa
rl
ar
ela
tio
n

d’
éq
ui
va
le
nc
e∼
,e
tl
’a
pp
lic
at
io
n
ce
st
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’a
nn
ea
ux
do
nt
le

no
ya
u
es
tl
ac
la
ss
ed
e0
.

Le
m
m
e
(3
.6
.15
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
et
so
it
Iu
ne
pa
rt
ie
de
A
.L
es
pr
op
rié
té
s

su
iv
an
te
ss
on
té
qu
iv
al
en
te
s:

(i)
L’
en
se
m
bl
eI
es
tu
n
id
éa
lb
ila
tè
re
de
A
;

(ii
)
La
re
la
tio
n
a
∼
b
dé
�n
ie
pa
rb

−
a
∈I
es
tu
ne
re
la
tio
n
d’
éq
ui
va
len
ce
da
ns
A

qu
ie
st
co
m
pa
tib
le
av
ec
so
n
ad
di
tio
n
et
av
ec
sa
m
ul
tip
lic
at
io
n
;

(ii
i)
Il
ex
ist
e
un
e
re
la
tio
n
d’
éq
ui
va
len
ce
da
ns
A
qu
ie
st
co
m
pa
tib
le
av
ec
so
n

ad
di
tio
n
et
sa
m
ul
tip
lic
at
io
n
te
lle
qu
eI
so
it
la
cla
sse
de
0
;

(iv
)
Il
ex
ist
eu
n
an
ne
au
B
et
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eg
ro
up
es
su
rje
cti
ff

∶A
→
B

de
no
ya
u
I.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
(i)
⇒
(ii
).
C
om
m
e
I
es
t
un
so
us
-g
ro
up
e
du
gr
ou
pe
ab
é-

lie
n
(A
,+

),
la
re
lat
io
n
dé
�n
ie
es
tc
om
pa
tib
le
av
ec
l’a
dd
iti
on
de
A
.S
oi
te
n
ou
tre

a,
b,
a′
,b

′
∈A
te
ls
qu
e
a
∼
a′
et
b
∼
b′
;d
ém
on
tro
ns
qu
e
ab

∼
a′
b′
.E
n
e�
et
,p
ar

2.1
2.
EX
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CI
CE
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Ex
er
cic
e(
2.
12
.3
5)
.—

a)
So
it
G
un
gr
ou
pe
�n
i,
so
it
p
un
no
m
br
ep
re
m
ie
r;
on

su
pp
os
eq
ue
le
no
m
br
ed
e
p-
so
us
-g
ro
up
es
de
Sy
lo
w
de
G
n’
es
tp
as
co
ng
ru
à1

m
od
ul
o
p2
.D
ém
on
tre
rq
u’
il
ex
ist
ed
eu
x
p-
so
us
-g
ro
up
es
de
Sy
lo
w
P
et
Q
de
G

te
ls
qu
e(
P
∶P

∩
Q
)=

(Q
∶P

∩
Q
)=
p.

b)
So
it
G
un
gr
ou
pe
�n
id
’o
rd
re
10
53
.D
ém
on
tr
er
qu
’il
ex
ist
e
de
ux
3-
so
us
-

gr
ou
pe
sd
eS
yl
ow
de
G
,P
et
Q
,t
els
qu
eC
ar
d(
P
∩
Q
)=
33
.S
oi
tN

=
N
G
(P

∩
Q
).

D
ém
on
tre
rq
ue
P
et
Q
so
nt
de
ss
ou
s-
gr
ou
pe
sd
eN
.E
n
dé
du
ire
qu
eN

=
G
et
qu
e

G
n’
es
tp
as
sim
pl
e.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.3
6)
(G
ro
up
es
ni
lp
ot
en
ts)
.—

So
it
A
un
gr
ou
pe
.

O
n
dé
�n
it
pa
rr
éc
ur
re
nc
e
un
e
su
ite

(A
n)
de
so
us
-g
ro
up
es
di
st
in
gu
és
de
A

co
m
m
es
ui
t:
A
0
=
{e

}e
t,
si
A
n
es
td
é�
ni
,A

n+
1
es
tl
’u
ni
qu
es
ou
s-
gr
ou
pe
de
A

co
nt
en
an
tA

n
te
lq
ue
A
n+
1/A

n
so
it
le
ce
nt
rd
eA

/A
n.

O
n
dé
�n
it
pa
rr
éc
ur
re
nc
e
un
e
su
ite

(A
n )
de
so
us
-g
ro
up
es
de
A
en
po
sa
nt

A
0
=
A
et
,s
iA

n
es
td
é�
ni
,A

n+
1
es
tl
es
ou
s-
gr
ou
pe
de
A
en
ge
nd
ré
pa
r[
A
,A
n ]
.

a)
D
ém
on
tre
rq
ue
po
ur
to
ut
en
tie
rn
,A
n
et
A
n
so
nt
de
ss
ou
s-
gr
ou
pe
sc
ar
ac
té
-

ris
tiq
ue
sd
eA
.

b)
D
ém
on
tr
er
qu
e
A
m
=

{e
}
si
et
se
ul
em
en
ts
iA

m
=
A
.S
’il
ex
ist
e
un
te
l

en
tie
rm
,o
n
di
tq
ue
A
es
tu
n
gr
ou
pe
ni
lp
ot
en
t.

c)
O
n
su
po
se
qu
e{
e}

=
A
m
⊊
A
m
−
1 .
D
ém
on
tr
er
qu
eA

n−
1
⊂
A
m
−
n
⊂
A
n
po
ur

to
ut
en
tie
rn

∈{
1,
..
.,
m
}.

d)
O
n
su
pp
os
eq
ue
A
es
tu
n
p-
gr
ou
pe
.D
ém
on
tre
rq
ue
A
es
tn
ilp
ot
en
t.

Ex
er
cic
e(
2.
12
.3
7)
.—

So
it
p
et
q
de
sn
om
br
es
pr
em
ie
rs
te
ls
qu
e
p
<
q,
so
it
G
un

gr
ou
pe
�n
id
ec
ar
di
na
lp
q.
So
it
P
un
p-
so
us
-g
ro
up
ed
eS
yl
ow
de
G
,s
oi
tQ
un

q-
so
us
-g
ro
up
ed
eS
yl
ow
de
G
.

a)
D
ém
on
tre
rq
ue
P
et
Q
so
nt
de
sg
ro
up
es
cy
cli
qu
es
,d
em
êm
eq
ue
le
gr
ou
pe

Au
t(
Q
)d
es
au
to
m
or
ph
ism
es
de
Q
.

b)
D
ém
on
tre
rq
ue
Q
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
ist
in
gu
éd
eG
.E
n
dé
du
ire
qu
eG
es
t

un
pr
od
ui
ts
em
i-d
ire
ct
de
P
et
Q
.

c)
O
n
su
pp
os
e
qu
e
p
ne
di
vi
se
pa
sq

−
1.
D
ém
on
tr
er
qu
e
G
es
ti
so
m
or
ph
e

àZ
/p
qZ
.

d)
O
n
su
pp
os
e
qu
e
p
di
vi
se
q
−
1.
D
ém
on
tr
er
qu
’il
ex
ist
e
un
gr
ou
pe
no
n

co
m
m
ut
at
if
de
ca
rd
in
al
pq
,e
tq
ue
de
ux
te
ls
gr
ou
pe
ss
on
ti
so
m
or
ph
es
.
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Exercice(2.12.38).—
a)SoitA

un
groupeetsoitB

unepartiedeA
.SoitM

A (B)
l’ensem

ble
des

a
∈
A
telsque

Int(a)(B)
⊂
B.D

ém
ontrerque

M
A (B)

estun
sous-m

onoïdedeA
.

b)O
n
poseA

=
G
L(2,Q

)eton
prend

pourB
lesous-groupedesm

atricesde
laform

e(
1
n

0
1 ),avec

a
∈
Z.Soita

lam
atrice(

2
0

0
1 ).D

ém
ontrerque

a
appartient

àM
A (B)m

aispasa
−1.En

déduirequeM
A (B)n’estpasun

sous-groupedeA
.

3.6.ID
ÉAU

X,A
N
N
EAU

X
Q
U
O
TIEN

TS
89

ou
Ik ⊂

Ij ;dansleprem
iercas,on

aa,b
∈Ik ,donca+

b
∈Ik ;danslesecond,on

a
a,b

∈
Ij ,d’où

a+
b
∈
Ij .D

anslesdeux
cas,a+

b
∈
I.Soita

∈
Ietsoitb

∈
A
;

soitjtelque
a
∈Ij ;alorsab

∈Ij ,carIj estun
idéaldeA

;parsuite,ab
∈I.C

ela
dém

ontrequeIestun
idéaldeA

.
SupposonsqueIpossèdeune

partiegénératrice�nie
S
=
{s1 ,...,sn }.Pour

touti∈{1,...,n},soitji telquesi ∈Iji .Lafam
ille(Ij )étanttotalem

entordon-
née,on

dém
ontrealorsparrécurrencesurn

qu’ilexiste
j∈{j1 ,...,jn }

telque
l’idéalIj contientIj1 ,...,Ijn .A

insi,Ij contients1 ,...,sn ,doncilcontientl’idéal
qu’ilsengendre,àsavoirI.LesinclusionsI⊂

Ij ⊂
IprouventqueI=

Ij .

Corollaire(3.6.10).—
Pourqu’un

anneau
com
m
utatifsoitnoethérien,ilfautet

ilsu�tquetoutesuitecroissanted’idéaux
soitstationnaire.

D
ém
onstration.—

SoitA
un
anneau

com
m
utatif.

O
n
supposequetoutesuitecroissanted’idéaux

deA
eststationnaire.SoitI

un
idéalde

A
;dém

ontronsque
Ipossède

une
partie

génératrice
�nie.Sinon,

pourtoutepartie�nieS
deI,l’idéal⟨S⟩engendréparS

estcontenu
dansI,m

ais
distinctdeI.O

n
construitalorsparrécurrenceunesuite(sn )d’élém

entsdeI
telleque,notantIn l’idéalengendrépar{s1 ,...,sn },sn

+1 n’appartiennepasàIn .
La
suited’idéaux(In )

eststrictem
entcroissante,cequicontreditl’hypothèse

faitesurA
.

Inversem
ent,une

suite
croissante(In )

d’idéaux
estune

fam
ille
totalem

ent
ordonnée;sisaréunion

Ipossèdeunepartiegénératrice�nie,ilexisted’aprèsle
lem
m
eun

entiern
telqueI=

In .O
n
aalorsI=

In ⊂
Im

⊂
Ipourtoutentierm

⩾
n,

doncIm
=
In pourm

⩾
n.C
elaprouvequelasuite(In )eststationnaire.

Rem
arque(3.6.11).—

SoitA
un
anneau

noethérien
etsoitIun

idéaldeA
;alors

A/Iestun
anneau

noethérien.
N
otons

p∶A
→
A/Ila

surjection
canonique.Soitune

suite
croissante(In )

d’idéaux
deA/I;pourtoutentiern,posonsJn =

p
−1(In ).La

suite(Jn )estune
suitecroissanted’idéaux

deA
;com

m
eA
estnoethérien,elleeststationnaire.

Soitm
un
entiertelqueJn =

Jm
pourn

⩾
m
;on

aalorsIn =
p(Jn )=

p(Jm )=
Im ,

cequiprouvequelasuite(In )eststationnaire.

3.6.12.
—
SoitA

un
anneau

etsoit(Is )s∈S unefam
illed’idéaux

àgauche(resp.à
droite,resp.bilatères).Lesous-groupe∑

Is deA
engendréparlaréunion

desIs
estl’ensem

bledessom
m
es∑

s∈S a
s ,pour(a

s )∈A
(S)telquea

s ∈Is pourtouts∈S.
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O
n
aI

⊂
√
I.
So
it
en
su
ite
a,
b
∈√
I,
so
it
m
,n

∈N
te
ls
qu
ea

m
∈I
et
bn

∈I
.P
ou
r

p
⩾
m
+
n
−
1,
on
a
(a

+
b)
p
=
∑
p i=
0
(p i

) a
p−
i b
i
=
0
ca
rs
ii

<
n,
al
or
s
p
−
i⩾
m

et
ai

=
0,
et
si
i⩾
n,
al
or
sb

i
=
0.
En
�n
,s
ia

∈√
Ie
tb

∈A
,s
oi
tn

∈N
te
lq
ue

an
=
0
;c
om
m
e
A
es
tc
om
m
ut
at
if,
il
vi
en
t(
ba

)n
=
bn
an

=
0.
Il
en
ré
su
lte
qu
e

√
Ie
st
un
id
éa
ld
eA
qu
ic
on
tie
nt
I.

En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
si
l’o
n
pr
en
d
I=

{0
},
l’e
ns
em
bl
eN
de
sé
lém
en
ts
de
A
qu
is
on
t

ni
lp
ot
en
ts
es
tu
n
id
éa
ld
eA
,q
u’
on
ap
pe
lle
le
ni
lra
di
ca
ld
eA
.

Le
m
m
e(
3.
6.
6)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
.L
’in
te
rs
ec
tio
n
⋂
s∈
S
I s
d’
un
ef
am
ill
e(
I s)
s∈
S

d’
id
éa
ux
à
ga
uc
he
(r
es
p.
à
dr
oi
te
,r
es
p.
bi
la
tè
re
s)
de
A
es
tu
n
id
éa
là
ga
uc
he
(r
es
p.

à
dr
oi
te
,r
es
p.
bi
la
tè
re
)d
eA
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Tr
ai
to
ns
le
ca
sd
’u
ne
fa
m
ill
e
d’
id
éa
ux
à
ga
uc
he
.N
ot
on
sI

ce
tte
in
te
rs
ec
tio
n
;c
’e
st
un
so
us
-g
ro
up
e
du
gr
ou
pe
ad
di
tif
de
A
.S
oi
ta

∈A
et

x
∈I
;p
ou
rt
ou
ts

∈S
,o
n
a
x
∈I
s,
do
nc
ax

∈I
s,
ca
rI
s
es
tu
n
id
éa
là
ga
uc
he
de
A
;

pa
rs
ui
te
,a
x
∈I
.C
el
ap
ro
uv
eq
ue
Ie
st
un
id
éa
là
ga
uc
he
de
A
.

Co
ro
lla
ire
(3
.6
.7
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
et
so
it
S
un
ep
ar
tie
de
A
.I
le
xi
ste
un
pl
us

pe
tit
id
éa
là
ga
uc
he
(r
es
p.
à
dr
oi
te
,r
es
p.
bi
la
tè
re
)d
eA
qu
ic
on
tie
nt
S.

C
’e
st
l’i
nt
er
se
ct
io
n
de
la
fa
m
ill
e
de
to
us
le
si
dé
au
x
à
ga
uc
he
(r
es
p.
à
dr
oi
te
,

re
sp
.b
ila
tè
re
s)
de
A
qu
ic
on
tie
nn
en
tS
.O
n
di
tq
ue
c’
es
tl
es
ou
s-
gr
ou
pe
di
sti
ng
ué

de
A
en
ge
nd
ré
pa
rS
.

L’
id
éa
là
ga
uc
he
en
ge
nd
ré
pa
r
S
es
tl
’e
ns
em
bl
e
de
s
so
m
m
es
de
la
fo
rm
e

∑
s∈
S
a s
s,
po
ur

(a
s)
∈
A

(S
) .
En
e�
et
,l
’e
ns
em
bl
e
in
di
qu
é
es
tu
n
id
éa
là
ga
uc
he

de
A
qu
ic
on
tie
nt
S
et
qu
ie
st
co
nt
en
u
da
ns
to
ut
id
éa
là
ga
uc
he
qu
ic
on
tie
nt
S.

O
n
dé
m
on
tr
ed
em
êm
eq
ue
l’i
dé
al
à
dr
oi
te
en
ge
nd
ré
pa
rS
es
tl
’e
ns
em
bl
ed
es

so
m
m
es
de
la
fo
rm
e ∑

s∈
S
sb
s,
po
ur

(b
s)
∈A

(S
) ,
et
qu
el
’id
éa
lb
ila
tè
re
en
ge
nd
ré

pa
rS
es
tl
’e
ns
em
bl
ed
es
so
m
m
es
∑
s∈
S
a s
sb
s,
po
ur

(a
s)
,(
b s
)∈
A

(S
) .

D
é�
ni
tio
n
(3
.6
.8
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if.
O
n
di
tq
ue
A
es
tu
n
an
ne
au

no
et
hé
rie
n
si
to
ut
id
éa
ld
eA
po
ssè
de
un
ep
ar
tie
gé
né
ra
tri
ce
�n
ie.

Le
m
m
e(
3.
6.
9)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
et
so
it
(I
j)
un
ef
am
ill
en
on
vi
de
,

to
ta
lem
en
to
rd
on
né
e,
d’
id
éa
ux
de
A
.A
lo
rs
I=
⋃
jI
je
st
un
id
éa
ld
eA
.S
i,
de
pl
us
,I

po
ssè
de
un
ep
ar
tie
gé
né
ra
tri
ce
�n
ie,
il
ex
ist
e
jt
el
qu
eI

=
I j.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Co
m
m
el
af
am
ill
en
’es
tp
as
vi
de
,0

∈I
.S
oi
ta
,b

∈I
;s
oi
tj
,k

te
ls
qu
e
a
∈I
je
tb

∈I
k.
La
fa
m
ill
e(
I j)
ét
an
tt
ot
al
em
en
to
rd
on
né
e,
on
a
I j
⊂
I k

C
H
A
PI
TR
E
3

A
N
N
EA
U
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3.
1.
D
é�
ni
tio
ns

D
é�
ni
tio
n
(3
.1.
1)
.—

U
n
an
ne
au
es
tu
n
en
se
m
bl
e
A
m
un
id
e
de
ux
lo
is,
+
et
⋅,

ap
pe
lée
sa
dd
iti
on
et
m
ul
tip
lic
at
io
n,
vé
ri�
an
tl
es
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
:

a)
Po
ur
l’a
dd
iti
on
,A
es
tu
n
gr
ou
pe
co
m
m
ut
at
if
;

b)
Po
ur
la
m
ul
tip
lic
at
io
n,
A
es
tu
n
m
on
oï
de
;

c)
La
m
ul
tip
lic
at
io
n
es
td
ist
rib
ut
iv
ep
ar
ra
pp
or
tà
l’a
dd
iti
on
.

O
n
no
te
0
l’é
lé
m
en
tn
eu
tre
de
l’a
dd
iti
on
,1
l’é
lé
m
en
tn
eu
tre
de
la
m
ul
tip
lic
a-

tio
n.

3.
1.2
.
—
So
it
A
un
an
ne
au
.O
n
di
tq
ue
A
es
tu
n
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if
si
la
m
ul
ti-

pl
ic
at
io
n
de
A
es
tc
om
m
ut
at
iv
e.

O
n
di
tq
ue
de
sé
lé
m
en
ts
a
et
b
de
A
co
m
m
ut
en
ts
il
’o
n
a
ab

=
ba
.

Pr
op
os
iti
on
(3
.1.
3)
(F
or
m
ul
ed
u
bi
nô
m
e)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
,s
oi
ta
et
b
de
s

élé
m
en
ts
de
A
te
ls
qu
ea
b
=
ba
.P
ou
rt
ou
te
nt
ier
n
⩾
0,
on
a

(a
+
b)
n
=

n ∑ p=0
(n p)
an

−
p b
p .

D
ém
on
str
at
io
n.
—
La
pr
eu
ve
es
t
cl
as
siq
ue
et
se
fa
it
pa
r
ré
cu
rr
en
ce
su
r
n.

Lo
rs
qu
e
n
=
0,
le
sd
eu
x
m
em
br
es
va
le
nt
1.
Su
pp
os
on
sl
af
or
m
ul
ev
ra
ie
po
ur
n,

al
or
s (a
+
b)
n+
1
=
(a

+
b)

(a
+
b)
n
=
(a

+
b)

(
n ∑ p=0

(n p)
an

−
p b
p )

=
a
n ∑ p=0

(n p)
an

−
p b
p
+
b
n ∑ p=0

(n p)
an

−
p b
p
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X

=
n∑p=0 ( np )a

n
+1−pb

p+
n∑p=0 ( np )a

n
−pb

p+1

=
( n0 )a

n
+1+

n∑p
=1 ( np )a

n
+1−pb

p+
n∑p=1 (

np−
1 )a

n
+1−pb

p+
( n0 )b

n
+1

=
a
n
+1+

n∑p
=1 (( np )+

(
np−
1 ))
a
n
+1−pb

p+
b
n
+1

=
n
+1
∑p=0 ( n

+
1
p

)a
n
+1−pb

p,

com
m
eilfallaitdém

ontrer.

D
é�nition

(3.1.4).—
SoitA

un
anneau

etsoita
un
élém

entdeA
.

a)
O
n
ditque

a
estsim

pli�able
(ou
régulier)s’ill’estpourla

m
ultiplication,

c’est-à-diresipourtoutélém
entnon

nulx
∈A
,on

a
ax

≠
0
etxa

≠
0.

b)
O
n
ditque

a
estinversible

s’ill’estpourla
m
ultiplication,c’est-à-dires’il

existeb
∈A
telqueab

=
ba

=
1.

c)
O
n
ditquea

estnilpotents’ilexisteun
entiern

⩾
1telquea

n=
0.

O
n
dé�nitplusgénéralem

entlanotion
d’élém

entsim
pli�ableàdroiteou

à
gauche,etlanotion

d’élém
entinversibleàdroiteou

àgauche.
L’ensem

bledesélém
entssim

pli�ablesdeA
estun

sous-m
onoïdede(A

,×).
L’ensem

bledesélém
entsinversiblesdeA

estun
groupepourlam

ultiplication
qu’on

noteA
×.

D
é�nition

(3.1.5).—
SoitA

un
anneau

non
nul.

O
n
ditqueA

estun
corpssitoutélém

entnon
nulestinversible.

O
n
ditqueA

estintègres’ilestcom
m
utatifetsitoutélém

entnon
nuldeA

est
sim
pli�able.

3.2.
Sous-anneaux,sous-corps

3.2.1.
—
SoitA

un
anneau

etsoitB
unepartiedeA

.O
n
ditqueB

estun
sous-

anneau
deA

sic’estun
sous-groupedeA

pourl’addition
etun

sous-m
onoïde

deA
pourlam

ultiplication.Celasigni�eque0,1∈B,quelasom
m
eetleproduit

dedeux
élém

entsdeB
appartiennentàB,dem

êm
equel’opposéd’un

élém
ent

deB.

3.6.ID
ÉAU

X,A
N
N
EAU

X
Q
U
O
TIEN

TS
87

En�n,siφ
′∶A

(M
)→
B
estun

m
orphism

edeA
-algèrestelqueφ

′(δ
m )=

f(m
)

pourtoutm
∈
M
,lescalculsci-dessusm

ontrentque
φ
′(u)

=
φ(u)

pourtout
u
∈A

(M
),doncφ

′=
φ.

Exem
ple(3.5.4).—

SoitK
un
corpscom

m
utatifetsoitG

un
groupe.L’algèbre

K
(G

)estappelée
l’algèbre

du
groupe

G
.SoitV

un
espace

vectorieletprenons
pourK-algèbreB

l’algèbreEnd
K (V)desendom

orphism
esdeV

.L’ensem
blede

sesélém
entsinversiblesestlegroupeG

L(V)desautom
orphism

esdeV
.D
’après

la
propriété

universelle,leshom
om
orphism

esde
groupesde

G
dansG

L(V)
correspondentaux

hom
om
orphism

esd’algèbresdeK
(G

)dansEnd
K (V).

3.6.
Idéaux,anneaux

quotients

D
é�nition

(3.6.1).—
SoitA

un
anneau

etsoitIun
sous-groupedu

groupeadditif
deA

.O
n
ditqueIestun

idéalàgauche(resp.à
droite)sipourtouta

∈A
ettout

x
∈I,on

a
ax

∈I(resp.xa
∈I).O

n
ditquec’estun

idéalbilatèresic’està
la
fois

un
idéalà

droiteetà
gauche.

D
ansun

anneau
com

m
utatif,lesnotionsd’idéalàgauche,àdroiteetbilatère

coïncident;on
ditalorsplussim

plem
entidéal.

Exem
ple(3.6.2).—

Lessous-groupes{0}
etA

sontdesidéaux
bilatèresdeA

.

Exem
ple(3.6.3).—

SoitA
un
anneau

etsoita
un
élém

entdeA
.L’ensem

bledes
élém

entsde
A
de
la
form

e
xa,pourx

∈
A
,estun

idéalà
gauche

de
A
;on

dit
quec’estl’idéalprincipalàgaucheengendréparA

.D
em
êm
e,l’ensem

bledes
élém

entsdeA
delaform

e
ax,pourx

∈A
estun

idéalàdroitedeA
.

Exem
ple
(3.6.4).—

Soit
f∶A

→
B
un
hom

om
orphism

e
d’anneaux,soitJun

idéalàgauche(resp.àdroite,resp.bilatère)deB
etnotonsI=

f
−1(J).A

lorsIest
un
idéalàgauche(resp.àdroite,resp.bilatère)deA

.
C
’esten

e�etun
sous-groupedu

groupeadditifdeA
.D
eplus,poura

∈A
et

x
∈I,on

a
f(ax)=

f(a)f(x)∈JsiJestun
idéalà

gauchedeB,cequiprouve
queIest,danscecas,un

idéalàgauchedeA
.Lecasd’un

idéalàdroitesetraite
defaçon

analogueetceluid’un
idéalbilatères’en

déduit.

Exem
ple
(3.6.5).—

SoitA
un
anneau

com
m
utatifetsoitIun

idéalde
A
.O
n

note √
Il’ensem

bledesélém
entsa

∈A
pourlesquelsilexisten

⩾
1telquea

n∈I
(radicaldeI).
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3.
5.
2.
—
Si
le
m
on
oï
de
M
es
tc
om
m
ut
at
if,
ce
ta
nn
ea
u
es
tc
om
m
ut
at
if.
En
e�
et
,

po
ur
f,
g
∈A

(M
)
et
m
∈M
,o
n
aa
lo
rs

f∗
g(
m
)=

∑ xy
=
m
f(
x)
g(
y)

=
∑ yx=
m
g(
y)
f(
x)

=
g∗
f(
m
).

Le
m
m
e(
3.
5.
3)
(P
ro
pr
ié
té
un
iv
er
se
lle
de
l’a
lg
èb
re
d’
un
m
on
oï
de
)

So
it
M
un
m
on
oï
de
et
so
it
A
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if.
So
it
B
un
e
A
-a
lgè
br
e

(c
om
m
ut
at
iv
eo
u
no
n)
et
so
it
f∶
M
→
B
un
m
or
ph
ism
ed
eM

da
ns
le
m
on
oï
de

m
ul
tip
lic
at
if
de
B.
Il
ex
ist
eu
n
un
iq
ue
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eA
-a
lgè
br
es
,φ

∶A
(M

)
→
B,

te
lq
ue

φ(
δ m

)=
f(
m
)p
ou
rt
ou
tm

∈M
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
u
un
élé
m
en
td
eA

(M
)
;c
’es
tu
ne
fo
nc
tio
n
de
M
da
ns
A
,

à
su
pp
or
t�
ni
,e
tl
’o
n
pe
ut
éc
rir
e
u
=
∑
m
∈M
u(
m
)δ
m
(s
om
m
e
év
en
tu
el
le
m
en
t

in
�n
ie
m
ai
sd
on
ts
eu
lem
en
tu
n
no
m
br
e�
ni
de
te
rm
es
ne
so
nt
pa
sn
ul
s)
.P
os
on
s

al
or
s

φ(
u)

=
∑
m
∈M
u(
m
)f

(m
).
D
ém
on
tr
on
sq
ue
l’a
pp
lic
at
io
n

φ
∶A

(M
)
→
B

ai
ns
id
é�
ni
ee
st
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eA
-a
lg
èb
re
s.
Il
ap
pl
iq
ue
0
su
r0
et
re
sp
ec
te

l’a
dd
iti
on
:p
ou
ru
,v

∈A
(M

) ,
on
ae
n
e�
et
:

φ(
u
+
v)

=
∑ m∈
M
(u

+
v)

(m
)f

(m
)=

∑ m∈
M
u(
m
)f

(m
)+

∑ m∈
M
v(
m
)f

(m
).

En
su
ite
,l
’é
lé
m
en
tu
ni
té
de
A

(M
)
es
tl
a
fo
nc
tio
n

δ e
,o
ù
e
es
tl
’é
lé
m
en
tn
eu
tr
e

de
M
,d
es
or
te
qu
eφ

(δ
e)
=
u(
e)

=
1.
D
ep
lu
s,
si
u,
v
∈A

(M
) ,
on
a

φ(
u
∗
v)

=
∑ m∈
M
u
∗
v(
m
)f

(m
)

=
∑ x,y
∈M
u(
x)
v(
y)
f(
xy

)

=
∑ x,y
∈M
u(
x)
v(
y)
f(
x)
f(
y)

=
∑ x∈M
u(
x)
f(
x)
∑ y∈M
v(
y)
f(
y)

=
φ(
u)

φ(
v)
.

C
el
a
pr
ou
ve
qu
e

φ
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
e
d’
an
ne
au
x.
En
�n
,p
ou
r
a
∈
A
et

u
∈A

(M
) ,
la
fo
nc
tio
n
au
ap
pl
iq
ue
m
su
ra
u(
m
),
de
so
rt
eq
ue

φ(
au

)=
∑ m∈
M
(a
u)

(m
)=

∑ m∈
M
au

(m
)=
a
∑ m∈
M
u(
m
)=
aφ

(u
),

ce
qu
ip
ro
uv
eq
ue

φ
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
eA
-a
lg
èb
re
s.

3.2
.S
O
U
S-
A
N
N
EA
U
X,
SO
U
S-
CO
RP
S

79

A
lo
rs
,l
’a
dd
iti
on
et
la
m
ul
tip
lic
at
io
n
de
A
dé
�n
iss
en
td
es
lo
is
de
co
m
po
sit
io
n

su
rB
qu
ie
n
fo
nt
un
an
ne
au
.

Le
m
m
e(
3.
2.
2)
.—

So
it
A
un
an
ne
au
,s
oi
t(
B i

) i∈
I
un
ef
am
ill
ed
es
ou
s-
an
ne
au
x

de
A
et
so
it
B
=
⋂
i∈
IB
i
so
n
in
te
rs
ec
tio
n.
Al
or
s,
B
es
tu
n
so
us
-a
nn
ea
u
de
A
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
C
el
a
dé
co
ul
e
im
m
éd
ia
te
m
en
td
u
ré
su
lta
tc
or
re
sp
on
da
nt

po
ur
le
sm
on
oï
de
s(
le
m
m
e2
.3.
5)
.

Co
ro
lla
ire
(3
.2
.3
).
—
So
it
A
un
an
ne
au
et
so
it
S
un
ep
ar
tie
de
A
.I
le
xi
ste
un
pl
us

pe
tit
so
us
-a
nn
ea
u
B
de
A
qu
ic
on
tie
nt
S.

C
’e
st
l’i
nt
er
se
ct
io
n
de
la
fa
m
ill
e
de
to
us
le
s
so
us
-a
nn
ea
ux
de
A
qu
i

co
nt
ie
nn
en
tS
.O
n
l’a
pp
el
le
le
so
us
-a
nn
ea
u
de
A
en
ge
nd
ré
pa
rS
.

U
n
ca
sp
ar
tic
ul
ie
rd
ec
et
te
co
ns
tr
uc
tio
n
es
ti
m
po
rt
an
t,
où
S
es
td
el
a
fo
rm
e

B
∪
T,
B
ét
an
tu
n
so
us
-a
nn
ea
u
de
A
.D
an
sc
ec
as
,o
n
no
te
B[
T]
le
so
us
-a
nn
ea
u

de
A
en
ge
nd
ré
pa
rB

∪
T,
et
on
di
tq
ue
c’
es
tl
es
ou
s-
an
ne
au
de
A
en
ge
nd
ré
pa
rT

su
rB
.

3.
2.
4.
—
So
it
F
un
co
rp
se
ts
oi
tE
un
ep
ar
tie
de
F.
O
n
di
tq
ue
E
es
tu
n
so
us
-c
or
ps

de
F
si
c’
es
tu
n
so
us
-a
nn
ea
u
de
F
et
si
c’
es
tu
n
co
rp
s.

C
el
as
ig
ni
�e
qu
e0
,1
∈E
,q
ue
la
so
m
m
ee
tl
ep
ro
du
it
de
de
ux
él
ém
en
ts
de
E

ap
pa
rt
ie
nn
en
tà
E,
de
m
êm
eq
ue
l’o
pp
os
éd
’u
n
él
ém
en
td
eE
et
l’i
nv
er
se
d’
un

élé
m
en
tn
on
nu
ld
eE
.

A
lo
rs
,l
’a
dd
iti
on
et
la
m
ul
tip
lic
at
io
n
de
F
dé
�n
iss
en
td
es
lo
is
de
co
m
po
sit
io
n

su
rE
qu
ie
n
fo
nt
un
an
ne
au
.

Le
m
m
e(
3.
2.
5)
.—

So
it
F
un
co
rp
s,
so
it
(E
i) i

∈I
un
ef
am
ill
ed
es
ou
s-
co
rp
sd
eA
et

so
it
E
=
⋂
i∈
IE
i
so
n
in
te
rs
ec
tio
n.
Al
or
s,
E
es
tu
n
so
us
-c
or
ps
de
F.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Il
ré
su
lte
du
ré
su
lta
tc
or
re
sp
on
da
nt
po
ur
les
an
ne
au
x
qu
eE

es
tu
n
so
us
-a
nn
ea
u
de
F.
D
ep
lu
s,
E
≠
{0

}c
ar
1∈
E.
So
it
en
�n
x
un
élé
m
en
tn
on

nu
ld
eE
;p
ou
rt
ou
ti
,o
n
a
x
∈E

i,
do
nc
x−
1
∈E

i;
pa
rs
ui
te
,x

−
1
∈E
.

Co
ro
lla
ire
(3
.2
.6
).
—
So
it
F
un
co
rp
se
ts
oi
tS
un
ep
ar
tie
de
F.
Il
ex
ist
eu
n
pl
us

pe
tit
so
us
-c
or
ps
de
F
qu
ic
on
tie
nt
S.

C
’es
tl
’in
te
rs
ec
tio
n
de
la
fa
m
ill
ed
et
ou
sl
es
so
us
-c
or
ps
de
F
qu
ic
on
tie
nn
en
tS
;

on
l’a
pp
el
le
le
so
us
-c
or
ps
de
F
en
ge
nd
ré
pa
rS
.
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X

U
n
casparticulierdecetteconstruction

estim
portant,où

S
estdela

form
e

E
∪
T,E

étantun
sous-corpsdeF.D

anscecas,on
noteE(T)lesous-corpsdeF

engendréparE
∪
T,eton

ditquec’estlesous-corpsdeF
engendréparT

surE.

3.2.7.
—
SoitA

un
anneau

etsoita
un
élém

entdeA
.Lecom

m
utantde

a
est

l’ensem
bleZ

a (A)desélém
entsb

deA
quicom

m
utentavec

a,c’est-à-diretels
que

ab
=
ba.C

’estun
sous-anneau

deA
.SiA

estun
corps,lecom

m
utantde

a
estun

sous-corpsdeA
.

LecentredeA
,notéZ(A),estl’ensem

bledesélém
entsa

∈A
telsqueab

=
ba

pourtoutb
∈A
.C
’estl’intersection

descom
m
utantsdetouslesélém

entsde
a
;

c’estun
sous-anneau

deA
.SiA

estun
corps,lecentredeA

estun
sous-corps

deA
.

Exem
ple(3.2.8).—

SoitF
un
corps.O

n
appellesous-corpsprem

ierdeF
leplus

petitsous-corpsdeF,c’est-à-direlesous-corpsdeF
engendrépar∅

.N
otons-leE.

O
n
a
1F

∈
E,donc

n
⋅1F

∈
E
pour

toutentier
n
∈
Z.O

n
voitalors

deux
possibilitéspourcesous-corps:
a)
Supposonsque

pourtoutentier
n
⩾
1,on

aitn
⋅1F

≠
0.A

lors,pour
m

etn
∈
Z
telsquem

≠
n,on

an⋅1F ≠
m
⋅1F puisque,parhypothèse,(n−

m
)⋅1F ≠

0
sin

>
m
,et(m

−
n)⋅1F ≠

0
sinon.A

insi,l’ensem
ble
desélém

entsde
F
de
la

form
e
n
⋅1F ,pourn

∈
Z,estun

sous-anneau
de
E
que
l’on

peutidenti�erà
Z.

D
eplus,E

contientaussil’inversede
n1F ,sin

≠
0,ettoutefraction

m
/n,pour

m
∈
Z
etn

∈
Z

{0},desortequeE
«contient»touslesnom

bresrationnels.Ils
form

entun
sous-corpsdeE,desortequeE

s’identi�eau
corpsQ

desnom
bres

rationnels.O
n
ditqueF

estdecaractéristique0.
b)
Supposonsqu’ilexisteun

entiern
⩾
1telquen⋅1F =

0,etsoitp
lepluspetit

decesentiers.D
ém
ontronsque

p
estun

nom
breprem

ier.O
n
a
p
≠
1puisque

1⋅1F =
1F ≠

0.Sip
n’étaitpasprem

ier,ilexisteraitdesentiersm
,n

⩾
2
telsque

p
=
m
n,d’où

p⋅1F =
(m

⋅1F )(n
⋅1F )=

0
puism

⋅1F =
0
ou
n
⋅1F =

0.C
om
m
e

m
,n

<
p,celacontreditlam

inim
alitéde

p.
D
anscecas,l’ensem

ble{0,1F ,...,(p−
1)⋅1F }

estun
sous-anneau

deE,qu’on
identi�eàl’anneau

Z/pZ.C
etanneau

estun
corps,doncE

=
Z/pZ

;on
ditque

F
estdecaractéristique

p.
Bien

quecesdeuxexpressionssoienttoutàfaitim
propres,surtouten

français,
on
ditsouventqueF

estdecaractéristiquepositive,ou
decaractéristique�nie,

pourdirequ’iln’estpasdecaractéristique0.
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Pour
f,g∈A

(M
),l’ensem

bleP
descouples(x,y)telsque

f(x)≠
0
etg(y)≠

0
est�ni,cequientraîned’unepartque

f∗
g(m

)estbien
dé�ni(la

som
m
eest

�nie)etd’autrepartque
f∗
g(m

)≠
0
sim

n’estpaségalàl’un
desproduitsxy,

pour(x,y)∈P.
Soitf,g,h

∈A
(M

).Pourm
∈M
,on

a

(f∗
g)∗

h)(m
)=

∑p,z∈M
pz=m (f∗

g)(p)h(z)=
∑x,y,z∈M
xyz=m

f(x)g(y)h(z).

D
em
êm
e,

f∗
(g∗

h)(m
)=

∑x,q
∈M

xq
=m

f(x)(g∗
h)(q)=

∑x,y,z∈M
xyz=m

f(x)g(y)h(z).

O
n
adonc(f∗

g)∗
h
=
f∗

(g∗
h):leproduitdeconvolution

estassociatif.
Pourtoutélém

entm
∈M
,soitδ

m
lafonction

deM
dansA

tellequeδ
m (x)=

1
six

=
m
etδ

m (x)=
0
sinon

(«fonction
deD

irac»).Soitel’élém
entneutredeM

.
A
lors,pourtoutf∈A

(M
)ettoutm

∈M
,on

a
δ
e ∗
f(m

)=
∑
xy=m

δ
e (x)f(y)=

f(m
)et

f∗
δ
e (m

)=
∑
xy=m

f(x)δ
e (y)=

f(m
).A
insi,δ

e estl’élém
entneutre

du
produitdeconvolution.
Plusgénéralem

ent,pourtoutcouple(m
,n)d’élém

entsdeM
,on

a
δ
m
∗

δ
n =

δ
m
n ,desortequel’application

m
↦

δ
m
estun

hom
om
orphism

edem
onoïdes

deM
danslem

onoïdem
ultiplicatifdeA

(M
).O
n
rem
arqueaussiquepourtout

f∈A
(M

),on
a
f=
∑
m
∈M
f(m

)δ
m
;plusprécisém

ent,lafam
ille(f(m

))m
∈M
est

l’uniquefam
ille(a

m )telleque
f=
∑
m
∈M
a
m δ
m .

En�n,leproduitdeconvolution
estdistributifsurl’addition

:pour
f,g,h

∈
A

(M
)etm

∈M
,on

a

f∗
(g+

h)(m
)=

∑xy=m
f(x)(g+

h)(y)

=
∑xy=m

f(x)g(y)+
∑xy=m

f(x)h(y)

=
f∗
g(m

)+
f∗
h(m

),

et,defaçon
analogue,(f+

g)∗
h
=
f∗
h
+
g∗
h.

A
insi,l’addition

et
le
produit

de
convolution

font
de
A

(M
)
un
anneau.

L’application
a
↦
aδ
e deA

dansA
(M

)estun
hom

om
orphism

ed’anneaux,et
toutélém

entde
son

im
age
estcentral.A

insi,A
(M

)estune
A
-algèbre

qu’on
appellel’algèbredu

m
onoïdeM

surA
.
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3.
A
N
N
EA
U
X

Pa
r
le
s
m
êm
es
ca
lc
ul
s
qu
’e
n
lic
en
ce
,o
n
vé
ri�
e
qu
e
c’
es
tu
n
an
ne
au
.S
on

élé
m
en
t0
es
tl
am
at
ric
ed
on
tt
ou
sl
es
co
e�
ci
en
ts
so
nt
nu
ls
;s
on
élé
m
en
t1
es
tl
a

m
at
ric
eI
n
do
nt
le
co
e�
ci
en
t(
i,
j)
es
té
ga
là
1s
ii

=
j,
et
à0
sin
on
.

C
et
an
ne
au
n’
es
tp
as
co
m
m
ut
at
if
lo
rs
qu
e
n
⩾
2
ou
lo
rs
qu
eA
n’
es
tp
as
co
m
-

m
ut
at
if.

So
n
ce
nt
re
es
té
ga
là
A
⋅I
n,
et
es
ti
so
m
or
ph
eà
A
.L
or
sq
ue
A
es
tc
om
m
ut
at
if,

l’h
om
om
or
ph
ism
e
a
↦
aI
n
de
A
da
ns
M
n(
A
)f
ai
td
eM

n(
A
)u
ne
A
-a
lg
èb
re
.

3.
4.
5.
—
So
it
G
un
gr
ou
pe
ab
éli
en
.L
’e
ns
em
bl
eE
nd

(G
)d
es
en
do
m
or
ph
ism
es

de
G
es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
u
gr
ou
pe
ab
éli
en
de
sa
pp
lic
at
io
ns
de
G
da
ns
G
.C
’e
st

au
ss
iu
n
so
us
-m
on
oï
de
po
ur
la
co
m
po
sit
io
n
de
sa
pp
lic
at
io
ns
.E
n�
n,
la
co
m
po
si-

tio
n
es
td
ist
rib
ut
iv
es
ur
l’a
dd
iti
on
,p
ui
sq
ue
po
ur
f,
g,
h
∈E
nd

(G
)e
tx

∈G
,o
n
a

f○
(g
+
h)

(x
)=
f(
g(
x)
+
h(
x)

)=
f○
g(
x)
+
f○
h(
x)
.G
in
si,
En
d(
G
)p
os
sè
de

un
es
tr
uc
tu
re
na
tu
re
lle
d’
an
ne
au
.

So
it
F
un
co
rp
se
ts
oi
tV
un
F-
es
pa
ce
ve
ct
or
ie
l.
L’
en
se
m
bl
eE
nd
F(
V
)e
st
un

so
us
-a
nn
ea
u
de
l’a
nn
ea
u
de
se
nd
om
or
ph
ism
es
du
gr
ou
pe
ab
éli
en
V
.

3.
4.
6.
—
So
it
A
un
an
ne
au
;l
’a
nn
ea
u
op
po
sé
A
o
am
êm
es
ou
s-
gr
ou
pe
ad
di
tif
,

m
ai
sl
em
on
oï
de
m
ul
tip
lic
at
if
es
tl
em
on
oï
de
op
po
sé
du
m
on
oï
de
m
ul
tip
lic
at
if

de
A
.

Si
A
es
tu
n
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if,
l’a
pp
lic
at
io
n
M
↦
t M
es
tu
n
iso
m
or
ph
ism
e

de
l’a
nn
ea
u
de
sm
at
ric
es
M
n(
A
)s
ur
so
n
an
ne
au
op
po
sé
.

3.
5.
A
lg
èb
re
sd
e
m
on
oï
de
s,
de
gr
ou
pe
s

3.
5.
1.
—
So
it
M
un
m
on
oï
de
et
so
it
A
un
an
ne
au
;p
ou
r
sim
pl
i�
er
ce
rt
ai
ns

én
on
cé
s,
on
su
pp
os
eq
ue
A
es
tc
om
m
ut
at
if.
So
it
A

(M
)
l’e
ns
em
bl
ed
es
fo
nc
tio
ns
f

de
M
da
ns
A
de
su
pp
or
t�
ni
,c
’es
t-à
-d
ire
te
lle
sq
ue
l’e
ns
em
bl
ed
es
m
∈M

te
ls
qu
e

f(
m
)≠
0
so
it
�n
i.
C
’es
tu
n
so
us
-g
ro
up
ed
u
gr
ou
pe
ad
di
tif
A
M
de
sa
pp
lic
at
io
ns

de
M
da
ns
A
,m
ai
sc
en
’es
tp
as
un
so
us
-a
nn
ea
u
lo
rs
qu
eM

es
ti
n�
ni
,p
ui
sq
ue
la

fo
nc
tio
n
co
ns
ta
nt
ed
ev
al
eu
r1
n’
ap
pa
rt
ie
nt
pa
sà
A

(M
) .
O
n
le
m
un
it
du
pr
od
ui
t

de
co
nv
ol
ut
io
n
dé
�n
ip
ar

f∗
g(
m
)=

∑ x,y
∈M

xy
=
m

f(
x)
g(
y)
.

3.3
.M
O
RP
H
IS
M
ES
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3.
3.
M
or
ph
is
m
es

D
é�
ni
tio
n
(3
.3
.1)
.—

So
it
A
et
B
de
sa
nn
ea
ux
.O
n
di
tq
u’
un
ea
pp
lic
at
io
n
f∶
A
→
B

es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
e
d’
an
ne
au
x
si
c’e
st
à
la
fo
is
un
m
or
ph
ism
e
de
gr
ou
pe
s

po
ur
l’a
dd
iti
on
et
un
m
or
ph
ism
es
de
m
on
oï
de
sp
ou
rl
a
m
ul
tip
lic
at
io
n.

Au
tr
em
en
td
it,
on
de
m
an
de
qu
e
so
ie
nt
vé
ri�
ée
s
le
s
re
la
tio
ns
:
f(
0)

=
0,

f(
1)
=
1,
f(
a
+
b)

=
f(
a)
+
f(
b)
et
f(
ab

)=
f(
a)
f(
b)
po
ur
to
us
a,
b
∈A
.

U
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’a
nn
ea
ux
f∶
A
→
B
in
du
it
pa
rr
es
tr
ic
tio
n
un
ho
m
o-

m
or
ph
ism
ed
u
gr
ou
pe
A
×
de
sé
lé
m
en
ts
in
ve
rs
ib
le
sd
eA
da
ns
le
gr
ou
pe
B×
de
s

élé
m
en
ts
in
ve
rs
ib
le
sd
eB
.

O
n
di
tq
u’
un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’an
ne
au
x
f∶
A
→
B
es
tu
n
iso
m
or
ph
ism
es
’il

ex
ist
eu
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’an
ne
au
x
g∶
B
→
A
te
lq
ue
g○
f
=
id
A
et
f○
g
=
id
B.

Le
m
m
e
(3
.3
.2
).
—
Po
ur
qu
’u
n
ho
m
om
or
ph
ism
e
d’
an
ne
au
x
f∶
A
→
B
so
it
un

iso
m
or
ph
ism
e,
il
fa
ut
et
il
su
�
tq
u’
il
so
it
bi
jec
tif
,s
a
bi
jec
tio
n
ré
cip
ro
qu
ee
st
al
or
s

un
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’a
nn
ea
ux
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Si
fe
st
un
iso
m
or
ph
ism
e,
il
es
tb
ije
ct
if.
Su
pp
os
on
si
nv
er
se
-

m
en
tq
ue
f
so
it
bi
je
ct
if
et
so
it
g
sa
bi
je
ct
io
n
ré
ci
pr
oq
ue
.C
om
m
e
la
bi
je
ct
io
n

ré
cip
ro
qu
ed
’u
n
ho
m
om
or
ph
ism
eb
ije
ct
if
de
m
on
oï
de
se
st
un
ho
m
om
or
ph
ism
e

de
m
on
oï
de
s,
g
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
em
on
oï
de
sà
la
fo
is
po
ur
l’a
dd
iti
on
et

po
ur
la
m
ul
tip
lic
at
io
n,
do
nc
c’
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’a
nn
ea
ux
.

3.
3.
3.
—
So
it
A
un
an
ne
au
;l
’ap
pl
ic
at
io
n
id
en
tiq
ue
id
A
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
e

d’
an
ne
au
x.
Si
f∶
A
→
B
et
g∶
B
→
C
so
nt
de
sm
or
ph
ism
es
d’
an
ne
au
x,
le
ur

co
m
po
sé
e
g○
fe
st
un
m
or
ph
ism
ed
’a
nn
ea
ux
.

Le
sa
nn
ea
ux
et
le
ur
sm
or
ph
ism
es
co
ns
tit
ue
nt
ai
ns
iu
ne
ca
té
go
rie
.

U
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
eA
da
ns
A
es
ta
pp
el
ée
nd
om
or
ph
ism
ed
eA
;s
ic
’e
st

un
iso
m
or
ph
ism
e,
on
di
tq
ue
c’
es
tu
n
au
to
m
or
ph
ism
e.
L’
en
se
m
bl
eE
nd

(A
)d
es

en
do
m
or
ph
ism
es
de
A
es
tu
n
m
on
oï
de
po
ur
la
co
m
po
sit
io
n
de
sa
pp
lic
at
io
ns
;l
e

gr
ou
pe
de
se
sé
lé
m
en
ts
in
ve
rs
ib
le
se
st
l’e
ns
em
bl
eA
ut
(A

)d
es
au
to
m
or
ph
ism
es

de
A
.

Ex
em
pl
e(
3.
3.
4)
.—

So
it
p
un
no
m
br
ep
re
m
ie
re
ts
oi
tA
un
an
ne
au
co
m
m
ut
at
if

te
lq
ue
p
⋅1
=
0
da
ns
A
.(1

)
D
ém
on
tro
ns
qu
el
’a
pp
lic
at
io
n

φ
∶A
→
A
dé
�n
ie
pa
r

φ(
x)

=
xp
es
tu
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
’a
nn
ea
ux
.

(
1)
O
n
di
tp
ar
fo
is
qu
eA
es
tu
n
an
ne
au
de
ca
ra
ct
ér
ist
iq
ue
p.
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3.A
N
N
EAU

X

O
n
a
bien

sûr
φ(0)

=
0
etφ(1)

=
1.O
n
a
aussiφ(xy)

=
(xy)

p
=
x
py
p
=

φ(x)φ(y)pourtousx,y∈A
,carx

etycom
m
utent.En�n,pourtousx,y∈A

,la
form

uledu
binôm

eentraînequeφ(x+
y)=

φ(x)+
∑
p−1
k
=1 (

pk )x
p
−ky

k+
φ(y).Soit

k
∈{1,...,p−1};dém

ontronsque (
pk )estun

entierdivisibleparp.Pardé�nition,
on
a (
pk )=

p!/k!(p−k)!,desortequek!(p−k)! (
pk )=

p!estm
ultipledep.Com

m
e

p
estun

nom
bre
prem

ier,p
ne
divise

aucun
entierk

telque
1⩽
k
⩽
p−
1,de

sorte
que

p
ne
divise

pask!(p−
k)!de (

pk ).Parsuite,ildivise (
pk ).O

n
a
donc

(
pk )x

p
−ky

ketφ(x
+
y)

=
φ(x)+

φ(y).En�n,φ(−x)
=
(−x)

p=
(−1)

pφ(x);si
p
=
2,on

a
φ(−x)=

φ(x)=
−φ(x)puisque1=

−1dansA
;sinon,(−1)

p=
−1et

φ(−x)=
−φ(x).

C
ethom

om
orphism

eestappeléhom
om
orphism

edeFrobeniusdeA
.

U
n
casparticuliertrèsim

portantestobtenu
lorsqueA

estun
corpsdecarac-

téristique
p.

Exem
ple
(3.3.5).—

Soit
A
un
anneau.

Pour
tout

a
∈
A
×,
l’application

Int(a)∶x
↦
axa

−1
est
un
autom

orphism
e
de
A
(appelé

autom
orphism

e
intérieur).O

n
a
Int(a)○

Int(b)
=
Int(ab);sia

∈
Z(A),on

a
Int(a)

=
id
A .

L’application
Int∶A

×→
Aut(A)estdoncun

hom
orphism

edegroupes.

3.3.6.
—
SoitA

un
anneau

com
m
utatif.O

n
appelleA

-algèbreladonnéed’un
anneau

B
etd’un

hom
om
orphism

e
u
de
A
dansB

telque
u(A)

soitcontenu
dansle

centre
de
B.A

lors,pourtoutélém
enta

∈
A
ettoutélém

entb
∈
B,on

pose
ab

=
u(a)b.O

n
a
lesrelations

a(b
+
c)

=
ab

+
ac,(aa

′)b
=
a(a

′b)
et

(ab)(a
′c)=

aa
′(bc)poura,a

′∈A
etb,c∈B.

C
etteconvention

perm
etdesous-entendrel’hom

om
orphism

eu,en
écrivant

parexem
ple«SoitB

uneA
-algèbre.»

SiB
etC

sontdesA
-algèbres,un

hom
om
orphism

edeA
-algèbresdeB

dansC
estun

hom
om
orphism

ed’anneaux
f∶B

→
C
telque

f(ab)=
af(b)pourtout

a
∈A
ettoutb

∈B.

3.4.
Exem

ples

3.4.1.
—
Citonssanscom

m
entairesl’anneau

Z
desentiersrelatifs,lesanneaux

�nisZ/nZ,pourn
⩾
1,lescorpsQ

desnom
bresrationnels,R

desnom
bresréels,

C
desnom

brescom
plexes.M

entionnonsaussi,siF
estun

corpscom
m
utatif,

l’anneau
F[T]despolynôm

esen
uneindéterm

inéeT
àcoe�

cientsdansF.

3.4.EXEM
PLES
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3.4.2.
Produitd’unefam

illed’anneaux.
—
SoitIun

ensem
bleetsoit(A

i )i∈I
unefam

illed’anneaux;soitA
=
∏
i∈I A

i leproduitdecettefam
ille.O

n
lem

unit
de
l’addition

etde
la
m
ultiplication

term
e
à
term

e
:poura

=
(a
i )
etb

=
(b
i )

dansA
,on

pose
a
+
b
=

(a
i +
b
i )
etab

=
(a
i b
i );on

note
aussi0

(resp.1)la
fam
illedontleterm

ed’indice
iestl’élém

ent0
(resp.l’élém

ent1)deA
i .A
lorsA

un
un
groupeabélien

pourl’addition
(produitdegroupesabélien),un

m
onoïde

pourla
m
ultiplication

(produitdem
onoïdes)eton

véri�eim
m
édiatem

entla
distributivité

de
la
m
ultiplication

surl’addition
;c’estdoncun

anneau
qu’on

appelleleproduitdelafam
ille(A

i )i∈I .
Pourtouti∈I,soitp

i ∶A
→
A
i la
projection

d’indice
i;c’estun

hom
om
or-

phism
ed’anneaux.

Lorsquelesanneaux
A
i sontégaux

àun
m
êm
eanneau

A
,on

noteA
Il’anneau

produit;c’estaussil’ensem
bledesfonctionsdeIdansA

aveclal’addition
etla

m
ultiplication

pointparpoint.LorsqueX
estun

espacetopologique,l’ensem
ble

C
(X
,R)

des
applications

continues
de
X
dans

R
estun

sous-anneau
de
R
X.

Lorsque
X
estun

ouvertde
R
(ou
de
R
n),l’ensem

ble
C
k(X
,R)
desfonctions

de
classe

C
kde

X
dansR

estun
sous-anneau

de
R
X.(Ici,k

estun
élém

entde
N
∪
{∞

}.)
L’anneau

A
etlafam

ille(p
i )véri�entlapropriétéuniversellesuivante.

Lem
m
e(3.4.3).—

Soit(A
i )unefam

illed’anneaux
etsoitA

=
∏
i∈I A

i l’anneau
produit;pourtouti,soitp

i ∶A
→
A
i la
projection

d’indicei.Pourtoutanneau
B

ettoutefam
ille(fi ),où

fi ∶B
→
A
i estun

hom
om
orphism

ed’anneaux,ilexiste
un
uniquehom

om
orphism

ed’anneaux
f∶B

→
A
telque

fi =
p
i ○
fpourtouti.

D
ém
onstration.—

Soit
f∶B

→
A
l’application

donnéepar
f(b)=

(fi (b))i∈I ;
c’estla

seule
application

de
B
dansA

dontla
com

posée
avec

p
i estégale

à
fi ,

pourtouti∈I.C
’estun

hom
om
orphism

ed’anneaux,d’où
lelem

m
e.

3.4.4.
—
SoitA

un
anneau

etsoitn
un
entier⩾

0.SoitM
n (A)l’ensem

bledes
m
atricesn×

n
àcoe�
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