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Feuille d’exercices n° 3

Langage mathématiques, raisonnement, preuves

Exercice 1. Prouver que pour tout entier n > 1 on a 2" > n.

Exercice 2. Les intervalles considérés sont des intervalles de R.

1 1
1. Prouver que ﬂ Lﬂ 1+ n] = {1}.
neN*

2. Prouver que U [1 —n,n?— n] =R.
neN
Exercice 3. Soit o un nombre réel. Prouver par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a
|sin(na)| < n|sinal.
On rappelle la formule de trigonométrie Vz,y € R sin(z + y) = sinz cosy + cosz siny.

Exercice 4. n étant une variable prenant ses valeurs dans N, on considére 1’énoncé P(n) suivant :
2" > (n+1)?

1. Prouver que ¥n >2 P(n)= P(n+1).
2. Calculer les premieres valeurs de P(n).
3. Prouver que Vn >1 P(n) = P(n+1).
4. Prouver que Vn > 6 P(n).

Exercice 5.
Soit a, b et ¢ des réels strictement positifs vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) abe > 1

1 1
(ii) a+b+c<a+f

1
b ¢
En raisonnant par I’absurde, prouver chacune des trois propriétés suivantes :
(1) Aucun des réels a, b, ¢ ne peut étre égal & 1.
(2) L’un au moins des réels a, b, ¢ est strictement supérieur a 1.
(3) L’un au moins des réels a, b, ¢ est strictement inférieur a 1.
n

Exercice 6. Prouver que, pour tout entier naturel n, on a Z k2% = (n —1)2"t! 4 2.
k=0

Exercice 7. Prouver qu’un nombre qui est un carré est divisible par 4 ou bien est le successeur d’un
nombre divisible par 4.

Exercice 8. Soit une suite (u, )nen telle que lir_irrl u, = 1. Démontrer que tous ses termes sont positifs
n—-+0oo

a partir d’un certain rang.
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Exercice 9. Le but de ’exercice est de prouver le théoréeme suivant : Il existe des nombres irrationnels
strictement positifs a et b tels que le nombre a® soit rationnel.

t
1. Résoudre dans R% 1’équation d’inconnue ¢ : (\/5) =2.

V2 u
2. Résoudre dans R’} I"équation d’inconnue u : ((\@) > = 2.

\/5 x
3. Démontrer qu’il existe un nombre irrationnel x tel que ((\/5) > soit un nombre rationnel.

2
4. Démontrer le théoréme annoncé (distinguer deux cas : (\/ﬁ)f rationnel ou non).

Exercice 10. Dans les propositions ci-dessous, toutes les variables prennent leurs valeurs dans R.

A Jr zy=1 B y=1y
As Jz a2y=0 By y#y
As Ve zy=1 B; y=20
Ay Vr zy=0 By y#0
As dr zy=>0 Bs y=1
Ag dr xy >0 Bg y#1
Aq Ve xzy >0 By r=y
Ag Ve xzy>x Bg T#y
Ag Vo xy>y By y=0
Ay | dr y=cosz Bio y >0
Ay | dr x=cosy B T € [fg, g]
Ap | dr y=tanx Bio yel-5,5]
Az | Jrz z=tany Bis x € [-1,1]
Ayg | . eV = e%eY Bia y € [-1,1]
Ais | Vo e™ = e%eY Bis |VkeZy# (2k+1)%

Pour chaque proposition A; du tableau de gauche, trouver une proposition B; du tableau de droite qui
soit synonyme de A;. Justifier.

NB : 1l est possible qu'une méme proposition du tableau de droite soit synonyme de plusieurs propositions
du tableau de gauche et que certaines propositions du tableau de droite ne soient synonymes d’aucune
des propositions du tableau de gauche.



Exercice 11. Ou est la faille dans le raisonnement suivant ?

Nous allons prouver par récurrence le fait que quel que soit n € N* | quel que soit le paquet de n crayons,
tous les crayons de ce paquet ont la méme couleur.

Pour n =1 c’est évidemment vrai.

On suppose maintenant la propriété vraie pour un certain entier a (quel que soit le paquet de a crayons,
tous les crayons de ce paquet sont de la méme couleur), on va monter la propriété au rang a + 1.

On considére un paquet de a + 1 crayons, on numérote les crayon de 1 d a + 1. Les crayons numérotés
de 1 & a ont tous la méme couleur (ils forment un paquet de a crayon), les crayons numérotés de 2 a
n+1 ont tous la méme couleurs (ils forment aussi un paquet de a crayons), tous les crayons ont donc la
meéme couleur.

On a donc bien montré I’hérédité de la propriété.

On a donc bien prouvé la propriété par récurrence (propriété vraie pour n = 1 et hérédité).

Exercice 12. On dit qu'une suite (uy,),>0 de réels est finalement constante si:
INeN VneN (n>N = u, =un)
1. Premiéres propriétés
(a) Montrer que (up)n>0 est finalement constante si et seulement si:

INeN ¥VpeN VgeN ((pZN/\qZN):>up:uq)

(b) Montrer que toute suite finalement constante est bornée. Réciproquement, toute suite bornée
est-elle finalement constante ?

(c) Montrer que la somme et le produit de deux suites finalement constantes sont des suites
finalement constantes.

2. Prouver que toute suite croissante majorée et a valeurs dans Z est finalement constante.

3. On étend la définition des suites finalement constantes aux suites a valeurs complexes. Montrer
qu’une suite & valeurs complexes est finalement constante si et seulement si les parties réelle et
imaginaire de la suite sont finalement constantes.

Exercice 13. Soit x une variable prenant ses valeurs dans un ensemble A. Soit P(x) une propriété
avec x comme unique variable libre. On dit que P(z) a la propriété d’existence et unicité si les deux
énoncés suivants sont vrais:

(a) Iye A P(y)
(b) Vye A Vze A (P(y)AP(z)) = y==
Montrer que P(x) a la propriété d’existence et d’unicité si et seulement I’énoncé suivant est vrai:

Jxge A (Pmo)A(Vez €A P(z) = x =)

Exercice 14. Soit a, b, ¢ trois réels. Discuter suivant les valeurs de a, b et ¢ I'existence et 'unicité de
solutions a 1’équation ax + b = c.
Meéme question pour le systeme d’équations a deux inconnues x et y :

ar+by=u
cx+dy=v

a discuter en fonction de a, b, ¢, d, u,v.



Exercice 15. Soit A, B, C trois points non alignés d’un plan euclidien. Montrer qu’il existe un unique
point équidistant de A, B et C.

Exercice 16. Soit P un plan vectoriel. Si M et N sont deux éléments du plan (vus comme les points
“a la pointe” des vecteurs), on considére le vecteur M N défini par :

MN=M-—N.

Soit «a, 8 deux réels, et A et B deux points d’un plan. Discuter I'existence et 'unicité d’un point G du
plan tel que:

aG—fi + ﬂC@ =0,
en fonction de la valeur de o + .

Exercice 17. Soit a un réel. Montrer qu’il existe une unique suite de réels (z,,)n>0 telle que:

o =a
Vn>0 zp,41=2z,+3



