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2 CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET ARITHMETIQUE DES CARDINAUX — COMPTER

Démonstration. — Raisonnons par I’absurde en supposant qu’un tel ensemble
existe et notons-le R. La contradiction apparait lorsqu’on cherche a savoir si R
appartient a R ou pas.

Si R appartient 2 R, on a R € R, donc R ¢ R par définition de ’ensemble R;
c’est une contradiction. Donc R n’appartient pas a R, c’est-a-dire que R ¢ R,
donc R € R par définition de R; apparait de nouveau une contradiction. O

1.1.3. — Ce paradoxe indique qu’une formalisation précise de la théorie des
ensembles est nécessaire. Parmi les formalisations possibles, 'axiomatique (zF)
de ZERMELO-FRAENKEL, complémentée (zrC) par ’axiome du choix, est la plus
couramment utilisée. Dans ce cours, nous nous contenterons d’une compré-
hension intuitive, telle qu’elle est développée en licence, et renvoyons au cours
du second semestre pour sa description détaillée. Nous utiliserons librement
I’axiome du choix; il sera parfois invoqué sous la forme du théoréme de Zorn
(théoréme 1.1.8), mais parfois aussi dans des raisonnements d’apparence anodine
dont la formalisation le nécessite.

1.1.4. — Soit A et B des ensembles. On dit que B est contenu dans A, ou que B
est une partie de A, et on note B C A, si tout élément de B appartient a A.
L’ensemble vide, I’ensemble A lui-méme sont des parties de A.
Si A est un ensemble, on note &?(A) 'ensemble des parties de A.

1.15. — Soit f: A - B une application. On dit que f est injective (resp. sur-
jective, resp. bijective) si tout élément de B a au plus (resp. au moins, resp.
exactement un) antécédent par f.

Si f est bijective, on note f~*: B — A sa bijection réciproque.

Si f estinjective et A n’est pas vide, il existe une application g : B — A telle que
go f =1Ida (rétraction). Choisissons un élément a € A et définissons g comme
suit : si b € B appartient 4 'image de f, on note g(b) son unique antécédent;
sinon, on pose g(b) = a. Par construction, onaa g(f(x)) = x pour tout x € A.

Si f est surjective, il existe une application g: B - A telle que f o g = Idg
(section). Cela se déduit de I’« axiome du choix » en choisissant, pour tout b € B,
un antécédent g(b) de b par f. Le lemme suivant affirme que 'application g est
injective.

Lemme (1.1.6). — Soit f: A - B et g: B — C des applications.

a) Si f et g sont injectives, alors g o f est injective;

4.5. LE THEOREME DE COMPLETUDE DE GODEL 75

Puisque T, est syntaxiquement clos, ona T, - m ou T, + —m. Par suite, T' - m
ouT + —-m.

- Démontrons enfin que pour toute formule p du langage L’ en une seule
variable libre x telle que T’ + Jxp, il existe un terme clos ¢ de L' tel que p(¢).
Il existe un entier n tel que p soit une formule du langage L,,. Alors, ¢, est un
symbole de constante de L,., et la formule close p(c,) appartient a T}, , donc
aT,,,doncaT.

D’apres le théoréme de Henkin (théoreme 4.4.6), la théorie T’ possede un mo-
dele.

Soit A un modele de T'. Comme le langage L’ contient L, on déduit de A une
réalisation du langage L en oubliant les symboles de constantes ajoutés. Soit
m une formule close du langage L qui appartient a T. C’est une formule close
de L' appartenant a T/, donc elle est satisfaite dans A. Par suite, A est un modeéle
deT. O]

Corollaire (4.5.4). — Soit T une théorie et soit m une formule close. Si m est
satisfaite dans tout modéle de T, alors m est démontrable dans T.

Démonstration. — Supposons que m ne soit pas démontrable dans T. D’apres
le corollaire 4.3.9, la théorie T U {-m} est cohérente. D’apres le théoréme de
complétude, elle posséde un modeéle. Dans ce modeéle, la formule m n’est pas
satisfaite. [l

Corollaire (4.5.5) (Compacité). — Soit T une théorie. Pour que T soit consistante,
il faut et il suffit que toute partie finie de T soit consistante.

Démonstration. — En effet, consistance et cohérence coincident, en vertu du
théoréme de complétude. Le corollaire découle donc du théoréme de finitude.
[l
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4 CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET ARITHMETIQUE DES CARDINAUX — COMPTER

Soit i € {0,...,n —1} et soit a un antécédent de i par f.Sii # f(m —1), on
aa+ m-1,donc g(a) = f(a) =i.Sinon,onai = f(m—1) = b; soit a un
antécédent de n par f; comme f(a) =n #i,onaa + m—-1,d’ou g(a) = i. Ainsi,
g est surjective, donc m — 2 > n — 1, puis m — 1 > n, comme il fallait démontrer.

b) Sim < n, lapplication f de {0,1,...,m -1} dans {0,1,...,n — 1} donnée
par f(i) = i est injective, ce qui prouve la suffisance de la condition indiquée.
Démontrons sa nécessité : soit f : {o,...,m-1} - {o,...,n—1} une application

injective; démontrons que m < n. L’assertion étant évidente si m = o, on
suppose donc m > 1; alors 0 < f(0) < n -1, donc #n > 1. On définit alors une
application g de {o,...,n —1} dans {o,...,m — 1} de la facon suivante. Soit
a€{o,...,n—1};siaposséde un antécédent par f, on note g(a) cet antécédent;
sinon, on pose g(a) = o. L’application g ainsi définie vérifie g(f(a)) = a pour
tout a € {o,...,m — 1}, donc g est surjective. Par suite, m < n.
¢) Si m = n, Papplication identique est une bijection de {o,...,m -1} dans
lui-méme, d’ou la suffisance de la condition donnée. Sa nécessité résulte des
deux cas précédents.
0O

Définition (1.2.2). — On dit qu’un ensemble A est fini s’il existe un entier naturel n
et une bijection f: {0,1,...,n—1} — A. Il existe alors un seul tel entier; on dit
que c’est le cardinal de ’ensemble A et on le note Card(A), ou |A|.

L’ensemble vide est fini, de cardinal o.

Lemme (1.2.3). — Soit n un entier et soit A une partie de {o, ..., n —1}. Il existe
une bijection f: {o,...,n—1} > {0,...,n—1} et un entier m € {o,...,n} tels

que f({m,...,n—1}) = A.

Démonstration. — Si A = {o,...,n—1}, on pose f = Id et m = o. Sinon, on
raisonne par récurrence descendante sur le plus grand élément p de {0, 1,...,n-
1} qui n’appartient pas & A; de sorte que {p +1,...,n—1} c Aetp ¢ A.Si
An{y,...,p} =, onpose f =Id et m = p + 1. Sinon, soit a un élément de
An{1,...,p} etsoit ¢ la transposition (a, p). Alors, 6(A) est une partie de
{0,...,n -1} qui contient {p,...,n —1} mais n’est pas égalea {o,...,n —1}.
Par récurrence, il existe une bijection g de {o,...,n — 1} dans lui-méme et un
entier m € {o,...,n} telsque g({m,...,n—1}) = 6(A). Alors, f = 0o gestune
bijection de {o,...,n -1} dans lui-méme et 'ona g({m,...,n—1}) = A. [
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donc (-m/(t))A =T, d’ou (m")A(tA) = (m'(t))* = =(-m'(t))? = L. L’élément
a = t* de A vérifie donc (m')"(a) = L, si bien que m# = (Vxm')A = 1. 0

Corollaire (4.4.7). — Toute théorie henkinienne a un modéle.

4.5. Le théoréme de complétude de Godel

Lemme (4.5.1). — Soit T une théorie dans un langage L, soit x un symbole de
variable, soit m une formule de L dont la seule variable libre est x. Soit ¢ un
symbole de constante n’appartenant pas a L. On suppose que T + m(c) dans le
langage L u {c}. Alors, T + Y xm dans le langage L.

Autrement dit, si ’on sait prouver m(c) sans rien savoir de ¢, c’est qu’on sait
prouver m(x) pour tout x, sans faire intervenir c.

Démonstration. — Prouvons T + Vxm. Soit (m,, ..., m,) une démonstration
formelle de m. Choisissons un symbole de variable auxiliaire z qui n’apparait
dans aucune des formules m,, ..., m,. Quitte a changer les variables, on se
ramene au cas ol z = X.

Si p est une formule de L, on notera p’ la formule déduite de p en remplagant
chaque occurrence du symbole de constante ¢ par x.

Si p est un axiome de quantificateur, une tautologie, ou un des axiomes de
Iégalité, il en est de méme de p’. Par généralisation, Vx p’ est démontrable dans T.

Si p est un axiome de généralisation m = Vvm, alors p’ = (m’ = Vvm') en
est un également.

Supposons que p se déduise par modus ponens de formules g et (g = p) telles
que Vxq' et Vx(q = p)' = Vx(q' = p') soient démontrables dans T. Alors
Vxq' = Vxp' est démontrable dans T. Par hypothése, toute variable libre de g a
au moins une occurrence libre dans p. Les variables libres de p’ sont celles de p,
ainsi que x si ¢ apparait dans p, donc celles de Vxp’ sont celles de p; de méme
pour Vxq'. On peut donc appliquer la régle modus ponens et on en déduit que
Vxp' est démontrable dans T.

En appliquant le raisonnement précédent par récurrence a m, ..., m,, on en
déduit que Vxm! est démontrable dans T, pour tout T. Par suite, T - Vxm. [

Proposition (4.5.2). — Soit T une théorie dans un langage L. Soit x un symbole
de variable et soit E un ensemble de formules de m n’ayant que x comme variable
libre; supposons que pour tout p € E, la formule close 3x p soit un théoréme de T.
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6 CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET ARITHMETIQUE DES CARDINAUX — COMPTER

Démonstration. — Soit g: {o,...,p — 1} — B une bijection; pour tout i €
{o,...,p—1},onpose A; = f*(g(i)). Lasuite (Ao, ...,A,_,) est une partition
de A. Par suite, Card(A) = .7 Card(A;) = Xpep Card(f(b)). O

Corollaire (1.2.9). — Soit A et B des ensembles finis. L’ensemble A x B est fini, de
cardinal Card(A) Card(B).

Démonstration. — Considérons la seconde projection p(a,b) — b de A x B
dans B. Pour tout b € B, I'application a — (a, b) est une bijection de A sur
I’ensemble p~'(b). Le corollaire résulte donc du corollaire précédent, appliqué a
Iapplication p. O

Proposition (1.2.10). — Soit A et B des ensembles finis. L’ensemble .7 (A;B) des
applications de A dans B est fini, de cardinal Card(B)Card(4),

Démonstration. — Soit n un entier et soit f: {o,...,n —1} > A une bijec-
tion. On démontre la proposition par récurrence sur n. Si # = o, alors A = &
et il n’y a qu’une application de A dans B (dont le graphe est vide). Alors,
Card(.# (A;B)) =1 = Card(B)°. Posons sinon a = f(n—1) et A’ = A={a}.
L’application u — (u|ar, u(a)) est une bijection de .# (A;B) sur .% (A’;B) x B.
Par récurrence, I'ensemble .7 (A’; B) est fini, de cardinal Card(B)C*d(4"), Ainsi,
I’ensemble .7 (A; B) est fini et son cardinal est égal a

Card(.% (A’; B)) Card(B) = Card(B)“*4(4) Card(B)

= Card(B)Card(a)

= Card(B)®d(4), O
Corollaire (1.2.11). — Pour tout ensemble fini A, Uensemble & (A) des parties
de A est fini, de cardinal 26vd(A),
Démonstration. — Pour toute partie B de A, notons yp sa fonction indicatrice,

définie par yg(a) = 1sia € Bet yg(a) = o sinon. L’application B — g est
une bijection de &?(A) dans .% (A;{0,1}). D’apreés la proposition précédente,
I'ensemble .7 (A; {0,1}) est fini, de cardinal 2¢24(4), Le corollaire en résulte. [

1.3. Ensembles dénombrables

Proposition (1.3.1). — Soit A un ensemble. Si A n’est pas fini, il existe une appli-
cation injective f : N — A.
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(2) m";

(3) (m' = (m" = (m' Am'))) — tautologie;

(4) (m" = (m' Am'")) — modus ponens (1) et (3);

(5) (m' Am'") — modus ponens (2) et (4)
est une démonstration de (m’ A m'") dans T U {m’, m"}. Ainsi, (m’ A m"") est
démontrable dans T si m' et m" le sont.

d) Supposons que m = (m’ v m'"), o m’ et m" sont des formules; elles
sont closes, car m est une formule close. Par définition de I’évaluation et par
récurrence, m” = T si et seulement si au moins une des deux formules m’ et m”
est démontrable dans T.

Pour conclure, on observe que m est démontrable dans T si et seulement si au
moins I'une des deux formules m' et m”’ Uest. La suite

(1) m’;

(2) (m' = (m'v m'")) — tautologie;

(3) (m'vm'") — modus ponens (1) et (2)
est une démonstration de m dans T U {m'}, si bien que T + m si T + m’. On
démontre de méme que T+ m si T + m".

Supposons inversement que ni m’, ni m" ne soient démontrables dans T.
Comme T est syntaxiquement compléte, les formules —m’ et —=m’ sont des
théorémes de T. Comme la suite

(1) -m';

(2) -m";

(3) (-m' = (-m" = =(m' v m"))) — tautologie;

(4) (-=m" = =(m’'v m'")) — modus ponens (1) et (3);

(5) =(m’' v m'") — modus ponens (2) et (4)
est une démonstration de -m dans T U {-m',~m"}, la formule ~m est un
théoréme de T.

e) Lesdeuxcas m = (m' = m") et m = (m’ < m'’) sont laissés au lecteur.

f) Supposons maintenant qu’il existe une formule m’ et un symbole de va-
riable x tels que m = Jxm’. Comme m est une formule close, I’ensemble des
variables libres de m' est contenu dans {x}.

Supposons que T + m. Par définition d’une théorie henkinienne, il existe un
terme clos t € 7 4 tel que T + m'(t). La formule m/(t) ayant un quantificateur
de moins que la formule m, ’hypothése de récurrence affirme que (m'(t))A = T.
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8 CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET ARITHMETIQUE DES CARDINAUX — COMPTER

a est un élément de A—{f(0),..., f(a—1)} strictement inférieur a f(a), ce
qui contredit la définition de f(a). Ainsi, f: N — A est une bijection croissante.

Soit g: N — A une bijection croissante et posons h = g7' o f. L’application h
est une bijection croissante de N dans N; démontrons par récurrence sur #n que
h(n) = n pour tout n € N. Soit a I'antécédent de o par h. Comme a > o, on
ao=h(a) > h(o) > o,d’ott k(o) = o. Supposons que h(m) = m pour tout
entier m tel que m < n et démontrons que h(n) = n; soit a ’'antécédent de n
par h. Comme h(m) < n pour m < n,on a a > n. Par suite, n = h(a) > h(n) >
h(n—1)=n-1,doncn="h(n).Onadonch=1d,d’ou f = g. O

Corollaire (1.3.5). — Soit A un ensemble dénombrable. Si A n’est pas fini, il existe
une bijection de N dans A.

Démonstration. — Soit f : A - N une application injective et soit f': f(A) —
A Plapplication qui associe a un élément de f(A) son unique antécédent par f.
Alors f(A) est une partie de N qui n’est pas finie. Il existe donc une bijection
g:N > f(A) et I'application f’ o g est une bijection de N sur A. O

Proposition (1.3.6). — L’ensemble N x N est dénombrable.

Démonstration. — Voici deux preuves.

a) Soit f: N x N — N lapplication définie par f(m,n) = 2M3"; elle est
injective, en vertu de I'unicité de la décomposition en facteurs premiers. Cela
démontre que N x N est dénombrable.

b) On construit une application de Nx N dans N en parcourant le quadrant N2
diagonale descendante par diagonale descendante, par la formule suivante :

m+n—1

f(m,n) = WU Q+Q+§HWA§+:X§+:+G+§.

On vérifie que f est bijective, d’ou la proposition.
O

Corollaire (1.3.7). — Soit f: A — B une application. On suppose que I’ensemble
B est dénombrable et que, pour tout élément b € B, 'ensemble f~(b) est dénom-
brable. Alors ’ensemble A est dénombrable.

Démonstration. — Soit g: B — N une application injective. Pour tout b € B, soit
hy: f71(b) - N une application injective. Soit alors & : A — N x N I’application
définie par h(a) = (g(f(a)), hs)(a)). Démontrons que h est injective. Soit
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Lemme (4.4.4). — a) Soit n un entiet, soit f un symbole de fonction n-aire,
SOit tyy ..oy tyy Usy . . . > Uy des termes clos. m:ﬁwcmc:m que Trt;=uy; pour tout i €
{1,....,n};alors T+ ft,...t, = fu,...u,

b) Soit n un entier, soit r un symbole de relation n-aire, soit t,, ..., ty, Uy, ..., Uy
des termes clos. Supposons que T v t; = u; pour tout i € {1,...,n}. Alors T +
(rty... .ty < riy ... uy).

Démonstration. — Cela découle des axiomes de I’égalité. Traitons par exemple

le cas des fonctions unaire. Soit £, u des termes clos. Remarquons que la suite de
formules suivante est une démonstration de f¢ = fu dans la théorie Tu {t = u} :
a) t=u;
b) (x =y) = (fx = fy) — axiome de I’égalité;
c) (t=y) = (ft=fy)— substitution de x par ¢ dans (2);
d) (t=u)= (ft = fu) — substitution de y par u dans (3);
e) ft=fu— modus ponens, (1) et (4).
D’apres le théoreme de déduction sil’ona T+ t = u,alorsona T + ft = fu.
Les autres cas sont analogues. U

4.4.4.1. — Soit n un entier et soit f un symbole de fonction n-aire. D’apreés le
lemme précédent, il existe une unique application f4: A" — A telle que

AUE] .S [t]) = [ft. .t

pourtous f,, ..., t, € A .

De méme, soit n un entier et soit r un symbole de relation n-aire. D’apres le
lemme précédent, il existe une unique relation n-aire r* : A* — {T, 1} dans A"
telle que

™([t.)s...,[ta]) =T sietseulementsiT i rt,...t,.

Nous avons ainsi fait ’ensemble A une réalisation du langage L. On dit que
C’est la réalisation canonique associée a la théorie henkinienne T.

Lemme (4.4.5). — Pour tout terme t € H g, on a t* = [t].

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la définition d’un terme.
Puisque t est clos, il existe un entier # > o, un symbole de fonction n-aire, f, et
des termes t,,...,t, telsque t = ft,...t,. Comme t est clos, les termes ¢; sont
clos. Par définition de I’évaluation, on a tA = fA(#A, ..., t2). Par récurrence, on



‘u = (y)pIeD) SIOTe ‘U [BUIPIED 9P TUY S[qUIASUD UN }$3 y Is anb 21108 op sTUyp
JUOS SIOTIUD SIIQUUIOU SI[ ‘SeD SI[ SN0) SUR(J JIIq[IH 9P « L » d[oquuAs 9] Jourrad
anb X101> Np wWoIKe-eIW NP IpIe | © IUYp 153 (V) pIe) no (06r) ap
sed o7 aduraxa red 159 o ¢ajuapadaid wonosse | anb g1911dord axne p juede u
‘3sse]D 91390 suep J[qUIAsud un Istoyd Iasoddns Juareryeid simane saxmne
(g)preD = (y)pieD anb ypyns 1130 1nej 1 ‘sjusjodinbg justos g 10 y so[quIasud
xnap anb 1nod : 93911doad e syr1aa mb 315 Juaodmbg 359 my Mb v ap jpupIvd
orodde () pae) «anbruoued » sjquiasua un “y s[quIasua Jno} mod DIMIIsuod
op 1owrad (DdZ) SI[qUIISUD SIP JLIOYY) BT "9doud[eAINDY p UOTIE[RI SUN 159 D)

g < V : f uooaliq aun
a151x2 J1.§ sjuajodinby juos q 32 7 sajquiasua xnap anb yip ug — (¥ 1) uouLfaq

sTuyuI xneurpie) ‘b1

] "9[qeIqUIOURP 159 “Y x - -+ x 'y D)NS JeJ "9[qeIqUIOUP IS
(9):_f anb uaiq1s <(q),_J s “y ap uonosa(iq sun ymput (v <y ) < v
uoneordde 1 <(*“p ¢ " “'p) = q 03 1nod ‘snid ap ¢a[qRIqUIOUIP 153 g DOUAI

-moa1 op asayjodAy 1ed (v ¢ ') = (Yp ¢ ') [ red arugep uoneordde |
g« "W x-oox Wi f110830 4y x .- x Ty =  SUOSOJ "U INS 90UIINDI Ted
[e19U93 SBd 3] SUONUOWI( ‘T = U IS JUIPIAD 153 JBI[NSIT AT — UOUDLSUOUWI(]

"2]QVAQUIOUIP 152 'Y X - - - X 'Y 9]qUIasUa | £sa]qpiq
-ULOUIP SIQUIaSUD Sap *y " * Ty 110S 12 4a1jud un u J10§ — °(6°€°1) 24110400

n *3[qRIQUIOURP 1S3 Y [qUUASUD [ DATIO[INS 59
3§ swrwo)) “9[qeIquIoudp 3sd ,y s[quiasud | ¢/ uonyeoridde | e onbrdde juapaooid
a11E[[010 9] sa1de (T 'suonoa(01d XNap o[ ¥ « ;¥ : SO N « ,V : f 0§ “y > v
anb s731 (v ‘u) s3]dnood sap aawr10] v x N ap anted e3sa ,y anb suojadder ¢ awrwos
®s 7 1108 19 (*y) ayms e[ 9p uorunaI e[ “y N*¥M = v 110§ — ‘uoyvysuowaq

"2qVIQUIOUIP 1S3 Sa]QDIQUIOU
-9p sajquiasua p N> () agns aun p “y N>Y(M uowungs v — *(8°€1) 241w]j0.40D

O 2Iqeiq
-WOUYP 353 ¥ JUOP DANDI(UI I$3 yf B)INS Ied *,» = v JUOP B UO DAnd3(ur 353 (M)fy
swrwo)) *(,v) f = (v)f surerjus e[ad ‘9anda(uriss § surwod ¢ ((,v) /)8 = ((v) f)3
pioqep e uQ ",v = v anb suonuowdp 15 (,p)y = (v)y anbsEPr v 3 pv

6 SINIINI XOAVNIQIVD ¥'1

Pl 3 p JULWIPR UN P
V suep assep e [p] ajou uo ‘= /?Y; =y siofe asod uQ "ouseAnby p uoneppr
aun 153 0 anb jusurenus 9111839 [ 9p SAWOIXE ST *(q = ¥) — I, IS JUIWS[NIS 19
1s q = p 3sod uo ‘?I 3 q ‘v Iod : T suep so[d SaULId) SIP Z T S[qUIISUD | SUBP
9JUBAINS UOTIR[3I B[ SIIPISUOD U "SUUIUD[UIY SLIOYY) aun T 10§ — ¢

‘1, & ouuanedde
(9)w anb 121 2 9jueISUOS Op S[OqUIAS UN P ‘ULXE — T, anb o723 w4 S[nIO] 2IN0)
1mod 9oud)stxa | 1ed anyuereS eI9s SO[D SAWLIA) S[2) AP 20UL)SIX? [ ‘onbryerd ug

“(3)wt —1 1, anb 127 T suvp 1 50]2 2ut12] Un 2Js1X2
It ‘WXE — I, anb 27127 x 24q1] a1quLiva agnas aun ua (x )i ajnudiof a3noy inod (q
'219]dwi00 Juowianbixvjuds 3sa 1, a1i09y) v (e

: SaNDfS1ps Juos sajuvans s9391idosd xnap s3] 1s SUUTUD[USY
152 1, anb 1p uQ 1 23v3uv] un suvp ariogy) aun I, jl0§ — (T ¥) uommiaq

-9)9[dwod Juswranbrxeju4s

STIOQY} 2UN SUBP SNUDIUOD S92 JUIYOD 11097} 9)no) anb £:¢¥ airefjorod np

3[nod9p [t quanbasuod red ‘ui— — I, ouop 9yuaroyod sed 33 u {wi} N I, s1ofe

‘I, # w onb 3[[3) 9SO S[NULIOJ SUN 1S3 Ui TS J9 OTRUITXRUI J3 dJUIIYOD 183 J,
1S Jope uq -939[dwod JuowanbrxejuLs 159 STEWIIKEW JJUIIPYOD JLI0JY] U
-0)9[dwioo JuswanbrxejuLs 359 9397dwoo ar109Y3 dun

we A T,
Ua1q no ‘ut — I, Ualq N0 Y UO ‘Ui ISO2 INULi0f 2107 4n0od 1S 1 3JUIIIY0D 159 2]]2
1s 9)9[dwoo JuowanbrxejuLs 153 1, a1409y1 aun nb np ug — (v v) uonuiHrq

souuRIUD[UAY sarxodyy, ‘bv

“Ianyuowdp Jefrey 11,nb 35 9juargyoo sed 359 U , T, 911091Y) B[ SUOP

9)ua19y00 sed 353 U 3][2 ‘UOTIEZIU ©S 19 9SOD S[NULIOJ SUN SIJUOWIP LIOIY) dUN IS
‘dxg op JuaTeanby — d—xp- (8)
‘suauod snpous op uonesridde — d—xp (£)

f(T¥ 1Y) majed
-gnyuenb op sworxe [ ap (T'6'T'Y) ajuerrea e op uonjeoridde — d-xp < b- (9)

YANNOSIVY — NOILVIISNOWAA V1 4d AINMOTHL ¥ TLLIdVHD 89



10 CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET ARITHMETIQUE DES CARDINAUX — COMPTER

On appelle cardinal un ensemble de la forme Card(A). Les cardinaux donnent
lieu a une arithmétique intéressante mais délicate, et parfois surprenante. Dans
ce dernier paragraphe, nous nous limiterons a ses aspects les plus élémentaires.

1.4.2. — Si A et B sont des ensembles, notons A < B s’il existe une injection
de A dans B, et A = B s’il existe une bijection de A sur B.

§’il existe une application surjective f de A dans B, toute section g de f est
une application injective de B dans B, de sorte que B < A.

Théoréme (1.4.3). — Soit A et B des ensembles.

a) Ou bien A < B, ou bien B < A (Théoréme de Cantor);
b) Si A<BetB <A, alors A =B (Théoréme de Cantor-Bernstein).

Démonstration. —  a) SoitIl’ensemble des couples (V, f), otV est une partie
de A et f une injection de V dans B. On munit I de la relation suivante : (V, f) <
(W,g)siVcWetsi f = g|lv. Démontrons que c’est une relation d’ordre :
- Ona(V,f)<(V,f)pourtout (V,f)e 7.
- Supposons (V, f) < (W, g) et (W, g) c (V, f);alors Vc W c 'V, donc
V=W,etg=glv=f.
— Supposons (V, f) < (W,g) et (W,g) c (X,h);alors Vc WcXet
f = glv = hlw|v = hlv, de sorte que (V, f) < (X, h).
Pour i € I, notons (V;, f;) I'élement i.

Soit ] une partie totalement ordonnée de I. Soit V la réunion des V;, pour j € J.
Soit a € V. Soit j,k € Jtelsque a € V;nV;;par hypothése,ona j< kouk <,
ce qui entraine fy(a) = fj(a); notons f(a) cette valeur commune.

Soit a,b € V tels que f(a) = f(b). Par hypothese il existe j,k € ¢ tels que
acVjethbeVi.Sij<k,alorsae Viet fi(a) = f(a) = f(b) = fi(b);
comme f; est injective, cela entraine a = b. On raisonne de méme si k < j. Ainsi,
lapplication f: V — B est injective, et le couple (V, f) est un élément de I
qui majore J. Cela démontre que ’ensemble ordonné I est inductif. D’apres le
théoréme de Zorn, il posséde un élément maximal (V, f).

SiV = A, alors f est une injection de A dans B, ce qui démontre que A < B.

Supposons V # A et démontrons que f est surjective. Dans le cas contraire,
considérons un élément a € A=V et un élément b € B— f(V), posons V' =
Vu{a} etsoit f': V! - B ’application définie par f'(x) = f(x) pour x € V
et f'(a) = b. Elle est injective, par choix de b, et 'on a (V, f) < (V/, f'), ce
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c) Supposons enfin que m; se déduise par modus ponens des formules m;
et my, ol 1< j, k < i. Quitte a échanger j et k, on a donc my = (m; = m;); on
insére alors avant la formule (m = m;) la tautologie

((m=mj) = ((m= (mj=m)) = (m=m))),

la formule ((m = (m; = m;)) = (m = m;)) qui s’en déduit par modus
ponens avec (m = m;), de sorte que la formule (m = m;) se déduit par modus
ponens de la précédente et de (m = (m; = m;)) = (m = my).

La suite de formules ainsi obtenue est une démonstration formelle de (m =
my) = (m = n), d’ou la proposition. O

Corollaire (4.3.9). — Soit T une théorie et soit m une formule close de T. Pour
que m soit un théoréme de T, il faut et il suffit que la théorie T U {~m} ne soit pas
cohérente.

Ce corollaire justifie le principe du raisonnement par I’absurde : pour démon-
trer m, on suppose —m et on obtient une contradiction.

Démonstration. — Supposons que m est un théoréme de T. Alors, m est un
théoréme de Tu{-m}, de méme que —m. Cela prouve que m n’est pas cohérente.

Supposons maintenant que T U {-m} ne soit pas cohérente, de sorte que
1 est un théoréme de T U {-m}. D’apreés la proposition 4.3.8, (-m = 1) est
un théoréme de T. En appliquant la régle modus ponens a ce théoréme et a la
tautologie ((-m = 1) = m), on en déduit que m est un théoréme de T. [

Exemple (4.3.10). — Soit x un symbole de variable, soit p une formule n’ayant
que x comme variable libre et soit g une formule close. Démontrons que si T
Ixp et T+ Vx(p = q), alors T + g. La suite de formules ci-dessous démontre
que les formules closes Vx—p et sa négation sont toutes deux démontrables dans
la théorie
T =Tu{3xp,Yx(p=q),~q} :

(1) Vx(p = q);

(2) -g;

(3) (p=q) = (-q = -p) — tautologie;

(4) Vx(p = q) = Vx(-g = -p) — application de ’axiome de quantifica-
teur (4.1.4.2);

(5) Vx(-q = -p);
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12 CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET ARITHMETIQUE DES CARDINAUX — COMPTER

En particulier, Card(A + B) = Card(A) + Card(B), Card(A x B) =
Card(A) Card(B) et Card(.# (B, A)) = Card(A®) = Card(A)Card(®),

Démonstration. — Choisissons des injections f: A’ - A et g: B’ - B; pour
traiter la deuxiéme assertion, on suppose que f et g sont bijectives et que A’ =
Card(A) et B’ = Card(B).

L’unique application & de A’+B’ dans A+B dont la restriction a A’ est égale a f
et la restriction a B est égale a g est injective; elle est bijective lorsque f et g sont
bijectives. Cela prouve la premiére inégalité, ainsi que I’égalité Card(A + B) =
Card(A) + Card(B).

De méme, 'application de A’x B’ dans A x B définie par (a,b) — (f(a), g(b))
est injective, et bijective si f et g sont bijectives. Par suite, ona A’ x B’ < A x B,
ainsi que Card(A x B) = Card(A) Card(B).

Pour démontrer la derniére inégalité, supposons d’abord que l'injection g
posséde une rétraction g’: B — B’; C’est par exemple le cas lorsque B’ + &
ou lorsque g est bijective. L’application k de .7 (B’, A’) dans .% (B, A) donnée
par u — f ouo g estalors injective; on a donc .7 (B, A’)) < #(B,A). Si
f et g sont bijectives, I'application k est bijective, d’ot1 I'égalité Card(AB) =
Card(Z (B,A)) = Card(A)“d(®), Enfin, dans le cas ou B’ = @, I'ensemble
des fonctions de B’ dans A est réduit a un élément; comme A # &, ’ensemble
F (B; A) n’est pas vide, d’ou I'inégalité .7 (B'; A’) < .#(B; A). O

Théoréme (1.5.3) (Hessenberg). — Soit A un ensemble infini. L’ensemble A x A
est équipotent a A.

Démonstration. — SoitI1’ensemble des couples (V, f), oit V est une partie de A
et f: V > V xV est bijective; on note aussi (V;, f;) I'élement i de I. Munissons I
de la relation définie par (V, f) < (W, g) si V c W et si g|y = f; démontrons
que c’est une relation d’ordre. Pour tout (V, f) e Lona (V, f) < (W, f). Soit
(V, f) et (W, g) des éléments de I tels que (V, f) < (W, g) et (W, g) < (V, f);
alors V.c W c 'V, de sorte que V = W; puis f = gly = g, donc (V, f) = (W, g).
Soit enfin (V, f), (W, g) et (X, h) des élements de I tels que (V, f) < (W, g) et
(W,¢) < (X,h);onaVcWcX,doncVcX;deplus, f=gly=hlwlv = hlv,
ce qui prouve que (V, f) < (X, h).

Démontrons que ’ensemble ordonné (I, <) est inductif. Soit ] une partie
totalement ordonnée de I; posons V = U iy V. Pour tout a € V, I’ensemble des
éléments j € ] tels que a € V; n’est pas vide. soit a € V et soit j, k € J tels que
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Toute partie d’une théorie cohérente est cohérente.
D’apres le théoreme 4.2.2, toute théorie consistante est cohérente. Le théoréme
de complétude affirmera la réciproque.

Remarque (4.3.2). — Soit T une théorie. Supposons qu’il existe une formule
close m telle que T + m et T + —m; alors, T n’est pas cohérente.
En effet, puisque T prouve m et —m, la tautologie

(m=(-m=1))

et la régle modus ponens entrainent (m est close) qu’elle démontre (-m = 1),
puis L.

Inversement, supposons que T ne soit pas cohérente et soit 7 une formule
close de L. Comme (1 = m) est une tautologie, la théorie T démontre m.

En revanche, si m n’est pas close, il est possible qu'une théorie cohérente T
prouve m et -m. Ce n’est pas absurde car la satisfaction de m signifie la satisfac-
tion de ses quantifications universelles. Supposant par exemple que m posseéde
un seul symbole de variable libre, x, la satisfaction de m équivaut a celle de Vxm,
et la satisfaction de —m équivaut a celle de Vx-m. Ces deux formules Vxm et
Vx-m ne sont pas contradictoires, mais elles impliquent la formule ¢ = Vx 1.
En particulier, la théorie T n’a pas de modéle non vide.

Exemple (4.3.3). — La théorie vide est consistante, donc cohérente.

Proposition (4.3.4) (Finitude). — Soit T une théorie. Pour toute formule m telle
que T + m, il existe une partie finie T, de T telle que T, - m.

Démonstration. — Soit (m,, ..., m,) une démonstration formelle de m dans T.
Soit T, 'ensemble des formules closes de T qui sont égales a 'une des m;. Alors,
(m,, ..., m,) est une démonstration formelle de m dans T,, ce qui prouve que
T, + m. ]

Corollaire (4.3.5). — Soit T une théorie. Pour que T soit cohérente, il faut et il
suffit que toute partie finie de T soit cohérente.

Corollaire (4.3.6). — Soit (T;);e1 une famille de théories cohérentes, filtrante pour
Uinclusion. Alors, T = U;e; T; est une théorie cohérente.

Démonstration. — L’assertion est évidente si I = &, car la théorie vide est co-
hérente. Supposons donc I # & et considérons une partie finie S de T. Il existe
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14 CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET ARITHMETIQUE DES CARDINAUX — COMPTER

Corollaire (1.5.4). — Soit « et f des cardinaux tels que 1 < 3 < a; Supposons que
o est infini. On a alors o + 3 = a et aff = a. En particulier, a® = 20 = a.

Démonstration. — Comme « est infini, le théoréme précédent implique I’ égalité
aa = o. Puisque 2 < o, on al'inégalitt a C a+ < a+a <20 < aa = a, si
bien que a + 3 = a. Comme 8 # 0, on a aussi & < af < aa = «, d’ou Iégalité
af = a. O

Corollaire (1.5.5). — Soit A, B des ensembles et soit f : A — B une application.
Soit a un cardinal infini tel que Card(B) < « et Card(f(b)) < «a pour tout
b € B; alors, Card(A) < a.

Démonstration. — Pour tout b € B, soit g, : f7*(b) - « une application injec-
tive. L’application g : A — Bxa définie par g(a) = (f(a), gf(a)(P)) estinjective.
On a donc Card(A) < Card(Bx a) < aex = a. [l

Corollaire (1.5.6). — Soit o un cardinal infini. Soit I un ensemble et soit (A;);a
une famille d’ensembles; on note A = U A;. Si Card(I) < o et Card(A;) < «
pour tout i € 1, alors Card(A) < a.

Démonstration. — Soit A’ la somme de la famille A;; c’est ’ensemble des
couples (i,a) € I x A tels que a € A;. Soit f: A’ - Tet g: A’ - Ales
deux projections. Pour tout i € I, 'application de A; dans f~'(i) définie par
a v~ (i, a) est bijective, donc Card(f(i)) < a; d’aprés le corollaire précédent,
on a donc Card(A’) < a. L’application g est surjective, par hypothése, donc
Card(A) < Card(A') < a. O

Théoréme (1.5.7) (Cantor). — Soit A un ensemble. Il n’existe pas d’application
surjective de A dans Z7(A).

Démonstration. — Raisonnons par I’absurde et considérons une application
surjective f: A > Z(A). Soit Bl’ensemble des éléments a € Atelsquea ¢ f(a).
Par hypothese, il existe un élément b € A tel que B = f(b). Si b € B, alors
b ¢ f(b) = B, par définition de B; donc b ¢ B, c’est-a-dire b € f(b) = B,
contradiction. O

Corollaire (1.5.8). — Pour tout cardinal a, on a 2* > «.
Proposition (1.5.9). — Les ensembles &7 (N) et R sont équipotents.

On dit qu’ils ont la puissance du continu.

4.2. DEMONSTRATION ET SATISFACTION 63

a FLw, et les variables libres de la formule (m = n) sont aussi contenues
dans W. Par hypothése, on a m*(a) = T et (m = n)%(a) = T. Par définition de
I’évaluation des formules, on a donc n*(a) = T. O

Lemme (4.2.4). — Les tautologies (formules (4.1.3.1)) et les axiomes logiques
(formules (4.1.4.1), (4.1.4.2) et (4.1.4.3)) sont satisfaites dans toute réalisation.

Démonstration. — 1l s’agit de démontrer que I’évaluation de ces formules dans
toute réalisation de L ne prend que la valeur T. Soit donc A une réalisation de L.

Traitons d’abord le cas des tautologies. Posons p = t(m,, ..., m,) et soit W
un ensemble de symboles de variables contenant les variables libres de p. Alors,
W contient les variables libres de m;, pour tout i. L’évaluation des formules
étant compatible aux régles logiques, on a p*(a) = t*(m?(a),...,mh(a)) =T
pour tout a € AW, ce qu’il fallait démontrer.

Traitons maintenant les axiomes logiques.

Commencons par la régle (4.1.4.1) : (3vm < =Vv-m). Notons p, cette for-
mule, soit W un ensemble de symboles de variables contenant ses variables
libres et posons W = W U {v}. Soit a € AW. Par définition de I’évaluation,
ona pA(a) = T si et seulement si (Ivm)A(a) = (=Vv-m)2(a), c’est-a-dire si
et seulement si (Ivm)A(a) # (Vv-m)A(a), La premiére formule vaut T si et
seulement s’il existe a’ € AW’ ne différant de a qu’en v tel que m*(a’) = T;la
seconde vaut T si et seulement si pour tout @’ € AW’ ne différant de a qu’en v, on
a-mA(a') =T, Cest-a-dire m*(a’) = 1. On a donc p2(a) = T, comme il fallait
démontrer.

Posons p, = (Vv(m = n)) = (Yvm = Vvn)) (formule (4.1.4.2)). Soit
W un ensemble de symboles de variables contenant les variables libres de p,
et soit W' = W u {v}. Soit a € AW. On a (p,)*(a) = T si et seulement si
(Vv(m = n))2(a) = Lou (Yvm = VYvn)A(a) = T, c’est-a-dire si et seulement
si (Vv(m = n))2(a) = L, (Vvm)2(a) = Lou(Vvn)2(a) = T. SUpposons donc
que (Yv(m = n))2(a) = (Yvm)A(a) = T et prouvons que (Vvn)2(a) = T. Soit
a’ € AW’ ne différant de a qu’en v; nous devons démontrer que n*(a’) = T. Par
hypothése, ona (m = n)A(a’) = mA(a’) = T, d’ot n(a’) = T, comme il fallait
démontrer.
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16 CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET ARITHMETIQUE DES CARDINAUX — COMPTER

Pour conclure la démonstration de la proposition, il reste a vérifier que
Card([o,1]) = Card(R). L’application ¢t — cot(nt) définit une bijection de
]Jo,1[ sur R; on a donc

Card([o,1]) < Card(R) = Card(]o, 1] < Card([o,1]),
d’ou I’égalité voulue. O
Remarque (1.5.10). — L’hypothése du continu postule qu’il n’existe aucun car-
dinal « tel que R, < a < 2®; autrement dit, si une partie de R n’est pas dé-
nombrable, son cardinal est la puissance du continu. D’aprés des théorémes

remarquables de GODEL et COHEN, elle ne peut en fait ni étre infirmée, ni dé-
montrée, a partir des simples axiomes de la théorie des ensembles (zFc).

4.1. DEMONSTRATIONS FORMELLES 61

(4) ((n=p) = (m = p)) — modus ponens a partir de (3), toute variable
libre de (1) ayant une occurence libre dans (4);

(5) (m = p) — modus ponens a partir de (4), toute variable libre de (2) ayant
au moins une occurrence libre dans (5), par hypothése.

Remarque (4.1.11). — Soit m une formule, soit v un symbole de variable et soit
t un terme. La régle de particularisation (4.1.4.3), (Vvm = m(t)), n’est admise
que lorsque v admit une occurrence libre dans m. Lorsque v n’a pas d’occurrence
libre dans m, m(t) = m et cette régle s’écrirait (Yvm = m). Alors, la formule
¢ = Vx1, vraie dans la réalisation vide, et fausse sinon, nous permettrait de
déduire 1 de ¢, ce qui est déraisonnable : si 'ensemble vide est d’un intérét
limité en mathématiques, il ne s’agit tout de méme pas qu’il conduise a des
contradictions!

Bien stir, un langage qui posséde des symboles de constantes n’a pas de réalisa-
tion vide. Démontrons ainsi que si le langage contient une symbole de constante c,
alors la formule (Yvm = m) est démontrable pour toute formule m ou le sym-
bole de variable v n’a pas d’occurrence libre. Les formules suivantes sont en effet
démontrables :

(1) (v=v) < T — aviome de I'égalité;

(2) ((p<T) = (m= (mAap))) — tautologie, qu’on va appliquer avec
p=(=v);

(3) (m = (m A (v =v)), modus ponens, car v est la seule varible libre de (1)
et a une occurrence libre dans (3);

(4) Vv(m = (m A (v=v))) — généralisation de (3);

5) (Vv(m = (m A (v=v)))= (Yvm = Vv(mna (v =v))) — aviome
logique (4.1.4.2);

6) (Yvm=>VYv(mna(v=v)));

7) (Vv(mA(v=v))= (mA(c=c)))— particularisation;

(8) ((m~A(c=c))=m)— tautologie.

On est dans la situation p = ¢q, ¢ = r, r = s, ol les variables libres de p = Vvm,
qg=Vv(ma(v=v)),r=(mna(c=c)),s = m,sont celles de m. D’aprés
I'exemple 4.1.10, la formule (Yvm = m) est donc démontrable dans T.
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18 CHAPITRE 2. LANGAGES DU PREMIER ORDRE — PARLER

2.1.3. — Soit A un alphabet. Soit m = (ao,...,a,,) et m’' = (al,...,al, )
des mots dans 'alphabet A. On note mm’ = (ao, ..., an-1, ap,...,a.,_ ) le mot
obtenu par concaténation de m et m’. On a &(mm’) = €(m + m').
L’opération (m, m’) — mm' dans A* est associative, le mot vide est un élé-
ment neutre. Par ailleurs, tout mot est simplifiable a droite et a gauche.
Compte tenu de I'identification des éléments de A avec les mots de longueur 1,
onam=dg...dy,.

Définition (2.1.4). — Soit A un alphabet et soit m = (a,, ..., ay—,) un mot sur A.

a) Soit a € A. On dit que a apparait dans m s’il existe un entier k tel que
o< k<n—1eta=ay;un tel entier est appelé occurrence de la lettre a.

b) On dit qu’un mot m’ est un segment initial (resp. terminal) de m s’il existe
un mot m" tel que m = m'm" (resp. m = m" m'); cela revient a dire qu’il existe
un entier k tel que o <k <netm' = (ao,...,a,) (resp. m' = (ag, ..., ad,-,)).

2.1.5. — Soit V un ensemble. Ses éléments sont appelés symboles de variables.
Conformément aux usages, nous supposons que V est infini et dénombrable et no-
tons X,, X;, X,, . . . ses éléments. Cependant, d’autres notations (x, ¥, Yo, y1, .- .)
sont possibles, et parfois plus pratiques. Cet ensemble sera supposé fixé dans
toute la suite.

2.1.6. — Un langage du premier ordre est la donnée de deux suites (R, )5, et
(F.) uso d’ensembles, deux a deux disjoints, et disjoints de I’ensemble V et de
I’ensemble formé des symboles ), (, v, A, =, =, <, V, 3.

Les éléments de R, sont appelés symboles de relations n-aires, ceux de F,
symboles de fonctions n-aires, ou constantes lorsque n = 0. On suppose aussi
que ’ensemble R, contient deux éléments T (« vrai») et 1 (« faux ») et que
I’ensemble R, contient le symbole = (« égalité »).

Si ces symboles n’ont aucune signification a ce stade de la théorie, le role
ultime d’un langage est d’exprimer les propriétés utilisées dans une théorie
mathématique donnée, données par des mots de I’alphabet

VulJR,UUJF,u{~Av,=,e,())
n=o0 n=o

Exemple (2.1.7). — Voici ainsi quelques exemples de langages.

a) Ensembles. L’ensemble F, posséde un élément &; I’ensemble R, posséde
deux éléments, € et =; les autres ensembles de relations et de fonctions sont
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symbole v posséde une occurrence libre dans m et que m soit admissible pour
la substitution {v} — 71 d’image t. Alors, la régle de particularisation

(4.1.4.3) (Vvm = 17(m))
permet de déduire de Vvm la formule 7(m) dans laquelle les occurrences libres

de la variable v ont été remplacées par le terme ¢.

4.1.5. Axiomes de I’égalité. — Enfin, on ajoute les axiomes suivants qui ré-
gissent |’égalité :

(4.1.5.1) X=X
(41.5.2) (x=y)=(r=x))
(4-1.5.3) (x=y)r(y=2)) = (x=2)
(4.1.5.4) (( > xi=yi) = (fX...%n=fyi...yn))
(4.1.5.5) (( > B.H%LHVQXH...R:UQ\T..»\:VY
1<isn
OU X, ¥,2, X1+ - >Xn> V1> - - - » Yn SONt des symboles de variables deux a deux dis-

tincts, f un symbole de fonction n-aire et r un symbole de relation n-aire.

Définition (4.1.6). — Soit T une théorie et soit m une formule de L. Une démons-
tration formelle de m dans T est une suite finie (m,, ..., m,) de formules de L
telle que m,, = m et telle que pour tout i € {1, ..., n}, l'une des propriétés suivantes
soit satisfaite :

a) Onam; eT;

b) Il existe un symbole de variable v et un entier j tel que 1< j < i de sorte que
m; =VYvmj;

c) La formule m; est une tautologie ou un axiome de quantificateur;

d) Il existe deux entiers j, k tels que 1< j, k < i et my = (m; = m;), ot toute
variable libre dans m; est libre dans m;, de sorte que la formule m; se déduise des
formules m; et my par application de modus ponens.

Si m posséde une démonstration formelle dans T, on dit aussi qu’elle est
démontrable dans T, qu’elle est conséquence syntaxique de T, ou que c’est un
théoréme de T'; on écrit T - m. Lorsque T est vide, on dit que m est démontrable
et'on écrit - m.
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20 CHAPITRE 2. LANGAGES DU PREMIER ORDRE — PARLER

Soit T une partie de Af. Pour prouver que T contient .7, il suffit d’établir les
propriétés de la définition. Cela donne lieu a une méthode de « raisonnement
par récurrence sur la définition d’un terme ». Par exemple, on vérifie ainsi que
les seuls symboles apparaissant dans un terme sont les symboles de fonctions et
de variables. De méme, I'ensemble .75 —{ ¢} vérifie les propriétés de la définition,
donc le mot vide n’est pas un terme.

2.2.3. — On définit par récurrence une suite croissante APNQ_J de mots de la
fagon suivante : on pose &on =V UF, et,si &Q_v est défini, on définit &Q_tv
comme la réunion de ANAS et de 'ensemble des mots de la forme ft,...t,,
ouneN* feF,ett,..., t, € “NAS. Par récurrence, on a "NAS
tout entier s. On vérifie immédiatement que ’ensemble Upn &AS vérifie les
propriétés de la définition précédente. Par suite, 7 = Upen ANQ_V. La hauteur

d’un terme ¢ est le plus petit entier h tel que t € ANLAS.

Remarque (2.2.4). — La définition des termes n’est pas tout a fait conforme a
I’habitude mathématique. Par exemple, si f est un symbole de fonction binaire et
x, y sont des variables, on écrit fxy au lieu de f(x, y). De méme, on écrit = xy
au lieu de x = y. Cette définition formelle s’avére tres pratique, parce qu’elle est
concise et inambigiie. Le plus souvent, nous écrirons cependant les termes sous
leur forme classique.

2.2.5. — Pour v € V, on dit qu’un terme ¢ fait intervenir le symbole v s’il existe
une occurrence de ce symbole dans v. Si W est une partie de I’ensemble V des
symboles de variables, on note .7,y I’ensemble des termes qui ne font intervenir
que les symboles de variables appartenant a W. On vérifie immédiatement que
I'ensemble 7 est'intersection des parties de A} qui vérifient la définition 2.2.2
ou on remplace V par W dans la premiére propriété.

2.2.6. — On définit le poids p(x) d’un symbole x de Ay, de la fagon suivante :
six € V, on pose p(x) = —15si x € F,, on pose p(x) = n —1; sinon, on pose
p(x) =o.

Soit m € A7 ; on appelle poids du mot m la somme des poids des symboles qui
le constituent : si m = x, ... x,, alors p(m) = p(x,) + -+ + p(xy).

CHAPITRE 4

THEORIE DE LA DEMONSTRATION —
RAISONNER

« Pour de I’esprit, j’en ai, sans doute; et du bon gofit,
A juger sans étude et raisonner de tout. »
— MOLIERE, Le Misanthrope, acte 111, scéne 1

Ce chapitre est consacré aux aspects syntaxiques de la logique du premier
ordre, c’est-a-dire a la définition d’une démonstration formelle et a I'étude des
formules qui en possedent une.

Soit L un langage du premier ordre et soit T une théorie de L. Par définition, on
dira qu’une formule close m se déduit de T s’il existe une suite finie (1, ..., m,)
de formules closes telles que pour tout i, soit m; € T, soit m; se déduit de
(my, ..., m;_,) par application d’une régle de déduction, et si m, = m. Une
telle suite est appelée démonstration de m dans T. Ces régles de déduction sont
soumises a deux tensions opposées :

— Ftre «raisonnables », au sens ot une démonstration formelle doit conduire,
une fois convenablement interprétée, a un énoncé vrai;
— Ftre « complétes », c’est-a-dire prouver tout ce qui peut I’étre.

La premiere contrainte sera vérifiée dans le paragraphe 4.2 : on démontre que si
une formule m posséde une démonstration formelle dans une théorie T, alors
m est vraie dans tout modele de T. La seconde contrainte est Le théoréme de
complétude de Godel (théoréme 4.5.3). vérifie la seconde contrainte : si m est
vraie dans tout modeéle de T, alors m possede une démonstration dans T.

Les reégles de déduction sont de deux types : deux d’entre elles, modus po-
nens et généralisation, disent comment écrire de nouvelles formules a partir
de précédentes; les autres sont des axiomes, parfois appelés axiomes logiques :
tautologies, syntaxe des quantificateurs, égalité. Comme nous avons autorisé la
réalisation vide, les régles que nous donnons ci-dessous different légerement
de celles proposées dans la plupart des ouvrages, notamment par

( ). Ces auteurs introduisent par exemple la regle de particularisa-
tion (4.1.4.3) (Yvm = m(t), ot m est une formule et ¢ un terme) méme lorsque
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un segment initial de ¢ tel que p(ft,...t,) = p(x,...xj,) = pj, —1 = —1; par
hypothése, onadonc t = ft,...t, (et j, = m).

Démontrons que les mots ¢,,. .., t, sont des termes. Soit i € {1,...,n}. On
a p(ti) = pj, — pj, = —1 par construction des entiers j;. Soit t' un segment
initial de #; distinct de ¢;, et soit j € {ji_y, ..., j; — 1} P'unique entier tel que
t'=Xj,_ 4 ...Xj; par définition de entier j;, ona p(t') = pj—pj_. > pj, = pj, =
-1, de sorte que p(#') > o. Comme la longueur de ¢; est strictement inférieure
a m — 1, ’hypothese de récurrence entraine que ¢; est un terme.

Comme f est un symbole de fonction d’arité n, il en résulte que t = ft,...¢,

est un terme, ce qu’il fallait démontrer. O
Corollaire (2.2.8). — Soit t € A.. Aucun segment initial de t, distinct de t, n’est
un terme.

Démonstration. — Considérons en effet un segment initial ¢’ de ¢ tel que ' # ¢.
D’apres la proposition, on a p(#') > 0. Comme le poids d’un terme est égal a -1,
donc t' n’est pas un terme. O
Théoréme (2.2.9). — Soit t € 7 un terme. Alors une, et une seule, des assertions

suivantes est vérifiée :

i) t est un symbole de variable de L;
ii) Il existe un unique entier n > o, un unique symbole de fonction n-aire f, et
une unique suite (t,,...,t,) de termes tels que t = ft,...t,.

Démonstration. — Le fait qu’une des deux assertions soit vraie se vérifie immé-
diatement par récurrence sur la définition d’un terme. D’autre part, ces deux
cas s’excluent mutuellement puisque dans le second, le premier symbole de ¢ est
un élément de F,,, donc n’appartient pasa V.

Supposons donc que l'on ait t = ff,...t, = gu,...u,, pour des symboles
de fonction f € F,, g € F,,, et des termes t,,...,t,, U, ..., Uy,. Démontrons
que f = g, n = m, et que ¢; = u; pour tout i. En considérant la premiére lettre
de t, on voit que f = g; en particulier, n = m. Démontrons par récurrence que
t; = u; pour tout i. Raisonnons par ’aburde : supposons t, = u,,..., t;-, = U,
et t; # u;. Puisque ft,...t;_, = gu,...u;_, et ft,...t, = gu,...u,, onadonc
ti...ty = u;...u,. Supposons que la longueur de ¢; est inférieure ou égale &
celle de u;; alors t; est un segment initial de u;; comme ¢; est un terme, on a
p(t;) = —1; cela entraine que ¢; = u;. O
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En choisissant une partie S de B de cardinal «, on déduit du théoréme de
Lowenheim-Skolem qu’il existe un modeéle B’ de B contenant S et dont le cardinal
est égal a a. [l
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Prendre garde que les deux éléments x figurant dans la formule précédente sont
distincts : ils correspondent aux deux arguments du symbole de fonction -. La
représentation en arbre est indiquée dans la figure 1; on a écrit dans chaque
neceud un symbole de variable ou de fonction, le sous-terme correspondant s’en
déduit en lisant le sous-arbre qui en est issu.

X X

NS
: Y
NS

+ 1
/|\

FIGURE 1. Arbre d’évaluation du terme —+-xxy1

2.3. Formules

On fixe un langage L.

Définition (2.3.1). — Un mot m dans I'alphabet Ay est appelé formule atomique
s’il existe un entier naturel n, un symbole de relation r € R,, et une suite (t,,...,t,)
de termes du langage L tels que m = rt, .. . t,.

Proposition (2.3.2). — Soit m une formule atomique dans le langage L. 1l existe
un unique entier n, un unique symbole de relation r € R,, et une unique suite
(t,...,t,) de termes du langage L tels que m = rt, ... t,.

Démonstration. — Soit k un entier, s € Ry un symbole de relation k-aire et
(t4y, ..., u;) une suite de termes dans le langage L tels que m = su, ... uy. Dé-
montrons que k = n,s = ret (u,...,ux) = (t,...,t,). Considérons la va-

riante L’ du langage L dont I'ensemble de symboles de fonctions la réunion des
ensembles de symboles de fonctions et de symboles de relations de L. Si ¢ est
un terme dans le langage L, c’est encore un terme dans le langage L’; comme
r est symbole de fonction du langage L, le mot m est un terme du langage L.
D’apres le théoréme de lecture unique des termes, il existeona k = n,s =r et
(thy, ..o ug) = (b, ..., t,), ce qu’il fallait démontrer. O
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'ultrafiltre .#, ’ensemble des parties finies de T contenant m appartient a .#.
D’apres le théoréme de Los, la formule m est donc réalisée dans A. O

3.9.2. — Soit .7, 'ensemble des théories complétes dans le langage L; c’est une
partie de 2 (%1 ).

Pour tout formule close m, notons V,, I'’ensemble des théories complétes qui
contiennent m. Pour toute ensemble S de formules closes, notons Vg = N,es Vins
C’est ensemble des théories complétes qui contiennent S.

OnaV:=AetV, =0.

Si m et n sont des formules closes, alors V,, NV, = V(manys €n effet, si
m, n appartiennent a une théorie compléte T et si A est un modele de T, alors
m? = n® = T, donc (m A n)A = T, ce qui prouve que (m A n) appartient
aThy(A)=T.

Par suite, les ensembles de la forme V,, forment une base d’ouverts d’une
unique topologie sur .71 : une partie de .71 est ouverte si et seulement si c’est
une réunion de parties de la forme V.

Observons que V,, N V_,, = @ et que V,, uV_, = F, pour toute formule
close m. En effet, si A est une réalisation de L, alors soit m est satisfaite dans A,
soit —m est satisfaite dans A, mais pas les deux. Par suite, les ensembles V,, sont
ouverts et fermés dans 1.

Comme une intersection de parties fermées est fermée, Vg est fermé, pour
tout ensemble S de formules closes. Inversement, soit F une partie fermée de .7 ;
soit U son complémentaire et soit S un ensemble de formules closes tel que
U = U,pes Vi alors,

F= DA$|<§V = D<<J§ = Vs,

meS meS
ou$ ={-m;meS}.
Corollaire (3.9.3). — L’espace topologique 71 est compact et totalement discon-
tinu.
Démonstration. — Considérons enfin une famille (F;);q de parties fermées

de 71 dont I'intersection est vide et démontrons qu’il existe une sous-famille
finie d’intersection vide. Pour tout i, soit S; un ensemble de formules closes tel
que F; = Vg,; posons S = U; S;. Ona Vg = N; Vs, = N; F; = &, ce qui signifie que
I’ensemble S n’est pas consistant. D’apreés le théoréeme de compacité, il existe une
partie finie S’ de S qui est inconsistante. Pour toute formule m € §', choisissons
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Démonstration. —  a) Raisonnons par récurrence sur la définition d’une for-
mule. Si m est une formule atomique, alors m n’a pas de parenthese, donc
p'(m) = o; si m est de la forme —m,, oit m, est une formule, alors p’'(m) =
p'(m,) = o;simestdelaforme (m,em,),alors p’'(m) = 1+p'(m,)+p'(m,)-1=
0; si m est de la forme Jvm, ou Vvm,, alors p’(m) = p’(m,) = o. L’assertion en
résulte.

b) et ¢) Raisonnons encore par récurrence sur la définition d’une formule.
Soit m’ un segment initial de m, que 'on peut supposer distinct de m. Si m
est une formule atomique, alors m n’a pas de parenthéses, donc m’ non plus
et p'(m') = o. Supposons m de la forme —m, ; alors il existe un segment initial
m! de m tel que m' = -m!; on a donc p’(m') = p'(m!) > o. Supposons m de la
forme (m,em,), ol m, et m, sont des formules. Si £(m’) = o, alors p’(m’) = o;si
1< &(m') <1+€(m,), alors il existe un segment initial m! de m, tel que m’ = (m/,
donc p'(m') =1+ p'(m!) > 1.Si2+€(m,) < £(m") < £(m), il existe un segment
initial m, de m, tel que m’ = (m,em};onadonc p'(m’) = 1+p'(m,)+p'(m}) > 1.
Les deux assertions b) et ¢) en résultent.

O
Corollaire (2.3.7). — Soit m une formule et soit m’ un segment initial de m,
distinct de m. Alors, m' n’est pas une formule.
Démonstration. — Raisonnons par récurrence sur la définition d’une formule.

Le mot vide n’est pas une formule; on suppose dans la suite que m’ # €. On
raisonne par I’absurde. Il y alors quatre cas a traiter :

a) Supposons que m soit une formule atomique. Alors, m’ commence par le
premier symbole de m qui n’est ni une parenthese, ni le symbole —, ni un symbole
de quantificateur. Si m’ est une formule, c’est donc une formule atomique. Mais
un segment initial strict d'une formule atomique n’est pas une formule atomique,
contradiction.

b) Supposons que m commence par le symbole —. Il en est de méme de m’;
puisque m' est une formule, il existe une formule m! telle que m’ = -m!; alors,
m! est un segment initial de m,, distinct de m, ; contradiction.

¢) Supposons que m commence par une parenthése ouvrante. D’apres le
lemme précédent, on a alors p’(m') > 1, ce qui contredit I’hypothése que m’ est
une formule.

3.8. ULTRAPRODUITS, THEOREME DE LOS 51

Soit (a;, b;) e, un élément de C. Pour tout i € J—L, choisissons un élément
a; arbitraire de A;; pour tout i € K= L, choisissons un élément b; arbitraire
de B;. Alors, f((a;)iq> (bi)iex) = (ai, b;) e Cela démontre que I'application f
est surjective.

Soit (a;), (a}) € A, (b;), (b)) € B tels que (a;) ~ (a!) et (b;) ~ (b}). Soit
J' Pensemble des i € J tels que a; = a}, soit K' I'ensemble des i € K tels que
b; = b}; ce sont des éléments de F par hypothése. Comme I’ensemble des i € L
tels que (a;, b;) = (al,b}) contient ]’ n K/, on a (a;, b;)ic. ~ (a}, ). Cela
démontre que 'application f est compatible aux relations d’équivalence définies
par Dultrafiltre . dans les ensembles A, B, C. Elle induit donc, par passage aux
quotients, une application ¢ de A x A7 sur C7.

Comme I’application f est surjective, il en est de méme de application ¢.

Soit (a;), (a}) € A, (b;), (b!) € B tels que f((a;),(bi)) ~ f((a’), (b})). Soit
J' Tensemble des i € J tels que a; = a}, soit K’ 'ensemble des i € K tels que b; = b].
Alors, J' n K’ est 'ensemble des i € L tels que (a;, b;) = (a},b!), doncJ' n K’
appartient a .%. Par suite, ]’ € .# et K’ € .%, ce qui entraine que (a;) ~ (a}) et
(bi) ~ (b!). Cela prouve que I'application ¢ est injective.

3.8.3. — Soit I un ensemble, soit % un ultrafiltre sur L Soit (A;) e, (B;)ier des
familles d’ensembles indexées par I; soit A7, B leurs ultraproduits le long de
'ultrafiltre .%. Pour tout i € I, soit f; une application de A; dans B;.

On déduit de la famille ( f;) une application f¥ de A” dans B”. Elle associe
a la classe d’une famille (a;) la classe de la famille (f;(a;)).

3.8.4. — Soit L un langage, soit (A;);q une famille de réalisations de L indexée
par un ensemble I et soit .# un ultrafiltre sur 1. Soit AZ I'ultraproduit de la
famille (A;);e le long de Dultrafiltre 7.

Soit 7 un entier et soit f € F,, un symbole de fonction #-aire. Par un raisonne-
ment similaire a celui du paragraphe précédent, on déduit de la famille (f4+)
une fonction fA”7. de (A7)" dans A7 .

Soit n un entier et soit r € R, un symbole de relation n-aire. On déduit de
la famille (r2/) une relation n-aire rA” dans ’ensemble A7 : la classe d’une
famille (a;);q € [, A” appartient au graphe de cette relation si et seulement si
I’ensemble des i € ] tels que r;(a;) = T appartient 3 %.

Ainsi, 'ultraproduit A7 est naturellement muni d’une structure de réalisation
du langage L.
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28 CHAPITRE 2. LANGAGES DU PREMIER ORDRE — PARLER

2.3.9. — Soit m une formule dans le langage L. On définit I’ensemble sf(m)
des sous-formules de m par récurrence sur la définition de m :

— Si m est une formule atomique, alors sf(m) = {m};

- Sim = -m', alors sf(m) = sf(m') u {m};

- Sim = (m'em’),alors sf(m) = sf(m') usf(m")u {m};

- Sim=VYvm' oum = Jvm/, alors sf(m) = sf(m') U {m}.

L’ensemble sf(m) est fini; ses éléments de sf(m) sont des formules et sont
aussi des sous-mots du mot m.

2.4. Variables libres, variables liées, substitution

2.4.1. — Soit m une formule dans le langage L et soit v € V un symbole de
variable. Les occurrences de v dans le mot m vont étre de nature trés différentes
suivant qu’elles sont liées par un symbole de quantificateur ou libres. La définition
procéde par récurrence sur la définition d’une formule :

- Si m est une formule atomique, toutes les occurrences de v sont libres;

- Sim = -m’, les occurrences libres de v dans m sont celles qui sont libres
dans m’;

- Sim = (m' em'), les occurrences libres de v dans m sont les occurrences
libres de v dans m’ et les occurrences libres de v dans m";

- Sim =3wm’ oum = Ywm’, ol w € V est un symbole de variable distinct
de v, les occurrences libres de v dans m sont les occurrences libres de v dans m’;

- Sim = 3vm’, aucune occurrence de v dans m n’est libre; les occurrences
de v qui sont libres dans m/, ainsi que celle en seconde position de m, sont dites
liées par le quantificateur existentiel 3, ou dans le champ de ce quantificateur;

- Sim = Vvym/’, aucune occurrence de v dans m n’est libre; les occurrences
de v qui sont libres dans m’, ainsi que celle en seconde position de m, sont dites
liées par le quantificateur universel V, ou dans le champ de ce quantificateur.

On vérifie par récurrence que toute occurrence d’un symbole de variable est soit
libre, soit liée par une, et une seule, occurrence de quantificateur.

Définition (2.4.2). — Soit m une formule dans le langage L et soit v € V un
symbole de variable. On dit que v est libre dans m si ce symbole admet au moins
une occurrence libre.
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soit B une partie de X appartenant & .%" et soit B’ une partie de X contenant B;
soit F une partie appartenant a .# tel que B= AnF;onaalors FUB' € % et
B'=An(FuB’),donc B’ ¢ #'.

Cela démontre que .%’ est un filtre sur X. Par construction, .%’ contient .%.
Puisque .# est un ultrafiltre, on a .#’ = .%. Comme A € .#/,ona A € .7, ce
qu’il fallait démontrer.

b) Supposons maintenant que pour toute partie A de X, le filtre .# contient A
ou X — A. Soit .#' un filtre contenant .%. Soit A une partie de X appartenant
a.#'. Si A n’appartient pas a .#, alors X— A € .%, donc X— A ¢ .#'; alors,
@ =An(X=A) e #, contradiction. Cela prouve que A € %, d’ou F = F'.
Ainsi, # est un ultrafiltre. O

Remarque (3.7.7). — Le langage des filtres est trés utile en topologie générale.
Soit X un espace topologique. On dit qu’un filtre .%# sur X converge vers un
point x € X, ou que x est point limite de .%, si .# contient le filtre des voisinages
de x.

Supposons X séparé. Alors, deux points distincts possédent des voisinages
disjoints, si bien qu’un filtre ne peut avoir qu’au plus un point limite.

Supposons que X est compact et démontrons que tout ultrafiltre sur X
converge. Raisonnons par I’absurde et considérons un ultrafiltre .# qui n’a
pas de point limite. Soit x € X; puisque x n’est pas point limite de .%, il existe
un voisinage ouvert V, de x qui n’appartient pas a .% ; son complémentaire
appartient donc & ., car & est un ultrafiltre. Puisque X est compact, il existe
une partie finie S de X telle que X = Uyes Vs alors, @ = Nyes (X =V,), ce qui
contredit la définition d’un filtre.

Inversement, supposons que tout ultrafiltre sur X converge et démontrons
que X est compact. Considérons une famille (F;) de parties fermées de X dont
aucune intersection finie n’est vide; démontrons que I'intersection des F; n’est
pas vide. L’ensemble .%# des parties de X qui contiennent une intersection finie
F; n---nF; estun filtre sur X. Eneffet, ona @ ¢ .%, X € % ; si A et B sont deux
ensembles de .#, contenant respectivement des intersections finies ;¢ F; et
Niex Fi, alors A n B contient I'intersection finie M,k Fi, donc appartient a .7 ;
enfin, toute partie contenant un élément de .# appartient a .%, par construction
de Z.

Soit % un ultrafiltre contenant .% et soit x Un point limite de 7. Soit i € I.
Soit V un voisinage ouvert de x; 'ensemble V appartient & %/, de méme que F;,
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3.7. FILTRES ET ULTRAFILTRES 47

(iii) Si A et B sont des parties de X appartenant a .%, alors A N B appartient
a%;

(iv) Si A est une partie de X appartenant a %, alors toute partie de X conte-
nant A appartient a ..

On dit qu’un filtre F est un ultrafiltre si tout filtre F' contenant F est égal 4 F .

Autrement dit, un ultrafiltre est un filtre maximal pour la relation d’ordre
définie par I'inclusion.

Il résulte des propriétés (i) et (iii) que si A et B sont deux parties de X apparte-
nant a un filtre, alors A n B n’est pas vide.

Exemple (3.7.2). — Soit X un ensemble infini. L’ensemble .% des parties A de X
telles que X — A est fini est un filtre sur X; on I’appelle le filtre de Fréchet.

Exemple (3.7.3). — La topologie générale fournit de nombreux exemples de
filtres.

a) Soit X un espace topologique et soit A une partie non vide de X. L’ensemble
des voisinages de A est un filtre sur X.

b) Supposons X = R et soit a € X. Une partie de R est un « voisinage a droite »
de a si elle contient un intervalle de la forme ]a, b[, ou b > a. L’ensemble des
voisinages a droite de a est un filtre sur X

¢) Supposons encore X = R et prenons a = +oo. Une partie de R est un
«voisinage de +00 » si elle contient un intervalle de la forme ]a, +oo[. L’ensemble
des voisinages de +oo est un filtre sur X.

Exemple (3.7.4). — Soit X un ensemble ordonné. On suppose que X est filtrant,
c’est-a-dire que toute partie finie de X est majorée; autrement dit, X n’est pas
vide et pour tout couple (x, y) d’éléments de X, il existe z € X tel que x < z et
y < z. Pour tout x € X, on note A, ’ensemble des y € X tels que x < y. Soit .%
I’ensemble des parties A de X contenant un ensemble de la forme A,.

Comme x € A,, aucun élément de % n’est vide. Soit x € X; alors X contient A,,
donc X € Z. Soit A et B deux éléments de .7 ; soit x, y € X tels que A > A, et
B > Aj; soit z € X un majorant de x et y;alors, A, c A, n A, c AnB, donc
A n B appartient 4 .%. Enfin, toute partie contenant une partie de .% appartient
a .#, par construction. Cela prouve que .# est un filtre sur X.

Lorsque X = R, on retrouve le filtre des voisinages de +oo.
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autrement dit, & choisir, pour tout symbole de constante ¢ € F,, un élément
A
ch e A

3.1.3. — Supposons que le langage L soit celui des anneaux, les symboles de
variables étant représentés par des lettres de ’alphabet. Une réalisation de ce
langage est un ensemble, disons A, muni de deux lois binaires + et -, A x A — A,
et de deux éléments o et 1. En revanche, on ne fait encore aucune hypotheése
sur les relations entre ces lois et les deux éléments o, 1. En effet, si les axiomes
des anneaux s’expriment comme des formules du langage L, ’associativité de
I'addition s’écrit VxV yVz = ++xyz+x+ yz, ou, avec une notation plus courante,
VxVyVz((x + y) +z=x+ (y + z)). Mais pour pouvoir dire si ’addition de A
est associative, il faut pouvoir interpréter les formules et les termes dans A.

3.1.4. — Les deux propositions ci-dessous affirment qu’il y a une unique fagon
raisonnable d’interpréter termes et formules dans une réalisation donnée A du
langage L. Elles sont énoncées de facon un peu exotique. En effet, 'interprétation
d’un terme sera une application du produit cartésien AV de la structure dans la
structure. Rappelons que AV est ’ensemble des familles (a, ),y d’éléments de A,
indexées par ’ensemble V des symboles de variables; comme on I'imagine,
seuls les indices v apparaissant dans un terme seront pris en compte dans
Pinterprétation de ce terme. Il est cependant plus simple L’interprétation d’une
formule est une application du produit cartésien AV dans I’ensemble {L, T} des
valeurs de vérité, méme si seuls les indices v correspondant aux variables libres
d’une formule donnée interviendront pour Iinterprétation de cette formule.

Les symboles logiques —, v, A, =, < vont avoir 'interprétation usuelle, don-
née par les tables de vérité bien connues suivantes :

_— AT L vIiT 1L =T L < | T 1
1 T|T 1 TIT T T|T 1 TIT 1
1)1l 1 17T 1 1|7 T 1L T

De méme, le quantificateur existentiel 3v va étre interprété comme I’existence
d’un élément dans A, et le quantificateur universel Vv va étre interprété comme
une propriété pour tout élément de A.

Proposition (3.1.5). — Soit W une partie de V. Il existe une unique applica-
tion Tw: Aw — F (AW, A) de l'ensemble T vy des termes dont les symboles de
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libre de m, si bien que y ¢ {x,,...,x,}, de sorte que m’ est une formule en les
variables libres x,, ..., x,, y.

Supposons mA(a,,...,a,) = T. Par définition, il existe b € A tel que
(m")2(ay, ..., au b).Parhypothése, il existe alors un tel élément b qui appartient
a B. Par récurrence, on a alors (m')®(a,,...,a,,b) = (m)2(a,...,a,,b) =T.
1l en résulte que m®(a,,...,a,) = T.

Supposons inversement que m®(ay, ..., a,) = T. Il existe donc b € B tel que
(m")B(ay,...,an,b) = T.Par récurrence, on adonc (m’)A(a,,...,a,,b) =T, ce
qui entraine que m*(a,, ..., a,) =T.

e) Supposons enfin qu’il existe une formule ' et un symbole de variable y tel
que m =V ym'. Par définition d’une occurrence libre, y n’est pas une variable
libre de m, si bien que y ¢ {x,, ..., x,}, de sorte que m’ est une formule en les
variables libres x;, .. ., x,,, y.

Supposons mA(ay,...,a,) = T. Par définition, pour tout b € A, on a
(m")*(ay,...,a,,b) = T.Pourtoutb € B,onaonaalors (m')%(ay,...,a,b) =
(m")*(ay,...,a,, b) =T, par récurrence. Il en résulte que m®(ay,...,a,) = T.

Supposons que mA(ay,...,a,) = 1. Par définition, il existe b € A tel que
(m")2(ay,...,a, b) = T. L’hypothése du théoréme, appliquée  la formule —m’
entraine qu’il existe un élément b € B tel que (m’)A(a,, ..., a,, b) = 1. Par récur-
rence, on a alors (m')B(a,,...,a,,b) = L, ce qui entraine que m®(a,,...,a,) =
1.

O

3.6.4. — Soit T une théorie (consistante) dans un langage L, soit A un modéle
de T et soit S une partie de A.

Nous allons construire par récurrence une suite croissante (B,) de sous-
structures de A contenant S dont la réunion B = U, B, sera un modele de T.

On définit B, comme la sous-structure de A engendrée par S. Supposons B,
définie.

Pour tout entier n, toute formule m(x,, . .., x,, y) ettout élément (a,, ..., a,) €
(By)" tel que 3ymA(a,,...,a,, ), choisissons un élément b € A tel que
mA(ay, ..., an b). Soit By, la sous-structure de A engendrée par B,, et tous ces
éléments b.

Soit B = Upen By. C'est une sous-structure de A. Soit en effet n € N, f € F,, et
(ay,...,a,) € B";s0it p e Ntel que ay, . .., a, appartiennent a B, ; par définition
d’une sous-structure, alors fA(a,, ..., a,) € By, si bien que f(a,,...,a,) €B.
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e) Supposons m = Yvm/, avecv € V et m' € Fp wi, ot W = W U {v}, alors
pw(m)(a) si et seulement si, pour tout élément a’ € AW tel que a!, = a,, pour
w#v,onag@(m')(a’).

En pratique, la relation ¢w(m) dans AW est notée m*, 'ensemble W de
variables libres étant sous-entendu. On verra plus loin que cela ne crée pas
d’ambiguité.

Démonstration. — Cela se démontre par récurrence sur la définition d’une
formule. D’apres le théoréme de lecture unique, un et un seul des cinq cas
indiqué se produit, mais il faut vérifier que les ensembles de variables libres
qui apparaissent sont bien comme indiqué, ce qui résulte de la définition par
récurrence de 'ensemble des occurrences libres d’un symbole de variables.
Supposons m € Z .

a) Sim = rt,...,t, est une formule atomique, ses variables libres sont les
symboles variables libres apparaissant dans t,, .. ., t,; par suite, alors t,,..., , €
AW

b) Sim = -m/, les variables libres de m sont celles de m';

¢) Sim = (m’ em'), les variables libres de m sont celles de m' et de m"’. Dans
ces deux derniers cas, on a donc m/, m" € . w;

d) Sim = Jvm’ ou m = Vvm/, les variables libres de m sont celles de m’,
privées de v; alors, m’ € Z w, ou W = Wu {v}. O

Lemme (3.1.8). — Soit W, W' des parties de V telles que W' c W et soit m ¢
FLwr, de sorte que m € Fw. Pour tout a € AV, on a pw(m)(a) = pw/(a’),
ot a’ = (ay)wew:. Autrement dit, la relation m» dans AW ne dépend pas des
composantes dont I'indice n’a pas d’occurrence libre dans W.

Démonstration. — Cela se prouve par récurrence sur la définition d’une for-
mule. N
3.1.8.1. — La substitution d’une variable libre par un terme n’est pas toujours

compatible a I'interprétation d’une formule. Prenons pour exemple la formule
Jx(x*> = y). Substituons d’abord a y le terme t = y + z; on obtient la for-
mule 3x(x* = y + z) dont l'interprétation en un couple (b, ¢) coincide avec
Pinterprétation de la formule initiale en b + ¢. Substituons maintenant a y le
terme u = x + y+z; on obtient la formule 3x(x? = x + y+z) dont I'interprétation
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Remarque (3.5.3). — Pour qu’une théorie consistante T soit compléte, il faut et
il suffit qu’elle soit maximale.

Supposons d’abord que T est compleéte et soit A un modele de T telle que
T = Thy(A). Soit m une formule de L qui n’appartient pas a T, c’est-a-dire
mA = 1;alors, (-m)A = T,donc -m € T.SiBestun modelede T,ona (-m)B = T,
donc m® = L, d’ot m ¢ Thy (B). Cela prouve que T U {m} n’est pas consistant,
si bien que T est une théorie maximale.

Soit T une théorie consistante maximale et soit A un modéle de T. On a
T c Thy(A). Puisque T est maximale, ona T = Thy (A) : 1a théorie T est compléte.

3.5.4. — Soit T une théorie dans le langage L. On dit qu’une formule close m
est conséquence sémantique de T si m satsisfaite dans tout modeéle de T. On dit
qu’une théorie T’ est conséquence sémantique de T si tout modeéle de T est
modele de T".

On dit qu’une théorie est finiment axiomatisable si elle est conséquence sé-
mantique d’un ensemble fini de formules closes.

3.6. Extensions élémentaires, théoréme de Lowenheim-Skolem

Définition (3.6.1). — Soit L un langage, soit A une réalisation de L et soit B
une sous-structure de A. On dit que B est une sous-structure élémentaire de A,
ou que A est une extension élémentaire de B, si pour tout entier n, toute for-
mule m(x,,...,x,) dans le langage L et tout élément (b,,...,b,) € B", on a
mA(by,...,by) =mB(b,,...,b,).

On note B < A.

Remarque (3.6.2). — En appliquant la définition a une formule close, on observe
que Thy (A) = Thy (B) si B est une sous-structure élémentaire de A.

Plus généralement, soit Ly le langage du premier ordre obtenu en adjoi-
gnant 3 L un symbole de constante ¢, pour chaque élément b de B. Considé-
rons A comme une réalisation de Lg, chaque symbole ¢, étant interprété comme
I’élément b de B, de sorte que B est une sous-structure. Les formules closes de Ly
sont de la forme m(cp,...,cp, ), ou m(x,,...,x,) est une formule de L en les
variables libres x,, ..., x,.

Cela montre que A est extension élémentaire de B si et seulement si Thy, (A) =
Thy,(B).
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L’interprétation o,(m’)” est une relation dans AW:; 'interprétation (m’)4
est une relation dans AY: Par récurrence, on a donc o,(m')*(a,) =
(m")A((s:(w)A(a,))wew,) pour tout a, € AW:.

Soit a € AW'. Puisque o(m) = Iva(m’), ona g(m)A(a) = T si et seulement
s’il existe a, € AW: tel que o(m')2(a,) = T et tel que toutes les composantes
de a, autres que celle d’indice v coincident avec celles de a. (On dira qu’un tel g,
est v-proche de a.)

Soit w € W, un symbole de variable qui a une occurrence libre dans m'’; par
hypotheése, le symbole de variable v n’apparait pas dans le terme s,(w) = s(w);
on a donc s,(w)A(a,) = b, pour tout élément convenable a,. D’autre part,
s;(v) = v,doncs,(v)2(a,) estla composante d’indice v de a,. Ainsi, 'application
a, = (s,(w)A(a,))wew, induit une bijection de ’ensemble des éléments a, € AW:
qui sont v-proches de a sur I’ensemble des éléments b, € AW: qui sont v-proches
de b.

Cela démontre que o(m)*(a) = T si et seulement §’il existe un élément b, qui
est v-proche de b tel que (m')2(b) = T, ce qui signifie exactement mA(b) = T.

e) Le cas du quantificateur V est analogue.

O
3.1.10. — On a ’habitude, lorsque P est un polynéme a coefficients dans un
anneau commutatif A en des indéterminées T,, ..., T,, de noter P(T,,...,T,)
le polynéme P. On note aussi couramment P(4,, ..., a,) I'évaluation du poly-

ndéme P en un n-uplet (a,,...,a,) € A"

Nous allons mettre en place cette notation dans le contexte de I’évaluation
des termes et des formules dans un langage L. Soit A une réalisation de L, soit
t € J1 un terme et soit m € .7, une formule dans le langage L.

Par analogie avec les polynomes, on notera aussi t(x,,...,x,) le terme ¢
lorsque (x,,...,x,) une suite de symboles de variables deux a deux distincts
contenant les symboles de variables qui apparaissent dans ¢. Si (a, ..., a,) € A",
on notera tA(a,, ..., a,) 'évaluation du terme ¢ en remplagant x; par a;.

De méme, si m est une formule dans le langage L, on écrira m(x,,...,x,)
lorsque (x,,...,x,) est une suite de symboles de variables deux a deux dis-
tincts contenant les symboles de variables libres qui apparaissent dans t. Si
(a,,...,a,) € A", on notera m*(ay, ..., a,) 'évaluation de la formule m en
remplacant x; par a;.

On notera enfin A E m(a,, ..., a,) aulieu de m*(a,,...,a,) =T.
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symbole de fonction n-aire et soit a,, . .., a, des éléments de A’; démontrons
que fA(ay,...,a,) appartienta A’. Pour i € {1,...,n}, soit f; un terme en des
symboles de variables x; ; (pour 1 < j < m;) et soit (; j)i<jcm, un élément de A™:
tel que a; = t*(aiy, ..., aim,). Comme 'ensemble de symboles de variables
est infini, on se raméne d’abord au cas o les symboles x; ; sont deux a deux
distincts : choisir une famille (y; ;) de symboles deux a deux distincts, puis,
pour tout i, et substituer y; ; a x; ; dans ¢;. Soit aussi x,, . . ., x, des symboles de
variables deux a deux distincts et soit ¢ le terme obtenu en substituant dans le
terme fx, ... x, le symbole de variable x; par le terme t;. On a

A an.an) = A Qe Qum,)s - s th (@, .. )) = 2((ai)),

ce qui prouve que fA(a,, ..., a,) appartient & A’. Cela conclut la démonstration
du lemme. O

3.4. Extension de langages

3.4.1. — SoitL = ((R,),(F,))etL' = ((R},), (F,)) des langages. On dit que le
langage L’ étend le langage L, ou que le langage L réduit le langage L’ si pour
tout entier n,ona R, c R} et F, c F),.

Dans ce cas, toute réalisation A’ du langage L’ donne lieu a une réalisation A
du langage L : on conserve 'univers en posant A = A/, et on choisit pour
interprétations f4 et rA des symboles de fonctions f € F,, et de relations r € R,,
les interprétations de ces symboles dans la réalisation A’.

Exemple (3.4.2). — Soit L un langage, soit A une réalisation de L. Soit S une
partie de A. On définit un langage Ls en ajoutant aux symboles de constantes
de L un symbole ¢, pour chaque élément s € S. Un terme ou une formule du
langage Lg est aussi appelé un terme ou une formule du langage L a parameétres
dans S.

Le langage Ls posséde une réalisation naturelle dans I'univers A, oti, pour tout
s € S, linterprétation ¢ du symbole de constante c; est prise égale a s.

Soit m(x,, ..., x,) € %L une formule dans le langage L en des variables libres
X1, ... Xy Supposons qu’il existe (a,, ..., a,) € S" tel que A = m(a,,...,a,),
c’est-a-dire m”(a,, ..., a,) = T. Dans la formule m, substituons simultanément
le symbole de variable libre x; par le symbole de constante c,,, considéré comme
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Exemple (3.2.4). — Soit e un élément de {v, A}, soit Q un élément de {V, 3}.
Toute formule est sémantiquement équivalente a une formule ou les seuls sym-
boles logiques apparaissant sont —, ¢, Q.

Cela se démontre par récurrence sur la définition d’une formule. Traitons par
exemple le cas ot @ = v et Q = 3. On remplace alors (m A m') par =(-~m v -m'),
(m = m') par (-m v m'), (m < m’) par =(=(-m v m') v =(-m' v m)), et
Vxm par -3x-m.

3.2.5. — On dit qu’une formule m est sans quantificateurs si elle n’admet au-
cune occurrence de quantificateur. On dit qu’elle est en forme prenex s’il existe
une formule sans quantificateurs m’', un entier n, des symboles de variables
Vi, ...,V et des quantificateurs Q,, ..., Q,, tels que m = Q,v, ... Q,v,m’. Une
formule prenex est dite universelle si elle n’admet pas d’occurrence de quantifi-
cateur existentiel (3); elle est dite existentielle si elle n’admet pas d’occurrence
de quantificateur universel (V).

Proposition (3.2.6). — Toute formule m est quasi-équivalente a une formule
prenex.
Démonstration. — On commence par se ramener au cas ou les seuls symboles

logiques qu’elle contient sont — et V.

On suppose aussi que chaque symbole de variable liée n’est lié que par un seul
symbole quantificateur, et qu’aucun symbole de variable liée n’a d’occurrence
libre. Que cela soit possible se vérifie par récurrence. Par exemple, si m = Qxp,
ot Q est un symbole de quantificateur et p une formule dans laquelle x posséde
une occurence liée, on substitue les occurences libres de x dans 1 par un symbole
de variable y qui n’apparait pas dans p. De méme, si m = (p e q), on s’est assuré
par récurrence que les symboles de variables qui sont liés dans p n’apparaissent
pas dans g, et inversement.

La démonstration procede ensuite par récurrence sur la définition d’une
formule.

Si Q est un symbole de quantificateur, on notera Q* le quantificateur dual, de
sorte que V* =Jet3* = V.

- Sim = -p, ol p est une formule prenex, on écrit p = Q,v,...Q,v,p’, ou p’
est sans quantificateur; alors, —p est équivalente & Q}v,...Q,p * v,—-p'.
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- Supposons m = (p Vv q), ou p et g sont des formules prenex; on écrit
alors p = Quv;...Quvup’ et g = Ryw, ... Rywiq', ot p’ et ¢’ sont sans quan-
tificateurs; en outre, v,,...,v, n’apparaissent pas dans ¢, et wy,...,wy
n’apparaissent pas dans p. Alors, m = (p Vv q) est quasi-équivalente a
Q- QuvuRow, .. . Rpwi(p' v @'). Cela se démontre par récurrence sur n + k,
variable apres variable, grace aux deux remarques :

a) Les formules (Vxp, Vv q,) et Vx(p, v q,) sont sémantiquement équiva-
lentes;

b) Les formules (3xp, v q,) et 3x(p, v q,) sont quasi-équivalentes. Elles
ne sont par contre pas forcément équivalentes : dans la structure vide,
'interprétation de 3x(p, Vv ¢,) ne prend que la valeur 1, tandis que celle de
(3xp, v qu) coincide avec celle de g,. O

3.3. Morphismes de structures

Définition (3.3.1). — Soit L un langage, soit A et A’ des réalisations de L et soit
¢ : A’ > A une application.

On dit que ¢ est un morphisme de structures si les conditions suivantes sont
satisfaites :

(i) Pour tout symbole f € F, de fonction n-aire et tout élément (a,, ..., a,) €
(A", ona

A’ A
ecq (@ eees a:vv = fAe(a),....9(an));

(ii) Pour tout symbole r € R,, de relation n-aire et tout élément (a,, ..., a,) €
(A" tel que ™' (ay, ..., a,), onar*(g(a,),...,9(a,)).

On dit que ¢ est un monomorphisme de structures, ou un plongement, si I’on
a de plus

(ii") Pour tout symbole r € R,, de relation n-aire et tout élément (a,, ..., a,) €
(A", alors

(ay,....a,) < (e(a),...,9(a,)).

Comme le langage L comporte un symbole de relation binaire qui est interprété
comme I’égalité dans A, un monomorphisme de structures est injectif.

Exemple (3.3.2). — Le langage des groupes possede deux symboles de fonctions,
e € .Z, représente ’élément neutre, et - € %, laloi de composition, et n’a comme



