
LO
G
IQ
U
E
D
U
PR
EM
IE
R
O
R
D
R
E

A
nt
oi
ne
C
ha
m
be
rt
-L
oi
r



AntoineCham
bert-Loir

U
niversitéParis-D

iderot.
E-m

ail:Antoine.Chambert-Loir@math.univ-paris-diderot.fr

Version
du
5décem

bre2016,1h21
La
version

la
plusrécentedecetextedevraitêtreaccessibleen

ligne,à
l’adresse

http://w
ebusers.im

j-prg.fr/~antoine.cham
bert-loir/enseignem

ent/2016-17/
logique/logique.pdf
©
2016,AntoineCham

bert-Loir

IN
D
EX

Aaxiom
e

del’égalité,59
axiom

elogique,57
axiom

esdesquanti�cateurs,58

Ddém
onstration

form
elle,59

Eensem
bleinductif,3

Fform
ule

dém
ontrable,59

Ggénéralisation,58

Mm
odusponens,58
m
onom

orphism
e

destructures,39
m
orphism

e
destructures,39

Pparticularisation,59

plongem
ent,39

Qquanti�cation
universelle,62

Rréalisation
canoniqueassociéeàune

théoriehenkinienne,69

Ttautologie,58
théorèm

e
deZorn,3
d’unethéorie,59

théorèm
edecom

pacité,75
théorèm

edecom
plétude,74

théorèm
ededéduction,66

théorèm
ede�nitude,65

théorèm
edeH

enkin,70
théoriecohérente,64
théoriehenkinienne,68
théoriesyntaxiquem

entcom
plète,

68

Vvariable,18

79



TA
BL
E
D
ES
M
AT
IÈ
R
ES

1.
En
se
m
bl
es
et
ar
ith
m
ét
iq
ue
de
sc
ar
di
na
ux
—
Co
m
pt
er
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..

1
1.1
.R
ap
pe
ls
de
th
éo
rie
de
se
ns
em
bl
es
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
1

1.2
.E
ns
em
bl
es
�n
is
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
3

1.3
.E
ns
em
bl
es
dé
no
m
br
ab
le
s.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
6

1.4
.C
ar
di
na
ux
in
�n
is
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
9

1.5
.A
rit
hm
ét
iq
ue
de
sc
ar
di
na
ux
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
11

2.
La
ng
ag
es
du
pr
em
ie
ro
rd
re
—
Pa
rl
er
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
17

2.1
.A
lp
ha
be
ts,
m
ot
s,
la
ng
ag
es
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
17

2.2
.T
er
m
es
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
19

2.3
.F
or
m
ul
es
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
24

2.4
.V
ar
ia
bl
es
lib
re
s,
va
ria
bl
es
lié
es
,s
ub
sti
tu
tio
n.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
28

3.
Ré
al
is
at
io
ns
,m
od
èl
es
—
In
te
rp
ré
te
r.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
31

3.1
.S
tr
uc
tu
re
s.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
31

3.2
.É
qu
iv
al
en
ce
sé
m
an
tiq
ue
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
37

3.3
.M
or
ph
ism
es
de
str
uc
tu
re
s.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
39

3.4
.E
xt
en
sio
n
de
la
ng
ag
es
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
41

3.5
.�

éo
rie
s,
m
od
èle
s.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
42

3.6
.E
xt
en
sio
ns
élé
m
en
ta
ire
s,
th
éo
rè
m
ed
eL
öw
en
he
im
–S
ko
le
m
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
43

3.7
.F
ilt
re
se
tu
ltr
a�
ltr
es
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
46

3.8
.U
ltr
ap
ro
du
its
,t
hé
or
èm
ed
eŁ
os
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
50

3.9
.�

éo
rè
m
ed
ec
om
pa
ci
té
et
th
éo
rè
m
ed
eT
ar
sk
i.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
52

4.
�
éo
ri
e
de
la
dé
m
on
st
ra
tio
n
—
Ra
is
on
ne
r.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
57

4.
1.
D
ém
on
str
at
io
ns
fo
rm
el
le
s.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
58

4.
2.
D
ém
on
str
at
io
n
et
sa
tis
fa
ct
io
n.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
62

4.
3.
�
éo
rie
sc
oh
ér
en
te
s.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
64

4.
4.
�
éo
rie
sh
en
ki
ni
en
ne
s.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
68

4.
5.
Le
th
éo
rè
m
ed
ec
om
pl
ét
ud
ed
eG

öd
el
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
73

Bi
bl
io
gr
ap
hi
e.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
77

In
de
x.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
79



BIBLIO
G
R
A
PH
IE

N
.Bourbaki(1970),Élém

entsdem
athém

atique.�
éoriedesensem

bles,H
er-

m
ann,Paris.

R.C
ori&

D
.Lascar

(2003a),Logiquem
athém

atique,tom
e1.Calculproposi-

tionnel,algèbredeBoole,calculdesprédicats,D
unod.

R.Cori&
D
.Lascar

(2003b),Logiquem
athém

atique,tom
e2.Fonctionsrécur-

sives,théoriedesm
odèles,D

unod.
A
.D

oxiadis&
C
.H
.Papadim

itriou
(2009),Logicom

ix—
An
epicsearch

for
truth,Bloom

sbury
Press,N

ew
York.C

haracterdesign
and

draw
ingsby

A
lecosPapadatos,colorby

A
nnieD

iD
onna.

B.Poizat
(2000),A

coursein
m
odeltheory.An

introduction
to
contem

porary
m
athem

aticallogic,U
niversitext,Springer-Verlag,N

ew
York.Translated

from
theFrench

by
M
osesK

lein
and

revised
by
theauthor.



C
H
A
PI
TR
E
1

EN
SE
M
BL
ES
ET
A
R
IT
H
M
ÉT
IQ
U
E
D
ES

C
A
R
D
IN
AU
X
—
CO
M
PT
ER

«O
ui
;c
el
an
’e
st
pa
sm
al
;m
ai
sc
ec
om
pt
e-
là
n’
es
tr
ie
n
de
ré
el.
»

—
M
ol

iè
re
,L
’A
va
re
,a
ct
ei
i,
sc
èn
e5

La
lo
gi
qu
e
m
at
hé
m
at
iq
ue
es
tl
a
br
an
ch
e
de
s
m
at
hé
m
at
iq
ue
s
do
nt
l’o
bj
et

d’
ét
ud
ee
st
l’e
ns
em
bl
ed
es
th
éo
rie
sm
at
hé
m
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iq
ue
se
lle
s-
m
êm
es
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et
te
m
ise
en

ab
îm
ee
n
in
qu
iè
te
ce
rt
ai
ns
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n
in
di
�è
re
be
au
co
up
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ta
tti
se
la
cu
rio
sit
éd
’au
tre
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Si

ce
co
ur
ss
’a
dr
es
se
pa
rn
at
ur
eà
ce
sd
er
ni
er
s,
j’e
sp
èr
eq
u’
il
ra
ss
ur
er
al
es
pr
em
ie
rs

et
su
sc
ite
ra
qu
elq
ue
in
té
rê
tc
he
zl
es
se
co
nd
s.
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om
m
e
l’e
xp
liq
ue
nt
C
or

i
et
La

sc
ar
da
ns
l’i
nt
ro
du
ct
io
n
de
le
ur
ou
-

vr
ag
e
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00
3a
;
20
03
b)
,
la
lo
gi
qu
e
m
at
hé
m
at
iq
ue
ut
ili
se
to
ut
l’a
tti
ra
il
de
s

m
at
hé
m
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iq
ue
s:
ra
iso
nn
em
en
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str
uc
tu
re
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et
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C
ep
re
m
ie
rc
ha
pi
tre
dé
ve
lo
pp
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qu
el
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pe
ct
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or
ie
«n
aï
ve
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se
m
bl
es
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en
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su
til
ise
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pa
rl
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su
ite
.
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∈
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BLES
ET
A
RITH

M
ÉTIQ

U
E
D
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CA
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IN
AU
X
—
CO
M
PTER

D
ém
onstration.—

Raisonnonsparl’absurdeen
supposantqu’un

telensem
ble

existeetnotons-leR.Lacontradiction
apparaîtlorsqu’on

chercheàsavoirsiR
appartientàR

ou
pas.

SiR
appartientà

R,on
a
R
∈
R,doncR

/∈
R
pardé�nition

del’ensem
bleR

;
c’estune

contradiction.D
onc

R
n’appartientpasà

R,c’est-à-dire
que

R
/∈
R,

doncR
∈R
pardé�nition

deR
;apparaîtdenouveau

unecontradiction.

1.1.3.
—
C
e
paradoxe

indique
qu’une

form
alisation

précise
de
la
théorie

des
ensem

blesestnécessaire.Parm
ilesform

alisationspossibles,l’axiom
atique(zf)

deZerm
elo–Fraenkel,com

plém
entée(zfc)parl’axiom

edu
choix,estlaplus

couram
m
entutilisée.D

ansce
cours,nousnouscontenteronsd’une

com
pré-

hension
intuitive,tellequ’elleestdéveloppéeen

licence,etrenvoyonsau
cours

du
second

sem
estre

poursa
description

détaillée.N
ousutiliseronslibrem

ent
l’axiom

edu
choix;ilseraparfoisinvoquésouslaform

edu
théorèm

edeZorn
(théorèm

e1.1.8),m
aisparfoisaussidansdesraisonnem

entsd’apparenceanodine
dontlaform

alisation
lenécessite.

1.1.4.
—
SoitA

etB
desensem

bles.O
n
ditqueB

estcontenu
dansA

,ou
queB

estunepartiedeA
,eton

noteB
⊆
A
,sitoutélém

entdeB
appartientàA

.
L’ensem

blevide,l’ensem
bleA

lui-m
êm
esontdespartiesdeA

.
SiA

estun
ensem

ble,on
note

P
(A

)l’ensem
bledespartiesdeA

.

1.1.5.
—
Soit

f
∶A
→
B
une

application.O
n
ditque

f
estinjective

(resp.sur-
jective,resp.bijective)

sitoutélém
entde

B
a
au
plus

(resp.au
m
oins,resp.

exactem
entun)antécédentpar

f.
Sifestbijective,on

note
f −1∶B

→
A
sabijection

réciproque.
SifestinjectiveetA

n’estpasvide,ilexisteuneapplication
g
∶B
→
A
telleque

g
○
f
=
Id
A
(rétraction).Choisissonsun

élém
enta

∈A
etdé�nissonsg

com
m
e

suit:sib
∈
B
appartientà

l’im
age
de
f,on

note
g(b

)
son
unique

antécédent;
sinon,on

pose
g(b

)
=
a.Parconstruction,on

aa
g(f(x

))
=
x
pourtoutx

∈A
.

Sif
estsurjective,ilexiste

une
application

g
∶B
→
A
telle

que
f
○
g
=
Id
B

(section).Celasedéduitdel’«axiom
edu

choix»en
choisissant,pourtoutb

∈B,
un
antécédentg(b

)deb
par

f.Lelem
m
esuivanta�

rm
equel’application

g
est

injective.

Lem
m
e(1.1.6).—

Soitf
∶A
→
B
etg

∶B
→
C
desapplications.

a)
Sifetg

sontinjectives,alorsg
○
festinjective;
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Ö
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PuisqueT
n estsyntaxiquem

entclos,on
aT

n
⊢
m
ou
T
n
⊢
¬m
.Parsuite,T ′⊢

m
ou
T
′⊢

¬m
.

–
D
ém
ontronsen�n

que
pourtoute

form
ule
p
du
langage

L ′en
une

seule
variable

libre
x
telle

que
T
′
⊢
∃xp,ilexiste

un
term

e
clostde

L ′telque
p
(t).

Ilexisteun
entiern

telque
p
soituneform

uledu
langageL

n .A
lors,cp estun

sym
boledeconstantedeL

n+1 etlaform
uleclose

p
(cp )appartientàT

′n+1 ,donc
àT

n+1 ,doncàT
′.

D
’aprèslethéorèm

edeH
enkin

(théorèm
e4.4.6),lathéorieT

′possèdeun
m
o-

dèle.SoitA
un
m
odèledeT ′.Com

m
elelangageL ′contientL,on

déduitdeA
une

réalisation
du
langage

L
en
oubliantlessym

bolesde
constantesajoutés.Soit

m
uneform

uleclosedu
langageL

quiappartientàT.C
’estuneform

uleclose
deL ′appartenantàT ′,doncelleestsatisfaitedansA

.Parsuite,A
estun

m
odèle

deT.

Corollaire
(4.5.4).—

SoitT
une

théorie
etsoitm

une
form

ule
close.Sim

est
satisfaitedanstoutm

odèledeT,alorsm
estdém

ontrabledansT.

D
ém
onstration.—

Supposonsquem
nesoitpasdém

ontrabledansT.D
’après

le
corollaire

4.3.9,la
théorie

T
∪
{¬m

}
estcohérente.D

’aprèsle
théorèm

e
de

com
plétude,ellepossèdeun

m
odèle.D

anscem
odèle,la

form
ule
m
n’estpas

satisfaite.

Corollaire(4.5.5)(Com
pacité).—

SoitT
unethéorie.PourqueT

soitconsistante,
ilfautetilsu�

tquetoutepartie�niedeT
soitconsistante.

D
ém
onstration.—

En
e�et,consistanceetcohérencecoïncident,en

vertu
du

théorèm
edecom

plétude.Lecorollairedécouledoncdu
théorèm

ede�nitude.
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TH
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N
ER

So
it
L′
le
la
ng
ag
eo
bt
en
u
en
ad
jo
ig
na
nt
àL
,p
ou
rt
ou
te
fo
rm
ul
ep

∈
E,
un
sy
m
bo
le

de
co
ns
ta
nt
ec
p.
So
it
T′
la
th
éo
rie
da
ns
le
la
ng
ag
eL

′ o
bt
en
ue
en
ad
jo
ign
an
tà
T
les

fo
rm
ul
es
p(
c p
),
po
ur
p
pa
rc
ou
ra
nt
E.

La
th
éo
rie
T
es
tc
oh
ér
en
te
si
et
se
ul
em
en
ts
il
a
th
éo
rie
T′
es
tc
oh
ér
en
te
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Si
la
th
éo
rie
T′
es
tc
oh
ér
en
te
,a
lo
rs
la
th
éo
rie
T
l’e
st
ég
al
e-

m
en
tp
ui
sq
ue
T
⊂
T′
.S
up
po
so
ns
do
nc
qu
eT
so
it
co
hé
re
nt
ee
tq
ue
T′
so
it
in
co
-

hé
re
nt
e.
Il
ex
ist
ed
on
cu
ne
dé
m
on
st
ra
tio
n
fo
rm
el
le
de

�
da
ns
T′
.C
om
m
eu
ne

dé
m
on
str
at
io
n
fo
rm
el
le
de
T′
ne
fa
it
in
te
rv
en
ir
qu
’u
n
no
m
br
e�
ni
de
fo
rm
ul
es
,

on
pe
ut
su
pp
os
er
qu
el
’e
ns
em
bl
eE
es
t�
ni
,p
ui
sr
ai
so
nn
er
pa
rr
éc
ur
re
nc
es
ur

Ca
rd

(E
).
O
n
es
ta
in
si
ra
m
en
éa
u
ca
so
ù
E
=
{
p}
.P
ar
hy
po
th
ès
e,
T
∪
{
p(
c)

}
⊢
�

(d
an
sl
el
an
ga
ge
L′
).
D
’ap
rè
sl
et
hé
or
èm
ed
ed
éd
uc
tio
n,
T
⊢

(
p(
c)
⇒

�
).
D
’ap
rè
s

le
lem
m
e4
.5.
1,
il
ex
ist
eu
ne
dé
m
on
str
at
io
n
fo
rm
ell
ed
e∀
x(
p
⇒

�
)
da
ns
la
th
éo
-

rie
T
et
le
la
ng
ag
eL
.

Il
re
ste
à
ob
se
rv
er
qu
es
iT
⊢
∃
xp
et
T
⊢
∀
x(
p
⇒

�
),
al
or
sT
⊢
�
,c
eq
ui
es
t

un
ca
sp
ar
tic
ul
ie
rd
el
’e
xe
m
pl
e4
.3.
10
.

�
éo
rè
m
e(
4.
5.
3)
(G
öd
el)
.—

To
ut
et
hé
or
ie
co
hé
re
nt
ep
os
sè
de
un
m
od
èle
.

C
’e
st
le
th
éo
rè
m
ed
ec
om
pl
ét
ud
ed
e
G
öd
el
(1
93
0)
.I
ls
ig
ni
�e
en
e�
et
qu
e
le
s

rè
gl
es
de
dé
du
ct
io
n
qu
ii
nt
er
vi
en
ne
nt
da
ns
un
e
dé
m
on
st
ra
tio
n
fo
rm
el
le
so
nt

co
m
pl
èt
es
,a
u
se
ns
où
el
le
sp
er
m
et
te
nt
de
dé
du
ire
to
ut
ce
qu
ip
eu
tl
’ê
tre
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
T
un
e
th
éo
rie
co
hé
re
nt
e.
O
n
dé
�n
it
de
la
fa
ço
n
su
i-

va
nt
eu
ne
su
ite

(L
n)
de
la
ng
ag
es
et
un
es
ui
te

(T
n)
de
th
éo
rie
ss
yn
ta
xi
qu
em
en
t

co
m
pl
èt
es
où
,p
ou
r
to
ut
n
⩾
1,
L n

+1
es
tu
ne
ex
te
ns
io
n
du
la
ng
ag
e
L n
et
T n

+1
es
tu
ne
th
éo
rie
da
ns
le
la
ng
ag
e
L n

+1
qu
ic
on
tie
nt
T n
.O
n
ch
oi
sit
po
ur
T 0
un
e

co
m
pl
ét
io
n
sy
nt
ax
iq
ue
de
T.
Su
pp
os
on
sT

n
dé
�n
ie
.N
ot
on
sa
lo
rs
E n
l’e
ns
em
bl
e

de
sf
or
m
ul
es
p
de
L n
en
un
e
se
ul
e
va
ria
bl
e
lib
re
x
te
lle
sq
ue
T n
⊢
∃
xp
.S
oi
t

L n
+1
le
la
ng
ag
eo
bt
en
u
en
ad
jo
ig
na
nt
àL

n
de
ss
ym
bo
le
sd
ec
on
st
an
te
sc
p,
po
ur

p
∈
E n
.S
oi
tT

′ n+
1
la
th
éo
rie
ob
te
nu
ee
n
ad
jo
ig
na
nt
àT

n
les
fo
rm
ul
es
p(
c p
),
po
ur

p
∈
E n
.D
’ap
rè
sl
ap
ro
po
sit
io
n
4.
5.2
,l
at
hé
or
ie
T′ n

+1
es
tc
oh
ér
en
te
.S
oi
tT

n+
1
un
e

co
m
pl
ét
io
n
sy
nt
ax
iq
ue
de
T′ n

+1
.

So
it
L′
le
la
ng
ag
e
ré
un
io
n
de
sl
an
ga
ge
sL

n
et
so
it
T′
la
th
éo
rie
ré
un
io
n
de
s

th
éo
rie
sT
da
ns
le
la
ng
ag
eL

′ .
D
ém
on
tro
ns
qu
eT

′ e
st
un
et
hé
or
ie
he
nk
in
ie
nn
e:

–
C
’es
tu
ne
ré
un
io
n
cr
oi
ss
an
te
de
th
éo
rie
sc
oh
ér
en
te
s,
do
nc
ell
ee
st
co
hé
re
nt
e.

–
Pr
ou
vo
ns
qu
’e
lle
es
ts
yn
ta
xi
qu
em
en
tc
om
pl
èt
e.
So
it
m
un
ef
or
m
ul
ec
lo
se

da
ns
le
lan
ga
ge
L′
.I
le
xi
ste
un
en
tie
rn
te
lq
ue
m
so
it
un
ef
or
m
ul
ed
u
lan
ga
ge
L n
.

1.2
.E
N
SE
M
BL
ES
FI
N
IS

3

b)
Si
fe
tg
so
nt
su
rje
ct
iv
es
,a
lo
rs
g○
fe
st
su
rje
ct
iv
e;

c)
Si
g○
fe
st
in
jec
tiv
e,
al
or
s
fe
st
in
jec
tiv
e;

d)
Si
g○
fe
st
su
rje
ct
iv
e,
al
or
sg
es
ts
ur
jec
tiv
e.

e)
En
pa
rt
icu
lie
r,
si
fe
tg
so
nt
bi
jec
tiv
es
,a
lo
rs
g○
fe
st
bi
jec
tiv
e.

1.1
.7
.
—
O
n
su
pp
os
e
co
nn
u
l’e
ns
em
bl
e
N
=

{0
,1
,2
,.
..}
de
se
nt
ie
rs
na
tu
re
ls.

O
n
no
te
s∶
N
→
N
l’a
pp
lic
at
io
n
«s
uc
ce
ss
eu
r»
,d
é�
ni
ep
ar
s(
n)

=
n+
1.
Le
co
up
le

(N
,s
)
se
ra
ca
ra
ct
ér
isé
pa
rl
es
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
:

a)
L’
élé
m
en
t0
n’
es
tl
es
uc
ce
ss
eu
rd
’au
cu
n
élé
m
en
t;

b)
L’
ap
pl
ic
at
io
n
se
st
in
je
ct
iv
e;

c)
Pr
in
ci
pe
de
ré
cu
rr
en
ce
:S
oi
tA
un
ep
ar
tie
de
N
;s
i0

∈
A
(in
iti
al
isa
tio
n)
et

si
s(
A
)
⊂
A
(h
ér
éd
ité
),
al
or
sA

=
N
.

�
éo
rè
m
e(
1.1
.8
)(
Zo
rn
).
—
So
it
A
un
en
se
m
bl
em
un
id
’u
ne
re
la
tio
n
d’
or
dr
e⪯
.

O
n
su
pp
os
eq
ue
A
es
ti
nd
uc
tif
,c
’es
t-à
-d
ire
qu
et
ou
te
pa
rt
ie
to
ta
lem
en
to
rd
on
né
e

de
A
es
tm
aj
or
ée
.A
lo
rs
,A
po
ssè
de
un
élé
m
en
tm
ax
im
al
.

Pl
us
gé
né
ra
lem
en
t,
po
ur
to
ut
élé
m
en
ta
de
A
,i
le
xi
ste
un
élé
m
en
tm
ax
im
al
b

te
lq
ue
a
⪯
b.

1.2
.
En
se
m
bl
es
�n
is

Le
m
m
e(
1.2
.1)
.—

So
it
m
et
n
de
se
nt
ier
sn
at
ur
els
.

a)
Po
ur
qu
’il
ex
ist
eu
ne
su
rje
ct
io
n
f∶

{0
,1
,.
..
,m

−
1}
→

{0
,1
,.
..
,n

−
1}
,i
l

fa
ut
et
il
su
�
tq
ue
m
⩾
n.

b)
Po
ur
qu
’il
ex
ist
eu
ne
in
jec
tio
n
f∶

{0
,1
,.
..
,m

−
1}
→

{0
,1
,.
..
,n
−
1}
,i
lf
au
t

et
il
su
�
tq
ue
m
⩽
n.

c)
Po
ur
qu
’il
ex
ist
eu
ne
bi
jec
tio
n
f∶

{0
,1
,.
..
,m

−
1}
→

{0
,1
,.
..
,n
−
1}
,i
lf
au
t

et
il
su
�
tq
ue
m
=
n.

D
ém
on
str
at
io
n.
—

a)
Si
m

⩾
n,
l’a
pp
lic
at
io
n
f
de

{0
,1
,.
..
,m

−
1}
da
ns

{0
,1
,.
..
,n
−
1}
do
nn
ée
pa
r
f(
i)
=
m
in
(i
,n
−
1)
es
ts
ur
je
ct
iv
e,
ce
qu
ié
ta
bl
it
la

su
�
sa
nc
e
de
la
co
nd
iti
on
in
di
qu
ée
.D
ém
on
tr
on
ss
a
né
ce
ss
ité
pa
rr
éc
ur
re
nc
e

su
rn
.I
ln
’y
ar
ie
n
ad
ém
on
tre
rs
in

=
0,
ca
rl
’en
se
m
bl
e{
0,
..
.,
n−
1}
es
ta
lo
rs
vi
de
.

Su
pp
os
on
sl
’a
ss
er
tio
n
vé
ri�
ée
po
ur
n
−
1e
ts
oi
tf

∶
{0
,.
..
,m

−
1}
→

{0
,.
..
,n

}

un
ea
pp
lic
at
io
n
su
rje
ct
iv
e.
N
éc
es
sa
ire
m
en
t,
on
a
m
⩾
1.
Po
so
ns
b
=
m
in
(
f(
m
−

1)
,n

−
1)
et
so
it
g∶

{0
,.
..
,m

−
2}
→

{0
,.
..
,n

−
1}
l’a
pp
lic
at
io
n
do
nn
ée
pa
r

g(
a)

=
f(
a)
si
f(
a)

⩽
n
−
1e
tg

(a
)
=
b
sin
on
;d
ém
on
tro
ns
qu
’el
le
es
ts
ur
je
ct
iv
e.
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1.EN
SEM

BLES
ET
A
RITH

M
ÉTIQ

U
E
D
ES
CA
RD
IN
AU
X
—
CO
M
PTER

Soiti
∈
{0,...,n

−
1}
etsoita

un
antécédentde

ipar
f.Sii

≠
f(m

−
1),on

a
a
≠
m
−
1,donc

g(a
)
=
f(a

)
=
i.Sinon,on

a
i
=
f(m

−
1)

=
b;soita

un
antécédentden

par
f;com

m
e
f(a

)
=
n
≠
i,on

aa
≠
m
−
1,d’où

g(a
)
=
i.Ainsi,

g
estsurjective,doncm

−
2
⩾
n
−
1,puism

−
1
⩾
n,com

m
eilfallaitdém

ontrer.
b)
Sim

⩽
n,l’application

fde
{0,1,...,m

−
1}
dans

{0,1,...,n
−
1}
donnée

par
f(i)

=
iestinjective,cequiprouvela

su�
sancedela

condition
indiquée.

D
ém
ontronssanécessité:soitf

∶
{0,...,m

−1}
→

{0,...,n
−1}uneapplication

injective;dém
ontrons

que
m

⩽
n.L’assertion

étantévidente
sim

=
0,on

suppose
donc

m
⩾
1;alors0

⩽
f(0

)
⩽
n
−
1,donc

n
⩾
1.O
n
dé�nitalorsune

application
g
de

{0,...,n
−
1}
dans

{0,...,m
−
1}
de
la
façon

suivante.Soit
a
∈
{0,...,n

−1};sia
possèdeun

antécédentparf,on
noteg(a

)cetantécédent;
sinon,on

pose
g(a

)
=
0.L’application

g
ainsidé�nievéri�e

g(f(a
))

=
a
pour

touta
∈
{0,...,m

−
1},donc

g
estsurjective.Parsuite,m

⩽
n.

c)
Sim

=
n,l’application

identiqueestunebijection
de

{0,...,m
−
1}
dans

lui-m
êm
e,d’où

la
su�
sance

de
la
condition

donnée.Sa
nécessité

résulte
des

deux
casprécédents.

D
é�nition

(1.2.2).—
O
n
ditqu’un

ensem
bleA

est�nis’ilexisteun
entiernatureln

etunebijection
f
∶
{0,1,...,n

−
1}
→
A
.Ilexistealorsun

seultelentier;on
dit

quec’estlecardinaldel’ensem
bleA

eton
lenoteCard

(A
),ou

∣A
∣.

L’ensem
blevideest�ni,decardinal0.

Lem
m
e(1.2.3).—

Soitn
un
entieretsoitA

unepartiede
{0,...,n

−
1}.Ilexiste

unebijection
f
∶
{0,...,n

−
1}
→

{0,...,n
−
1}
etun

entierm
∈
{0,...,n

}
tels

que
f({m

,...,n
−
1})

=
A
.

D
ém
onstration.—

SiA
=

{0,...,n
−
1},on

pose
f
=
Id
etm

=
0.Sinon,on

raisonneparrécurrencedescendantesurleplusgrand
élém

entpde
{0,1,...,n

−

1}
quin’appartientpasà

A
;de

sorte
que

{p
+
1,...,n

−
1}

⊂
A
etp

/∈
A
.Si

A
∩
{1,...,p

}
=
∅
,on

pose
f
=
Id
etm

=
p
+
1.Sinon,soita

un
élém

entde
A
∩
{1,...,p

}
etsoitσ

la
transposition

(a,p
).A
lors,σ

(A
)
estune

partie
de

{0,...,n
−
1}
quicontient

{p,...,n
−
1}
m
aisn’estpaségaleà

{0,...,n
−
1}.

Parrécurrence,ilexisteunebijection
g
de

{0,...,n
−
1}
danslui-m

êm
eetun

entierm
∈
{0,...,n

}
telsqueg({m

,...,n
−
1})

=
σ
(A

).A
lors,f

=
σ
○gestune

bijection
de

{0,...,n
−
1}
danslui-m

êm
eetl’on

a
g({m

,...,n
−
1})

=
A
.

4.5.LE
TH
ÉO
RÈM

E
D
E
CO
M
PLÉTU

D
E
D
E
G
Ö
D
EL

73

donc
(¬m

′(t)) A
=
⊺,d’où

(m
′) A

(t A
)
=
(m

′(t)) A
=
¬
(¬m

′(t)) 2
=
�.L’élém

ent
a
=
t A
deA

véri�edonc
(m

′) A
(a

)
=
�,sibien

quem
A
=
(∀xm

′) A
=
�.

Corollaire(4.4.7).—
Toutethéoriehenkiniennea

un
m
odèle.

4.5.
Le
théorèm

e
de
com
plétude

de
G
ödel

Lem
m
e
(4.5.1).—

SoitT
une

théorie
dansun

langage
L,soitx

un
sym
bole

de
variable,soitm

une
form

ule
de
L
dontla

seule
variable

libre
estx.Soitc

un
sym
boledeconstanten’appartenantpasà

L.O
n
supposequeT

⊢
m
(c)dansle

langageL
∪
{c}.Alors,T

⊢
∀xm

danslelangageL.

Autrem
entdit,sil’on

saitprouverm
(c)sansrien

savoirdec,c’estqu’on
sait

prouverm
(x

)pourtoutx,sansfaireintervenirc.

D
ém
onstration.—

ProuvonsT
⊢
∀xm

.Soit
(m

1 ,...,m
n )unedém

onstration
form

ellede
m
.C
hoisissonsun

sym
boledevariableauxiliairez

quin’apparaît
dans

aucune
des
form

ules
m
1 ,...,m

n .Q
uitte

à
changer

les
variables,on

se
ram
èneau

casoù
z
=
x.

Sip
estuneform

uledeL,on
notera

p ′laform
uledéduitede

p
en
rem
plaçant

chaqueoccurrencedu
sym
boledeconstantecparx.

Sip
estun

axiom
e
de
quanti�cateur,une

tautologie,ou
un
desaxiom

esde
l’égalité,ilen

estdem
êm
edep ′.Pargénéralisation,∀xp ′estdém

ontrabledansT.
Sip

estun
axiom

edegénéralisation
m
⇒

∀vm
,alorsp ′=

(m
′⇒

∀vm
′)en

estun
égalem

ent.
Supposonsque

p
sedéduiseparm

odusponensdeform
ulesq

et
(q
⇒
p
)telles

que
∀xq ′et

∀x
(q
⇒
p
) ′
=
∀x

(q ′
⇒
p ′)
soientdém

ontrablesdansT.A
lors

∀xq ′⇒
∀xp ′estdém

ontrabledansT.Parhypothèse,toutevariablelibredeq
a

au
m
oinsuneoccurrencelibredansp.Lesvariableslibresde

p ′sontcellesde
p,

ainsique
x
sicapparaîtdansp,donccellesde

∀xp ′sontcellesde
p;dem

êm
e

pour
∀xq ′.O

n
peutdoncappliquerlarèglem

odusponenseton
en
déduitque

∀xp ′estdém
ontrabledansT.

En
appliquantleraisonnem

entprécédentparrécurrenceà
m
1 ,...,m

n ,on
en

déduitque
∀xm

′i estdém
ontrabledansT,pourtoutT.Parsuite,T

⊢
∀xm

.

Proposition
(4.5.2).—

SoitT
unethéoriedansun

langageL.Soitx
un
sym
bole

devariableetsoitE
un
ensem

bledeform
ulesdem

n’ayantquex
com
m
evariable

libre;supposonsquepourtoutp
∈E,la

form
uleclose

∃xp
soitun

théorèm
edeT.
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TR
E
4.
TH
ÉO
RI
E
D
E
LA
D
ÉM
O
N
ST
RA
TI
O
N
—
RA
IS
O
N
N
ER

Pu
isq
ue
le
te
rm
e
te
st
cl
os
,l
as
ub
st
itu
tio
n
de
x
pa
rt
es
ta
dm
iss
ib
le
da
ns
m
′ ,
et

l’o
n
a(
m
′ )
A
(t
A
)
=
⊺
.C
el
ap
ro
uv
eq
ue
m
A
=
(∃
xm

)A
=
⊺
.

Su
pp
os
on
si
nv
er
se
m
en
tq
ue
T
⊬
m
.P
ui
sq
ue
T
es
ts
yn
ta
xi
qu
em
en
tc
om
pl
èt
e,

la
fo
rm
ul
e¬
m
=
¬
∃
xm

′ e
st
un
th
éo
rè
m
ed
eT
.L
as
ui
te

(1
)
(∃
xm

′ ⇔
¬
∀
x¬
m
′ )
—
ax
io
m
ed
eq
ua
nt
i�
ca
te
ur
(4
.1.
4.
1)
;

(2
)
(¬
∃
xm

′ )
;

(3
)
(¬
p
⇒

((
p
⇔

¬
q)
⇒
q)

)
—
ta
ut
ol
og
ie
,a
pp
liq
ué
ea
ve
c
p
=
∃
xm

′ e
t

q
=
∀
x¬
m
′ ;

(4
)
((
p
⇔

¬
q)
⇒
q)
,o
ù
p
=
∃
xm

′ e
tq

=
∀
x¬
m
′ —
m
od
us
po
ne
ns
,(
2)

et
(3
);

(5
)
∀
x¬
m
′ —
m
od
us
po
ne
ns
,(
1)
et
(4
)

es
tu
ne
dé
m
on
str
at
io
n
fo
rm
ell
ed
e∀
x¬
m
′ d
an
sT

∪
{¬
m
},
ce
qu
id
ém
on
tre
qu
e

∀
x¬
m
′ e
st
un
th
éo
rè
m
e
de
T.
D
ém
on
tr
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
m
A
=
�
;i
ls
’a
gi
t

de
pr
ou
ve
rq
ue

(m
′ )
A
(a

)
=
�
po
ur
to
ut
a
∈
A
.S
oi
td
on
c
a
∈
A
;p
ar
dé
�n
iti
on

de
A
,i
le
xi
ste
un
te
rm
ec
lo
st
te
lq
ue
a
=
[t
]
=
tA
.P
ar
ap
pl
ic
at
io
n
de
l’a
xi
om
ed
e

qu
an
ti�
ca
te
ur
(4
.1.
4.
3)
,l
a
fo
rm
ul
e¬
m
′ (
t)
es
te
nc
or
eu
n
th
éo
rè
m
ed
eT
,d
on
c

(¬
m
′ (
t)
)A

=
⊺
pa
rr
éc
ur
re
nc
e,
et
do
nc

(m
′ (
t)
)A

=
�
.P
ar
su
ite
,(
m
′ )
A
(a

)
=

(m
′ )
A
(t
A
)
=
(m

′ (
t)
)A

=
¬
(¬
m
′ (
t)
)A

=
�
,c
om
m
ei
lf
al
la
it
dé
m
on
tre
r.

g)
Su
pp
os
on
se
n�
n
qu
’il
ex
ist
eu
ne
fo
rm
ul
e
m
′ e
tu
n
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
e
x

te
ls
qu
e
m
=
∀
xm

′ .
C
om
m
e
m
es
tu
ne
fo
rm
ul
ec
lo
se
,l
’e
ns
em
bl
ed
es
va
ria
bl
es

lib
re
sd
em

′ e
st
co
nt
en
u
da
ns

{
x}
.

Su
pp
os
on
sq
ue
m
es
tu
n
th
éo
rè
m
e
de
T.
Po
ur
to
ut
te
rm
e
cl
os
t,
la
fo
rm
ul
e

m
′ (
t)
dé
du
ite
de
m
′ p
ar
su
bs
tit
ut
io
n
de
x
pa
rt
es
td
on
cu
n
th
éo
rè
m
ed
eT
;p
ar

ré
cu
rr
en
ce
,(
m
′ (
t)
)A

=
⊺
.P
ui
sq
ue
le
te
rm
et
es
tc
lo
s,
la
fo
rm
ul
em

′ e
st
ad
m
iss
ib
le

po
ur
la
su
bs
tit
ut
io
n
qu
ia
pp
liq
ue
x
su
rt
et
l’o
n
a
(m

′ )
A
(t
A
)
=

(m
′ (
t)
)A

=
⊺
.

C
om
m
et
ou
té
lé
m
en
td
eA
es
tl
ac
la
ss
ed
’u
n
te
lt
er
m
e,
on
a(
m
′ )
A
(a

)
=
⊺
po
ur

to
ut
a
∈
A
,c
eq
ui
pr
ou
ve
qu
em

A
=
⊺
.

Su
pp
os
on
si
nv
er
se
m
en
tq
ue
m
=
∀
xm

′ n
’e
st
pa
su
n
th
éo
rè
m
ed
eT
.P
ui
sq
ue

(¬
¬
m
′ ⇒

m
′ )
es
tu
ne
ta
ut
ol
og
ie
et
qu
eT
es
tc
oh
ér
en
te
,la
fo
rm
ul
e∀
x¬
¬
m
′ n
’es
t

pa
su
n
th
éo
rè
m
e
de
T
(a
xi
om
e
(4
.1.
9.
1)
).
Pu
isq
ue
T
es
tc
oh
ér
en
te
,l
a
fo
rm
ul
e

¬
∀
x¬
¬
m
′ e
st
do
nc
un
th
éo
rè
m
e
de
T.
Pa
ra
pp
lic
at
io
n
de
l’a
xi
om
e
de
qu
an
ti-

�c
at
eu
r(
4.
1.4
.1)
,i
le
n
es
td
e
m
êm
e
de
la
fo
rm
ul
e
∃
x¬
m
′ .
O
n
ap
pl
iq
ue
al
or
sà

la
fo
rm
ul
e¬
m
′ l
’a
rg
um
en
td
év
el
op
pé
ci
-d
es
su
s.
C
om
m
eT
es
th
en
ki
ni
en
ne
,i
l

ex
ist
eu
n
te
rm
ec
lo
st
te
lq
ue
¬
m
′ (
t)
so
it
un
th
éo
rè
m
ed
eT
.P
ar
ré
cu
rr
en
ce
,o
n
a

1.2
.E
N
SE
M
BL
ES
FI
N
IS

5

Pr
op
os
iti
on
(1
.2
.4
).
—
So
it
A
un
en
se
m
bl
e
�n
i.
Po
ur
to
ut
e
pa
rt
ie
B
de
A
,

l’e
ns
em
bl
eB
es
t�
ni
et
l’o
n
a
Ca
rd

(B
)
⩽
Ca
rd

(A
).
Pl
us
pr
éc
isé
m
en
t,
A

B
es
t

ég
al
em
en
t�
ni
et
l’o
n
a
Ca
rd

(A
)
=
Ca
rd

(B
)
+
Ca
rd

(A
B)
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
n
=
Ca
rd

(A
)
et
so
it
f∶

{0
,.
..
,n
−
1}
→
A
un
eb
ije
ct
io
n.

So
it
g∶

{0
,.
..
,n
−
1}
→

{0
,.
..
,n
−
1}
un
eb
ije
ct
io
n
et
so
it
m
un
en
tie
rt
els
qu
e

g(
{
m
,.
..
,n

−
1}

)
=
f−
1 (
B)
.A
lo
rs
,f

−1
(A

B)
=

{0
,.
..
,m

−
1}
;p
ar
su
ite
,l
a

re
str
ic
tio
n
de
f○
g
dé
�n
it
un
eb
ije
ct
io
n
de

{0
,.
..
,m

−
1}
su
rA

B
;c
ela
pr
ou
ve

qu
eA

B
es
t�
ni
et
qu
eC
ar
d(
A
B)

=
m
.D
ep
lu
s,
l’a
pp
lic
at
io
n
{0
,.
..
,n
−
m
}
→

A
do
nn
ée
pa
rp
↦
f(
g(
m
+
p)

)
dé
�n
it
un
eb
ije
ct
io
n
de

{0
,.
..
,n
−
m
−
1}
su
rB
;

ce
la
pr
ou
ve
qu
eB
es
t�
ni
et
qu
eC
ar
d(
B)

=
n−
m
.A
in
si,
Ca
rd

(A
)
=
(n
−
m
)+
m
=

Ca
rd

(B
)
+
Ca
rd

(A
B)
.

Co
ro
lla
ire
(1
.2
.5
).
—
So
it
A
et
B
de
se
ns
em
bl
es
�n
is
tel
sq
ue
Ca
rd

(A
)
=
Ca
rd

(B
)

et
so
it
f∶
A
→
B
un
ea
pp
lic
at
io
n.
Le
sc
on
di
tio
ns
su
iv
an
te
ss
on
té
qu
iv
al
en
te
s:

a)
fe
st
in
jec
tiv
e;

b)
fe
st
su
rje
ct
iv
e;

c)
fe
st
bi
jec
tiv
e.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Su
pp
os
on
sq
ue
fe
st
in
je
ct
iv
e.
El
le
in
du
it
un
eb
ije
ct
io
n
de
A

su
rs
on
im
ag
e;
on
a
al
or
sC
ar
d(
f(
A
))

=
Ca
rd

(A
)
=
Ca
rd

(B
),
do
nc
Ca
rd

(B
f(
A
))

=
0
et
B

f(
A
)
=
∅
,c
’e
st-
à-
di
re
f(
A
)
=
B.
Pa
rs
ui
te
,f
es
ts
ur
je
ct
iv
e.

Su
pp
os
on
sq
ue
f
es
ts
ur
je
ct
iv
e
et
so
it
g∶
B
→
A
un
e
se
ct
io
n
de
f.
C
om
m
e

g
es
ti
nj
ec
tiv
e,
le
ca
s
dé
jà
tr
ai
té
en
tr
aî
ne
qu
e
g
es
ts
ur
je
ct
iv
e,
do
nc
bi
je
ct
iv
e.

Pu
isq
ue
f○
g
=
Id
B,
l’a
pp
lic
at
io
n
f
=
g−
1
es
tb
ije
ct
iv
e.

En
�n
,s
if
es
tb
ije
ct
iv
e,
el
le
es
té
ga
le
m
en
ti
nj
ec
tiv
e.

Co
ro
lla
ire
(1
.2
.6
).
—
L’
en
se
m
bl
eN
n’
es
tp
as
�n
i.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Si
N
ét
ait
�n
i,o
n
au
ra
it
n
⩽
Ca
rd

(N
)
po
ur
to
ut
en
tie
rn
.

Co
ro
lla
ire
(1
.2
.7
).
—
So
it
A
un
en
se
m
bl
e�
ni
et
so
it
(A
1,
..
.,
A
p)
un
ep
ar
tit
io
n

�n
ie
de
A
.P
ou
rt
ou
te
nt
ier
i∈

{1
,.
..
,p

},
l’e
ns
em
bl
eA

ie
st
�n
ie
tl
’o
n
aC
ar
d(
A
)
=

∑
p i=1
Ca
rd

(A
i)
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
C
el
as
ed
éd
ui
td
el
ap
ro
po
sit
io
n
pa
rr
éc
ur
re
nc
es
ur
p.

Co
ro
lla
ire
(1
.2
.8
).
—
So
it
f∶
A
→
B
un
ea
pp
lic
at
io
n.
O
n
su
pp
os
eq
ue
B
es
t�
ni
et

qu
ep
ou
rt
ou
tb

∈
B,
l’e
ns
em
bl
e
f−
1 (
b)
es
t�
ni
;a
lo
rs
A
es
t�
ni
et
l’o
n
a
Ca
rd

(A
)
=

∑
b∈
B
Ca
rd

(
f−
1 (
b)

).
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1.EN
SEM

BLES
ET
A
RITH

M
ÉTIQ

U
E
D
ES
CA
RD
IN
AU
X
—
CO
M
PTER

D
ém
onstration.—

Soit
g
∶
{0,...,p

−
1}
→
B
une

bijection;pour
tout

i
∈

{0,...,p
−
1},on

poseA
i
=
f −1(g(i)).Lasuite

(A
0 ,...,A

p−1 )estunepartition
deA

.Parsuite,Card
(A

)
=
∑
p−1
i=0 Card

(A
i )
=
∑
b∈B Card

(f −1(b
)).

Corollaire(1.2.9).—
SoitA

etB
desensem

bles�nis.L’ensem
bleA

×
B
est�ni,de

cardinalCard
(A

)Card
(B

).

D
ém
onstration.—

C
onsidéronsla

seconde
projection

p
(a,b

)
↦
b
de
A
×
B

dansB.Pourtoutb
∈
B,l’application

a
↦

(a,b
)
estune

bijection
de
A
sur

l’ensem
ble
p −1(b

).Lecorollairerésultedoncdu
corollaireprécédent,appliquéà

l’application
p.

Proposition
(1.2.10).—

SoitA
etB

desensem
bles�nis.L’ensem

ble
F

(A
;B

)des
applicationsdeA

dansB
est�ni,decardinalCard

(B
) Card(A).

D
ém
onstration.—

Soitn
un
entier

etsoit
f
∶
{0,...,n

−
1}
→
A
une

bijec-
tion.O

n
dém

ontre
la
proposition

parrécurrence
surn.Sin

=
0,alorsA

=
∅

etiln’y
a
qu’une

application
de
A
dans

B
(dontle

graphe
estvide).A

lors,
Card

(F
(A
;B

))
=
1
=
Card

(B
) 0.Posonssinon

a
=
f(n

−
1)
etA

′
=
A

{a
}.

L’application
u
↦

(u
∣A

′,u
(a

))estunebijection
de

F
(A
;B

)sur
F

(A
′;B

)
×
B.

Parrécurrence,l’ensem
ble

F
(A

′;B
)est�ni,decardinalCard

(B
) Card(A

′).A
insi,

l’ensem
ble

F
(A
;B

)est�nietson
cardinalestégalà

Card
(F

(A
′;B

))Card
(B

)
=
Card

(B
) Card(A

′)Card
(B

)

=
Card

(B
) Card(A

′)+1

=
Card

(B
) Card(A).

Corollaire
(1.2.11).—

Pourtoutensem
ble�niA

,l’ensem
ble

P
(A

)
desparties

deA
est�ni,decardinal2 Card(A).

D
ém
onstration.—

PourtoutepartieB
deA

,notonsχB safonction
indicatrice,

dé�nie
par

χB (a
)
=
1sia

∈
B
et

χB (a
)
=
0
sinon.L’application

B
↦

χB
est

unebijection
de

P
(A

)dans
F

(A
;{0,1}).D

’aprèslaproposition
précédente,

l’ensem
ble

F
(A
;{0,1})est�ni,decardinal2 Card(A).Lecorollaireen

résulte.

1.3.
Ensem

blesdénom
brables

Proposition
(1.3.1).—

SoitA
un
ensem

ble.SiA
n’estpas�ni,ilexisteuneappli-

cation
injective

f
∶N
→
A
.

4.4.TH
ÉO
RIES

H
EN
KIN

IEN
N
ES

71

(2)
m
′′;

(3)
(m

′⇒
(m

′′⇒
(m

′∧
m
′′)))—

tautologie;
(4)

(m
′′⇒

(m
′∧
m
′′))—

m
odusponens(1)et(3);

(5)
(m

′∧
m
′′)—

m
odusponens(2)et(4)

estunedém
onstration

de
(m

′∧
m
′′)dansT

∪
{m

′,m
′′}.A

insi,(m
′∧
m
′′)est

dém
ontrabledansT

sim
′etm

′′lesont.
d)
Supposons

que
m

=
(m

′
∨
m
′′),où

m
′etm

′′sontdes
form

ules;elles
sontcloses,carm

estune
form

ule
close.Pardé�nition

de
l’évaluation

etpar
récurrence,m

A
=
⊺
sietseulem

entsiau
m
oinsunedesdeux

form
ulesm

′etm
′′

estdém
ontrabledansT.

Pourconclure,on
observequem

estdém
ontrabledansT

sietseulem
entsiau

m
oinsl’unedesdeux

form
ulesm

′etm
′′l’est.Lasuite

(1)
m
′;

(2)
(m

′⇒
(m

′∨
m
′′))—

tautologie;
(3)

(m
′∨
m
′′)—

m
odusponens(1)et(2)

estune
dém

onstration
de
m
dansT

∪
{m

′},sibien
que
T
⊢
m
siT

⊢
m
′.O
n

dém
ontredem

êm
equeT

⊢
m
siT

⊢
m
′′.

Supposons
inversem

entque
nim

′,nim
′′ne

soientdém
ontrables

dans
T.

C
om
m
e
T
estsyntaxiquem

entcom
plète,les

form
ules

¬m
′et

¬m
′′sontdes

théorèm
esdeT.C

om
m
elasuite

(1)
¬m

′;
(2)

¬m
′′;

(3)
(¬m

′⇒
(¬m

′′⇒
¬
(m

′∨
m
′′)))—

tautologie;
(4)

(¬m
′′⇒

¬
(m

′∨
m
′′))—

m
odusponens(1)et(3);

(5)
¬
(m

′∨
m
′′)—

m
odusponens(2)et(4)

estune
dém

onstration
de

¬m
dans

T
∪

{¬m
′,¬m

′′},la
form

ule
¬m

estun
théorèm

edeT.
e)
Lesdeux

casm
=
(m

′⇒
m
′′)etm

=
(m

′⇔
m
′′)sontlaissésau

lecteur.
f)
Supposonsm

aintenantqu’ilexiste
une

form
ule
m
′etun

sym
bole

de
va-

riable
x
telsque

m
=
∃xm

′.C
om
m
e
m
estune

form
ule
close,l’ensem

ble
des

variableslibresdem
′estcontenu

dans
{x

}.
SupposonsqueT

⊢
m
.Pardé�nition

d’unethéoriehenkinienne,ilexisteun
term

eclost
∈
T
L,∅
telqueT

⊢
m
′(t).Laform

ulem
′(t)ayantun

quanti�cateur
dem

oinsquelaform
ulem

,l’hypothèsederécurrencea�
rm
eque

(m
′(t)) A

=
⊺ .
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CH
A
PI
TR
E
4.
TH
ÉO
RI
E
D
E
LA
D
ÉM
O
N
ST
RA
TI
O
N
—
RA
IS
O
N
N
ER

a
tA i

=
[t
i]
po
ur
to
ut
i.
Pa
rs
ui
te
,o
n
a
tA

=
fA

([
t 1]
,.
..
,[
t n
])
=
[
ft
1.
..
t n
]
=
[t
],

ce
qu
’il
fa
lla
it
dé
m
on
tre
r.

�
éo
rè
m
e(
4.
4.
6)
(H
en
ki
n)
.—

La
ré
al
isa
tio
n
ca
no
ni
qu
ea
ss
oc
iée
à
un
et
hé
or
ie

he
nk
in
ien
ne
es
tu
n
m
od
èle
de
ce
tte
th
éo
rie
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
T
un
et
hé
or
ie
he
nk
in
ie
nn
ee
ts
oi
tA
la
ré
al
isa
tio
n
ca
no
-

ni
qu
eq
ui
lu
ie
st
as
so
ci
ée
.S
oi
tm

∈
F
L
un
ef
or
m
ul
ec
lo
se
de
L;
dé
m
on
tro
ns
qu
e

l’o
n
aT
⊢
m
si
et
se
ul
em
en
ts
iA
⊧
m
.

O
n
ra
iso
nn
ep
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
rl
ad
é�
ni
tio
n
de
m
.P
ré
ci
sé
m
en
t,
on
su
pp
os
e

qu
el
ap
ro
pr
ié
té
es
tv
ra
ie
po
ur
to
ut
ef
or
m
ul
ec
lo
se
qu
i,
so
it
po
ss
èd
es
tr
ic
te
m
en
t

m
oi
ns
de
qu
an
ti�
ca
te
ur
sq
ue
m
,s
oi
ts
oi
ts
tr
ic
te
m
en
tp
lu
sc
ou
rt
eq
ue
m
.

a)
Su
pp
os
on
sd
’a
bo
rd
qu
e
m
so
it
un
e
fo
rm
ul
e
at
om
iq
ue
.I
le
xi
ste
do
nc
un

en
tie
rn
,u
n
sy
m
bo
le
de
re
la
tio
n
n-
ai
re
,r
,e
td
es
te
rm
es
t 1,
..
.,
t n
te
ls
qu
e
m
=

rt
1.
..
t n
.P
ui
sq
ue
m
es
tu
ne
fo
rm
ul
ec
lo
se
,l
es
te
rm
es
t i
so
nt
clo
s.
Pa
rd
é�
ni
tio
n

de
l’é
va
lu
at
io
n
de
m
da
ns
la
st
ru
ct
ur
eA
,o
n
a
m
A
=
rA

(t
A 1
,.
..
,t
A n
).
D
’a
pr
ès
le

le
m
m
ep
ré
cé
de
nt
,o
n
a
tA i

=
[t
i]
po
ur
to
ut
i;
pa
rs
ui
te
,m

A
=
rA

([
t 1]
,.
..
,[
t n
])
.

C
el
a
pr
ou
ve
qu
e
m
A
=
⊺
si
et
se
ul
em
en
ts
iT

⊢
rt
1.
..
t n
,c
’e
st
-à
-d
ire
si
et

se
ul
em
en
ts
iT
⊢
m
.

b)
Su
pp
os
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
m
so
it
de
la
fo
rm
e¬
m
′ ,
où
m
′ e
st
un
ef
or
m
ul
e.

Pu
isq
ue
T
es
tc
oh
ér
en
te
,T
⊢
m
éq
ui
va
ut
àT
⊬
m
′ .
Pa
rr
éc
ur
re
nc
e,
T
⊢
m
′ s
ie
t

se
ul
em
en
ts
i(
m
′ )
A
=
⊺
,d
on
cT
⊬
m
′ é
qu
iv
au
tà

(m
′ )
A
=
�
,d
on
cà
m
A
=
⊺
pa
r

dé
�n
iti
on
de
l’é
va
lu
at
io
n.
ce
qu
em

=
¬
m
′ n
es
oi
tp
as
dé
m
on
tr
ab
le

c)
Su
pp
os
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
m
so
it
de
la
fo
rm
e
(m

′ ∧
m
′′ )
,o
ù
m
′ e
tm

′′

so
nt
de
sf
or
m
ul
es
;c
om
m
e
m
es
tu
ne
fo
rm
ul
ec
lo
se
,m

′ e
tm

′′
so
nt
cl
os
es
.P
ar

dé
�n
iti
on
de
l’é
va
lu
at
io
n,
m
A
=
⊺
si
et
se
ul
em
en
ts
i(
m
′ )
A
=

(m
′′ )
A
=
⊺
;p
ar

ré
cu
rr
en
ce
,m

A
=
⊺
éq
ui
va
ut
do
nc
àc
eq
ue
m
′ e
tm

′′
so
ie
nt
dé
m
on
tra
bl
es
da
ns
T.

Po
ur
co
nc
lu
re
,o
n
ob
se
rv
eq
ue

(m
′ ∧
m
′′ )
es
td
ém
on
tr
ab
le
da
ns
T
si
et
se
ul
e-

m
en
ts
im

′ e
tm

′′
le
so
nt
.E
n
e�
et
,l
as
ui
te

(1
)
(m

′ ∧
m
′′ )
;

(2
)
((
m
′ ∧
m
′′ )
⇒
m
′ )
—
ta
ut
ol
og
ie
;

(3
)
m
′ —
m
od
us
po
ne
ns

es
t
un
e
dé
m
on
st
ra
tio
n
de
m
′
da
ns
la
th
éo
rie
T
∪

{(
m
′
∧
m
′′ )

}.
D
’a
pr
ès

l’e
xe
m
pl
e
4.
1.8
,m

′ e
st
un
th
éo
rè
m
e
de
T
si

(m
′ ∧
m
′′ )
l’e
st
;o
n
ra
iso
nn
e
de

m
êm
ep
ou
rm

′′ .
In
ve
rs
em
en
t,
la
su
ite

(1
)
m
′ ;

1.3
.E
N
SE
M
BL
ES
D
ÉN
O
M
BR
A
BL
ES

7

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Pu
isq
ue
A
n’
es
tp
as
�n
i,
il
n’
es
tp
as
vi
de
;s
oi
td
on
c
a 0
un

élé
m
en
td
eA
et
po
so
ns
A
1
=
A

{
a 0

}.
Si
l’e
ns
em
bl
eA

1
ét
ai
t�
ni
,l
’e
ns
em
bl
eA

se
ra
it
�n
i,
co
m
m
er
éu
ni
on
de
sa
pa
rt
ie
�n
ie
A
0
et
de
so
n
co
m
pl
ém
en
ta
ire

{
a 0

}
;

en
pa
rt
ic
ul
ie
r,
A
1n
’es
tp
as
vi
de
;s
oi
ta
1u
n
élé
m
en
td
eA

1e
tp
os
on
sA

2
=
A
1

{
a 1
}.

En
ré
pé
ta
nt
ce
ta
rg
um
en
t,
on
co
ns
tr
ui
tu
ne
su
ite

(a
0,
a 1
,.
..
)
d’
él
ém
en
ts
de
A
,

de
ux
àd
eu
x
di
st
in
ct
s.
L’
ap
pl
ic
at
io
n
n
↦
a n
es
tu
ne
ap
pl
ic
at
io
n
in
je
ct
iv
ed
eN

da
ns
A
.(1
)

D
é�
ni
tio
n
(1
.3
.2
).
—
So
it
A
un
en
se
m
bl
e.
O
n
di
tq
ue
A
es
td
én
om
br
ab
le
s’i
le
xi
ste

un
ea
pp
lic
at
io
n
in
jec
tiv
ed
eA
da
ns
N
.

U
n
en
se
m
bl
e�
ni
es
td
én
om
br
ab
le.

U
ne
pa
rt
ie
d’
un
en
se
m
bl
ed
én
om
br
ab
le
es
td
én
om
br
ab
le.

Le
m
m
e(
1.3
.3
).
—
So
it
f∶
A
→
B
un
ea
pp
lic
at
io
n
su
rje
cti
ve
.S
iA
es
td
én
om
br
ab
le,

al
or
sB
es
td
én
om
br
ab
le.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
g∶
B
→
A
un
e
se
ct
io
n
de
l’a
pp
lic
at
io
n
f.
C
’e
st
un
e

bi
je
ct
io
n
de
B
su
ru
ne
pa
rt
ie
de
A
.P
ar
su
ite
,B
es
td
én
om
br
ab
le.

Pr
op
os
iti
on
(1
.3
.4
).
—
So
it
A
un
ep
ar
tie
de
N
.S
iA
n’
es
tp
as
�n
ie
,i
le
xi
ste
un
e

un
iq
ue
bi
jec
tio
n
cr
oi
ssa
nt
e
f∶
N
→
A
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Po
ur
to
ut
en
tie
rm

∈
N
et
to
ut
ea
pp
lic
at
io
n
f∶

{0
,.
..
,m

−

1}
→
A
,l
’e
ns
em
bl
e
A

{
f(
0)
,.
..
,f

(m
−
1)
}
n’
es
tp
as
�n
i,
do
nc
n’
es
tp
as

vi
de
;i
lp
os
sè
de
do
nc
un
pl
us
pe
tit
él
ém
en
t.
O
n
dé
�n
it
al
or
su
ne
ap
pl
ic
at
io
n

f∶
N
→
A
pa
rr
éc
ur
re
nc
ed
el
af
aç
on
su
iv
an
te
:p
ou
rt
ou
te
nt
ie
rm
,f

(m
)
es
tl
e

pl
us
pe
tit
él
ém
en
td
e
A

{
f(
0)
,.
..
,f

(m
−
1)
}.
L’
ap
pl
ic
at
io
n
f
ai
ns
id
é�
ni
e

es
ts
tr
ic
te
m
en
tc
ro
iss
an
te
.S
oi
te
n
e�
et
un
él
ém
en
tm

∈
N
te
lq
ue
m

⩾
1;
pa
r

hy
po
th
ès
e,
f(
m
−
1)
es
tl
e
pl
us
pe
tit
él
ém
en
td
e
A

{
f(
0)
,.
..
,f

(m
−
2)

}

et
f(
m
)
es
tl
e
pl
us
pe
tit
él
ém
en
td
e
A

{
f(
0)
,.
..
,f

(m
−
1)
}.
C
el
a
en
tr
aî
ne

f(
m
)
≠
f(
m
−
1)
;s
il
’o
n
av
ait
f(
m
)
⩽
f(
m
−
1)
,o
n
au
ra
it
f(
m
)
<
f(
m
−
1)
ce
qu
i

co
nt
re
di
ra
it
la
dé
�n
iti
on
de
f(
m
−
1)
.E
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
l’a
pp
lic
at
io
n
fe
st
in
je
ct
iv
e.

D
ém
on
tro
ns
qu
’el
le
es
ts
ur
je
ct
iv
e.
Ra
iso
nn
on
sp
ar
l’a
bs
ur
de
et
su
pp
os
on
sq
u’
un

él
ém
en
ta

∈
A
n’
ap
pa
rt
ie
nt
pa
sà
l’i
m
ag
e
de
f.
C
om
m
e
f
es
ti
nj
ec
tiv
e,
on
a

f(
m
)
⩾
m
po
ur
to
ut
en
tie
rm
;e
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
f(
a)

⩾
a,
do
nc
f(
a)

>
a.
Pa
rs
ui
te
,

(1)
La
dé
m
on
st
ra
tio
n
pr
éc
éd
en
te
es
ti
nf
or
m
el
le
,e
n
ce
qu
’e
lle
re
qu
ie
rt
un
e
su
cc
es
sio
n
in
�n
ie
de
ch
oi
x;

un
e
pr
és
en
ta
tio
n
rig
ou
re
us
e
m
et
tr
ai
te
n
év
id
en
ce
l’u
til
isa
tio
n
de
l’a
xi
om
e
du
ch
oi
x,
pa
re
xe
m
pl
e
pa
r

l’u
til
isa
tio
n
du
th
éo
rè
m
ed
eZ
or
n.
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1.EN
SEM

BLES
ET
A
RITH

M
ÉTIQ

U
E
D
ES
CA
RD
IN
AU
X
—
CO
M
PTER

a
estun

élém
entdeA

{f(0
),...,f(a

−
1)}
strictem

entinférieurà
f(a

),ce
quicontreditladé�nition

de
f(a

).Ainsi,f
∶N
→
A
estunebijection

croissante.
Soitg

∶N
→
A
unebijection

croissanteetposonsh
=
g −1○

f.L’application
h

estunebijection
croissantedeN

dansN
;dém

ontronsparrécurrencesurn
que

h
(n

)
=
n
pourtoutn

∈
N
.Soita

l’antécédentde
0
parh.C

om
m
e
a
⩾
0,on

a
0
=
h
(a

)
⩾
h
(0

)
⩾
0,d’où

h
(0

)
=
0.Supposonsque

h
(m

)
=
m
pourtout

entierm
telque

m
<
n
etdém

ontronsque
h
(n

)
=
n;soita

l’antécédentde
n

parh.C
om
m
e
h
(m

)
<
n
pourm

<
n,on

a
a
⩾
n.Parsuite,n

=
h
(a

)
⩾
h
(n

)
>

h
(n

−
1)
=
n
−
1,doncn

=
h
(n

).O
n
adonc

h
=
Id,d’où

f
=
g.

Corollaire(1.3.5).—
SoitA

un
ensem

bledénom
brable.SiA

n’estpas�ni,ilexiste
unebijection

deN
dansA

.

D
ém
onstration.—

Soitf
∶A
→
N
uneapplication

injectiveetsoitf ′∶f(A
)
→

A
l’application

quiassocieàun
élém

entde
f(A

)son
uniqueantécédentpar

f.
A
lors

f(A
)estunepartiede

N
quin’estpas�nie.Ilexistedoncunebijection

g
∶N
→
f(A

)etl’application
f ′○
g
estunebijection

deN
surA

.

Proposition
(1.3.6).—

L’ensem
bleN

×
N
estdénom

brable.

D
ém
onstration.—

Voicideux
preuves.

a)
Soit

f
∶N

×
N
→
N
l’application

dé�nie
par

f(m
,n

)
=
2
m3 n;elle

est
injective,en

vertu
del’unicitédeladécom

position
en
facteursprem

iers.C
ela

dém
ontrequeN

×
N
estdénom

brable.
b)
O
n
construituneapplication

deN
×N
dansN

en
parcourantlequadrantN

2

diagonaledescendantepardiagonaledescendante,parlaform
ulesuivante:

f(m
,n

)
=
m+n−1
∑p=0

(p
+
1)
+
m
=
12
(m

+
n
)(m

+
n
+
1)
+
m
.

O
n
véri�eque

festbijective,d’où
laproposition.

Corollaire(1.3.7).—
Soitf

∶A
→
B
uneapplication.O

n
supposequel’ensem

ble
B
estdénom

brableetque,pourtoutélém
entb

∈B,l’ensem
ble
f −1(b

)estdénom
-

brable.Alorsl’ensem
bleA

estdénom
brable.

D
ém
onstration.—

Soitg
∶B
→
N
uneapplication

injective.Pourtoutb
∈B,soit

h
b
∶f −1(b

)
→
N
uneapplication

injective.Soitalorsh
∶A
→
N
×
N
l’application

dé�nie
parh

(a
)
=
(g(f(a

)),h
f(a) (a

)).D
ém
ontronsque

h
estinjective.Soit

4.4.TH
ÉO
RIES

H
EN
KIN

IEN
N
ES

69

Lem
m
e(4.4.4).—

a)
Soitn

un
entier,soit

f
un
sym
bole

de
fonction

n-aire,
soitt1 ,...,tn ,u

1 ,...,u
n desterm

esclos.SupposonsqueT
⊢
ti
=
u
i pourtouti

∈

{1,...,n
};alorsT

⊢
ft1 ...tn

=
fu
1 ...u

n .
b)
Soitn

un
entier,soitrun

sym
bolederelation

n-aire,soitt1 ,...,tn ,u
1 ,...,u

n
desterm

esclos.Supposonsque
T
⊢
ti
=
u
i pourtouti

∈
{1,...,n

}.AlorsT
⊢

(rt1 ...tn
⇔
ru
1 ...u

n ).

D
ém
onstration.—

Celadécouledesaxiom
esdel’égalité.Traitonsparexem

ple
lecasdesfonctionsunaire.Soitt,u

desterm
esclos.Rem

arquonsquelasuitede
form

ulessuivanteestunedém
onstration

de
ft
=
fu
danslathéorieT

∪
{t

=
u
}
:

a)
t
=
u
;

b)
(x

=
y)
⇒

(fx
=
fy)—

axiom
edel’égalité;

c)
(t
=
y)
⇒

(ft
=
fy)—

substitution
dex

partdans(2);
d)

(t
=
u
)
⇒

(ft
=
fu

)—
substitution

de
y
paru

dans(3);
e)
ft
=
fu
—
m
odusponens,(1)et(4).

D
’aprèsle

théorèm
e
de
déduction

sil’on
a
T
⊢
t
=
u,alorson

a
T
⊢
ft

=
fu.

Lesautrescassontanalogues.

4.4.4.1.—
Soitn

un
entieretsoitfun

sym
boledefonction

n-aire.D
’aprèsle

lem
m
eprécédent,ilexisteuneuniqueapplication

f A
∶A

n
→
A
telleque

f A
([t1 ],...,[tn ])

=
[ft1 ...tn ] A

pourtoust1 ,...,tn
∈
T
L,∅ .

D
em
êm
e,soitn

un
entieretsoitrun

sym
bolederelation

n-aire.D
’aprèsle

lem
m
eprécédent,ilexisteuneuniquerelation

n-airer A
∶A

n
→

{⊺,�
}
dansA

n

telleque

r A
([t1 ],...,[tn ])

=
⊺
sietseulem

entsiT
⊢
rt1 ...tn .

N
ousavonsainsifaitl’ensem

bleA
uneréalisation

du
langageL.O

n
ditque

c’estlaréalisation
canoniqueassociéeàlathéoriehenkinienneT.

Lem
m
e(4.4.5).—

Pourtoutterm
et

∈
T
L,∅ ,on

a
t A

=
[t].

D
ém
onstration.—

O
n
raisonne

parrécurrence
surla

dé�nition
d’un

term
e.

Puisque
testclos,ilexisteun

entiern
⩾
0,un

sym
boledefonction

n-aire,f,et
desterm

est1 ,...,tn telsque
t
=
ft1 ...tn .C

om
m
e
testclos,lesterm

esti sont
clos.Pardé�nition

del’évaluation,on
a
t A

=
f A

(t A1 ,...,t An
).Parrécurrence,on
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4.
TH
ÉO
RI
E
D
E
LA
D
ÉM
O
N
ST
RA
TI
O
N
—
RA
IS
O
N
N
ER

(6
)
¬
q
⇒

∀
x¬
p
—
ap
pl
ic
at
io
n
de
la
va
ria
nt
e(
4.
1.9
.1)
de
l’a
xi
om
ed
eq
ua
nt
i�
-

ca
te
ur
(4
.1.
4.
2)
;

(7
)
∀
x¬
p
—
ap
pl
ic
at
io
n
de
m
od
us
po
ne
ns
;

(8
)
¬
∀
x¬
p
—
éq
ui
va
le
nt
de

∃
xp
.

Si
un
et
hé
or
ie
dé
m
on
tre
un
ef
or
m
ul
ec
lo
se
et
sa
né
ga
tio
n,
ell
en
’es
tp
as
co
hé
re
nt
e,

do
nc
la
th
éo
rie
T′
n’
es
tp
as
co
hé
re
nt
e,
ce
qu
’il
fa
lla
it
dé
m
on
tre
r.

4.
4.

�
éo
ri
es
he
nk
in
ie
nn
es

D
é�
ni
tio
n
(4
.4
.1)
.—

O
n
di
tq
u’
un
et
hé
or
ie
T
es
ts
yn
ta
xi
qu
em
en
tc
om
pl
èt
es
i

ell
ee
st
co
hé
re
nt
ee
ts
ip
ou
rt
ou
te
fo
rm
ul
ec
lo
se
m
,o
n
a
ou
bi
en
T
⊢
m
,o
u
bi
en

T
⊢
¬
m
.

U
ne
th
éo
rie
co
m
pl
èt
ee
st
sy
nt
ax
iq
ue
m
en
tc
om
pl
èt
e.

U
ne
th
éo
rie
co
hé
re
nt
e
m
ax
im
al
e
es
ts
yn
ta
xi
qu
em
en
tc
om
pl
èt
e.
En
e�
et
,s
i

T
es
tc
oh
ér
en
te
et
m
ax
im
al
e,
et
si
m
es
tu
ne
fo
rm
ul
e
cl
os
e
te
lle
qu
e
m

/∈
T,

al
or
sT

∪
{
m
}
n’
es
tp
as
co
hé
re
nt
e,
do
nc
T
⊢
¬
m
.P
ar
co
ns
éq
ue
nt
,i
ld
éc
ou
le

du
co
ro
lla
ire
4.
3.7
qu
e
to
ut
e
th
éo
rie
co
hé
re
nt
e
es
tc
on
te
nu
e
da
ns
un
e
th
éo
rie

sy
nt
ax
iq
ue
m
en
tc
om
pl
èt
e.

D
é�
ni
tio
n
(4
.4
.2
).
—
So
it
T
un
e
th
éo
rie
da
ns
un
la
ng
ag
e
L.
O
n
di
tq
ue
T
es
t

he
nk
in
ie
nn
es
il
es
de
ux
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
so
nt
sa
tis
fa
ite
s:

a)
La
th
éo
rie
T
es
ts
yn
ta
xi
qu
em
en
tc
om
pl
èt
e.

b)
Po
ur
to
ut
ef
or
m
ul
em

(x
)
en
un
es
eu
le
va
ria
bl
el
ib
re
x
tel
le
qu
eT
⊢
∃
xm
,i
l

ex
ist
eu
n
te
rm
ec
lo
st
da
ns
L
te
lq
ue
T
⊢
m
(t
).

En
pr
at
iq
ue
,l
’ex
ist
en
ce
de
te
ls
te
rm
es
clo
ss
er
ag
ar
an
tie
pa
rl
’ex
ist
en
ce
,p
ou
r

to
ut
ef
or
m
ul
em
te
lle
qu
eT
⊢
∃
xm
,d
’u
n
sy
m
bo
le
de
co
ns
ta
nt
e
ct
el
qu
em

(c
)

ap
pa
rt
ie
nn
eà
T.

4.
4.
3.
—
So
it
T
un
e
th
éo
rie
he
nk
in
ie
nn
e.
O
n
co
ns
id
èr
e
la
re
la
tio
n
su
iv
an
te

da
ns
l’e
ns
em
bl
eT

L,
∅
de
st
er
m
es
clo
sd
an
sL
:p
ou
ra
,b

∈
T
L,
∅,
on
po
se
a
≡
b
si

et
se
ul
em
en
ts
iT
⊢

(a
=
b)
.L
es
ax
io
m
es
de
l’é
ga
lit
ée
nt
ra
în
en
tq
ue
c’
es
tu
ne

re
lat
io
n
d’
éq
ui
va
len
ce
.O
n
po
se
al
or
sA

=
T
L,
∅/

≡
;o
n
no
te

[a
]
la
cla
ss
ed
an
sA

d’
un
élé
m
en
ta

∈
T
L,
∅.

1.4
.C
A
RD
IN
AU
X
IN
FI
N
IS
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a,
a′

∈
A
te
ls
qu
e
h(
a)

=
h(
a′
)
et
dé
m
on
tr
on
s
qu
e
a
=
a′
.O
n
a
d’
ab
or
d

g(
f(
a)

)
=
g(
f(
a′
))
;c
om
m
eg
es
ti
nj
ec
tiv
e,
ce
la
en
tra
în
e
f(
a)

=
f(
a′
).
Co
m
m
e

h f
(a
)e
st
in
je
ct
iv
e,
on
ad
on
ca

=
a′
.P
ar
su
ite
,h
es
ti
nj
ec
tiv
e,
do
nc
A
es
td
én
om
-

br
ab
le.

Co
ro
lla
ire
(1
.3
.8
).
—
La
ré
un
io
n
⋃
n∈
N
A
n
d’
un
e
su
ite

(A
n)
n∈
N
d’
en
se
m
bl
es
dé
-

no
m
br
ab
les
es
td
én
om
br
ab
le.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
A
=
⋃
n∈
N
A
n
la
ré
un
io
n
de
la
su
ite

(A
n)
et
so
it
A
′ s
a

so
m
m
e;
ra
pp
elo
ns
qu
eA

′ e
st
la
pa
rt
ie
de
N
×
A
fo
rm
ée
de
sc
ou
pl
es

(n
,a

)
te
ls
qu
e

a
∈
A
n.
So
it
f∶
A
′ →
N
et
g∶
A
′ →
A
le
sd
eu
x
pr
oj
ec
tio
ns
.D
’a
pr
ès
le
co
ro
lla
ire

pr
éc
éd
en
ta
pp
liq
ué
àl
’ap
pl
ic
at
io
n
f,
l’e
ns
em
bl
eA

′ e
st
dé
no
m
br
ab
le.
Co
m
m
e
g

es
ts
ur
je
ct
iv
e,
l’e
ns
em
bl
eA
es
td
én
om
br
ab
le.

Co
ro
lla
ire
(1
.3
.9
).
—
So
it
n
un
en
tie
re
ts
oi
tA

1,
..
.,
A
n
de
se
ns
em
bl
es
dé
no
m
-

br
ab
les
;l
’en
se
m
bl
eA

1×
⋅⋅
⋅×
A
n
es
td
én
om
br
ab
le.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Le
ré
su
lta
te
st
év
id
en
ts
in

=
1.
D
ém
on
tr
on
sl
ec
as
gé
né
ra
l

pa
rr
éc
ur
re
nc
e
su
rn
.P
os
on
sB

=
A
1
×
⋅⋅
⋅×
A
n−
1
et
so
it
f∶
A
1
×
⋅⋅
⋅×
A
n
→
B

l’a
pp
lic
at
io
n
dé
�n
ie
pa
r
f(
a 1
,.
..
,a
n)

=
(a
1,
..
.,
a n

−1
).
Pa
rh
yp
ot
hè
se
de
ré
cu
r-

re
nc
e,
B
es
td
én
om
br
ab
le
;d
e
pl
us
,p
ou
rt
ou
tb

=
(a
1,
..
.,
a n

−1
),
l’a
pp
lic
at
io
n

a
↦

(a
1,
..
.,
a n

−1
,a

)
in
du
it
un
eb
ije
ct
io
n
de
A
n
su
r
f−
1 (
b)
,s
ib
ie
n
qu
e
f−
1 (
b)

es
td
én
om
br
ab
le.
Pa
rs
ui
te
,A
1×

⋅⋅
⋅×
A
n
es
td
én
om
br
ab
le.

1.4
.
C
ar
di
na
ux
in
�n
is

D
é�
ni
tio
n
(1
.4
.1)
.—

O
n
di
tq
ue
de
ux
en
se
m
bl
es
A
et
B
so
nt
éq
ui
po
te
nt
ss
’il
ex
ist
e

un
eb
ije
ct
io
n
f∶
A
→
B.

C
’e
st
un
er
el
at
io
n
d’
éq
ui
va
le
nc
e.
La
th
éo
rie
de
se
ns
em
bl
es
(z
fc
)p
er
m
et
de

co
ns
tr
ui
re
,p
ou
rt
ou
te
ns
em
bl
eA
,u
n
en
se
m
bl
e«
ca
no
ni
qu
e»
Ca
rd

(A
),
ap
pe
lé

ca
rd
in
al
de
A
,q
ui
lu
ie
st
éq
ui
po
te
nt
et
qu
iv
ér
i�
el
ap
ro
pr
ié
té
:p
ou
rq
ue
de
ux

en
se
m
bl
es
A
et
B
so
ie
nt
éq
ui
po
te
nt
s,
il
fa
ut
et
il
su
�
tq
ue
Ca
rd

(A
)
=
Ca
rd

(B
).

D
’a
ut
re
s
au
te
ur
s
pr
éf
èr
er
en
ts
up
po
se
r
ch
oi
si
un
en
se
m
bl
e
da
ns
ce
tte
cl
as
se
,

n’
ay
an
td
’a
ut
re
pr
op
rié
té
qu
e
l’a
ss
er
tio
n
pr
éc
éd
en
te
;c
’e
st
pa
re
xe
m
pl
e
le
ca
s

de
Bo

ur
ba

ki
(19
70
)o
ù
Ca
rd

(A
)
es
td
é�
ni
àl
’ai
de
du
m
ét
a-
ax
io
m
ed
u
ch
oi
xq
ue

pe
rm
et
le
sy
m
bo
le
«τ
»
de
H
ilb
er
t.
D
an
st
ou
sl
es
ca
s,
le
sn
om
br
es
en
tie
rs
so
nt

dé
�n
is
de
so
rt
eq
ue
si
A
es
tu
n
en
se
m
bl
e�
ni
de
ca
rd
in
al
n,
al
or
sC
ar
d(
A
)
=
n.
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1.EN
SEM

BLES
ET
A
RITH

M
ÉTIQ

U
E
D
ES
CA
RD
IN
AU
X
—
CO
M
PTER

O
n
appellecardinalun

ensem
bledelaform

eCard
(A

).Lescardinauxdonnent
lieu
àunearithm

étiqueintéressantem
aisdélicate,etparfoissurprenante.D

ans
cedernierparagraphe,nousnouslim

iteronsàsesaspectslesplusélém
entaires.

1.4.2.
—
SiA

etB
sontdesensem

bles,notonsA
⪯
B
s’ilexiste

une
injection

deA
dansB,etA

≡
B
s’ilexisteunebijection

deA
surB.

S’ilexisteuneapplication
surjective

fdeA
dansB,toutesection

g
de
fest

uneapplication
injectivedeB

dansB,desortequeB
⪯
A
.

�
éorèm

e(1.4.3).—
SoitA

etB
desensem

bles.
a)
O
u
bien

A
⪯
B,ou

bien
B
⪯
A
(�
éorèm

edeCantor);
b)
SiA

⪯
B
etB

⪯
A
,alorsA

≡
B
(�
éorèm

edeCantor-Bernstein).

D
ém
onstration.—

a)
SoitIl’ensem

bledescouples
(V
,f),où

V
estunepartie

deA
etfuneinjection

deV
dansB.O

n
m
unitIdelarelation

suivante:(V
,f)

⩽

(W
,g)siV

⊂
W
etsif

=
g∣V .D

ém
ontronsquec’estunerelation

d’ordre:
–
O
n
a
(V
,f)

⩽
(V
,f)pourtout

(V
,f)

∈
J
.

–
Supposons

(V
,f)

⩽
(W
,g)et

(W
,g)

⊂
(V
,f);alorsV

⊂
W

⊂
V
,donc

V
=
W
,etg

=
g∣V

=
f.

–
Supposons

(V
,f)

⩽
(W
,g)
et

(W
,g)

⊂
(X
,h

);alorsV
⊂
W

⊂
X
et

f
=
g∣V

=
h
∣W

∣V
=
h
∣V ,desorteque

(V
,f)

⩽
(X
,h

).
Pouri

∈I,notons
(V

i ,fi )l’élem
enti.

SoitJunepartietotalem
entordonnéedeI.SoitV

laréunion
desV

j ,pour
j
∈J.

Soita
∈V
.Soitj,k

∈Jtelsque
a
∈V

j ∩
V
j ;parhypothèse,on

a
j
⩽
k
ou
k
⩽
j,

cequientraîne
fk (a

)
=
fj (a

);notons
f(a

)cettevaleurcom
m
une.

Soita,b
∈
V
telsque

f(a
)
=
f(b

).Parhypothèse
ilexiste

j,k
∈

J
telsque

a
∈
V
j etb

∈
V
k .Si

j
⩽
k,alors

a
∈
V
k
et
fk (a

)
=
f(a

)
=
f(b

)
=
fk (b

);
com

m
e
fk estinjective,celaentraînea

=
b.O

n
raisonnedem

êm
esik

⩽
j.Ainsi,

l’application
f
∶V

→
B
estinjective,etle

couple
(V
,f)
estun

élém
entde

I
quim

ajoreJ.C
eladém

ontrequel’ensem
bleordonnéIestinductif.D

’aprèsle
théorèm

edeZorn,ilpossèdeun
élém

entm
axim

al(V
,f).

SiV
=
A
,alors

festuneinjection
deA

dansB,cequidém
ontrequeA

⪯
B.

SupposonsV
≠
A
etdém

ontronsque
f
estsurjective.D

anslecascontraire,
considéronsun

élém
enta

∈
A

V
etun

élém
entb

∈
B

f(V
),posonsV

′
=

V
∪
{a

}
etsoit

f ′∶V
′
→
B
l’application

dé�nie
par

f ′(x
)
=
f(x

)
pourx

∈
V

et
f ′(a

)
=
b.Elle

estinjective,parchoix
de
b,etl’on

a
(V
,f)

<
(V

′,f ′),ce

4.3.TH
ÉO
RIES

CO
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ÉREN

TES
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c)
Supposonsen�n

que
m
i se
déduise

parm
odusponensdesform

ules
m
j

etm
k ,où

1
⩽
j,k

<
i.Q
uitteàéchanger

jetk,on
adonc

m
k
=
(m

j ⇒
m
i );on

insèrealorsavantlaform
ule

(m
⇒
m
i )latautologie

((m
⇒
m
j )
⇒

((m
⇒

(m
j ⇒

m
i ))
⇒

(m
⇒
m
i ))),

la
form

ule
((m

⇒
(m

j
⇒
m
i ))
⇒

(m
⇒
m
i ))
quis’en

déduitpar
m
odus

ponensavec
(m
⇒
m
j ),desortequelaform

ule
(m
⇒
m
i )sedéduitparm

odus
ponensdelaprécédenteetde

(m
⇒

(m
j ⇒

m
i ))

=
(m
⇒
m
k ).

La
suite

de
form

ulesainsiobtenue
estune

dém
onstration

form
elle
de

(m
⇒

m
s )
=
(m
⇒
n
),d’où

laproposition.

Corollaire(4.3.9).—
SoitT

unethéorieetsoitm
uneform

uleclosedeT.Pour
quem

soitun
théorèm

edeT,ilfautetilsu�
tquela

théorieT
∪
{¬m

}
nesoitpas

cohérente.

Cecorollairejusti�eleprincipedu
raisonnem

entparl’absurde:pourdém
on-

trerm
,on

suppose
¬m
eton

obtientunecontradiction.

D
ém
onstration.—

Supposonsque
m
estun

théorèm
e
de
T.A

lors,m
estun

théorèm
edeT

∪
{¬m

},dem
êm
eque

¬m
.Celaprouvequem

n’estpascohérente.
Supposonsm

aintenantque
T
∪

{¬m
}
ne
soitpascohérente,de

sorte
que

�
estun

théorèm
e
de
T
∪
{¬m

}.D
’aprèsla

proposition
4.3.8,

(¬m
⇒

�
)
est

un
théorèm

edeT.En
appliquantla

règlem
odusponensà

cethéorèm
eetà

la
tautologie

((¬m
⇒

�
)
⇒
m
),on

en
déduitquem

estun
théorèm

edeT.

Exem
ple(4.3.10).—

Soitx
un
sym
boledevariable,soitp

uneform
ulen’ayant

quex
com

m
evariablelibreetsoitq

uneform
uleclose.D

ém
ontronsquesiT

⊢

∃xp
etT

⊢
∀x

(p
⇒
q
),alorsT

⊢
q.Lasuitedeform

ulesci-dessousdém
ontre

quelesform
ulescloses

∀x
¬p
etsanégation

sonttoutesdeuxdém
ontrablesdans

lathéorie
T
′=
T
∪
{∃xp,∀x

(p
⇒
q
),¬q

}
∶

(1)
∀x

(p
⇒
q
);

(2)
¬q;

(3)
(p
⇒
q
)
⇒

(¬q
⇒

¬p
)—

tautologie;
(4)

∀x
(p
⇒
q
)
⇒

∀x
(¬q

⇒
¬p

)
—
application

de
l’axiom

e
de
quanti�ca-

teur(4.1.4.2);
(5)

∀x
(¬q

⇒
¬p

);
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CH
A
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TR
E
4.
TH
ÉO
RI
E
D
E
LA
D
ÉM
O
N
ST
RA
TI
O
N
—
RA
IS
O
N
N
ER

un
élé
m
en
ti

∈
It
el
qu
eS

⊂
T i
.C
om
m
eT

i
es
tc
oh
ér
en
te
,i
le
n
es
td
em
êm
ed
eS
.

D
’ap
rè
sl
ap
ro
po
sit
io
n
4.
3.4
,c
el
ad
ém
on
tre
qu
eT
es
tc
oh
ér
en
te
.

Co
ro
lla
ire
(4
.3
.7
).
—
Po
ur
to
ut
et
hé
or
ie
co
hé
re
nt
eT
,il
ex
ist
eu
ne
th
éo
rie
co
hé
re
nt
e

m
ax
im
al
eT

′ t
ell
eq
ue
T
⊂
T′
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it

C
l’e
ns
em
bl
e
de
s
th
éo
rie
s
co
hé
re
nt
es
,o
rd
on
né
pa
r

l’i
nc
lu
sio
n.
D
ém
on
tro
ns
qu
eC

es
ti
nd
uc
tif
.S
oi
t(
T i

) i
∈I
un
ef
am
ill
et
ot
al
em
en
t

or
do
nn
ée
de
th
éo
rie
sc
oh
ér
en
te
s;
d’
ap
rè
sl
e
co
ro
lla
ire
pr
éc
éd
en
t,
T
=
⋃
i∈I
T i

es
tu
ne
th
éo
rie
co
hé
re
nt
eq
ui
co
nt
ie
nt
ch
aq
ue
T i
.C
el
ap
ro
uv
eq
ue
to
ut
ep
ar
tie

to
ta
lem
en
to
rd
on
né
ed
eC
es
tm
ajo
ré
e;
l’e
ns
em
bl
eo
rd
on
né

C
es
td
on
co
rd
on
né
.

Le
co
ro
lla
ire
ré
su
lte
ai
ns
id
u
th
éo
rè
m
ed
eZ
or
n
(th
éo
rè
m
e1
.1.
8)
.

Pr
op
os
iti
on
(4
.3
.8
)(
D
éd
uc
tio
n)
.—

So
it
T
un
et
hé
or
ie,
so
it
m
un
ef
or
m
ul
ec
lo
se

et
so
it
n
un
ef
or
m
ul
ec
lo
se
.L
es
de
ux
as
se
rt
io
ns
su
iv
an
te
ss
on
té
qu
iv
al
en
te
s:

(i)
La
fo
rm
ul
en
po
ssè
de
un
ed
ém
on
str
at
io
n
fo
rm
ell
ed
an
sT

∪
{
m
}
;

(ii
)
La
fo
rm
ul
e(
m
⇒
n)
po
ssè
de
un
ed
ém
on
str
at
io
n
fo
rm
ell
ed
an
sT
.

En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
po
ur
dé
m
on
tre
rl
af
or
m
ul
e(
m
⇒
n)
,o
n
pe
ut
dé
m
on
tre
rn
en

su
pp
os
an
tm
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
L’
im
pl
ic
at
io
n
(ii
)⇒
(i)
es
tb
an
al
e.
Co
ns
id
ér
on
su
ne
dé
m
on
s-

tr
at
io
n
fo
rm
el
le

(m
1,
..
.,
m
s)
de

(m
⇒
n)
da
ns
T
et
ad
jo
ig
no
ns
-lu
il
es
de
ux

fo
rm
ul
es
m
et
n.
La
su
ite

(m
1,
..
.,
m
s,
m
,n

)
de
fo
rm
ul
es
de
T
∪
{
m
}
es
tb
ie
n

un
ed
ém
on
st
ra
tio
n
fo
rm
el
le
de
n
da
ns
T
∪
{
n}
pu
isq
ue
m
∈
T
∪
{
m
}
et
qu
e
n

se
dé
du
it
de

(m
⇒
n)
et
m
pa
rm
od
us
po
ne
ns
.

Su
pp
os
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
T
∪
{
m
}
⊢
n
et
co
ns
id
ér
on
su
ne
dé
m
on
st
ra
tio
n

fo
rm
ell
e(
m
1,
..
.,
m
s)
de
n
da
ns
T
∪
{
m
}.
D
ém
on
tro
ns
qu
eT
⊢

(m
⇒
n)
.S
oi
t

i∈
{1
,.
..
,s
}
et
an
al
ys
on
sl
es
di
ve
rs
ca
sp
os
sib
le
s.

a)
Su
pp
os
on
sq
ue
m
i
∈
T
∪
{
m
}.
Si
m
i
=
m
,l
a
fo
rm
ul
e
(m
⇒
m
)
es
tu
ne

ta
ut
ol
og
ie
,S
in
on
,o
n
a
m
i
∈
T
et
on
in
sè
re
av
an
t(
m
⇒
m
i)
la
fo
rm
ul
em

i
de
T

et
la
ta
ut
ol
og
ie

(m
i
⇒

(m
⇒
m
i)
),
do
nt
la
fo
rm
ul
e
(m
⇒
m
i)
se
dé
du
it
pa
r

m
od
us
po
ne
ns
;

b)
Su
pp
os
on
sq
ue
m
i
so
it
un
ax
io
m
el
og
iq
ue
du
la
ng
ag
eL
.O
n
in
sè
re
al
or
s

av
an
t(
m
⇒
m
i)
l’a
xi
om
e
lo
gi
qu
e
m
i
et
la
ta
ut
ol
og
ie

(m
i
⇒

(m
⇒
m
i)
),
de

so
rt
eq
ue

(m
⇒
m
i)
es
td
ém
on
tré
pa
rm
od
us
po
ne
ns
.

1.5
.A
RI
TH
M
ÉT
IQ
U
E
D
ES
CA
RD
IN
AU
X

11

qu
ic
on
tr
ed
it
l’h
yp
ot
hè
se
qu
e(
V
,f

)
es
tu
n
él
ém
en
tm
ax
im
al
de
I.
A
in
si,
fe
st

su
rje
ct
iv
e.
L’
ap
pl
ic
at
io
n
g∶
B
→
A
qu
ia
ss
oc
ie
àt
ou
té
lém
en
tb
de
B
so
n
un
iq
ue

an
té
cé
de
nt
pa
r
fe
st
in
je
ct
iv
e,
ce
qu
id
ém
on
tre
qu
eB

⪯
A
.

b)
So
it
f∶
A
→
B
et
g∶
B
→
A
de
sa
pp
lic
at
io
ns
in
je
ct
iv
es
et
co
ns
tr
ui
so
ns

un
ea
pp
lic
at
io
n
bi
je
ct
iv
e
h
de
A
da
ns
B.
O
n
dé
�n
it
de
se
ns
em
bl
es

(A
n)
et

(B
n)

pa
rr
éc
ur
re
nc
e
su
rn
en
po
sa
nt
A
0
=
A
,B
0
=
B,
et
,p
ou
rn

⩾
0,
A
n+
1
=
g(
B n

)

et
B n

+1
=
f(
A
n)
;o
n
po
se
au
ss
iA

∗ n
=
A
n
A
n+
1
et
B∗ n

=
B n

B n
+1
;s
oi
te
n�
n

A
∞
=
⋂
n∈
N
A
n
et
B ∞

=
⋂
n∈
N
B n
.

Pa
rc
on
st
ru
ct
io
n,
la
su
ite

(A
∗ 0,
A
∗ 1,
..
.,
A
∞
)
es
tu
ne
pa
rt
iti
on
de
A
,e
tl
as
ui
te

(B
∗ 0,
B∗ 1
,.
..
, B

∞
)
es
tu
ne
pa
rt
iti
on
de
B.
Pa
rr
es
tr
ic
tio
n,
l’a
pp
lic
at
io
n
f
in
du
it

un
eb
ije
ct
io
n
de
A
∗ n
su
rB

∗ n+
1,
po
ur
to
ut
n
∈
N
,e
tu
ne
bi
je
ct
io
n
de
A
∞
su
rB

∞
;d
e

m
êm
e,
l’a
pp
lic
at
io
n
g
in
du
it
un
eb
ije
ct
io
n
de
B∗ n
su
rA

∗ n+
1,
po
ur
to
ut
en
tie
rn
.

O
n
dé
�n
it
un
ea
pp
lic
at
io
n
h
∶
A
→
B
de
la
fa
ço
n
su
iv
an
te
.S
oi
ta

∈
A
.S
ia

∈
A
∞
,

on
po
se
h(
a)

=
f(
a)
.S
in
on
,s
oi
tn
l’u
ni
qu
ee
nt
ie
rt
el
qu
e
a
∈
A
∗ n;
si
n
es
tp
ai
r,

on
po
se
h(
a)

=
f(
a)
;s
in
es
ti
m
pa
ir,
al
or
sa
ap
pa
rt
ie
nt
à
A
1
=
g(
B)
,d
on
c
il

po
ss
èd
e
un
un
iq
ue
an
té
cé
de
nt
pa
r
g
qu
e
l’o
n
no
te
h(
a)
.L
’a
pp
lic
at
io
n
h
es
t

bi
je
ct
iv
e.

1.4
.4
.
—
D
’a
pr
ès
le
th
éo
rè
m
e
pr
éc
éd
en
t,
la
re
la
tio
n
A
⪯
B
su
rl
es
en
se
m
bl
es

in
du
it
pa
rr
es
tr
ic
tio
n
un
e
re
la
tio
n
d’
or
dr
e
to
ta
ls
ur
le
sc
ar
di
na
ux
,n
ot
ée

⪯
ou
,

pl
us
sim
pl
em
en
t,
⩽
.

O
n
no
te
ℵ
0
le
ca
rd
in
al
de
l’e
ns
em
bl
eN
;c
’e
st
le
pl
us
pe
tit
ca
rd
in
al
in
�n
i.(
2)

1.5
.
A
ri
th
m
ét
iq
ue
de
sc
ar
di
na
ux

1.5
.1.
—
So
it

α,
β
de
sc
ar
di
na
ux
.O
n
no
te
re
sp
ec
tiv
em
en
tα

+
β,

αβ
et

αβ
le
s

ca
rd
in
au
x
de
se
ns
em
bl
es
so
m
m
ed
es
en
se
m
bl
es

α
et

β,
pr
od
ui
td
es
en
se
m
bl
es

α
et

β,
et
de
l’e
ns
em
bl
eF

(β
,α

)
de
sf
on
ct
io
ns
de

β
da
ns

α.

Le
m
m
e(
1.5
.2
).
—
So
it
A
,A

′ ,B
,B

′ d
es
en
se
m
bl
es
te
ls
qu
eA

′ ⪯
A
et
B′

⪯
B.

O
n
a
les
re
la
tio
ns
A
′ +
B′
⪯
A
+
B
et
A
′ ×
B′
⪯
A
×
B.
Sa
uf
si
A
=
B′
=
∅
et
B
≠
∅
,

on
a
de
pl
us

F
(B

′ ,A
′ )
⪯

F
(B
,A

).

(2
) L
es
ym
bo
le
ℵ,
al
ep
h,
es
tl
ap
re
m
iè
re
let
tre
de
l’a
lp
ha
be
th
éb
re
u.
El
le
aé
té
in
tro
du
ite
ve
rs
18
93
pa
rG
eo
rg

C
an

to
r
po
ur
no
te
rl
es
ca
rd
in
au
x
in
�n
is,
pa
rc
e
qu
e
«l
es
au
tr
es
al
ph
ab
et
sé
ta
ie
nt
dé
jà
tr
op
la
rg
em
en
t

ut
ili
sé
s.
»L
an
ot
at
io
n
aé
té
co
ns
er
vé
ed
ep
ui
s.
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En
particulier,

Card
(A

+
B
)

=
Card

(A
)
+
Card

(B
),
Card

(A
×
B
)

=

Card
(A

)Card
(B

)etCard
(F

(B,A
))

=
Card

(A
B)

=
Card

(A
) Card(B).

D
ém
onstration.—

C
hoisissonsdesinjections

f
∶A

′
→
A
etg

∶B ′
→
B
;pour

traiterladeuxièm
eassertion,on

supposeque
fetg

sontbijectivesetqueA
′=

Card
(A

)etB ′=
Card

(B
).

L’uniqueapplication
h
deA

′+B ′dansA
+B
dontlarestriction

àA
′estégaleà

f
etlarestriction

àB ′estégaleà
g
estinjective;elleestbijectivelorsque

fetg
sont

bijectives.C
elaprouvelaprem

ièreinégalité,ainsiquel’égalitéCard
(A

+
B
)
=

Card
(A

)
+
Card

(B
).

D
em
êm
e,l’application

deA
′×B ′dansA

×B
dé�niepar

(a,b
)
↦

(f(a
),g(b

))

estinjective,etbijectivesifetg
sontbijectives.Parsuite,on

aA
′×
B ′⪯

A
×
B,

ainsiqueCard
(A

×
B
)
=
Card

(A
)Card

(B
).

Pourdém
ontrerla

dernière
inégalité,supposonsd’abord

que
l’injection

g
possède

une
rétraction

g ′∶B
→
B ′;c’estpar

exem
ple
le
cas
lorsque

B ′
≠
∅

ou
lorsque

g
estbijective.L’application

k
de

F
(B ′,A

′)dans
F

(B,A
)donnée

par
u
↦
f
○
u
○
g ′estalors

injective;on
a
donc

F
(B ′,A

′))
⪯

F
(B,A

).Si
f
etg

sontbijectives,l’application
k
estbijective,d’où

l’égalité
Card

(A
B)

=

Card
(F

(B,A
))

=
Card

(A
) Card(B).En�n,dans

le
cas
où
B ′

=
∅
,l’ensem

ble
desfonctionsdeB ′dansA

estréduitàun
élém

ent;com
m
eA

≠
∅
,l’ensem

ble
F

(B;A
)n’estpasvide,d’où

l’inégalité
F

(B ′;A
′)
⪯

F
(B;A

).

�
éorèm

e(1.5.3)(H
essenberg).—

SoitA
un
ensem

blein�ni.L’ensem
bleA

×
A

estéquipotentà
A
.

D
ém
onstration.—

SoitIl’ensem
bledescouples

(V
,f),où

V
estunepartiedeA

etf
∶V
→
V
×
V
estbijective;on

noteaussi(V
i ,fi )l’élem

entideI.M
unissonsI

dela
relation

dé�niepar
(V
,f)

⪯
(W
,g)
siV

⊂
W
etsig∣V

=
f;dém

ontrons
quec’estunerelation

d’ordre.Pourtout
(V
,f)

∈I,on
a
(V
,f)

⪯
(W
,f).Soit

(V
,f)et

(W
,g)desélém

entsdeItelsque
(V
,f)

⩽
(W
,g)et

(W
,g)

⩽
(V
,f);

alorsV
⊂
W

⊂
V
,desortequeV

=
W
;puis

f
=
g∣V

=
g,donc

(V
,f)

=
(W
,g).

Soiten�n
(V
,f),(W

,g)et
(X,h

)desélem
entsdeItelsque

(V
,f)

⩽
(W
,g)et

(W
,g)

⩽
(X
,h

);on
a
V
⊂
W

⊂
X,doncV

⊂
X
;deplus,f

=
g∣V

=
h
∣W

∣V
=
h
∣V ,

cequiprouveque
(V
,f)

⩽
(X
,h

).
D
ém
ontrons

que
l’ensem

ble
ordonné

(I,⩽
)
estinductif.SoitJune

partie
totalem

entordonnéedeI;posonsV
=
⋃
j∈J V

j .Pourtouta
∈V
,l’ensem

bledes
élém

ents
j
∈
Jtelsque

a
∈
V
j n’estpasvide.soita

∈
V
etsoit

j,k
∈
Jtelsque

4.3.TH
ÉO
RIES

CO
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Toutepartied’unethéoriecohérenteestcohérente.
D
’aprèslethéorèm

e4.2.2,toutethéorieconsistanteestcohérente.Lethéorèm
e

decom
plétudea�

rm
eralaréciproque.

Rem
arque

(4.3.2).—
SoitT

une
théorie.Supposonsqu’ilexiste

une
form

ule
closem

tellequeT
⊢
m
etT

⊢
¬m
;alors,T

n’estpascohérente.
En
e�et,puisqueT

prouvem
et
¬m
,latautologie

(m
⇒

(¬m
⇒

�
))

etlarèglem
odusponensentraînent(m

estclose)qu’elledém
ontre

(¬m
⇒

�
),

puis
�.

Inversem
ent,supposonsqueT

nesoitpascohérenteetsoitm
uneform

ule
closedeL.C

om
m
e
(�
⇒
m
)estunetautologie,lathéorieT

dém
ontrem

.
En
revanche,sim

n’estpasclose,ilestpossiblequ’unethéoriecohérenteT
prouvem

et
¬m
.Cen’estpasabsurdecarlasatisfaction

dem
signi�elasatisfac-

tion
desesquanti�cationsuniverselles.Supposantparexem

plequem
possède

un
seulsym

boledevariablelibre,x,lasatisfaction
dem

équivautàcellede
∀xm

,
etla

satisfaction
de

¬m
équivautà

cellede
∀x

¬m
.C
esdeux

form
ules

∀xm
et

∀x
¬m
ne
sontpascontradictoires,m

aisellesim
pliquentla

form
ule

ϕ
=
∀x

�.
En
particulier,lathéorieT

n’apasdem
odèlenon

vide.

Exem
ple(4.3.3).—

Lathéorievideestconsistante,donccohérente.

Proposition
(4.3.4)(Finitude).—

SoitT
unethéorie.Pourtouteform

ulem
telle

queT
⊢
m
,ilexisteunepartie�nieT

0 deT
tellequeT

0
⊢
m
.

D
ém
onstration.—

Soit
(m

1 ,...,m
n )unedém

onstration
form

elledem
dansT.

SoitT
0 l’ensem

bledesform
ulesclosesdeT

quisontégalesàl’unedesm
i .A
lors,

(m
1 ,...,m

n )estunedém
onstration

form
elledem

dansT
0 ,cequiprouveque

T
0
⊢
m
.

Corollaire
(4.3.5).—

SoitT
unethéorie.PourqueT

soitcohérente,ilfautetil
su�
tquetoutepartie�niedeT

soitcohérente.

Corollaire(4.3.6).—
Soit

(T
i )i∈I unefam

illedethéoriescohérentes,�ltrantepour
l’inclusion.Alors,T

=
⋃
i∈I T

i estunethéoriecohérente.

D
ém
onstration.—

L’assertion
estévidentesiI

=
∅
,carla

théorievideestco-
hérente.SupposonsdoncI

≠
∅
etconsidéronsunepartie�nieS

deT.Ilexiste
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E
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D
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O
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N
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Re
pr
en
on
sl
es
no
ta
tio
ns
de
la
fo
rm
ul
e(
4.
1.4
.3)
,p
os
on
sp
3
=
(∀
vm
⇒

τ(
m
))
.

Le
sv
ar
ia
bl
es
lib
re
sd
e
p 3
so
nt
ce
lle
sd
e
m
pr
iv
ée
sd
e
v,
ai
ns
iq
ue
ce
lle
sa
pp
a-

ra
iss
an
td
an
sl
e
te
rm
e
t,
ca
rv
a
un
e
oc
cu
rr
en
ce
lib
re
da
ns
m
.S
oi
tW

un
en
-

se
m
bl
e
de
sy
m
bo
le
sd
e
va
ria
bl
es
co
nt
en
an
tl
es
va
ria
bl
es
lib
re
sd
e
p 3
.P
os
on
s

au
ss
iW

′ =
W
∪
{v

}
et
no
to
ns

φ
∶
A
W
→
A
W

′

l’a
pp
lic
at
io
n
te
lle
qu
eφ

v(
a)

=
tA

(a
),

et
φ w

(a
)
=
a w
po
ur
w
∈
W

{v
}
et
to
ut
a
∈
A
W
.

So
it
a
∈
A
W
et
dé
m
on
tr
on
sq
ue
pA 3

(a
)
=
⊺
.P
ar
dé
�n
iti
on
,o
n
pe
ut
su
pp
os
er

qu
e(
∀
vm

)A
(a

)
=
⊺
et
il
s’a
gi
td
ep
ro
uv
er
qu
e(

τ(
m
))
A
(a

)
=
⊺
.P
ui
sq
ue

φ(
a)

ne
di
�è
re
de
a
qu
’en
v,
la
fo
rm
ul
e(
∀
vm

)A
(a

)
=
⊺
en
tra
în
eq
ue
m
A
(φ

(a
))

=
⊺
.

Pa
r
co
m
pa
tib
ili
té
de
l’é
va
lu
at
io
n
à
la
su
bs
tit
ut
io
n
(le
m
m
e
3.1
.9
),
on
a
do
nc

(τ
(m

))
A
(a

)
=
(m

A
)(

φ(
a)

)
=
⊺
,c
om
m
ei
lf
al
la
it
dé
m
on
tre
r.

D
ém
on
str
at
io
n
du
th
éo
rè
m
e4
.2.
2.
—
So
it
A
un
m
od
èl
e
de
T.
So
it
m
un
e
fo
r-

m
ul
e
da
ns
le
la
ng
ag
e
L
qu
ie
st
dé
m
on
tr
ab
le
da
ns
T.
So
it

(m
1,
..
.,
m
n)
un
e

dé
m
on
str
at
io
n
fo
rm
ell
ed
em
.P
ro
uv
on
sp
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
ri
qu
em

A i
=
⊺
,c
’es
t-à
-

di
re
qu
ep
ou
rt
ou
te
ns
em
bl
ed
es
ym
bo
les
de
va
ria
bl
es
W
ic
on
te
na
nt
les
va
ria
bl
es

lib
re
sd
em

i,
on
a
m
A i
(a

)
=
⊺
po
ur
to
ut
a
∈
A
W
i .
Il
y
aq
ua
tre
ca
s:

a)
Si
m
i
∈
T,
al
or
sm

A i
=
⊺
,p
ar
dé
�n
iti
on
d’
un
m
od
èle
;

b)
Su
pp
os
on
sq
ue
m
i
se
dé
du
ise
d’
un
ef
or
m
ul
e
m
j(
où
j<
i)
pa
rl
ar
èg
le
de

gé
né
ra
lis
at
io
n,
c’
es
t-à
-d
ire
qu
em

i
=
∀
vm

j,o
ù
v
es
tu
n
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
e.
So
it

W
i
un
en
se
m
bl
ed
es
ym
bo
les
de
va
ria
bl
es
co
nt
en
an
tl
es
va
ria
bl
es
lib
re
sd
em

i
et

so
it
a
∈
A
W
i
;p
os
on
sW

′ i=
W
i∪

{v
}.
Pa
rd
é�
ni
tio
n,
m
A i
(a

)
=
⊺
si
et
se
ul
em
en
t

si
po
ur
to
ut
él
ém
en
ta

′ ∈
A
W

′ i
qu
in
ed
i�
èr
ed
e
a
qu
’e
n
v,
m
A j
(a

′ )
=
⊺
.P
ui
sq
ue

W
′ ic
on
tie
nt
le
ss
ym
bo
le
sd
e
va
ria
bl
es
qu
is
on
tl
ib
re
sd
an
sm

j,
ce
la
ré
su
ite
de

l’h
yp
ot
hè
se
de
ré
cu
rr
en
ce
m
A j
=
⊺
;

c)
Si
m
i
es
tu
ne
ta
ut
ol
og
ie
ou
un
ax
io
m
ed
eq
ua
nt
i�
ca
te
ur
,a
lo
rs
m
A i
=
⊺
en

ve
rt
u
du
le
m
m
e4
.2.
4;

d)
Si
m
i
se
dé
du
it
de
fo
rm
ul
es
m
je
tm

k
(o
ù
1⩽
j,
k
<
i)
pa
rl
a
rè
gl
em
od
us

po
ne
ns
,o
n
a
m
A i
=
⊺
d’
ap
rè
sl
el
em
m
e4
.2.
3.

Pa
rr
éc
ur
re
nc
e,
on
ad
on
cm

A
=
m
A n
=
⊺
,a
in
si
qu
’il
fa
lla
it
dé
m
on
tre
r.

4.
3.
�
éo
ri
es
co
hé
re
nt
es

D
é�
ni
tio
n
(4
.3
.1)
.—

O
n
di
tq
u’
un
et
hé
or
ie
T
es
tc
oh
ér
en
te
si
la
fo
rm
ul
ec
lo
se
�

n’
es
tp
as
un
th
éo
rè
m
ed
eT
.
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a
∈
V
j∩
V
k.
Si
j⩽
k,
al
or
sV

j
⊂
V
k
et
f k
∣ V
j
=
f j,
de
so
rt
e
qu
e
f j(
a)

=
f k
(a

)
;

pa
rs
ym
ét
rie
,c
et
te
ég
al
ité
va
ut
au
ss
il
or
sq
ue
k
⩽
j.
Il
ex
ist
e
al
or
su
ne
un
iq
ue

ap
pl
ic
at
io
n
f∶
V
→
A
×
A
te
lle
qu
e
f(
a)

=
f j(
a)
po
ur
to
ut
j∈
Jt
el
qu
e
a
∈
V
j.

D
ém
on
tro
ns
qu
e
fe
st
in
je
ct
iv
ee
tq
ue
so
n
im
ag
ee
st
ég
al
eà
V
×
V
.S
oi
ta
,b

∈
V

te
ls
qu
e
f(
a)

=
f(
b)
.S
oi
tj
,k

∈
Jt
els
qu
ea

∈
V
je
tb

∈
V
k
;s
ij

⩽
k,
al
or
sV

j⊂
V
k,

de
so
rt
e
qu
e
f k
(a

)
=
f(
a)

=
f(
b)

=
f k
(b

),
d’
où
a
=
b
ca
r
f k
es
ti
nj
ec
tiv
e;
on

ra
iso
nn
ed
em
êm
es
ik

⩽
j.
C
el
ad
ém
on
tre
qu
e
fe
st
in
je
ct
iv
e.
So
it
a
∈
V
et
so
it

j∈
Jt
el
qu
ea

∈
V
j;
al
or
s,
f(
a)

=
f j(
a)

∈
V
j×
V
j⊂
V
×
V
.L
’im
ag
ed
e
fe
st
do
nc

co
nt
en
ue
da
ns
V
×
V
.S
oi
te
n�
n
(a
,b

)
∈
V
;s
oi
tj
,k

∈
Jt
els
qu
e
a
∈
V
je
tb

∈
V
k.

Si
j⩽
k,
al
or
sa
,b

∈
V
k
;p
ui
sq
ue
l’i
m
ag
ed
e
f k
es
té
ga
le
àV

k
×
V
k,
il
ex
ist
ec

∈
V
k

te
lq
ue
f k
(c

)
=
(a
,b

)
;o
n
aa
lo
rs
c∈
V
et
f(
c)

=
f k
(c

)
=
(a
,b

).
O
n
ra
iso
nn
ed
e

m
êm
e
si
k
⩽
j.
Pa
rs
ui
te
,l
e
co
up
le

(V
,f

)
es
tu
n
él
ém
en
td
e
I;
il
m
aj
or
e
Jp
ar

co
ns
tr
uc
tio
n.
C
el
ap
ro
uv
eq
ue
l’e
ns
em
bl
eI
es
ti
nd
uc
tif
.

C
om
m
e
A
es
ti
n�
ni
,i
lc
on
tie
nt
un
e
pa
rt
ie
B 0
éq
ui
po
te
nt
e
à
N
,l
aq
ue
lle
es
t

éq
ui
po
te
nt
eà
N
×
N
;s
oi
tf
0
∶
B 0
→
B 0
×
B 0
un
eb
ije
ct
io
n.
So
it
(B
,f

)
un
élé
m
en
t

de
Iq
ui
es
tm
ax
im
al
et
m
aj
or
e
(B
0,
f 0
)
(il
en
ex
ist
e,
en
ve
rt
u
du
th
éo
rè
m
e
de

Zo
rn
);
po
so
ns
C
=
A

B.
Pa
rc
on
str
uc
tio
n,
l’e
ns
em
bl
eB
es
ti
n�
ni
.P
ar
su
ite
,o
n

al
es
in
ég
al
ité
s

Ca
rd

(B
)
⩽
2C
ar
d(
B)

⩽
3C
ar
d(
B)

⩽
Ca
rd

(B
)2
=
Ca
rd

(B
),

d’
où
le
sé
ga
lit
és

Ca
rd

(B
)2
=
3C
ar
d(
B)

=
2C
ar
d(
B)

=
Ca
rd

(B
).

Po
ur
dé
m
on
tre
rq
ue
B
es
té
qu
ip
ot
en
tà
A
,n
ou
sa
llo
ns
pr
ou
ve
rq
ue
Ca
rd

(C
)
<

Ca
rd

(B
).
Ra
iso
nn
on
sp
ar
l’a
bs
ur
de
et
su
pp
os
on
sq
ue
Ca
rd

(C
)
⩾
Ca
rd

(B
).
So
it

al
or
sB
1
un
ep
ar
tie
de
C
qu
ie
st
éq
ui
po
te
nt
eà
B.
Po
so
ns
B′
=
B
∪
B 1
et
dé
�n
iss
on
s

un
ea
pp
lic
at
io
n
f′
∶
B′
→
B′
×
B′
qu
ip
ro
lo
ng
e
f.
L’
en
se
m
bl
eB

′ ×
B′
es
tl
ar
éu
ni
on

de
s
pa
rt
ie
s
B
×
B,
B 1
×
B,
B
×
B 1
et
B 1
×
B 1
,d
eu
x
à
de
ux
di
sjo
in
te
s
et
to
ut
es

éq
ui
po
te
nt
es
à
B
×
B,
do
nc
à
B.
C
om
m
e
Ca
rd

(B
)
=
3C
ar
d(
B)
,i
le
xi
ste
un
e

bi
je
ct
io
n
f 1
de
B 1
su
r(
B 1
×
B)
∪
(B
×
B 1

)
∪
( B
1×
B 1

) .
L’
ap
pl
ic
at
io
n
f′
∶
B′
→
B′
×
B′

dé
�n
ie
pa
r
f′
(a

)
=
f(
a)
po
ur
a
∈
B
et
pa
r
f′
(a

)
=
f 1(
a)
po
ur
a
∈
B 1
es
tb
ije
ct
iv
e.

Le
co
up
le

(B
′ ,
f′
)
ap
pa
rt
ie
nt
à
I,
m
aj
or
e(
B,
f)
et
es
td
ist
in
ct
de

(B
,f

),
ce
qu
i

co
nt
re
di
tl
’h
yp
ot
hè
se
qu
e(
B,
f)
es
tu
n
élé
m
en
tm
ax
im
al
de
I.

Pa
rc
on
sé
qu
en
t,
Ca
rd

(C
)
<
Ca
rd

(B
),
d’
où
Ca
rd

(A
)
=
Ca
rd

(B
)
+
Ca
rd

(C
)
=

Ca
rd

(B
)
pu
isq
ue
B
es
ti
n�
ni
.A
in
si,
Ca
rd

(A
×
A
)
=
Ca
rd

(B
×
B)

=
Ca
rd

(B
)
=

Ca
rd

(A
),
ce
qu
’il
fa
lla
it
dé
m
on
tre
r.
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Corollaire(1.5.4).—
Soitα

etβ
descardinaux

telsque1
⩽

β
⩽

α
;Supposonsque

α
estin�ni.O

n
a
alorsα

+
β
=

α
etαβ

=
α.En

particulier,α
2
=
2α

=
α.

D
ém
onstration.—

Com
m
eα
estin�ni,lethéorèm

eprécédentim
pliquel’égalité

αα
=

α.Puisque
2
⩽

α,on
a
l’inégalité

α
⩽

α
+

β
⩽

α
+

α
⩽
2α

⩽
αα

=
α,si

bien
que

α
+

β
=

α.C
om
m
e

β
≠
0,on

a
aussiα

⩽
αβ

⩽
αα

=
α,d’où

l’égalité
αβ

=
α.

Corollaire
(1.5.5).—

SoitA
,B
desensem

blesetsoit
f
∶A
→
B
uneapplication.

Soitα
un
cardinalin�nitelque

Card
(B

)
⩽

α
etCard

(f −1(b
))

⩽
α
pourtout

b
∈B
;alors,Card

(A
)
⩽

α.

D
ém
onstration.—

Pourtoutb
∈B,soitgb

∶f −1(b
)
→

α
uneapplication

injec-
tive.L’application

g
∶A
→
B
×α
dé�nieparg(a

)
=
(f(a

),g
f(a) (b

))estinjective.
O
n
adoncCard

(A
)
⩽
Card

(B
×

α
)
⩽

αα
=

α.

Corollaire(1.5.6).—
Soitα

un
cardinalin�ni.SoitIun

ensem
bleetsoit

(A
i )i∈I

unefam
illed’ensem

bles;on
noteA

=
⋃
i∈I A

i .SiCard
(I)

⩽
α
etCard

(A
i )
⩽

α
pourtouti

∈I,alorsCard
(A

)
⩽

α.

D
ém
onstration.—

SoitA
′la
som
m
e
de
la
fam
ille
A
i ;c’estl’ensem

ble
des

couples
(i,a

)
∈
I
×
A
tels
que

a
∈
A
i .Soit

f
∶A

′
→
I
et
g
∶A

′
→
A
les

deux
projections.Pourtouti

∈
I,l’application

de
A
i dans

f −1(i)
dé�nie

par
a
↦

(i,a
)estbijective,doncCard

(f −1(i))
⩽

α
;d’aprèslecorollaireprécédent,

on
a
donc

Card
(A

′)
⩽

α.L’application
g
estsurjective,parhypothèse,donc

Card
(A

)
⩽
Card

(A
′)
⩽

α.

�
éorèm

e(1.5.7)(C
antor).—

SoitA
un
ensem

ble.Iln’existepasd’application
surjectivedeA

dans
P

(A
).

D
ém
onstration.—

Raisonnonsparl’absurde
etconsidéronsune

application
surjective

f
∶A
→

P
(A

).SoitB
l’ensem

bledesélém
entsa

∈A
telsquea

/∈
f(a

).
Par
hypothèse,ilexiste

un
élém

entb
∈
A
telque

B
=
f(b

).Sib
∈
B,alors

b
/∈
f(b

)
=
B,par

dé�nition
de
B
;donc

b
/∈
B,c’est-à-dire

b
∈
f(b

)
=
B,

contradiction.

Corollaire(1.5.8).—
Pourtoutcardinalα,on

a
2 α

>
α.

Proposition
(1.5.9).—

Lesensem
bles

P
(N

)etR
sontéquipotents.

O
n
ditqu’ilsontlapuissancedu

continu.
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O
N
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N
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à
F
L,W
,etles

variables
libres

de
la
form

ule
(m

⇒
n
)
sontaussicontenues

dansW
.Parhypothèse,on

a
m
A
(a

)
=
⊺
et

(m
⇒
n
) A

(a
)
=
⊺.Pardé�nition

de
l’évaluation

desform
ules,on

adoncn
A
(a

)
=
⊺.

Lem
m
e
(4.2.4).—

Lestautologies(form
ules

(4.1.3.1))etlesaxiom
eslogiques

(form
ules(4.1.4.1),(4.1.4.2)et(4.1.4.3))sontsatisfaitesdanstouteréalisation.

D
ém
onstration.—

Ils’agitdedém
ontrerquel’évaluation

decesform
ulesdans

touteréalisation
deL

neprend
quelavaleur

⊺.SoitdoncA
uneréalisation

deL.
Traitonsd’abord

lecasdestautologies.Posonsp
=
t(m

1 ,...,m
n )etsoitW

un
ensem

bledesym
bolesdevariablescontenantlesvariableslibresde

p.A
lors,

W
contientlesvariableslibresde

m
i ,pourtouti.L’évaluation

desform
ules

étantcom
patibleaux

règleslogiques,on
a
p
A
(a

)
=
t A

(m
A1
(a

),...,m
An
(a

))
=
⊺

pourtouta
∈A

W
,cequ’ilfallaitdém

ontrer.
Traitonsm

aintenantlesaxiom
eslogiques.

C
om
m
ençonsparla

règle(4.1.4.1):(∃vm
⇔

¬
∀v
¬m

).N
otons

p
1 cettefor-

m
ule,soitW

un
ensem

ble
de
sym
boles

de
variables

contenantses
variables

libres
etposons

W
′
=
W

∪
{v

}.Soita
∈
A
W
.Par

dé�nition
de
l’évaluation,

on
a
p
A1
(a

)
=
⊺
sietseulem

entsi
(∃vm

) A
(a

)
=
(¬
∀v
¬m

) A
(a

),c’est-à-diresi
etseulem

entsi
(∃vm

) A
(a

)
≠

(∀v
¬m

) A
(a

),La
prem

ière
form

ule
vaut

⊺
siet

seulem
ents’ilexiste

a ′
∈
A
W

′nedi�érantde
a
qu’en

v
telque

m
A
(a ′)

=
⊺;la

secondevaut
⊺
sietseulem

entsipourtouta ′∈A
W

′nedi�érantdea
qu’en

v,on
a
¬m

A
(a ′)

=
⊺,c’est-à-direm

A
(a ′)

=
�.O

n
adonc

p
A1
(a

)
=
⊺,com

m
eilfallait

dém
ontrer.
Posons

p
2
=

(∀v
(m

⇒
n
))
⇒

(∀vm
⇒

∀vn
))
(form

ule
(4.1.4.2)).Soit

W
un
ensem

ble
de
sym
bolesde

variablescontenantlesvariableslibresde
p
2

etsoitW
′
=
W

∪
{v

}.Soita
∈
A
W
.O
n
a
(p
2 ) A

(a
)
=
⊺
sietseulem

entsi
(∀v

(m
⇒
n
)) A

(a
)
=
�
ou

(∀vm
⇒

∀vn
) A

(a
)
=
⊺,c’est-à-diresietseulem

ent
si(∀v

(m
⇒
n
)) A

(a
)
=
�,(∀vm

) A
(a

)
=
�
ou

(∀vn
) A

(a
)
=
⊺.SU

pposonsdonc
que

(∀v
(m
⇒
n
)) A

(a
)
=
(∀vm

) A
(a

)
=
⊺
etprouvonsque

(∀vn
) A

(a
)
=
⊺.Soit

a ′∈A
W

′nedi�érantde
a
qu’en

v;nousdevonsdém
ontrerquen

A
(a ′)

=
⊺.Par

hypothèse,on
a
(m
⇒
n
) A

(a ′)
=
m
A
(a ′)

=
⊺,d’où

n
A
(a ′)

=
⊺,com

m
eilfallait

dém
ontrer.
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CH
A
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E
4.
TH
ÉO
RI
E
D
E
LA
D
ÉM
O
N
ST
RA
TI
O
N
—
RA
IS
O
N
N
ER

4.
2.
D
ém
on
st
ra
tio
n
et
sa
tis
fa
ct
io
n

D
é�
ni
tio
n
(4
.2
.1)
.—

So
it
m
un
e
fo
rm
ul
e
d’
un
la
ng
ag
e
L.
U
ne
qu
an
ti�
ca
tio
n

un
iv
er
se
lle
de
m
es
tu
ne
fo
rm
ul
e
clo
se
de
la
fo
rm
e
∀
x 1
..
.∀
x n
m
,o
ù
x 1
,.
..
,x
n

so
nt
de
ss
ym
bo
les
de
va
ria
bl
es
.

La
co
nd
iti
on
qu
e
m
es
tu
ne
fo
rm
ul
e
cl
os
e
re
vi
en
tà
di
re
qu
e
l’e
ns
em
bl
e

de
s
va
ria
bl
es
lib
re
s
de
m
es
tc
on
te
nu
da
ns
l’e
ns
em
bl
e
{
x 1
,.
..
,x
n}
.E
n
e�
et
,

si
un
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
ea
ya
nt
un
eo
cc
ur
re
nc
el
ib
re
da
ns
m
n’
ap
pa
rt
en
ai
tp
as

à{
x 1
,.
..
,x
n}
,i
ls
er
ai
te
nc
or
el
ib
re
da
ns
la
fo
rm
ul
e∀
x 1
..
.∀
x n
m
.

So
it
W
un
en
se
m
bl
ed
es
ym
bo
le
sd
ev
ar
ia
bl
es
.O
n
di
ra
qu
’u
ne
fo
rm
ul
e
m
∈

F
L,
W
es
ts
at
isf
ai
te
da
ns
un
e
st
ru
ct
ur
e
A
si
la
fo
nc
tio
n
m
A
∶
A
W
→

{⊺
,�

}
ne

pr
en
d
qu
el
a
va
le
ur
⊺
.C
el
a
re
vi
en
tà
di
re
qu
et
ou
te
qu
an
ti�
ca
tio
n
un
iv
er
se
lle

de
m
es
ts
at
isf
ai
te
da
ns
A
.O
n
no
te
ra
ce
la
pa
ra
bu
sm

A
=
⊺
.

C
’e
st
un
ab
us
àc
au
se
de
sp
os
sib
le
ss
tr
uc
tu
re
sv
id
es
.E
n
e�
et
,s
iA
es
tv
id
ee
t

qu
eW

n’
es
tp
as
vi
de
,l
’e
ns
em
bl
eA

W
es
tv
id
e,
do
nc
il
es
tv
ra
iq
u’
un
ef
on
ct
io
n

de
A
W
da
ns

{⊺
,�

}
ne
pr
en
d
qu
el
a
va
le
ur
⊺
—
m
ai
si
le
st
au
ss
iv
ra
iq
u’
el
le
ne

pr
en
d
qu
el
av
al
eu
r�
.

D
’a
ut
re
pa
rt
,s
oi
tm
un
e
fo
rm
ul
e
cl
os
e
te
lle
qu
e
m
A
=
�
da
ns
la
st
ru
ct
ur
e

vi
de
A
.P
ou
rt
ou
ts
ym
bo
le
de
va
ria
bl
ex
,m

′ =
∀
xm
es
tu
ne
fo
rm
ul
ec
lo
se
,m
ai
s

on
a(
m
′ )
A
=
⊺
.

�
éo
rè
m
e(
4.
2.
2)
.—

So
it
L
un
la
ng
ag
e,
so
it
T
un
et
hé
or
ie
et
so
it
m
un
ef
or
m
ul
e

de
L
qu
ie
st
dé
m
on
tra
bl
ed
an
sT
.A
lo
rs
m
es
ts
at
isf
ai
te
da
ns
to
ut
m
od
èle
de
T.

C
et
hé
or
èm
eg
ar
an
tit
do
nc
qu
el
ad
é�
ni
tio
n
d’
un
ed
ém
on
st
ra
tio
n
fo
rm
el
le

es
t«
sa
in
e»
:d
an
su
n
m
od
èl
ed
on
né
,à
pa
rt
ir
d’
én
on
cé
sv
ra
is,
el
le
ne
pe
ut
pa
s

co
nd
ui
re
àd
es
én
on
cé
sf
au
x.
M
od
ul
o
un
ar
gu
m
en
td
er
éc
ur
re
nc
eé
lé
m
en
ta
ire
,

la
pr
eu
ve
se
dé
du
it
de
sl
em
m
es
su
iv
an
ts.

Le
m
m
e(
4.
2.
3)
.—

So
it
A
un
er
éa
lis
at
io
n
de
L
et
so
it
m
,n
de
sf
or
m
ul
es
da
ns
le

la
ng
ag
eL
tel
le
qu
et
ou
te
va
ria
bl
el
ib
re
de
m
po
ssè
de
au
m
oi
ns
un
eo
cc
ur
re
nc
el
ib
re

da
ns
n.
Si
m
A
=
⊺
et

(m
⇒
n)
A
=
⊺
,a
lo
rs
nA

=
⊺
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
W
un
en
se
m
bl
ed
es
ym
bo
les
de
va
ria
bl
es
co
nt
en
an
tl
es

va
ria
bl
es
lib
re
sd
e
n.
D
ém
on
tr
on
sq
ue
la
fo
nc
tio
n
nA

∶
A
W
→

{⊺
,�

}
ne
pr
en
d

qu
el
av
al
eu
r⊺
.

So
it
a
∈
A
W
.P
ar
hy
po
th
ès
e,
to
ut
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
eq
ui
a
un
eo
cc
ur
re
nc
e

lib
re
da
ns
m
aa
us
si
un
eo
cc
ur
re
nc
el
ib
re
da
ns
n.
La
fo
rm
ul
em

ap
pa
rt
ie
nt
ai
ns
i

1.5
.A
RI
TH
M
ÉT
IQ
U
E
D
ES
CA
RD
IN
AU
X

15

D
ém
on
str
at
io
n.
—
En
id
en
ti�
an
tu
ne
pa
rt
ie
A
de
N
às
af
on
ct
io
n
ca
ra
ct
ér
ist
iq
ue

χ A
∶
N
→

{0
,1
},
on
re
m
pl
ac
eP

(N
)
pa
rl
’e
ns
em
bl
e{
0,
1}
N
de
sf
on
ct
io
ns
de
N

da
ns

{0
,1
}.
L’
id
ée
de
la
co
ns
tr
uc
tio
n
es
td
e
re
pr
és
en
te
ru
n
no
m
br
e
ré
el
pa
r

so
n
dé
ve
lo
pp
em
en
te
n
ba
se
2.
C
ep
en
da
nt
,c
er
ta
in
sn
om
br
es
ré
els
on
tp
lu
sie
ur
s

dé
ve
lo
pp
em
en
ts,
pa
re
xe
m
pl
e1
,0
00

⋅⋅
⋅=
0,
111
1.
..
,c
eq
ui
no
us
ob
lig
eà
qu
elq
ue

pr
éc
au
tio
n.
Po
ur
a
∈
A
,o
n
po
se

f(
a)

=
0,
a 0
a 1
a 2
⋅⋅
⋅=

∞ ∑ n=
0
a n
2−
n−
1 .

L’
im
ag
ed
e
fe
st
l’i
nt
er
va
lle

[0
,1
],
d’
où
l’i
né
ga
lit
é

Ca
rd

([
0,
1]
)
⩽
Ca
rd

(F
(N
,{
0,
1}
))
.

So
it
a,
b
∈
A
te
ls
qu
e
f(
a)

=
f(
b)
et
a
≠
b;
so
it
m
le
pl
us
pe
tit
en
tie
rt
el

qu
e
a m

≠
b m
;q
ui
tte
à
éc
ha
ng
er
a
et
b,
on
su
pp
os
e
qu
e
a m

=
0
et
b m

=
1.

D
ém
on
tro
ns
qu
e
a
=
(a
0,
..
.,
a m

−1
,0
,1
,1
,.
..
)
et
b
=
(a
0,
..
.,
a m

−1
,1
,0
,0
,.
..
).

Po
so
ns
a′
=
(a
m
,a
m
+1
,.
..
)
et
b′
=
(b
m
,b
m
+1
,.
..
)
;o
n
ad
on
c

f(
a′
)
=
2m

+1
(
f(
a)
−
m
−1 ∑ n=
0
a n
2−
n−
1 )
=
2m

+1
(
f(
b)
−
m
−1 ∑ n=
0
b n
2−
n−
1 )
=
f(
b′
),

ce
qu
ip
er
m
et
de
su
pp
os
er
qu
e
m

=
0
et
ra
m
èn
e
à
pr
ou
ve
ra

=
(0
,1
,1
,.
..
)
et

b
=

(1
,0
,0
,.
..
).
O
n
dé
du
it
de
la
dé
�n
iti
on
de
f
qu
e
f(
a)

⩽
1
⩽
f(
b)
,d
on
c

f(
a)

=
f(
b)

=
1.
Su
pp
os
on
sq
u’
il
ex
ist
eu
n
en
tie
rm

⩾
1t
el
qu
e
a m

≠
1,
on
a

f(
a)

=
∞ ∑ n=
0
a n
2−
n−
1
⩽
∑ n=
0

n≠
m

a n
2−
n−
1
⩽
∑ n=
0

n≠
m

2−
n−
1
=
1−
2−
m
−1
<
1.

C
et
te
co
nt
ra
di
ct
io
n
pr
ou
ve
qu
e
a
=

(0
,1
,1
,.
..
).
D
e
m
êm
e,
s’i
le
xi
ste
un
en
-

tie
rm

⩾
1t
el
qu
eb

m
≠
0,
on
a

f(
b)

=
∞ ∑ n=
0
b n
2−
n−
1
⩾
1+
2−
m
−1
>
1,

si
bi
en
qu
eb

=
(1
,0
,0
,.
..
).
Pa
rc
on
sé
qu
en
t,
ch
aq
ue
élé
m
en
td
e[
0,
1]
aa
u
pl
us

de
ux
an
té
cé
de
nt
s.
Ap
pl
iq
uo
ns
le
co
ro
lla
ire
1.5
.5
àl
’a
pp
lic
at
io
n
fe
ta
u
ca
rd
in
al

Ca
rd

([
0,
1]
)
;o
n
en
dé
du
it

Ca
rd

(F
(N
,{
0,
1}
))

⩽
2⋅
Ca
rd

([
0,
1]
)
=
Ca
rd

([
0,
1]
).

O
n
ad
on
cl
’é
ga
lit
éC
ar
d(

[0
,1
])
=
Ca
rd

(P
(N

))
.
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Pour
conclure

la
dém

onstration
de
la
proposition,ilreste

à
véri�er

que
Card

([0,1])
=
Card

(R
).L’application

t
↦
cot(πt)

dé�nitune
bijection

de
]0,1[surR

;on
adonc

Card
([0,1])

⩽
Card

(R
)
=
Card

(]0,1[
⩽
Card

([0,1]),

d’où
l’égalitévoulue.

Rem
arque(1.5.10).—

L’hypothèsedu
continu

postulequ’iln’existeaucun
car-

dinalα
telque

ℵ
0
<

α
<
2 ℵ

0;autrem
entdit,siune

partie
de
R
n’estpasdé-

nom
brable,son

cardinalestla
puissance

du
continu.D

’aprèsdesthéorèm
es

rem
arquablesdeG

ödel
etC

ohen,ellenepeuten
faitniêtrein�rm

ée,nidé-
m
ontrée,àpartirdessim

plesaxiom
esdelathéoriedesensem

bles(zfc).

4.1.D
ÉM
O
N
STRATIO

N
S
FO
RM
ELLES

61

(4)
((n

⇒
p
)
⇒

(m
⇒
p
))
—
m
odusponensà

partirde
(3),toute

variable
librede(1)ayantuneoccurencelibredans(4);
(5)

(m
⇒
p
)—

m
odusponensàpartirde(4),toutevariablelibrede(2)ayant

au
m
oinsuneoccurrencelibredans(5),parhypothèse.

Rem
arque(4.1.11).—

Soitm
uneform

ule,soitv
un
sym
boledevariableetsoit

tun
term

e.Larègledeparticularisation
(4.1.4.3),(∀vm

⇒
m
(t)),n’estadm

ise
quelorsquevadm

ituneoccurrencelibredansm
.Lorsquevn’apasd’occurrence

libredansm
,m

(t)
=
m
etcetterègles’écrirait

(∀vm
⇒
m
).A
lors,laform

ule
ϕ
=
∀x

�,vraie
dansla

réalisation
vide,etfausse

sinon,nousperm
ettraitde

déduire
�
de

ϕ,ce
quiestdéraisonnable

:sil’ensem
ble
vide

estd’un
intérêt

lim
ité
en
m
athém

atiques,ilne
s’agittoutde

m
êm
e
pasqu’ilconduise

à
des

contradictions!
Bien

sûr,un
langagequipossèdedessym

bolesdeconstantesn’apasderéalisa-
tion

vide.D
ém
ontronsainsiquesilelangagecontientunesym

boledeconstantec,
alorslaform

ule
(∀vm

⇒
m
)estdém

ontrablepourtouteform
ulem

où
lesym

-
boledevariablev

n’apasd’occurrencelibre.Lesform
ulessuivantessonten

e�et
dém

ontrables:

(1)
(v

=
v
)
⇔

⊺
—
aviom

edel’égalité;
(2)

((p
⇔

⊺
)
⇒

(m
⇒

(m
∧
p
)))
—
tautologie,qu’on

va
appliqueravec

p
=
(v

=
v
);

(3)
(m
⇒

(m
∧
(v

=
v
)),m

odusponens,carv
estlaseulevariblelibrede(1)

etauneoccurrencelibredans(3);
(4)

∀v
(m
⇒

(m
∧
(v

=
v
)))—

généralisation
de(3);

(5)
(∀v

(m
⇒

(m
∧

(v
=
v
)))

⇒
(∀vm

⇒
∀v

(m
∧

(v
=
v
)))
—
aviom

e
logique(4.1.4.2);
(6)

(∀vm
⇒

∀v
(m

∧
(v

=
v
)));

(7)
(∀v

(m
∧
(v

=
v
))
⇒

(m
∧
(c

=
c)))—

particularisation;
(8)

((m
∧
(c

=
c))
⇒
m
)—

tautologie.

O
n
estdanslasituation

p
⇒
q,q

⇒
r,r
⇒
s,où

lesvariableslibresde
p
=
∀vm

,
q
=
∀v

(m
∧

(v
=
v
)),r

=
(m

∧
(c

=
c)),s

=
m
,sontcelles

de
m
.D
’après

l’exem
ple4.1.10,laform

ule
(∀vm

⇒
m
)estdoncdém

ontrabledansT.
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Ex
em
pl
e(
4.
1.7
).
—
So
it
m
,n
de
ux
fo
rm
ul
es
cl
os
es
et
so
it
T
=
{
m
,n

}.
La
su
ite

de
fo
rm
ul
es
su
iv
an
te
co
ns
tit
ue
un
ed
ém
on
str
at
io
n
fo
rm
el
le
de
m
∧
n
da
ns
T
:

(1
)
m
—
on
a
m
∈
T
;

(2
)
n
—
on
a
n
∈
T
;

(3
)
(m
⇒

(n
⇒

(m
∧
n)

))
—
c’
es
tu
ne
ta
ut
ol
og
ie
;

(4
)
(n
⇒

(m
∧
n)

)
—
m
od
us
po
ne
ns
,(
1)
et
(3
);

(5
)
(m

∧
n)
—
m
od
us
po
ne
ns
,(
2)
et
(4
).

Ex
em
pl
e(
4.
1.8
).
—
So
it
T,
T′
de
st
hé
or
ie
se
ts
oi
tm
un
ef
or
m
ul
et
ell
eq
ue
T∪
T′
⊢

m
.S
up
po
so
ns
qu
eT
⊢
n
po
ur
to
ut
ef
or
m
ul
en

∈
T′
;a
lo
rs
,T
⊢
m
.

En
e�
et
,c
on
sid
ér
on
su
ne
dé
m
on
str
at
io
n
(m

1,
..
.,
m
k)
de
m
da
ns
T
∪
T′
.P
ou
r

to
ut
i
∈

{1
,.
..
,k

}
te
lq
ue
m
i
∈
T′
,o
n
re
m
pl
ac
e
m
i
pa
r
un
e
dé
m
on
st
ra
tio
n

(m
1 i,
..
.,
m
k i i
)
de
m
i
da
ns
T.
O
n
ob
tie
nt
ai
ns
iu
ne
dé
m
on
str
at
io
n
de
m
da
ns
T.

Ex
em
pl
e(
4.
1.9
).
—
So
it
m
et
n
de
ux
fo
rm
ul
es
.S
up
po
so
ns
qu
e
le
sy
m
bo
le
de

va
ria
bl
ev
n’
ait
pa
sd
’o
cc
ur
en
ce
lib
re
da
ns
m
et
dé
m
on
tro
ns
la
va
ria
nt
es
ui
va
nt
e

de
l’a
xi
om
ed
eq
ua
nt
i�
ca
te
ur
(4
.1.
4.
2)
:

(4
.1.
9.
1)

(∀
v(
m
⇒
n)
⇒

(m
⇒

∀
vn

))
.

En
vo
ic
iu
ne
dé
m
on
str
at
io
n
fo
rm
el
le
:

(1
)
(m
⇒

∀
vm

)
—
rè
gl
ed
eg
én
ér
al
isa
tio
n

(2
)
(∀
v(
m
⇒
n)
⇒

(∀
vm
⇒

∀
vn

))
—
ax
io
m
e(
4.
1.4
.2)
;

(3
)
((
a
⇒

(b
⇒
c)

)
⇒

((
b′
⇒
b)
⇒

(a
⇒

(b
′
⇒
c)

))
)
—
ta
ut
ol
og
ie
,

ap
pl
iq
ué
ea
ve
c
a
=
∀
v(
m
⇒
n)
,b

′ =
m
,b

=
∀
vm
,c

=
(m
⇒

∀
vn

)
;

(4
)
((
m
⇒

∀
vm

)
⇒

(∀
v(
m
⇒
n)
⇒

(m
⇒

∀
vn

))
)
—
m
od
us
po
ne
ns
,(
2)
et

(3
)t
ou
te
va
ria
bl
el
ib
re
de
(3
)a
ya
nt
au
m
oi
ns
un
eo
cc
cu
re
nc
el
ib
re
da
ns
(4
);

(5
)
(∀
v(
m
⇒
n)
⇒

(m
⇒

∀
vn

))
)
—
m
od
us
po
ne
ns
,(
1)
et
(4
),
to
ut
ev
ar
ia
bl
e

lib
re
de
(1
)a
bi
en
un
eo
cc
ur
re
nc
el
ib
re
da
ns
(5
).

Ex
em
pl
e(
4.
1.1
0)
.—

So
it
m
,n
,p
de
sf
or
m
ul
es
te
lle
sq
ue

(m
⇒
n)
et

(n
⇒
p)

so
ie
nt
dé
m
on
tr
ab
le
sd
an
su
ne
th
éo
rie
T.
Pr
ou
vo
ns
qu
e
si
to
ut
e
va
ria
bl
e
lib
re

de
n
po
ss
èd
ea
u
m
oi
ns
un
eo
cc
ur
re
nc
el
ib
re
da
ns
m
ou
da
ns
p,
al
or
s(
m
⇒
p)

es
td
ém
on
tra
bl
ed
an
sT
.E
n
e�
et
,o
n
co
nc
at
èn
ed
es
dé
m
on
str
at
io
ns
fo
rm
ell
es
de

(m
⇒
n)
et
de

(n
⇒
p)
et
on
aj
ou
te
le
sf
or
m
ul
es
su
iv
an
te
s:

(1
)
(m
⇒
n)
;

(2
)
(n
⇒
p)
;

(3
)
((
m
⇒
n)
⇒

((
n
⇒
p)
⇒

(m
⇒
p)

))
—
ta
ut
ol
og
ie
;

C
H
A
PI
TR
E
2

LA
N
G
A
G
ES
D
U
PR
EM
IE
R
O
R
D
R
E
—
PA
RL
ER

«(
...
)J
’e
nr
ag
e

Lo
rs
qu
ej
’e
nt
en
ds
te
ni
rc
es
so
rt
es
de
la
ng
ag
e.
»

—
M
ol

iè
re
,L
eT
ar
tu
�e
,a
ct
ei
i,
sc
èn
e3

2.
1.
A
lp
ha
be
ts
,m
ot
s,
la
ng
ag
es

2.
1.1
.
—
So
it
A
un
en
se
m
bl
e
no
n
vi
de
.O
n
no
te
A
∗
l’e
ns
em
bl
e
de
s
su
ite
s�
-

ni
es
d’
él
ém
en
ts
de
A
,c
’e
st
-à
-d
ire
la
ré
un
io
n
de
se
ns
em
bl
es
A
n ,
lo
rs
qu
e
n
pa
r-

co
ur
tN
.L
’e
ns
em
bl
e
A
es
ta
pp
el
é
al
ph
ab
et
;u
n
él
ém
en
td
e
A
∗
es
ta
pp
el
é
m
ot

su
rl
’a
lp
ha
be
tA
.S
im

=
(a
0,
..
.,
a n

−1
)
es
tu
n
él
ém
en
td
e
A
∗ ,
l’e
nt
ie
rn
es
ta
p-

pe
lé
lo
ng
ue
ur
du
m
ot
m
et
no
té
ℓ(
m
).
La
su
ite
de
lo
ng
ue
ur
0
es
tl
e
m
ot
vi
de
;

on
la
no
te
ra

ε.
O
n
id
en
ti�
er
a
au
ss
il
’a
lp
ha
be
tA
à
la
pa
rt
ie
de
A
∗
de
sm
ot
sd
e

lo
ng
ue
ur
1.

Le
m
m
e(
2.
1.2
).
—
So
it
A
un
al
ph
ab
et
.L
’en
se
m
bl
eA

∗
de
sm
ot
ss
ur
l’a
lp
ha
be
tA

es
té
qu
ip
ot
en
tà
N
si
A
es
td
én
om
br
ab
le,
et
à
A
sin
on
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Su
pp
os
on
s
d’
ab
or
d
qu
e
A
es
t
�n
i.
Po
ur
to
ut
en
tie
r
n,

l’e
ns
em
bl
eA

n
es
t�
ni
.C
om
m
eu
ne
ré
un
io
n
dé
no
m
br
ab
le
d’
en
se
m
bl
es
�n
is
es
t

dé
no
m
br
ab
le,
l’e
ns
em
bl
eA

∗
es
td
én
om
br
ab
le.
Pa
ra
ill
eu
rs
,c
om
m
el
’a
lp
ha
be
tA

n’
es
tp
as
vi
de
,A

∗
co
nt
ie
nt
de
sm
ot
sd
et
ou
te
lo
ng
ue
ur
.P
ar
su
ite
,A

∗
es
ti
n�
ni
.

O
n
ad
on
cA

∗
≡
N
.

Su
pp
os
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
A
es
ti
n�
ni
.P
ou
rt
ou
te
nt
ie
r
n
⩾
1,
on
a
do
nc

Ca
rd

(A
n )

=
Ca
rd

(A
).
Pu
isq
ue

ℵ
0
⩽
Ca
rd

(A
),
on
en
dé
du
it
qu
e
Ca
rd

(A
∗ )

⩽

Ca
rd

(A
).
D
’au
tre
pa
rt
,l
’e
ns
em
bl
ed
es
m
ot
sd
el
on
gu
eu
r1
es
tu
ne
pa
rt
ie
de
A
∗

éq
ui
po
te
nt
e
à
A
,d
on
c
Ca
rd

(A
)
⩽
Ca
rd

(A
∗ )
.I
le
n
ré
su
lte
qu
e
Ca
rd

(A
∗ )

=

Ca
rd

(A
).
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2.LA
N
G
AG
ES
D
U
PREM

IER
O
RD
RE
—
PARLER

2.1.3.
—
SoitA

un
alphabet.Soitm

=
(a
0 ,...,a

n−1 )
etm

′
=

(a ′0 ,...,a ′n
′−1 )

desm
otsdansl’alphabetA

.O
n
notem

m
′=

(a
0 ,...,a

n−1 ,a ′0 ,...,a ′n
′−1 )lem

ot
obtenu

parconcaténation
dem

etm
′.O
n
a
ℓ(m

m
′)
=
ℓ(m

+
m
′).

L’opération
(m
,m

′)
↦
m
m
′dansA

∗estassociative,le
m
otvide

estun
élé-

m
entneutre.Parailleurs,toutm

otestsim
pli�ableàdroiteetàgauche.

Com
ptetenu

del’identi�cation
desélém

entsdeA
aveclesm

otsdelongueur1,
on
a
m
=
a
0 ...a

n−1 .

D
é�nition

(2.1.4).—
SoitA

un
alphabetetsoitm

=
(a
0 ,...,a

n−1 )un
m
otsurA

.
a)
Soita

∈
A
.O
n
ditque

a
apparaîtdans

m
s’ilexiste

un
entier

k
telque

0
⩽
k
⩽
n
−
1eta

=
a
k ;un

telentierestappeléoccurrencedela
lettrea.

b)
O
n
ditqu’un

m
otm

′estun
segm

entinitial(resp.term
inal)dem

s’ilexiste
un
m
otm

′′telquem
=
m
′m

′′(resp.m
=
m
′′m

′);cela
revientà

direqu’ilexiste
un
entierk

telque0
⩽
k
⩽
n
etm

′=
(a
0 ,...,a

k−1 )(resp.m
′=

(a
k ,...,a

n−1 )).

2.1.5.
—
SoitV

un
ensem

ble.Sesélém
entssontappeléssym

bolesdevariables.
Conform

ém
entauxusages,noussupposonsqueV

estin�nietdénom
brableetno-

tonsx
0 ,x

1 ,x
2 ,...sesélém

ents.C
ependant,d’autresnotations(x,y,y0 ,y1 ,...)

sontpossibles,etparfoispluspratiques.C
etensem

ble
sera

supposé
�xé
dans

toutelasuite.

2.1.6.
—
U
n
langagedu

prem
ierordreestladonnéededeux

suites
(R
n )n⩾0 et

(F
n )n⩾0 d’ensem

bles,deux
à
deux

disjoints,etdisjointsdel’ensem
bleV

etde
l’ensem

bleform
édessym

boles
),(,∨,∧,¬,⇒

,⇔
,∀,∃.

Lesélém
entsde

R
n
sontappeléssym

bolesde
relationsn-aires,ceux

de
F
n

sym
bolesde

fonctionsn-aires,ou
constanteslorsque

n
=
0.O

n
suppose

aussi
que

l’ensem
ble
R
0
contientdeux

élém
ents

⊺
(«vrai»)et

�
(«faux

»)etque
l’ensem

bleR
2 contientlesym

bole
=
(«égalité»).

Sicessym
bolesn’ontaucune

signi�cation
à
ce
stade

de
la
théorie,le

rôle
ultim

e
d’un

langage
estd’exprim

er
lespropriétésutiliséesdansune

théorie
m
athém

atiquedonnée,donnéespardesm
otsdel’alphabet

V
∪

∞⋃n=0 R
n
∪

∞⋃n=0 F
n
∪
{
¬,∧,∨,⇒

,⇔
,(,) }.

Exem
ple(2.1.7).—

Voiciainsiquelquesexem
plesdelangages.

a)
Ensem

bles.L’ensem
bleF

0 possèdeun
élém

ent
∅
;l’ensem

bleR
2 possède

deux
élém

ents,
∈
et
=;lesautresensem

blesde
relationsetde

fonctionssont

4.1.D
ÉM
O
N
STRATIO

N
S
FO
RM
ELLES
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sym
bolev

possèdeuneoccurrencelibredansm
etquem

soitadm
issiblepour

lasubstitution
{v

}
→

T
L d’im

age
t.A
lors,larègledeparticularisation

(4.1.4.3)
(∀vm

⇒
τ(m

))

perm
etdedéduirede

∀vm
laform

uleτ(m
)danslaquellelesoccurrenceslibres

delavariablev
ontétérem

placéesparleterm
e
t.

4.1.5.
A
xiom

esde
l’égalité.

—
En�n,on

ajoute
lesaxiom

essuivantsquiré-
gissentl’égalité:

x
=
x

(4.1.5.1)
((x

=
y)
⇒

(y
=
x
))

(4.1.5.2)
((x

=
y)
∧
(y

=
z))
⇒

(x
=
z)

(4.1.5.3)
((
⋀1⩽i⩽n x

i
=
y
i )
⇒

(fx
1 ...x

n
=
fy1 ...y

n ))
(4.1.5.4)

((
⋀1⩽i⩽n x

i
=
y
i )
⇒

(rx
1 ...x

n
⇒
ry1 ...y

n )),
(4.1.5.5)

où
x,y,z,x

1 ,...,x
n ,y1 ,...,y

n sontdessym
bolesdevariablesdeux

àdeux
dis-

tincts,fun
sym
boledefonction

n-aireetrun
sym
bolederelation

n-aire.

D
é�nition

(4.1.6).—
SoitT

unethéorieetsoitm
uneform

uledeL.Unedém
ons-

tration
form

elle
de
m
dansT

estunesuite�nie
(m

1 ,...,m
n )
deform

ulesdeL
tellequem

n
=
m
ettellequepourtouti

∈
{1,...,n

},l’unedespropriétéssuivantes
soitsatisfaite:
a)
O
n
a
m
i
∈T
;

b)
Ilexisteun

sym
boledevariablev

etun
entier

jtelque1
⩽
j
<
idesorteque

m
i
=
∀vm

j ;
c)
La
form

ulem
i estunetautologieou

un
axiom

edequanti�cateur;
d)
Ilexistedeux

entiers
j,k
telsque1

⩽
j,k

<
ietm

k
=
(m

j ⇒
m
i ),où

toute
variablelibredansm

j estlibredansm
i ,desortequela

form
ulem

i sedéduisedes
form

ulesm
j etm

k parapplication
dem

odusponens.

Sim
possède

une
dém

onstration
form

elle
dans

T,on
ditaussiqu’elle

est
dém

ontrabledansT,qu’elleestconséquencesyntaxiquedeT,ou
quec’estun

théorèm
edeT

;on
écritT

⊢
m
.LorsqueT

estvide,on
ditquem

estdém
ontrable

etl’on
écrit

⊢
m
.
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le
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
e
v
n’
a
pa
sd
’o
cc
ur
re
nc
e
lib
re
da
ns
m
.L
’e
xe
m
pl
e
de
la

fo
rm
ul
eϕ

=
∀
x�
,q
ui
es
ts
at
isf
ait
eu
ni
qu
em
en
td
an
sl
as
tr
uc
tu
re
vi
de
,n
ou
sf
or
ce

àq
ue
lq
ue
sp
ré
ca
ut
io
ns
su
pp
lé
m
en
ta
ire
s.

4.
1.
D
ém
on
st
ra
tio
ns
fo
rm
el
le
s

4.
1.1
.
M
od
us
po
ne
ns
.
—
So
it
m
,n
de
ux
fo
rm
ul
es
.O
n
fa
it
l’h
yp
ot
hè
se
qu
e

to
ut
ev
ar
ia
bl
el
ib
re
de
m
ad
m
et
au
m
oi
ns
un
eo
cc
ur
re
nc
el
ib
re
da
ns
n.
A
lo
rs
,l
a

rè
gl
em
od
us
po
ne
ns
(1)
dé
du
it
n
de
sd
eu
x
fo
rm
ul
es
m
et

(m
⇒
n)
.

4.
1.2
.
Rè
gl
e
de
gé
né
ra
lis
at
io
n.
—
So
it
m
un
e
fo
rm
ul
e
et
v
un
sy
m
bo
le
de

va
ria
bl
e.
La
rè
gle
de
gé
né
ra
lis
at
io
n
pe
rm
et
de
dé
du
ire

∀
vm
de
m
.

4.
1.3
.
Ta
ut
ol
og
ie
s.
—
So
it
t(
q 1
,.
..
,q
n)
un
te
rm
ed
u
ca
lcu
ld
es
pr
éd
ic
at
se
n
n

va
ria
bl
es
x 1
,.
..
,x
n.
Su
pp
os
on
sq
ue
ts
oi
tu
ne
ta
ut
ol
og
ie,
c’
es
t-à
-d
ire
qu
el
’o
n
a

t(
a 1
,.
..
,a
n)

=
⊺
po
ur
to
ut

(a
1,
..
.,
a n

)
∈
{�
,⊺

}
n .

A
lo
rs
,p
ou
rt
ou
te
su
ite

(m
1,
..
.,
m
n)
de
fo
rm
ul
es
de
L,
la
rè
gl
e

(4
.1.
3.
1)

t(
m
1,
..
.,
m
n)

a�
rm
el
a
fo
rm
ul
e(
ta
ut
ol
og
iq
ue
)d
éd
ui
re
de
td
an
sl
aq
ue
lle
la
fo
rm
ul
e
m
i
es
t

su
bs
tit
ué
eà
la
va
ria
bl
ex

i.

4.
1.4
.
A
xi
om
es
de
sq
ua
nt
i�
ca
te
ur
s.
—
So
it
v
un
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
ee
ts
oi
t

m
,n
de
sf
or
m
ul
es
.O
n
di
sp
os
e
de
st
ro
is
rè
gl
es
de
dé
du
ct
io
n
su
iv
an
te
s,
au
ss
i

ap
pe
lé
es
ax
io
m
es
de
sq
ua
nt
i�
ca
te
ur
s.

La
rè
gl
e

(4
.1.
4.
1)

(∃
vm
⇔

¬
∀
v¬
m
)

ex
pr
im
el
ar
el
at
io
n
en
tre
qu
an
ti�
ca
te
ur
ex
ist
en
tie
le
tq
ua
nt
i�
ca
te
ur
un
iv
er
se
l.

La
rè
gl
es
ui
va
nt
e

(4
.1.
4.
2)

(∀
v(
m
⇒
n)
⇒

(∀
vm
⇒

∀
vn

))

pe
rm
et
de
di
str
ib
ue
rl
eq
ua
nt
i�
ca
te
ur
un
iv
er
se
ld
an
su
ne
im
pl
ic
at
io
n.

So
it
t(
x 1
,.
..
,x
n)
es
t
un
te
rm
e
en
le
s
va
ria
bl
es
lib
re
s
x 1
,.
..
,x
n
et
so
it

τ∶
F
L,
{v
}
→

F
L
l’a
pp
lic
at
io
n
de
su
bs
tit
ut
io
n
co
rr
es
po
nd
an
te
.S
up
po
so
ns
qu
el
e

(1)
D
ér
iv
ée
de
l’e
xp
re
ss
io
n
la
tin
m
od
us
po
ne
nd
o
po
ne
ns
qu
is
ig
ni
�e
«m
an
iè
re
d’
a�
rm
er
en
a�
rm
an
t»
.
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vi
de
s.
D
an
sc
el
an
ga
ge
,o
n
pe
ut
éc
rir
el
es
ax
io
m
es
de
la
th
éo
rie
de
se
ns
em
bl
es
et

dé
ve
lo
pp
er
ce
tte
th
éo
rie
,l
es
re
lat
io
ns
et
fo
nc
tio
ns
su
pp
lé
m
en
ta
ire
ss
on
tc
od
ée
s

vi
al
eu
rg
ra
ph
e.

b)
Gr
ou
pe
s.
L’
en
se
m
bl
eF

0
po
ss
èd
eu
n
él
ém
en
te
;l
’e
ns
em
bl
eF

1
po
ss
èd
eu
n

él
ém
en
ti
;l
’e
ns
em
bl
eR

2
po
ss
èd
ed
eu
x
él
ém
en
ts
⋅e
t=
;l
es
au
tre
se
ns
em
bl
es
de

re
la
tio
ns
et
de
fo
nc
tio
ns
so
nt
vi
de
s.
D
an
sc
el
an
ga
ge
,o
n
pe
ut
en
e�
et
éc
rir
el
es

ax
io
m
es
de
la
th
éo
rie
de
sg
ro
up
es
et
la
dé
ve
lo
pp
er
;l
es
ym
bo
le
de
co
ns
ta
nt
e
e

co
rr
es
po
nd
àl
’él
ém
en
tn
eu
tre
,l
es
ym
bo
le
ià
la
fo
nc
tio
n
in
ve
rs
ee
tl
es
ym
bo
le
⋅

àl
al
oi
de
gr
ou
pe
.L
ap
ro
pr
ié
té
,p
ou
ru
n
gr
ou
pe
,d
’ê
tre
co
m
m
ut
at
if
s’é
cr
it,
pa
r

ex
em
pl
e,
∀
x∀
yx

⋅y
=
y⋅
x.

c)
An
ne
au
x.
L’
en
se
m
bl
eF
0
po
ss
èd
ed
eu
x
élé
m
en
ts
0
et
1;
l’e
ns
em
bl
eR

2
po
s-

sè
de
qu
at
re
élé
m
en
ts
+
,−
,⋅
et
=
.

d)
G
éo
m
ét
rie
pl
an
e.
L’
en
se
m
bl
e
R 1
po
ss
èd
e
de
ux
él
ém
en
ts
D
et
P,
co
rr
es
-

po
nd
an
tr
es
pe
ct
iv
em
en
tà
la
pr
op
rié
té
d’
êt
re
un
ed
ro
ite
et
àl
ap
ro
pr
ié
té
d’
êt
re

un
po
in
t;
l’e
ns
em
bl
e
R 2
po
ss
èd
e
un
él
ém
en
t∈
,c
or
re
sp
on
da
nt
à
la
re
la
tio
n

d’
in
ci
de
nc
e,
c’
es
t-à
-d
ire
,p
ou
ru
n
po
in
td
’ap
pa
rte
ni
rà
un
ed
ro
ite
.L
’a
xi
om
ed
es

pa
ra
llè
le
ss
’é
no
nc
ep
ar
ex
em
pl
e

∀
x∀
y(
P(
x)
∧
D
(
y)
∧
¬
x
∈
y)
⇒

(∃
z(
D
(z

)
∧
∀
t(
P(
t)
∧
t∈
z
⇒

¬
t∈
y)

),

c’
es
t-à
-d
ire
po
ur
to
ut
po
in
tx
et
to
ut
ed
ro
ite
y
ne
co
nt
en
an
tp
as
x,
il
ex
ist
eu
ne

dr
oi
te
z
pa
ss
an
tp
ar
x
et
ne
co
nt
en
an
ta
uc
un
po
in
td
e
y.

2.
2.
Te
rm
es

2.
2.
1.
—
O
n
�x
e
un
la
ng
ag
e
du
pr
em
ie
ro
rd
re

L
=
((
R n

),
(F
n)

).
O
n
no
te
ra

A
L
l’a
lp
ha
be
tc
or
re
sp
on
da
nt
,r
éu
ni
on
de
V
,d
es
R n
,d
es
F n
,e
td
el
’en
se
m
bl
ed
es

sy
m
bo
le
sl
og
iq
ue
s¬
,∧
,∨
,⇒
,⇔
,(
,)
.

D
é�
ni
tio
n
(2
.2
.2
).
—
O
n
no
te

T
L
l’i
nt
er
se
ct
io
n
de
to
ut
es
les
pa
rt
ies
T
de
A
∗ L
qu
i

vé
ri�
en
tl
es
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
:

–
T
co
nt
ien
tl
es
sy
m
bo
les
de
va
ria
bl
es
V
;

–
Po
ur
to
ut
en
tie
rn

∈
N
,t
ou
ts
ym
bo
le
f
∈
F n
de
fo
nc
tio
n
n-
ai
re
et
to
ut
es
ui
te

(t
1,
..
.,
t n
)
d’
élé
m
en
ts
de
T,
le
m
ot
ft
1.
..
t n
ap
pa
rt
ien
tà
T.

O
n
vo
it
im
m
éd
ia
te
m
en
tq
ue

T
L
vé
ri�
el
es
de
ux
pr
op
rié
té
sp
ré
cé
de
nt
es
;c
’es
t

do
nc
la
pl
us
pe
tit
ep
ar
tie
de
A
∗ L
qu
il
es
vé
ri�
e.
U
n
él
ém
en
td
eT

L
es
ta
pp
el
éu
n

te
rm
ed
an
sl
el
an
ga
ge
L.
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SoitT
unepartiedeA

∗L .PourprouverqueT
contient

T
L ,ilsu�

td’établirles
propriétésdeladé�nition.C

eladonnelieu
àunem

éthodede«raisonnem
ent

parrécurrencesurladé�nition
d’un

term
e».Parexem

ple,on
véri�eainsique

lesseulssym
bolesapparaissantdansun

term
esontlessym

bolesdefonctionset
devariables.D

em
êm
e,l’ensem

ble
T
L

{ε}
véri�elespropriétésdeladé�nition,

donclem
otviden’estpasun

term
e.

2.2.3.
—
O
n
dé�nitparrécurrenceunesuitecroissante

(T
(h)
L

)dem
otsdela

façon
suivante:on

pose
T
(0)
L

=
V
∪
F
0 et,siT

(h)
L
estdé�ni,on

dé�nit
T
(h+1)
L

com
m
e
la
réunion

de
T
(h)
L
etde

l’ensem
ble
des
m
ots
de
la
form

e
ft1 ...tn ,

où
n
∈
N
∗,f

∈
F
n
ett1 ,...,tn

∈
T
(h)
L
.Parrécurrence,on

a
T
(h)
L

⊂
T
L
pour

toutentierh.O
n
véri�eim

m
édiatem

entquel’ensem
ble
⋃
h∈N

T
(h)
L
véri�eles

propriétésde
la
dé�nition

précédente.Parsuite,T
L
=
⋃
h∈N

T
(h)
L
.La

hauteur
d’un

term
e
testlepluspetitentierh

telque
t
∈
T
(h)
L
.

Rem
arque(2.2.4).—

Ladé�nition
desterm

esn’estpastoutàfaitconform
eà

l’habitudem
athém

atique.Parexem
ple,sifestun

sym
boledefonction

binaireet
x,y

sontdesvariables,on
écritfxy

au
lieu

de
f(x,y).D

em
êm
e,on

écrit
=
xy

au
lieu

dex
=
y.Cettedé�nition

form
elles’avèretrèspratique,parcequ’elleest

conciseetinam
bigüe.Leplussouvent,nousécrironscependantlesterm

essous
leurform

eclassique.

2.2.5.
—
Pourv

∈V
,on

ditqu’un
term

etfaitintervenirlesym
bolev

s’ilexiste
uneoccurrencedecesym

boledansv.SiW
estunepartiedel’ensem

bleV
des

sym
bolesdevariables,on

note
T
L,W
l’ensem

bledesterm
esquinefontintervenir

quelessym
bolesdevariablesappartenantàW

.O
n
véri�eim

m
édiatem

entque
l’ensem

ble
T
L,W
estl’intersection

despartiesdeA
∗L quivéri�entladé�nition

2.2.2
où
l’on

rem
placeV

parW
danslaprem

ièrepropriété.

2.2.6.
—
O
n
dé�nitlepoidsp

(x
)d’un

sym
bole

x
deA

L delafaçon
suivante:

six
∈
V
,on

pose
p
(x

)
=
−1;six

∈
F
n ,on

pose
p
(x

)
=
n
−
1;sinon,on

pose
p
(x

)
=
0.

Soitm
∈A

∗L ;on
appellepoidsdu

m
otm

lasom
m
edespoidsdessym

bolesqui
leconstituent:sim

=
x
1 ...x

n ,alorsp
(m

)
=
p
(x
1 )
+
⋅⋅⋅+

p
(x
n ).

C
H
A
PITR

E
4

TH
ÉO
R
IE
D
E
LA
D
ÉM
O
N
STR
ATIO

N
—

RA
ISO
N
N
ER

«Pourdel’esprit,j’en
ai,sansdoute;etdu

bon
goût,

À
jugersansétudeetraisonnerdetout.»

—
M
olière,LeM

isanthrope,acteiii,scène1

C
e
chapitre

estconsacré
aux
aspectssyntaxiquesde

la
logique

du
prem

ier
ordre,c’est-à-direàladé�nition

d’unedém
onstration

form
elleetàl’étudedes

form
ulesquien

possèdentune.
SoitL

un
langagedu

prem
ierordreetsoitT

unethéoriedeL.Pardé�nition,on
diraqu’uneform

uleclosem
sedéduitdeT

s’ilexisteunesuite�nie
(m

1 ,...,m
n )

de
form

ules
closes

telles
que

pour
tout

i,soitm
i
∈
T,soitm

i se
déduitde

(m
1 ,...,m

i−1 )
par
application

d’une
règle

de
déduction,etsim

n
=
m
.U
ne

tellesuiteestappeléedém
onstration

dem
dansT.Cesrèglesdedéduction

sont
soum

isesàdeux
tensionsopposées:

–
Être«raisonnables»,au

sensoù
unedém

onstration
form

elledoitconduire,
unefoisconvenablem

entinterprétée,àun
énoncévrai;

–
Être«com

plètes»,c’est-à-direprouvertoutcequipeutl’être.
Laprem

ièrecontrainteseravéri�éedansleparagraphe4.2:on
dém

ontrequesi
uneform

ule
m
possèdeunedém

onstration
form

elledansunethéorieT,alors
m
estvraiedanstoutm

odèledeT.La
secondecontrainteestLethéorèm

ede
com

plétudedeG
ödel(théorèm

e4.5.3).véri�ela
secondecontrainte:sim

est
vraiedanstoutm

odèledeT,alorsm
possèdeunedém

onstration
dansT.

Lesrèglesde
déduction

sontde
deux

types:deux
d’entre

elles,m
oduspo-

nensetgénéralisation,disentcom
m
entécrire

de
nouvellesform

ulesà
partir

deprécédentes;lesautressontdesaxiom
es,parfoisappelésaxiom

eslogiques:
tautologies,syntaxedesquanti�cateurs,égalité.C

om
m
enousavonsautoriséla

réalisation
vide,lesrèglesque

nousdonnonsci-dessousdi�èrentlégèrem
ent

decellesproposéesdanslaplupartdesouvrages,notam
m
entparC

ori&
Las-

car
(2003a).C

esauteursintroduisentparexem
ple
la
règle

de
particularisa-

tion
(4.1.4.3)(∀vm

⇒
m
(t),où

m
estuneform

uleettun
term

e)m
êm
elorsque
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Pr
op
os
iti
on
(2
.2
.7
).
—
So
it
t∈
A
∗ L
un
m
ot
ne
fa
isa
nt
in
te
rv
en
ir
qu
ed
es
sy
m
bo
les

de
va
ria
bl
es
et
de
fo
nc
tio
ns
.P
ou
rq
ue
ts
oi
tu
n
te
rm
ei
lf
au
te
ti
ls
u�
tq
ue
les
de
ux

pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
so
ien
ts
at
isf
ai
te
s:

(i)
O
n
a
p(
t)
=
−
1;

(ii
)
Po
ur
to
ut
se
gm
en
ti
ni
tia
lt

′ d
et
te
lq
ue
t′
≠
t,
on
a
p(
t′ )

⩾
0.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it

T
′ L
l’e
ns
em
bl
e
T
de
s
m
ot
s
qu
iv
ér
i�
en
tc
es
pr
op
rié
-

té
s;
dé
m
on
tr
on
sq
ue

T
′ L
sa
tis
fa
it
le
sc
on
di
tio
ns
én
on
cé
sd
an
sl
a
dé
�n
iti
on
de

l’e
ns
em
bl
ed
es
te
rm
es
.

–
So
it
tu
n
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
eo
u
de
co
ns
ta
nt
e.
A
lo
rs
p(
t)
=
−
1p
ar
dé
�n
iti
on
.

D
ep
lu
s,
si
t′
es
tu
n
se
gm
en
ti
ni
tia
ld
ist
in
ct
de
t,
on
at

′ =
ε,
ca
rt
es
td
el
on
gu
eu
r1
,

do
nc
p(
t′ )

=
0.

–
So
it
f
∈
F n
,s
oi
tt
1,
..
.,
t n
de
s
te
rm
es
de

T
′ L
et
so
it
t
=
ft
1.
..
t n
.O
n
a

p(
t)

=
p(
f)
+
p(
t 1)

+
⋅⋅
⋅+
p(
t n
)
=

(n
−
1)
+
(−
n)

=
−
1.
So
it
d’
au
tr
e
pa
rt
t′

un
se
gm
en
ti
ni
tia
ld
e
t.
Si
t′
=

ε,
al
or
s
p(
t′ )

=
0.
Si
no
n,
il
ex
ist
e
un
en
tie
rm

te
lq
ue
1⩽
m

⩽
n
et
un
se
gm
en
ti
ni
tia
lt

′ m
de
t m
te
lq
ue
t′
=
ft
1.
..
t m

−1
t′ m
;p
ar

ré
cu
rr
en
ce
,o
n
aa
lo
rs

p(
t′ )

=
p(
f)
+
m
−1 ∑ k=
1
p(
t i)

+
p(
t′ m

)
=
(n

−
1)
−
(m

−
1)
+
p(
t′ m

)
⩾
n
−
m
⩾
0.

Pa
rd
é�
ni
tio
n
de
l’e
ns
em
bl
ed
es
te
rm
es
,o
n
ad
on
cT

L
⊂

T
′ L.

In
ve
rs
em
en
t,
so
it
tu
n
m
ot
vé
ri�
an
tc
es
pr
op
rié
té
se
td
ém
on
tro
ns
pa
rr
éc
ur
-

re
nc
es
ur
la
lo
ng
ue
ur
de
tq
ue
te
st
un
te
rm
e.
Co
m
m
e
p(

ε)
=
0
et
p(
t)
=
−
1,
on

a
ℓ(
t)
>
0;
so
it
do
nc
fl
ep
re
m
ie
rs
ym
bo
le
de
t.
Si
fe
st
un
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
e

ou
de
co
ns
ta
nt
e,
on
a
p(
f)

=
−
1;
pa
rs
ui
te
,f
n’
es
tp
as
un
se
gm
en
ti
ni
tia
ls
tr
ic
t

de
t,
do
nc
t
=
f
et
te
st
un
te
rm
e.
Si
no
n,
f
es
tu
n
sy
m
bo
le
de
fo
nc
tio
n
do
nt

l’a
rit
ée
st
⩾
1;
no
to
ns
n
ce
tte
ar
ité
.P
ui
sq
ue
p(
f)

=
n
−
1⩾
0,
la
lo
ng
ue
ur
de
f

es
ta
u
m
oi
ns
ég
al
eà
2.

Éc
riv
on
st

=
x 1
..
.x
m
,d
e
so
rt
e
qu
e
m

=
ℓ(
t)
et
f
=
x 1
.P
ou
ri

∈
{1
,.
..
,m

},
po
so
ns
p i
=
1+
p(
x 1
..
.x
i)
.P
ar
hy
po
th
ès
e,
on
ap
1
=
n,
p i
⩾
1p
ou
ri

∈
{1
,.
..
,m

−

1}
,e
tp

m
=
0.
C
om
m
e
p i
−
p i
−1
=
p(
x i
)
⩾
−
1p
ou
rt
ou
ti
,p
i
at
te
in
ta
u
m
oi
ns

un
e
fo
is
ch
aq
ue
va
le
ur
en
tr
e
0
et
n.
Po
ur
k
∈
{1
,.
..
,n

},
so
it
j k
le
pl
us
pe
tit

en
tie
r
j⩾
1t
el
qu
e
p j

=
n
−
k.
Pa
rl
e
m
êm
e
ar
gu
m
en
t,
p i
at
te
in
tn

−
k
av
an
t

d’
av
oi
r
at
te
in
tn

−
k
−
1,
de
so
rt
e
qu
e
l’o
n
a
1
⩽
j 1
<
⋅⋅
⋅
<
j n

⩽
m
.P
os
on
s

al
or
s
t 1
=
x 2
..
.x
j 1,
t 2

=
x j
1+
1.
..
x j
2,.
..,
t n

=
x j
n−
1+
1.
..
x j
n
.A
lo
rs
,
ft
1.
..
t n
es
t



22
CH
A
PITRE

2.LA
N
G
AG
ES
D
U
PREM

IER
O
RD
RE
—
PARLER

un
segm

entinitialde
ttelque

p
(ft1 ...tn )

=
p
(x
1 ...x

jn )
=
p
jn
−
1
=
−1;par

hypothèse,on
adonc

t
=
ft1 ...tn (etjn

=
m
).

D
ém
ontronsquelesm

otst1 ,...,tn sontdesterm
es.Soiti

∈
{1,...,n

}.O
n

a
p
(ti )

=
p
ji −
p
ji
−
1
=
− 1parconstruction

desentiers
ji .Soitt ′un

segm
ent

initialde
ti distinctde

ti ,etsoit
j
∈
{ji−1 ,...,ji

−
1}
l’unique

entier
telque

t ′=
x
ji
−
1 +1 ...x

j ;pardé�nition
del’entier

ji ,on
a
p
(t ′)

=
p
j −
p
ji
−
1 >
p
ji −
p
ji
−
1 =

− 1,desorteque
p
(t ′)

⩾
0.C
om
m
elalongueurde

ti eststrictem
entinférieure

à
m
−
1,l’hypothèsederécurrenceentraîneque

ti estun
term

e.
Com

m
e
festun

sym
boledefonction

d’aritén,ilen
résulteque

t
=
ft1 ...tn

estun
term

e,cequ’ilfallaitdém
ontrer.

Corollaire(2.2.8).—
Soitt

∈
T
L .Aucun

segm
entinitialdet,distinctdet,n’est

un
term

e.

D
ém
onstration.—

Considéronsen
e�etun

segm
entinitialt ′de

ttelque
t ′≠
t.

D
’aprèslaproposition,on

a
p
(t ′)

⩾
0.Com

m
elepoidsd’un

term
eestégalà

−1,
donc

t ′n’estpasun
term

e.

�
éorèm

e(2.2.9).—
Soitt

∈
T
L un

term
e.Alorsune,etuneseule,desassertions

suivantesestvéri�ée:
i)
testun

sym
boledevariabledeL;

ii)
Ilexisteun

uniqueentiern
⩾
0,un

uniquesym
boledefonction

n-aire
f,et

uneuniquesuite
(t1 ,...,tn )determ

estelsquet
=
ft1 ...tn .

D
ém
onstration.—

Lefaitqu’unedesdeux
assertionssoitvraiesevéri�eim

m
é-

diatem
entparrécurrencesurla

dé�nition
d’un

term
e.D
’autrepart,cesdeux

cass’excluentm
utuellem

entpuisquedanslesecond,leprem
iersym

boledetest
un
élém

entdeF
n ,doncn’appartientpasàV

.
Supposonsdonc

que
l’on

aitt
=
ft1 ...tn

=
gu
1 ...u

m ,pourdessym
boles

de
fonction

f
∈
F
n ,g

∈
F
m ,etdesterm

es
t1 ,...,tn ,u

1 ,...,u
m .D

ém
ontrons

que
f
=
g,n

=
m
,etque

ti
=
u
i pourtouti.En

considérantla
prem

ièrelettre
de
t,on

voitque
f
=
g;en

particulier,n
=
m
.D
ém
ontronsparrécurrenceque

ti
=
u
i pourtouti.Raisonnonsparl’aburde

:supposonst1
=
u
1 ,...,ti−1

=
u
i−1

etti
≠
u
i .Puisque

ft1 ...ti−1
=
gu
1 ...u

i−1 et
ft1 ...tn

=
gu
1 ...u

n ,on
a
donc

ti ...tn
=
u
i ...u

n .Supposonsque
la
longueurde

ti estinférieure
ou
égale

à
celle

de
u
i ;alorsti estun

segm
entinitialde

u
i ;com

m
e
ti estun

term
e,on

a
p
(ti )

=
−1;celaentraîneque

ti
=
u
i .
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En
choisissantune

partie
S
de
B
de
cardinalα,on

déduitdu
théorèm

e
de

Löwenheim
–Skolem

qu’ilexisteun
m
odèleB ′deB

contenantSetdontlecardinal
estégalà

α.
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un
él
ém
en
ti
m
te
lq
ue
m

∈
S i
;s
oi
tI

′ l
’e
ns
em
bl
e,
�n
i,
de
ce
si
m
.S
iu
ne
th
éo
rie

co
ns
ist
an
te
T
ap
pa
rt
ie
nt
à
⋂
i∈I

′
F i
,a
lo
rs
T
ap
pa
rt
ie
nt
à
F i
po
ur
to
ut
i,
do
nc
T

co
nt
ie
nt
S′
,c
eq
ui
co
nt
re
di
tl
ad
é�
ni
tio
n
po
ur
un
et
hé
or
ie
d’
êt
re
co
ns
ist
an
te
.P
ar

su
ite
, ⋂

i∈I
′
F i
=
∅
.

So
it
T
et
T′
de
st
hé
or
ie
sc
om
pl
èt
es
te
lle
sq
ue
T
≠
T′
.I
le
xi
ste
do
nc
m
∈
T
te
l

qu
e
m

/∈
T′
;o
n
a
do
nc

¬
m

∈
T′
.A
lo
rs
,V

m
et
V
¬m
so
nt
de
sv
oi
sin
ag
es
ou
ve
rt
s

de
T
et
T′
re
sp
ec
tiv
em
en
t,
di
sjo
in
ts.
C
el
ae
nt
ra
în
eq
ue

T
L
es
ts
ép
ar
é.

L’
es
pa
ce
to
po
lo
gi
qu
eT

L
vé
ri�
el
’a
xi
om
ed
eB
or
el–
Le
be
sg
ue
et
es
ts
ép
ar
é;
il

es
td
on
cc
om
pa
ct
.

D
ém
on
tr
on
s
en
�n
qu
e

T
L
es
tt
ot
al
em
en
td
isc
on
tin
u,
c’
es
t-à
-d
ire
qu
e
se
s

co
m
po
sa
nt
es
co
nn
ex
es
so
nt
ré
du
ite
sà
de
sp
oi
nt
s.
So
it
T
un
et
hé
or
ie
co
m
pl
èt
e

so
it
U
sa
co
m
po
sa
nt
ec
on
ne
xe
da
ns

T
L
;d
ém
on
tr
on
sq
ue
U
=
{T

}.
Po
ur
to
ut
e

fo
rm
ul
ec
lo
se
m
ap
pa
rte
na
nt
àT
,l
’en
se
m
bl
eU

∩
V
m
es
to
uv
er
te
tf
er
m
éd
an
sU
,

et
co
nt
ie
nt
T,
do
nc
es
té
ga
là
U
;o
n
ad
on
cU

⊂
V
m
.L
’in
te
rs
ec
tio
n,
po
ur
m
∈
T,

de
se
ns
em
bl
es
V
m
es
tl
’e
ns
em
bl
ed
es
th
éo
rie
sc
om
pl
èt
es
co
nt
en
an
tT
,d
on
ce
st

ég
al
eà

{T
}.
C
el
ap
ro
uv
eq
ue
U
⊂
{T

}.

�
éo
rè
m
e(
3.
9.
4)
(T
ar
sk
i).
—
So
it
A
un
er
éa
lis
at
io
n
in
�n
ie
de
L.
Po
ur
to
ut
ca
r-

di
na
lα

⩾
su
p(
Ca
rd

(A
),
Ca
rd

(L
))
,i
le
xi
ste
un
ee
xt
en
sio
n
élé
m
en
ta
ire
B
de
A
de

ca
rd
in
al

α.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
L′
le
la
ng
ag
eo
bt
en
u
en
ad
jo
ig
na
nt
à
L
un
ef
am
ill
ed
e

sy
m
bo
le
sd
ec
on
sta
nt
es

(c
i)
in
de
xé
ep
ar
un
en
se
m
bl
eI
de
ca
rd
in
al

α.
So
it
T′
l’e
ns
em
bl
ed
ef
or
m
ul
es
clo
se
sd
u
la
ng
ag
eL

′ o
bt
en
u
en
ad
jo
ig
na
nt
àT

le
sf
or
m
ul
es
c i
≠
c j
po
ur
to
ut
co
up
le

(i
,j
)
d’
élé
m
en
ts
de
It
els
qu
e
i≠
j.

D
ém
on
tro
ns
qu
eT

′ e
st
co
ns
ist
an
t.
D
’ap
rè
sl
et
hé
or
èm
ed
ec
om
pa
cit
é,
il
su
�
t

de
pr
ou
ve
rq
ue
to
ut
ep
ar
tie
�n
ie
de
T′
es
tc
on
sis
ta
nt
e;
un
et
el
le
pa
rt
ie
�n
ie
es
t

co
nt
en
ue
da
ns
la
ré
un
io
n
T′ J
de
T
et
de
l’e
ns
em
bl
ed
ef
or
m
ul
es
c i
≠
c j
,p
ou
ri

≠
j

da
ns
un
en
se
m
bl
e
�n
iJ
.C
om
m
e
A
es
ti
n�
ni
,i
le
xi
st
e
un
e
fa
m
ill
e
(a
i)
i∈J
te
lle

qu
ea

i
≠
a j
po
ur
i≠
j.
O
n
ob
se
rv
ea
lo
rs
qu
eA
,m
un
id
es
in
te
rp
ré
ta
tio
ns
cA i

=
a i
,

po
ur
i∈
J,
es
tu
n
m
od
èl
e
de
T′ J
.P
ar
su
ite
,T

′ e
st
co
ns
ist
an
t,
do
nc
po
ss
èd
e
un

m
od
èle
.

So
it
B
un
m
od
èle
de
T′
.C
’es
tu
ne
ré
al
isa
tio
n
B
de
L
m
un
ie
d’
un
ef
am
ill
e(
b i
) i
∈I

da
ns
la
qu
ell
el
es
fo
rm
ul
es
de
T
d’
un
ep
ar
t,
les
fo
rm
ul
es
b i
≠
b j
po
ur
i≠
jd
’au
tre

pa
rt
,s
on
ts
at
isf
ai
te
s.
Pa
rs
ui
te
,B
es
tu
n
m
od
èle
de
T
et
Ca
rd

(B
)
⩾
Ca
rd

(I
)
=

α.
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Co
ro
lla
ire
(2
.2
.10
).
—
So
it
s∶
V
→

T
L
un
e
ap
pl
ica
tio
n.
Il
ex
ist
e
un
e
un
iq
ue

ap
pl
ica
tio
n

σ
∶
T
L
→

T
L
vé
ri�
an
tl
es
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
:

a)
Si
te
st
un
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
e,
al
or
sσ

(t
)
=
s(
t)
;

b)
Si
f
∈
F n
,t
1,
..
.,
t n
∈
T
L,
al
or
sσ

(
ft
1.
..
t n
)
=
fσ

(t
1)
..
.σ

(t
n)
.

Le
te
rm
e

σ(
t)
es
ta
pp
el
ét
er
m
ed
éd
ui
td
e
tp
ar
su
bs
tit
ut
io
n
de
st
er
m
es
s(
x)

au
x
va
ria
bl
es
x.

En
pr
at
iq
ue
,o
n
di
sp
os
ed
’u
ne
pa
rt
ie
�n
ie

{
x 1
,.
..
,x
k}
de
va
ria
bl
es
(d
eu
x
à

de
ux
di
sti
nc
te
s)
et
de
te
rm
es
u 1
,.
..
,u
k,
l’a
pp
lic
at
io
n
sé
ta
nt
dé
�n
ie
pa
rs

(x
i)
=
u i

po
ur
to
ut
i,
et
s(
x)

=
x
po
ur
x
∈
V

{
x 1
,.
..
,x
k}
.D
an
sc
e
ca
s,
le
te
rm
e

σ(
t)

es
tp
ar
fo
is
no
té
t u
1/x

1,.
..,
u k
/x
k.
Il
ar
riv
ea
us
si
qu
el
et
er
m
e
ts
oi
tn
ot
é
t(
x 1
,.
..
,x
k)

po
ur
m
et
tr
e
en
va
le
ur
le
sv
ar
ia
bl
es
;d
an
sc
e
ca
s,
le
te
rm
e

σ(
t)
pe
ut
êt
re
no
té

t(
u 1
,.
..
,u
k)
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Il
dé
co
ul
ed
u
th
éo
rè
m
ep
ré
cé
de
nt
qu
ec
es
co
nd
iti
on
sd
é�
-

ni
ss
en
tu
ne
un
iq
ue
ap
pl
ic
at
io
n

σ
∶
T
L
→
A
∗ L.
O
n
dé
m
on
tre
al
or
sp
ar
ré
cu
rr
en
ce

su
rl
ad
é�
ni
tio
n
d’
un
te
rm
eq
ue

σ(
t)
es
tu
n
te
rm
e,
po
ur
to
ut
te
rm
e
t.

2.
2.
11
.
So
us
-t
er
m
es
.
—
So
it
tu
n
te
rm
e
da
ns
le
la
ng
ag
e
L.
O
n
dé
�n
it
pa
rr
é-

cu
rr
en
ce
l’e
ns
em
bl
es
t(
t)
de
ss
ou
s-
te
rm
es
de
L
:

–
Si
te
st
un
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
ev
,a
lo
rs
st(
t)
=
{
t}
;

–
Si
t=
ft
1.
..
t n
,o
ù
f
∈
F n
et
t 1,
..
.,
t n
∈
T
L,
al
or
ss
t(
t)
es
tl
ar
éu
ni
on
de

{
t}

et
de
l’e
ns
em
bl
es
om
m
ed
es
en
se
m
bl
es
st(
t i)
,p
ou
ri

∈
{1
,.
..
,n

}.
Ce
te
ns
em
bl
ee
st
na
tu
re
lle
m
en
tm
un
id
’u
ne
re
lat
io
n
d’
or
dr
e,
ell
e-
m
êm
ed
é�
ni
e

pa
rr
éc
ur
re
nc
e:
si
t′
et
t′′
so
nt
de
ss
ou
s-
te
rm
es
de
t,
t′
⪯
t′′
si
t′
es
tu
n
so
us
-te
rm
e

de
t′′
.O
n
vo
it
qu
es
t(
t)
s’o
rg
an
ise
en
un
ar
br
e(
in
ve
rs
é)
qu
’o
n
ap
pe
lle
l’a
rb
re

d’
év
alu
at
io
n
du
te
rm
et
:L
ep
lu
sg
ra
nd
élé
m
en
tt
es
ta
u
so
m
m
et
;s
it

=
ft
1.
..
t n
,

le
s�
ls
de
ts
on
tl
es
te
rm
es
t 1,
..
.,
t n
,e
ta
in
si
de
su
ite
pa
rr
éc
ur
re
nc
e.

D
on
no
ns
l’e
xe
m
pl
ed
u
te
rm
e
t=

−
+
⋅x
xy
1d
u
la
ng
ag
ed
es
an
ne
au
x,
où
1e
st

un
sy
m
bo
le
de
co
ns
ta
nt
e
et
x,
y
de
ss
ym
bo
le
sd
e
va
ria
bl
es
.c
or
re
sp
on
da
nt
au

po
ly
nô
m
ex

2
+
y−
1.
Ap
pl
iq
uo
ns
la
dé
�n
iti
on
:

st(
t)
=
{
t}
∪
st(
+
⋅x
xy

)
∪
st(
1)

=
{−
+
⋅x
xy
1,
+
⋅x
xy
,1
}
∪
st(
⋅x
x)
∪
st(
y)

=
{−
+
⋅x
xy
1,
+
⋅x
xy
,1
,⋅x
x,
y,
x,
x}
.



24
CH
A
PITRE

2.LA
N
G
AG
ES
D
U
PREM

IER
O
RD
RE
—
PARLER

Prendregardequelesdeux
élém

entsx
�gurantdanslaform

uleprécédentesont
distincts:ilscorrespondentaux

deux
argum

entsdu
sym
boledefonction

⋅.La
représentation

en
arbre

estindiquée
dansla

�gure
1;on

a
écritdanschaque

nœ
ud
un
sym
boledevariableou

defonction,lesous-term
ecorrespondants’en

déduiten
lisantlesous-arbrequien

estissu.−

⋅

+

x
x

y

1

Figure
1.
A
rbred’évaluation

du
term

e
−
+
⋅xxy1

2.3.
Form

ules

O
n
�xeun

langageL.

D
é�nition

(2.3.1).—
Un
m
otm

dansl’alphabetA
L estappeléform

uleatom
ique

s’ilexisteun
entiernatureln,un

sym
bolederelation

r
∈R

n etunesuite
(t1 ,...,tn )

determ
esdu

langageL
telsquem

=
rt1 ...tn .

Proposition
(2.3.2).—

Soitm
uneform

uleatom
iquedanslelangageL.Ilexiste

un
unique

entier
n,un

unique
sym
bole

de
relation

r
∈
R
n
etune

unique
suite

(t1 ,...,tn )determ
esdu

langageL
telsquem

=
rt1 ...tn .

D
ém
onstration.—

Soitk
un
entier,s

∈
R
k
un
sym
bole

de
relation

k-aire
et

(u
1 ,...,u

k )
une

suite
de
term

esdansle
langage

L
telsque

m
=
su
1 ...u

k .D
é-

m
ontrons

que
k
=
n,s

=
r
et

(u
1 ,...,u

k )
=

(t1 ,...,tn ).C
onsidérons

la
va-

rianteL ′du
langageL

dontl’ensem
bledesym

bolesdefonctionslaréunion
des

ensem
blesde

sym
bolesde

fonctionsetde
sym
bolesde

relationsde
L.Sitest

un
term

edanslelangageL,c’estencoreun
term

edanslelangageL ′;com
m
e

restsym
bole

de
fonction

du
langage

L,le
m
otm

estun
term

e
du
langage

L ′.
D
’aprèslethéorèm

edelectureuniquedesterm
es,ilexisteon

a
k
=
n,s

=
ret

(u
1 ,...,u

k )
=
(t1 ,...,tn ),cequ’ilfallaitdém

ontrer.
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l’ultra�ltre
F
,l’ensem

bledesparties�niesdeT
contenantm

appartientà
F
.

D
’aprèslethéorèm

edeŁos,laform
ulem

estdoncréaliséedansA
.

3.9.2.
—
SoitT

L l’ensem
bledesthéoriescom

plètesdanslelangageL;c’estune
partiede

P
(F

L,∅
).

Pourtoutform
uleclosem

,notonsV
m
l’ensem

bledesthéoriescom
plètesqui

contiennentm
.Pourtouteensem

bleSdeform
ulescloses,notonsV

S
=
⋂
m∈S V

m
;

c’estl’ensem
bledesthéoriescom

plètesquicontiennentS.
O
n
aV

⊺
=

T
L etV

�
=
∅
.

Sim
etn

sontdes
form

ules
closes,alors

V
m
∩
V
n
=
V
(m∧n) ;en

e�et,si
m
,n
appartiennentàunethéoriecom

plèteT
etsiA

estun
m
odèledeT,alors

m
A
=
n
A
=
⊺,donc

(m
∧
n
) A

=
⊺,ce

quiprouve
que

(m
∧
n
)
appartient

à�
L (A

)
=
T.

Parsuite,lesensem
blesde

la
form

e
V
m
form

entune
base

d’ouvertsd’une
uniquetopologiesur

T
L :unepartiede

T
L estouvertesietseulem

entsic’est
uneréunion

departiesdelaform
eV

m .
O
bservonsque

V
m
∩
V
¬m

=
∅
etque

V
m
∪
V
¬m

=
T
L ,pourtoute

form
ule

closem
.En

e�et,siA
estuneréalisation

deL,alorssoitm
estsatisfaitedansA

,
soit

¬m
estsatisfaitedansA

,m
aispaslesdeux.Parsuite,lesensem

blesV
m
sont

ouvertsetferm
ésdans

T
L .

C
om
m
euneintersection

departiesferm
éesestferm

ée,V
S estferm

é,pour
toutensem

bleSdeform
ulescloses.Inversem

ent,soitF
unepartieferm

éede
T
L ;

soitU
son

com
plém

entaire
etsoitS

un
ensem

ble
de
form

ulesclosestelque
U
=
⋃
m∈S V

m
;alors,

F
=
⋂m∈S (T

L
V
m
)
=
⋂m∈S V

¬m
=
V
S
′,

où
S ′=

{¬m
;m

∈S}.

Corollaire(3.9.3).—
L’espacetopologique

T
L estcom

pactettotalem
entdiscon-

tinu.

D
ém
onstration.—

C
onsidérons

en�n
une

fam
ille

(F
i )i∈I de

parties
ferm

ées
de

T
L dontl’intersection

estvideetdém
ontronsqu’ilexisteunesous-fam

ille
�nied’intersection

vide.Pourtouti,soitS
i un

ensem
bledeform

ulesclosestel
queF

i
=
V
S
i ;posonsS

=
⋃
i S
i .O
n
aV

S
=
⋂
i V
S
i =
⋂
i F
i
=
∅
,cequisigni�eque

l’ensem
bleSn’estpasconsistant.D

’aprèslethéorèm
edecom

pacité,ilexisteune
partie�nieS ′deS

quiestinconsistante.Pourtouteform
ulem

∈S ′,choisissons
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3.
8.
5.
—
So
it
t∈

T
L
un
te
rm
ee
ts
oi
tV
l’e
ns
em
bl
ed
es
sy
m
bo
les
de
va
ria
bl
es
qu
i

ap
pa
ra
iss
en
td
an
st
.O
n
dé
m
on
tr
ep
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
rl
ad
é�
ni
tio
n
d’
un
te
rm
e

qu
el
’in
te
rp
ré
ta
tio
n
tA

F
de
td
an
sl
a
st
ru
ct
ur
eA

F
es
tl
’a
pp
lic
at
io
n
de

(A
F
)V

da
ns
A

F
dé
du
ite
de
sa
pp
lic
at
io
ns
tA

i
∶
A
V i
→
A
i.

So
it
m

∈
F
L
un
e
fo
rm
ul
e
et
so
it
V
l’e
ns
em
bl
e
de
s
sy
m
bo
le
s
de
va
ria
bl
es

lib
re
s
de
m
.O
n
dé
m
on
tr
e
pa
r
ré
cu
rr
en
ce
su
r
la
dé
�n
iti
on
d’
un
te
rm
e
qu
e

l’i
nt
er
pr
ét
at
io
n
m
A

F
de
m
da
ns
la
st
ru
ct
ur
e
A

F
es
tl
’a
pp
lic
at
io
n
de

(A
F
)V

da
ns

{�
,⊺

}
dé
du
ite
de
sa
pp
lic
at
io
ns
m
A
i
∶
A
V i
→

{�
,⊺

}.

�
éo
rè
m
e(
3.
8.
6)
(Ł
os
).
—
So
it
L
un
la
ng
ag
e,
so
it
(A

i)
i∈I
un
ef
am
ill
ed
er
éa
lis
a-

tio
ns
de
L
et
so
it

F
un
ul
tra
�l
tre
su
rl
’en
se
m
bl
eI
.S
oi
tA

F
=
∏

F i∈I
A
il
’u
ltr
ap
ro
du
it

de
la
fa
m
ill
e(
A
i)
se
lo
n
l’u
ltr
a�
ltr
eF

.
So
it
m

∈
F
L
un
ef
or
m
ul
ec
lo
se
da
ns
le
la
ng
ag
eL
.P
ou
rq
ue
la
fo
rm
ul
em

so
it

ré
al
isé
ed
an
sl
’u
ltr
ap
ro
du
it
A

F
,i
lf
au
te
ti
ls
u�
tq
ue
l’e
ns
em
bl
ed
es
i∈
It
els
qu
e

m
es
tr
éa
lis
ée
da
ns
A
i
ap
pa
rt
ien
ne
à

F
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
C
’e
st
ex
ac
te
m
en
tl
ad
é�
ni
tio
n
de
l’i
nt
er
pr
ét
at
io
n
de
la
fo
r-

m
ul
em

da
ns
la
ré
al
isa
tio
n
A

F
.

3.
9.

�
éo
rè
m
e
de
co
m
pa
ci
té
et
th
éo
rè
m
e
de
Ta
rs
ki

�
éo
rè
m
e(
3.
9.
1)
(�
éo
rè
m
ed
ec
om
pa
ci
té
,G
öd
el
).
—
So
it
L
un
la
ng
ag
ee
ts
oi
t

T
un
et
hé
or
ie.
Po
ur
qu
eT
so
it
co
ns
ist
an
te
,i
lf
au
te
ti
ls
u�
tq
ue
to
ut
ep
ar
tie
�n
ie

de
T
so
it
co
ns
ist
an
te
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
To
ut
e
pa
rt
ie
d’
un
e
th
éo
rie
co
ns
ist
an
te
es
tc
on
sis
ta
nt
e;
il

fa
ut
do
nc
dé
m
on
tr
er
qu
e
si
to
ut
e
pa
rt
ie
�n
ie
de
T
es
tc
on
sis
ta
nt
e,
al
or
sT
es
t

co
ns
ist
an
t.
L’
as
se
rt
io
n
es
té
vi
de
nt
e
si
T
es
t�
ni
e;
su
pp
os
on
sd
on
c
qu
e
T
so
it

in
�n
ie
.S
oi
tI
l’e
ns
em
bl
e(
in
�n
i)
de
sp
ar
tie
s�
ni
es
de
T
;p
ou
ri

∈
I,
on
no
te
ra
T i

la
th
éo
rie
i.
D
’a
pr
ès
l’e
xe
m
pl
e3
.7.
4,
il
ex
ist
eu
n
�l
tre

F
su
rI
te
lq
ue
po
ur
to
ut

i∈
I,
l’e
ns
em
bl
ed
es
pa
rt
ie
s�
ni
es
de
T
co
nt
en
an
ti
ap
pa
rt
ie
nt
àF
.D
’a
pr
ès
le

th
éo
rè
m
e3
.7.
5,
il
ex
ist
eu
n
te
l�
ltr
eq
ui
es
tu
n
ul
tr
a�
ltr
e.

Po
ur
to
ut
i
∈
I,
so
it
A
i
un
m
od
èl
e
de
la
th
éo
rie
T i
.S
oi
t
A

=
∏

F i∈I
A
i

l’u
ltr
ap
ro
du
it
de
la
fa
m
ill
e(
A
i)
le
lo
ng
de
l’u
ltr
a�
ltr
eF
.C
’e
st
un
er
éa
lis
at
io
n

du
la
ng
ag
eL
.D
ém
on
tro
ns
qu
ec
’e
st
un
m
od
èle
de
T.

So
it
m
∈
T.
D
ém
on
tr
on
sq
ue
m
es
tr
éa
lis
ée
da
ns
A
.P
ar
dé
�n
iti
on
de
ss
tr
uc
-

tu
re
sA

i,
la
fo
rm
ul
em

es
tr
éa
lis
ée
da
ns
A
i
dè
sq
ue
m
∈
T i
.P
ar
co
ns
tr
uc
tio
n
de

2.3
.F
O
RM
U
LE
S
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D
é�
ni
tio
n
(2
.3
.3
).
—
O
n
no
te

F
L
l’i
nt
er
se
ct
io
n
de
to
ut
es
les
pa
rt
ies
F
de
A
∗ L

vé
ri�
an
tl
es
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
:

–
F
co
nt
ien
tt
ou
te
sl
es
fo
rm
ul
es
at
om
iq
ue
s;

–
Po
ur
to
ut
m
ot
m
∈
F,
le
m
ot
¬
m
ap
pa
rt
ien
tà
F;

–
Po
ur
to
us
m
ot
s
m
,m

′
∈
F,
les
m
ot
s(
m
∨
m
′ )
,(
m
∧
m
′ )
,(
m
⇒
m
′ )
et

(m
⇔
m
′ )
ap
pa
rt
ien
ne
nt
à
F;

–
Po
ur
to
ut
m
ot
m
∈
F
et
to
ut
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
ev

∈
V
,l
es
m
ot
s∃
vm
et
∀
vm

ap
pa
rt
ien
ne
nt
à
F.

O
n
vo
it
im
m
éd
ia
te
m
en
tq
ue

F
L
vé
ri�
e
le
sq
ua
tr
e
pr
op
rié
té
sp
ré
cé
de
nt
es
;

c’
es
td
on
cl
ap
lu
sp
et
ite
pa
rt
ie
de
A
∗ L
qu
il
es
vé
ri�
e.
O
n
di
tq
u’
un
élé
m
en
td
eF

L
es
tu
ne
fo
rm
ul
ed
an
sl
el
an
ga
ge
L.
Si
m
et
m
′ s
on
td
es
fo
rm
ul
es
,o
n
di
tq
ue

¬
m

es
tl
an
ég
at
io
n
de
la
fo
rm
ul
em
,q
ue

(m
∨
m
′ )
et

(m
∧
m
′ )
so
nt
la
di
sjo
nc
tio
n
et

la
co
nj
on
ct
io
n
de
sf
or
m
ul
es
m
et
m
′ .S
oi
tF
un
ep
ar
tie
de
A
∗ L.
Po
ur
pr
ou
ve
rq
ue
F

co
nt
ie
nt

F
L,
il
su
�
td
’é
ta
bl
ir
le
sp
ro
pr
ié
té
sd
el
ad
é�
ni
tio
n.
C
el
ad
on
ne
lie
u
à

un
em
ét
ho
de
de
«r
ai
so
nn
em
en
tp
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
rl
ad
é�
ni
tio
n
d’
un
te
rm
e»
.

O
n
vé
ri�
ep
ar
ex
m
pl
ea
in
si
qu
el
em
ot
vi
de
n’
es
tp
as
un
ef
or
m
ul
e.

2.
3.
4.
—
O
n
dé
�n
it
pa
rr
éc
ur
re
nc
eu
ne
su
ite
cr
oi
ss
an
te

(F
(h
)

L
)
d’
en
se
m
bl
es

de
m
ot
sd
el
af
aç
on
su
iv
an
te
:o
n
no
te

F
(0
)

L
l’e
ns
em
bl
ed
es
fo
rm
ul
es
at
om
iq
ue
s

et
,s
iF

(h
)

L
es
td
é�
ni
,o
n
no
te

F
(h
+1
)

L
la
ré
un
io
n
de

F
(h
)

L
et
de
l’e
ns
em
bl
e
de
s

m
ot
sd
e
la
fo
rm
e
¬
m
,(
m
∨
m
′ )
,(
m
∧
m
′ )
,(
m
⇒
m
′ )
,(
m
⇔
m
′ )
,∃
vm
ou

∀
vm
,o
ù
m
,m

′ s
on
td
es
él
ém
en
ts
de

F
(h
)

L
et
v
∈
V
es
tu
n
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
e.

O
n
vo
it
pa
rr
éc
ur
re
nc
eq
ue
po
ur
to
ut
en
tie
rh
,F

(h
)

L
es
tc
on
te
nu
da
ns

F
L.
D
e

pl
us
,l
ar
éu
ni
on
⋃
h∈
N

F
(h
)

L
vé
ri�
el
es
pr
op
rié
té
sd
el
ad
é�
ni
tio
n
de
l’e
ns
em
bl
e

de
st
er
m
es
;c
ela
en
tra
în
el
’ég
al
ité

F
L
=
⋃
h∈
N

F
(h
)

L
.L
ah
au
te
ur
d’
un
ef
or
m
ul
em

es
tl
ep
lu
sp
et
it
en
tie
rh
te
lq
ue
m
∈
F
(h
)

L
.

2.
3.
5.
—
Si
m
es
tu
n
m
ot
,o
n
no
te
p′
(m

)
la
di
�é
re
nc
ed
u
no
m
br
ed
ep
ar
en
th
ès
es

ou
vr
an
te
se
td
u
no
m
br
ed
ep
ar
en
th
ès
es
fe
rm
an
te
sq
ui
ap
pa
ra
iss
en
td
an
sm
.

Pr
op
os
iti
on
(2
.3
.6
).
—
So
it
m
∈
F
L
un
ef
or
m
ul
ed
an
sl
el
an
ga
ge
L.

a)
O
n
a
p′
(m

)
=
0;

b)
Po
ur
to
ut
se
gm
en
ti
ni
tia
lm

′ d
em
,o
n
a
p′
(m

′ )
⩾
0;

c)
Si
le
pr
em
ier
sy
m
bo
le
de
m
es
t(
,a
lo
rs
p′
(m

′ )
⩾
1p
ou
rt
ou
ts
eg
m
en
ti
ni
tia
lm

′

de
m
qu
ie
st
di
sti
nc
td
eε
et
de
m
.
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2.LA
N
G
AG
ES
D
U
PREM

IER
O
RD
RE
—
PARLER

D
ém
onstration.—

a)
Raisonnonsparrécurrencesurladé�nition

d’unefor-
m
ule.Sim

estune
form

ule
atom

ique,alors
m
n’a
pas
de
parenthèse,donc

p ′(m
)
=
0;sim

estde
la
form

e
¬m

1 ,où
m
1 estune

form
ule,alors

p ′(m
)
=

p ′(m
1 )
=
0;sim

estdelaform
e
(m

1 ●m
2 ),alorsp ′(m

)
=
1+
p ′(m

1 )+
p ′(m

2 )−1
=

0;sim
estdelaform

e
∃vm

1 ou
∀vm

1 ,alorsp ′(m
)
=
p ′(m

1 )
=
0.L’assertion

en
résulte.
b)etc)

Raisonnonsencore
parrécurrence

surla
dé�nition

d’une
form

ule.
Soitm

′un
segm

entinitialde
m
,que

l’on
peutsupposerdistinctde

m
.Sim

estune
form

ule
atom

ique,alorsm
n’a
pasde

parenthèses,donc
m
′non

plus
etp ′(m

′)
=
0.Supposonsm

delaform
e
¬m

1 ;alorsilexisteun
segm

entinitial
m
′1 de

m
telque

m
′=

¬m
′1 ;on

adonc
p ′(m

′)
=
p ′(m

′1 )
⩾
0.Supposonsm

dela
form

e
(m

1 ●m
2 ),où

m
1 etm

2 sontdesform
ules.Siℓ(m

′)
=
0,alorsp ′(m

′)
=
0;si

1
⩽
ℓ(m

′)
⩽
1+
ℓ(m

1 ),alorsilexisteun
segm

entinitialm
′1 dem

1 telquem
′=

(m
′1 ,

donc
p ′(m

′)
=
1
+
p ′(m

′1 )
⩾
1.Si2

+
ℓ(m

1 )
⩽
ℓ(m

′)
<
ℓ(m

),ilexisteun
segm

ent
initialm

′2 dem
2 telquem

′=
(m

1 ●m
′2 ;on

adoncp ′(m
′)
=
1+
p ′(m

1 )+
p ′(m

′2 )
⩾
1.

Lesdeux
assertionsb)etc)en

résultent.

Corollaire
(2.3.7).—

Soitm
une

form
ule
etsoitm

′un
segm

entinitialde
m
,

distinctdem
.Alors,m

′n’estpasuneform
ule.

D
ém
onstration.—

Raisonnonsparrécurrencesurladé�nition
d’uneform

ule.
Le
m
otvide

n’estpasune
form

ule;on
suppose

dansla
suite

que
m
′
≠

ε.O
n

raisonneparl’absurde.Ily
alorsquatrecasàtraiter:

a)
Supposonsquem

soituneform
uleatom

ique.A
lors,m

′com
m
enceparle

prem
iersym

boledem
quin’estniuneparenthèse,nilesym

bole
¬,niun

sym
bole

dequanti�cateur.Sim
′estuneform

ule,c’estdoncuneform
uleatom

ique.M
ais

un
segm

entinitialstrictd’uneform
uleatom

iquen’estpasuneform
uleatom

ique,
contradiction.
b)
Supposonsque

m
com

m
enceparlesym

bole
¬.Ilen

estdem
êm
ede

m
′;

puisque
m
′estuneform

ule,ilexisteuneform
ule
m
′1 telleque

m
′=

¬m
′1 ;alors,

m
′1 estun

segm
entinitialdem

1 ,distinctdem
1 ;contradiction.

c)
Supposons

que
m
com

m
ence

par
une

parenthèse
ouvrante.D

’après
le

lem
m
eprécédent,on

aalorsp ′(m
′)
⩾
1,cequicontreditl’hypothèsequem

′est
uneform

ule.

3.8.U
LTRA

PRO
D
U
ITS,TH

ÉO
RÈM

E
D
E
ŁO
S
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Soit
(a
i ,b

i )i∈L un
élém

entdeC
.Pourtouti

∈J
L,choisissonsun

élém
ent

a
i arbitraire

de
A
i ;pourtouti

∈
K

L,choisissonsun
élém

entb
i arbitraire

deB
i .A
lors,f((a

i )i∈J ,(b
i )i∈K

)
=
(a
i ,b

i )i∈L .C
eladém

ontrequel’application
f

estsurjective.
Soit

(a
i ),(a ′i )

∈
A
,
(b
i ),(b ′i )

∈
B
telsque

(a
i )

∼
(a ′i )

et
(b
i )

∼
(b ′i ).Soit

J ′l’ensem
ble
des

i
∈
Jtelsque

a
i
=
a ′i ,soitK

′l’ensem
ble
des

i
∈
K
telsque

b
i
=
b ′i ;cesontdesélém

entsde
F
parhypothèse.C

om
m
el’ensem

bledesi
∈L

telsque
(a
i ,b

i )
=

(a ′i ,b ′i )
contientJ ′

∩
K
′,on

a
(a
i ,b

i )i∈L
∼

(a ′i ,b ′i )i∈L .C
ela

dém
ontrequel’application

festcom
patibleauxrelationsd’équivalencedé�nies

parl’ultra�ltre
F
danslesensem

blesA
,B,C.Elleinduitdonc,parpassageaux

quotients,uneapplication
φ
deA

F
×
A

F
surC

F
.

C
om
m
el’application

festsurjective,ilen
estdem

êm
edel’application

φ.
Soit

(a
i ),(a ′i )

∈
A
,(b

i ),(b ′i )
∈
B
telsque

f((a
i ),(b

i ))
∼
f((a ′i ),(b ′i )).Soit

J ′l’ensem
bledesi

∈Jtelsquea
i
=
a ′i ,soitK

′l’ensem
bledesi

∈K
telsqueb

i
=
b ′i .

A
lors,J ′∩

K
′estl’ensem

ble
des
i
∈
L
telsque

(a
i ,b

i )
=

(a ′i ,b ′i ) ,donc
J ′∩
K
′

appartientà
F
.Parsuite,J ′

∈
F
etK

′
∈

F
,cequientraîneque

(a
i )
∼
(a ′i )et

(b
i )
∼
(b ′i ).C

elaprouvequel’application
φ
estinjective.

3.8.3.
—
SoitIun

ensem
ble,soit

F
un
ultra�ltresurI.Soit

(A
i )i∈I ,(B

i )i∈I des
fam
illesd’ensem

blesindexéesparI;soitA
F
,B

F
leursultraproduitslelong

de
l’ultra�ltre

F
.Pourtouti

∈I,soitfi uneapplication
deA

i dansB
i .

O
n
déduitdelafam

ille
(fi )uneapplication

f
F
deA

F
dansB

F
.Elleassocie

àlaclassed’unefam
ille

(a
i )laclassedelafam

ille
(fi (a

i )).

3.8.4.
—
SoitL

un
langage,soit

(A
i )i∈I unefam

illederéalisationsdeL
indexée

parun
ensem

ble
Ietsoit

F
un
ultra�ltre

surI.SoitA
F
l’ultraproduitde

la
fam
ille

(A
i )i∈I lelong

del’ultra�ltre
F
.

Soitn
un
entieretsoitf

∈F
n un

sym
boledefonction

n-aire.Parun
raisonne-

m
entsim

ilaireà
celuidu

paragrapheprécédent,on
déduitdela

fam
ille

(f A
i)

unefonction
f A

F.de
(A

F
) ndansA

F
.

Soitn
un
entieretsoitr

∈
R
n
un
sym
bole

de
relation

n-aire.O
n
déduitde

la
fam
ille

(r A
i)
une

relation
n-aire

r A
F
dansl’ensem

ble
A

F
:la
classe

d’une
fam
ille

(a
i )i∈J

∈
∏
i∈J A

ni appartientau
graphedecetterelation

sietseulem
entsi

l’ensem
bledesi

∈Jtelsqueri (a
i )
=
⊺
appartientà

F
.

Ainsi,l’ultraproduitA
F
estnaturellem

entm
unid’unestructurederéalisation

du
langageL.
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3.
RÉ
A
LI
SA
TI
O
N
S,
M
O
D
ÈL
ES
—
IN
TE
RP
RÉ
TE
R

pu
isq
ue
F i
∈
F
,d
es
or
te
qu
eV

∩
F i
ap
pa
rt
ie
nt
àU

;e
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
V
∩
F i
n’
es
t

pa
sv
id
e.
C
el
ap
ro
uv
eq
ue
x
es
ta
dh
ér
en
tà
F i
,d
on
cx

∈
F i
pu
isq
ue
F i
es
tf
er
m
é.

Pa
rs
ui
te
,x
ap
pa
rt
ie
nt
àt
ou
sl
es
V
i,
ce
qu
ip
ro
uv
eq
ue
l’i
nt
er
se
ct
io
n
de
sF
i
n’
es
t

pa
sv
id
e.

3.
8.
U
ltr
ap
ro
du
its
,t
hé
or
èm
e
de
Ło
s

3.
8.
1.
—
So
it
Iu
n
en
se
m
bl
e
et
so
it

(A
i)
i∈I
un
e
fa
m
ill
e
d’
en
se
m
bl
es
in
de
xé
e

pa
rI
.S
oi
tF

un
ul
tr
a�
ltr
es
ur
I;
no
us
al
lo
ns
dé
�n
ir
l’u
ltr
ap
ro
du
it
∏

F i∈I
A
i
de
s

en
se
m
bl
es
A
i
le
lo
ng
de

F
.

So
it
Jl
’e
ns
em
bl
ed
es
i∈
It
els
qu
eA

i
≠
∅
.S
iJ

/∈
F
,o
n
po
se
∏

F i∈I
A
i
=
∅
.

Su
pp
os
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
J∈

F
.S
oi
tA

=
∏
i∈J
A
i.
So
it
∼
la
re
la
tio
n
da
ns
A

dé
�n
ie
pa
r(
a i
) i
∈J
∼

(a
′ i)
i∈J
si
l’e
ns
em
bl
e
de
s
i∈
Jt
el
sq
ue
a i

=
a′ i
ap
pa
rt
ie
nt

à
F
.D
ém
on
tr
on
sq
ue
c’
es
tu
ne
re
la
tio
n
d’
éq
ui
va
le
nc
e.
Po
ur
to
ut

(a
i)
i∈J

∈
A
,

on
a(
a i
)
∼
(a
i)
ca
rl
’en
se
m
bl
eJ
ap
pa
rt
ie
nt
àF

;c
ela
dé
m
on
tre
qu
el
ar
ela
tio
n

es
tr
é�
ex
iv
e.
El
le
es
té
vi
de
m
m
en
ts
ym
ét
riq
ue
.D
ém
on
tr
on
s
en
�n
qu
’e
lle
es
t

tr
an
sit
iv
e;
so
it

(a
i)
,(
a′ i
)
et

(a
′′ i)
de
s
él
ém
en
ts
de
A
te
ls
qu
e
(a
i)

∼
(a

′ i)
et

(a
′ i)

∼
(a

′′ i)
.S
oi
tJ

′ l
’e
ns
em
bl
e
de
s
i
∈
Jt
el
s
qu
e
a i

=
a′ i
;s
oi
tJ

′′
l’e
ns
em
bl
e

de
s
i
∈
Jt
el
s
qu
e
a′ i

=
a′
′ i;
po
ur
to
ut
i
∈
J′
∩
J′′
,o
n
a
a i

=
a′ i

=
a′
′ i;
de
pl
us
,

J′ ,
J′′
∈
F
,d
on
cJ

′ ∩
J′′
∈
F
;p
ar
su
ite
,(
a i
)
∼
(a

′′ i)
.

O
n
dé
�n
it
al
or
s ∏

F i∈I
A
i
co
m
m
el
’e
ns
em
bl
eq
uo
tie
nt
A
/∼
.

3.
8.
2.
—
So
it
Iu
n
en
se
m
bl
e,
so
it

F
un
ul
tr
a�
ltr
e
su
r
I.
So
it

(A
i)
i∈I
,(
B i

) i
∈I

de
s
fa
m
ill
es
d’
en
se
m
bl
es
in
de
xé
es
pa
r
I;
so
it
A

F
,B

F
le
ur
s
ul
tr
ap
ro
du
its
le

lo
ng
de
l’u
ltr
a�
ltr
eF
.P
ou
rt
ou
ti
,p
os
on
sC

i
=
A
i×
B i
.N
ou
sa
llo
ns
id
en
ti�
er

l’u
ltr
ap
ro
du
it
CF
de
la
fa
m
ill
e(
P i

)
av
ec
le
pr
od
ui
tA

F
×
BF
.

So
it
J,
re
sp
.K
l’e
ns
em
bl
e
de
s
i
∈
It
el
s
qu
e
A
i
≠
∅
,r
es
p.
B
j
≠
∅
.P
os
on
s

A
=
∏
i∈J
A
i
et
B
=
∏
i∈K
B i
.

Su
pp
os
on
sA

F
=
∅
,d
es
or
te
qu
eJ

/∈
F
.A
lo
rs
C
i
=
A
i×
B i

=
∅
po
ur
to
ut
i/∈
J,

do
nc
CF

=
∅
.

O
n
pr
ou
ve
de
m
êm
eq
ue
CF

=
∅
si
A

F
=
∅
.

Su
pp
os
on
sm
ai
nt
en
an
tq
ue
A

F
et
BF
ne
so
nt
pa
sv
id
es
,d
es
or
te
qu
eJ
et
L

ap
pa
rt
ie
nn
en
tà

F
.S
oi
tL
l’e
ns
em
bl
ed
es
i∈
It
el
sq
ue
C
i
≠
∅
;o
n
a
L
=
J∩
K
,

do
nc
L
∈
F
.S
oi
tC

=
∏
i∈L
P i
et
so
it
f∶
A
×
B
→
C
l’a
pp
lic
at
io
n
do
nn
ée
pa
r

f(
(a
i)
i∈J
,(
b i
) i
∈K
)
=
((
a i
,b
i)
) i
∈L
.

2.3
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O
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U
LE
S
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d)
Su
pp
os
on
sq
ue
le
pr
em
ie
rs
ym
bo
le
de
m
so
it
un
qu
an
ti�
ca
te
ur
,d
iso
ns
∃

po
ur
�x
er
le
si
dé
es
.I
le
n
es
td
e
m
êm
e
du
pr
em
ie
rs
ym
bo
le
de
m
′ ;
pa
rs
ui
te
,

ℓ(
m
′ )
⩾
2
et
il
ex
ist
e
un
e
fo
rm
ul
e
m
′ 1t
el
le
qu
e
m
′ =

∃
vm

′ 1,
où
v
es
tl
e
se
co
nd

sy
m
bo
le
de
m
.O
n
ob
se
rv
e
qu
e
m
′ 1e
st
un
se
gm
en
ti
ni
tia
ld
e
la
fo
rm
ul
e
m
1,

di
sti
nc
td
em

1,
ce
qu
ie
st
ab
su
rd
e.

�
éo
rè
m
e(
2.
3.
8)
.—

So
it
m
∈

F
L
un
ef
or
m
ul
ed
an
sl
el
an
ga
ge
L.
Al
or
s,
un
e,
et

un
es
eu
le,
de
sp
ro
po
sit
io
ns
su
iv
an
te
se
st
sa
tis
fa
ite
:

a)
m
es
tu
ne
fo
rm
ul
ea
to
m
iq
ue
;

b)
Il
ex
ist
eu
ne
un
iq
ue
fo
rm
ul
em

′ t
ell
eq
ue
m
=
¬
m
′ ;

c)
Il
ex
ist
eu
n
un
iq
ue
co
up
le

(m
′ ,
m
′′ )
de
fo
rm
ul
es
et
un
un
iq
ue
élé
m
en
t●

∈

{∧
,∨
,⇒
,⇔

}
te
lq
ue
m
=
(m

′ ●
m
′′ )
;

d)
Il
ex
ist
eu
n
un
iq
ue
élé
m
en
tv

∈
V
et
un
eu
ni
qu
ef
or
m
ul
e
m
′ t
els
qu
e
m

=

∃
vm

′ ;
e)
Il
ex
ist
e
un
un
iq
ue
élé
m
en
tv

∈
V
et
un
e
un
iq
ue
fo
rm
ul
e
m
′ t
els
qu
e
m

=

∀
vm

′ .

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Le
m
ot
vi
de
n’
es
tp
as
un
e
fo
rm
ul
e;
pa
rs
ui
te
,l
es
ci
nq
ca
s

ci
té
ss
’e
xc
lu
en
tm
ut
ue
lle
m
en
tp
ar
la
na
tu
re
du
pr
em
ie
rs
ym
bo
le
:d
e
re
la
tio
n

da
ns
le
ca
sa
),
¬
da
ns
le
ca
sb
),
(
da
ns
le
ca
sc
),
∃
da
ns
le
ca
sd
),
∀
da
ns
le
ca
se
).

Il
ré
su
lte
au
ss
id
el
ad
é�
ni
tio
n
d’
un
ef
or
m
ul
eq
ue
l’a
ss
er
tio
n
d’
ex
ist
en
ce
d’
un

de
sc
in
q
ca
sc
ité
se
st
vé
ri�
ée
,i
ls
’a
gi
td
on
cd
’é
ta
bl
ir
l’a
ss
er
tio
n
d’
un
ic
ité
da
ns

ch
ac
un
de
sc
as
.

a)
L’
as
se
rt
io
n
es
tv
id
ed
an
sc
ec
as
.

b)
Su
pp
os
on
sq
u’
il
ex
ist
ed
eu
x
fo
rm
ul
es
m
′ e
tm

′′
te
lle
sq
ue
m
=
¬
m
′ =

¬
m
′′ .

A
lo
rs
,m

′ =
m
′′ .

c)
Su
pp
os
on
sq
ue
l’o
n
ait
m
=
(m

′ ●
m
′′ )

=
(m

′ 1◻
m
′′ 1)
,e
tp
ro
uv
on
sq
ue
●
=
◻
,

m
′ =
m
′ 1e
tm

′′
=
m
′′ 1.
Su
pp
os
on
s,
po
ur
�x
er
les
id
ée
s,
qu
el
al
on
gu
eu
rd
em

′ 1s
oi
t

in
fé
rie
ur
e
ou
ég
al
e
à
ce
lle
de
m
′ .
A
lo
rs
,m

′ 1e
st
un
se
gm
en
ti
ni
tia
ld
e
m
′ e
te
st

un
e
fo
rm
ul
e;
on
a
do
nc
m
′ 1=
m
′ .
C
on
sid
ér
an
tl
e
sy
m
bo
le
su
iv
an
t,
on
a
do
nc

●
=
◻
,p
ui
sm

′′ )
=
m
′′ 1)
,d
’o
ù
m
′′
=
m
′′ 1
en
sim
pl
i�
an
tl
ed
er
ni
er
sy
m
bo
le.

d)
Su
pp
os
on
sq
ue
l’o
n
ai
tm

′ =
∃
vm

′ =
∃
v 1
m
′ 1.
En
co
m
pa
ra
nt
le
sd
eu
xi
èm
es

sy
m
bo
le
s,
on
av

=
v 1
.E
n
sim
pl
i�
an
tl
es
de
ux
pr
em
ie
rs
sy
m
bo
le
s,
il
vi
en
ta
lo
rs

m
′ =
m
′ 1.

e)
C
ec
as
es
ta
na
lo
gu
ea
u
pr
éc
éd
en
t.



28
CH
A
PITRE

2.LA
N
G
AG
ES
D
U
PREM

IER
O
RD
RE
—
PARLER

2.3.9.
—
Soitm

uneform
uledanslelangageL.O

n
dé�nitl’ensem

blesf(m
)

dessous-form
ulesdem

parrécurrencesurladé�nition
dem

:

–
Sim

estuneform
uleatom

ique,alorssf(m
)
=
{m

};
–
Sim

=
¬m

′,alorssf(m
)
=
sf(m

′)
∪
{m

};
–
Sim

=
(m

′●
m
′′),alorssf(m

)
=
sf(m

′)
∪
sf(m

′′)
∪
{m

};
–
Sim

=
∀vm

′ou
m
=
∃vm

′,alorssf(m
)
=
sf(m

′)
∪
{m

}.

L’ensem
blesf(m

)est�ni;sesélém
entsdesf(m

)sontdesform
ulesetsont

aussidessous-m
otsdu

m
otm

.

2.4.
Variableslibres,variablesliées,substitution

2.4.1.
—
Soitm

une
form

ule
dansle

langage
L
etsoitv

∈
V
un
sym
bole

de
variable.Lesoccurrencesdev

danslem
otm

vontêtredenaturetrèsdi�érentes
suivantqu’ellessontliéesparun

sym
boledequanti�cateurou

libres.Ladé�nition
procèdeparrécurrencesurladé�nition

d’uneform
ule:

–
Sim

estuneform
uleatom

ique,touteslesoccurrencesdev
sontlibres;

–
Sim

=
¬m

′,lesoccurrenceslibresdev
dansm

sontcellesquisontlibres
dansm

′;
–
Sim

=
(m

′●
m
′′),lesoccurrenceslibresdev

dansm
sontlesoccurrences

libresdev
dansm

′etlesoccurrenceslibresdev
dansm

′′;
–
Sim

=
∃w
m
′ou

m
=
∀w
m
′,où

w
∈
V
estun

sym
boledevariabledistinct

dev,lesoccurrenceslibresdev
dansm

sontlesoccurrenceslibresdev
dansm

′;
–
Sim

=
∃vm

′,aucuneoccurrencedev
dansm

n’estlibre;lesoccurrences
dev

quisontlibresdansm
′,ainsiquecelleen

secondeposition
dem

,sontdites
liéesparlequanti�cateurexistentiel∃,ou

danslecham
p
decequanti�cateur;

–
Sim

=
∀vm

′,aucuneoccurrencedev
dansm

n’estlibre;lesoccurrences
dev

quisontlibresdansm
′,ainsiquecelleen

secondeposition
dem

,sontdites
liéesparlequanti�cateuruniversel∀,ou

danslecham
p
decequanti�cateur.

O
n
véri�eparrécurrencequetouteoccurrenced’un

sym
boledevariableestsoit

libre,soitliéeparune,etuneseule,occurrencedequanti�cateur.

D
é�nition

(2.4.2).—
Soitm

une
form

ule
dansle

langage
L
etsoitv

∈
V
un

sym
boledevariable.O

n
ditquev

estlibredansm
sicesym

boleadm
etau

m
oins

uneoccurrencelibre.

3.7.FILTRES
ET
U
LTRA

FILTRES
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soitB
unepartiedeX

appartenantà
F

′etsoitB ′unepartiedeX
contenantB

;
soitF

une
partie

appartenantà
F
telque

B
=
A
∩
F;on

a
alorsF

∪
B ′

∈
F
et

B ′=
A
∩
(F
∪
B ′),doncB ′∈

F
′.

C
eladém

ontreque
F

′estun
�ltresurX.Parconstruction,F

′contient
F
.

Puisque
F
estun

ultra�ltre,on
a

F
′
=

F
.C
om
m
e
A
∈

F
′,on

a
A
∈

F
,ce

qu’ilfallaitdém
ontrer.

b)Supposonsm
aintenantquepourtoutepartieA

deX,le�ltre
F
contientA

ou
X

A
.Soit

F
′un

�ltre
contenant

F
.SoitA

une
partie

de
X
appartenant

à
F

′.SiA
n’appartientpasà

F
,alorsX

A
∈

F
,donc

X
A
∈

F
′;alors,

∅
=
A
∩
(X

A
)
∈

F
′,contradiction.C

ela
prouvequeA

∈
F
,d’où

F
=

F
′.

A
insi,F

estun
ultra�ltre.

Rem
arque(3.7.7).—

Lelangagedes�ltresesttrèsutileen
topologiegénérale.

SoitX
un
espace

topologique.O
n
ditqu’un

�ltre
F
surX

converge
versun

pointx
∈X,ou

quex
estpointlim

itede
F
,siF

contientle�ltredesvoisinages
dex.
SupposonsX

séparé.A
lors,deux

pointsdistinctspossèdentdesvoisinages
disjoints,sibien

qu’un
�ltrenepeutavoirqu’au

plusun
pointlim

ite.
Supposons

que
X
est
com

pact
et
dém

ontrons
que

tout
ultra�ltre

sur
X

converge.Raisonnons
par
l’absurde

etconsidérons
un
ultra�ltre

F
quin’a

pasdepointlim
ite.Soitx

∈X
;puisque

x
n’estpaspointlim

itede
F
,ilexiste

un
voisinage

ouvertV
x
de
x
quin’appartientpasà

F
;son

com
plém

entaire
appartientdoncà

F
,car

F
estun

ultra�ltre.PuisqueX
estcom

pact,ilexiste
une

partie
�nie

S
de
X
telle

que
X
=
⋃
x∈S V

x ;alors,∅
=
⋂
x∈S (X

V
x ),ce

qui
contreditladé�nition

d’un
�ltre.

Inversem
ent,supposonsque

toutultra�ltre
surX

converge
etdém

ontrons
queX

estcom
pact.C

onsidéronsunefam
ille

(F
i )departiesferm

éesdeX
dont

aucuneintersection
�nien’estvide;dém

ontronsquel’intersection
desF

i n’est
pasvide.L’ensem

ble
F
despartiesdeX

quicontiennentuneintersection
�nie

F
i1 ∩

⋅⋅⋅∩
F
in estun

�ltresurX.En
e�et,on

a
∅

/∈
F
,X

∈
F
;siA

etB
sontdeux

ensem
blesde

F
,contenantrespectivem

entdesintersections�nies
⋂
i∈J F

i et
⋂
i∈K F

i ,alorsA
∩
B
contientl’intersection

�nie
⋂
i∈J∪K F

i ,doncappartientà
F
;

en�n,toutepartiecontenantun
élém

entde
F
appartientà

F
,parconstruction

de
F
.

Soit
U
un
ultra�ltrecontenant

F
etsoitx

U
n
pointlim

itede
U
.Soiti

∈I.
SoitV

un
voisinageouvertdex;l’ensem

bleV
appartientà

U
,dem

êm
equeF

i ,
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3.
RÉ
A
LI
SA
TI
O
N
S,
M
O
D
ÈL
ES
—
IN
TE
RP
RÉ
TE
R

N
ou
su
til
ise
ro
ns
ce
tte
co
ns
tr
uc
tio
n
lo
rs
qu
eX
es
tl
’en
se
m
bl
ed
es
pa
rt
ie
s�
ni
es

d’
un
en
se
m
bl
eT
,m
un
id
el
ar
ela
tio
n
d’
in
clu
sio
n.
Il
es
tb
ie
n
�l
tr
an
tp
ui
qu
es
ix

et
y
so
nt
de
ux
pa
rt
ie
s�
ni
es
de
T,
x
∪
y
es
tu
ne
pa
rt
ie
�n
ie
de
T
co
nt
en
an
tà
la

fo
is
x
et
y.

�
éo
rè
m
e(
3.
7.5
).
—
So
it
X
un
en
se
m
bl
e.
To
ut
�l
tre
su
rX
es
tc
on
te
nu
da
ns
un

ul
tra
�l
tre
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
O
n
m
un
it
l’e
ns
em
bl
ed
es
�l
tre
ss
ur
X
de
la
re
lat
io
n
d’
or
dr
e

dé
�n
ie
pa
r
l’i
nc
lu
sio
n.
D
ém
on
tr
on
s
qu
e
ce
te
ns
em
bl
e
or
do
nn
é
es
ti
nd
uc
tif
.

So
it
Φ
un
ep
ar
tie
to
ta
lem
en
to
rd
on
né
ed
el
’en
se
m
bl
ed
es
�l
tre
ss
ur
X
;s
oi
tF

la
ré
un
io
n
de

{X
}
et
de
sé
lé
m
en
ts
de
Φ
.D
ém
on
tro
ns
qu
eF

es
tu
n
�l
tre
su
rX
.

L’
en
se
m
bl
e
vi
de
n’
ap
pa
rt
en
an
t
à
au
cu
n
�l
tr
e,
il
n’
ap
pa
rt
ie
nt
pa
s
à

F
;

l’e
ns
em
bl
eX
ap
pa
rt
ie
nt
àF

pa
rc
on
st
ru
ct
io
n.
So
it
A
et
B
de
sé
lé
m
en
ts
de

F
;

so
it

F
′ e
tF

′′
de
s�
ltr
es
ap
pa
rte
na
nt
àΦ
te
ls
qu
eA

∈
F

′ e
tB

∈
F

′′ .
Pu
isq
ue
Φ

es
tt
ot
al
em
en
to
rd
on
né
,o
n
aF

′ ⊂
F

′′ ,
ou

F
′′
⊂

F
′ .
Su
pp
os
on
s,
po
ur
�x
er
les

id
ée
s,
qu
e

F
′ ⊂

F
′′ ;
al
or
s,
A
,B

∈
F

′′ ,
do
nc
A
∩
B
∈

F
′′
pu
isq
ue

F
′′
es
tu
n

�l
tr
e;
ai
ns
i,
A
∩
B
∈

F
.S
oi
tA
un
él
ém
en
td
e

F
et
so
it
B
un
e
pa
rt
ie
de
X
qu
i

co
nt
ie
nt
A
;s
oi
tF

′ u
n
�l
tre
ap
pa
rt
en
an
tà
Φ
te
lq
ue
A
∈
F

′ ;
al
or
sB

∈
F

′ ,
ca
r

F
′ e
st
un
�l
tre
,d
on
cB

∈
F
.

D
’a
pr
ès
le
th
éo
rè
m
ed
eZ
or
n,
to
ut
�l
tr
ee
st
co
nt
en
u
da
ns
un
�l
tr
em
ax
im
al
,

c’
es
t-à
-d
ire
da
ns
un
ul
tr
a�
ltr
e.

Le
m
m
e(
3.
7.6
).
—
So
it
X
un
en
se
m
bl
ee
ts
oi
tF

un
�l
tre
su
rX
.P
ou
rq
ue
le
�l
tre

F
so
it
un
ul
tra
�l
tre
,i
lf
au
te
ti
ls
u�
tq
ue
po
ur
to
ut
ep
ar
tie
A
de
X,
so
it
A
∈

F
,

so
it
X

A
∈
F
.

O
n
re
m
ar
qu
eq
ue
les
co
nd
iti
on
sA

∈
F
et
X
A
∈
F
s’e
xc
lu
en
t,
ca
rA

∩
(X

A
)
=
∅
n’
ap
pa
rt
ie
nt
pa
sà

F
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
a)
Su
pp
os
on
s
qu
e

F
es
tu
n
ul
tr
a�
ltr
e
su
r
X.
So
it
A
un
e

pa
rt
ie
de
X
;s
up
po
so
ns
qu
eX

A
n’
ap
pa
rt
ie
nt
pa
sà

F
.

So
it
B
un
e
pa
rt
ie
de
X
ap
pa
rt
en
an
tà

F
.S
up
po
so
ns
qu
e
A
∩
B
=
∅
;a
lo
rs
,

B
⊂
X

A
,d
on
cX

A
∈
F
,c
on
tr
ad
ic
tio
n.

So
it
al
or
sF

′ l
’e
ns
em
bl
e
de
sp
ar
tie
sd
e
X
qu
ic
on
tie
nn
en
tu
ne
pa
rt
ie
de
X

de
la
fo
rm
e
A
∩
F,
où
F
∈

F
.D
’a
pr
ès
ce
qu
ip
ré
cè
de
,∅

/∈
F

′ .
So
it
B,
B′
de
s

pa
rt
ie
sd
eX
ap
pa
rt
en
an
tà

F
′ .
Il
ex
ist
ed
on
cd
es
en
se
m
bl
es
F,
F′
∈
F
te
ls
qu
e

B
=
A
∩
F
et
B′

=
A
∩
F′
;a
lo
rs
,F

∩
F′
∈

F
et
B
∩
B′

=
A
∩
(F
∩
F′
)
∈

F
′ .
En
�n
,

2.4
.V
A
RI
A
BL
ES
LI
BR
ES
,V
A
RI
A
BL
ES
LI
ÉE
S,
SU
BS
TI
TU
TI
O
N
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So
it
W
un
ep
ar
tie
de
V
;o
n
no
te

F
L,
W
l’e
ns
em
bl
ed
es
fo
rm
ul
es
da
ns
le
la
n-

ga
ge
L
do
nt
le
ss
ym
bo
le
sd
ev
ar
ia
bl
es
lib
re
ss
on
tc
on
te
nu
sd
an
sW
.

Re
m
ar
qu
e(
2.
4.
3)
.—

So
it
m

=
m
1.
..
m
n
un
m
ot
et
so
it
v
∈
V
un
sy
m
bo
le
de

va
ria
bl
e.
La
dé
�n
iti
on
fo
rm
ell
ed
’u
ne
oc
cu
rr
en
ce
de
v
da
ns
m
es
tu
n
in
di
ce
it
el

qu
ev

=
m
i.S
il
’o
n
se
tie
nt
àc
et
te
dé
�n
iti
on
,p
ar
ex
em
pl
es
il
’o
n
ve
ut
pr
og
ra
m
m
er

il
es
tn
éc
es
sa
ire
de
bi
en
in
te
rp
ré
te
rl
a
dé
�n
iti
on
pr
éc
éd
en
te
.E
xp
liq
uo
ns
pa
r

ex
em
pl
e
le
se
co
nd
ca
s,
lo
rs
qu
e
m

=
¬
m
′ .
O
n
a
m
1
=
¬
et
m
′
=
m
2
..
.m

n
=

m
′ 1.
..
m
′ n−
1.
So
it
ju
ne
oc
cu
rr
en
ce
de
v
da
ns
m
′ ;
on
ad
on
cv

=
m
′ j=
m
j+1
.A
in
si,

c’
es
tl
’e
nt
ie
r
j+
1q
ui
es
tu
ne
oc
cu
rr
en
ce
de
v
da
ns
m
,e
tn
on
j.

D
é�
ni
tio
n
(2
.4
.4
).
—
O
n
di
tq
u’
un
ef
or
m
ul
ee
st
clo
se
si
au
cu
ne
va
ria
bl
en
’y
es
t

lib
re
.

Pr
op
os
iti
on
(2
.4
.5
).
—
So
it
s∶
V
→

T
L
un
e
ap
pl
ica
tio
n.
Po
ur
to
ut
sy
m
bo
le
de

va
ria
bl
ev

∈
V
,o
n
no
te
s v
l’a
pp
lic
at
io
n
de
V
da
ns

T
L
qu
ic
oï
nc
id
ea
ve
cs
ho
rs
de
v

et
te
lle
qu
es
v(
v)

=
v.

Il
ex
ist
eu
ne
un
iq
ue
ap
pl
ica
tio
n

σ
∶
F
L
→

F
L
vé
ri�
an
tl
es
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
:

–
L’
ap
pl
ica
tio
n

σ
co
ïn
cid
ea
ve
cc
ell
ed
éjà
dé
�n
ie
su
rl
es
fo
rm
ul
es
at
om
iq
ue
s;

–
Si
m
=
¬
m
′ ,
al
or
sσ

(m
)
=
¬

σ(
m
′ )
;

–
Si
m
=
(m

′ ●
m
′′ )
,a
lo
rs

σ(
m
)
=
(σ

(m
′ )
●

σ(
m
′′ )
;

–
Si
m

=
∃
vm

′ ,
al
or
sσ

(m
)
=
∃
vσ
v(
m
′ )
,o
ù

σ v
∶
F
L
→

F
L
es
tl
’a
pp
lic
at
io
n

dé
�n
ie
à
pa
rt
ir
de
l’a
pp
lic
at
io
n
s v
;

–
Si
m

=
∀
vm

′ ,
al
or
sσ

(m
)
=
∀
vσ
v(
m
′ )
,o
ù

σ v
∶
F
L
→

F
L
es
tl
’a
pp
lic
at
io
n

dé
�n
ie
à
pa
rt
ir
de
l’a
pp
lic
at
io
n
s v

O
n
l’a
pp
el
le
l’a
pp
lic
at
io
n
de
su
bs
tit
ut
io
n
de
so
cc
ur
re
nc
es
lib
re
sd
es
sy
m
bo
le
s

de
va
ria
bl
es
v
pa
rl
es
te
rm
es
s(
v)
.E
n
e�
et
,s
iu
ne
oc
cu
rr
en
ce
de
va
ria
bl
ev
se

tr
ou
ve
da
ns
le
ch
am
p
d’
un
qu
an
ti�
ca
te
ur
,e
lle
�g
ur
e
da
ns
un
e
so
us
-fo
rm
ul
e

de
la
fo
rm
e
∃
vm

′ ,
ou

∀
vm

′ ,
qu
ie
st
tr
an
sfo
rm
ée
en

∃
vσ
v(
m
′ )
ou

∀
vσ
v(
m
′ )
.

C
ep
en
da
nt
,c
om
m
es
v(
v)

=
v,

σ v
ne
m
od
i�
ej
am
ai
sl
es
ym
bo
le
de
va
ria
bl
ev
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Il
ré
su
lte
de
la
dé
�n
iti
on
de
sf
or
m
ul
es
pa
rr
éc
ur
re
nc
ee
td
u

th
éo
rè
m
e
de
le
ct
ur
e
un
iq
ue
,q
u’
il
ex
ist
e
un
e
un
iq
ue
ap
pl
ic
at
io
n

σ
∶
F
L
→
A
∗ L

vé
ri�
an
tc
es
pr
op
rié
té
s.
O
n
vé
ri�
e
en
su
ite
pa
rr
éc
ur
re
nc
e
qu
e

σ(
m
)
es
tu
ne

fo
rm
ul
e,
po
ur
to
ut
ef
or
m
ul
em
.
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(iii)
SiA

etB
sontdespartiesdeX

appartenantà
F
,alorsA

∩
B
appartient

à
F
;

(iv)
SiA

estunepartiedeX
appartenantà

F
,alorstoutepartiedeX

conte-
nantA

appartientà
F
.

O
n
ditqu’un

�ltre
F
estun

ultra�ltresitout�ltre
F

′contenant
F
estégalà

F
.

Autrem
entdit,un

ultra�ltre
estun

�ltre
m
axim

alpourla
relation

d’ordre
dé�nieparl’inclusion.
Ilrésultedespropriétés(i)et(iii)quesiA

etB
sontdeux

partiesdeX
apparte-

nantàun
�ltre,alorsA

∩
B
n’estpasvide.

Exem
ple(3.7.2).—

SoitX
un
ensem

blein�ni.L’ensem
ble

F
despartiesA

deX
tellesqueX

A
est�niestun

�ltresurX
;on

l’appellele�ltredeFréchet.

Exem
ple
(3.7.3).—

La
topologie

générale
fournitde

nom
breux

exem
plesde

�ltres.
a)
SoitX

un
espacetopologiqueetsoitA

unepartienon
videdeX.L’ensem

ble
desvoisinagesdeA

estun
�ltresurX.

b)
SupposonsX

=
R
etsoita

∈X.U
nepartiedeR

estun
«voisinageàdroite»

de
a
siellecontientun

intervalledela
form

e
]a,b

[,où
b
>
a.L’ensem

bledes
voisinagesàdroitede

a
estun

�ltresurX
c)
Supposons

encore
X

=
R
etprenons

a
=
+
∞
.U
ne
partie

de
R
estun

«voisinagede
+
∞
»siellecontientun

intervalledelaform
e
]a,+

∞
[.L’ensem

ble
desvoisinagesde

+
∞
estun

�ltresurX.

Exem
ple(3.7.4).—

SoitX
un
ensem

bleordonné.O
n
supposequeX

est�ltrant,
c’est-à-direquetoutepartie�niedeX

estm
ajorée;autrem

entdit,X
n’estpas

videetpourtoutcouple
(x,y)d’élém

entsdeX,ilexiste
z
∈
X
telque

x
⪯
z
et

y
⪯
z.Pourtoutx

∈X,on
noteA

x l’ensem
bledesy

∈X
telsque

x
⪯
y.Soit

F

l’ensem
bledespartiesA

deX
contenantun

ensem
bledelaform

eA
x .

Com
m
ex

∈A
x ,aucun

élém
entde

F
n’estvide.Soitx

∈X
;alorsX

contientA
x ,

doncX
∈

F
.SoitA

etB
deux

élém
entsde

F
;soitx,y

∈
X
telsqueA

⊃
A
x et

B
⊃
A
y ;soitz

∈
X
un
m
ajorantde

x
ety;alors,A

z
⊂
A
x
∩
A
y
⊂
A
∩
B,donc

A
∩
B
appartientà

F
.En�n,toutepartiecontenantunepartiede

F
appartient

à
F
,parconstruction.C

elaprouveque
F
estun

�ltresurX.
LorsqueX

=
R,on

retrouvele�ltredesvoisinagesde
+
∞
.
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RP
RÉ
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R

D
ém
on
tro
ns
al
or
sq
ue
B
es
tu
n
m
od
èl
ed
eT
en
ap
pl
iq
ua
nt
le
te
st
de
Ta
rs
ki
–

Va
ug
ht
(th
éo
rè
m
e3
.6
.3)
.S
oi
tm
un
ef
or
m
ul
ee
n
les
va
ria
bl
es
lib
re
sx
1,
..
.,
x n
,y
et

so
it
(a
1,
..
.,
a n

)
∈
Bn
;s
up
po
so
ns
qu
’il
ex
ist
ea

∈
A
te
lq
ue
A
⊧
m
(a
1,
..
.,
a n
,a

).
So
it
p
∈
N
te
lq
ue
a 1
,.
..
,a
n
∈
B p
.P
ar
co
ns
tr
uc
tio
n
de
B p

+1
,i
le
xi
ste
do
nc
un

élé
m
en
tb

∈
B p

+1
te
lq
ue
m
(a
1,
..
.,
a n
,b

)
;e
n
pa
rt
ic
ul
ie
r,
b
∈
B.
Ce
la
pr
ou
ve
qu
e

B
es
tu
n
m
od
èle
de
T.

Pr
op
os
iti
on
(3
.6
.5
).
—
Si
Ca
rd

(S
)
⩾
Ca
rd

(L
),
al
or
sC
ar
d(
B)

=
Ca
rd

(S
).

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Po
so
ns

α
=
Ca
rd

(S
)
;p
ar
hy
po
th
ès
e,

α
es
tu
n
ca
rd
in
al
in
-

�n
i.
O
n
pe
ut
su
pp
os
er
qu
e
l’e
ns
em
bl
e
V
de
ss
ym
bo
le
sd
e
va
ria
bl
es
es
té
ga
là

{
y,
x 1
,x
2,
..
.,
},
en
pa
rt
ic
ul
ie
r,
dé
no
m
br
ab
le.

L’
en
se
m
bl
ed
es
te
rm
es
de
L
es
ta
lo
rs
de
ca
rd
in
al
Ca
rd

(L
)
;p
ou
rt
ou
te
nt
ie
rn
,

on
a
Ca
rd

(S
n )

=
Ca
rd

(S
)
=

α
;l
e
ca
rd
in
al
de
la
so
us
-s
tr
uc
tu
re
B 0
en
ge
nd
ré
e

pa
rS
es
ta
lo
rs
ég
al
à

α.
Su
pp
os
on
s
pa
r
ré
cu
rr
en
ce
qu
e
Ca
rd

(B
p)

=
α.
L’
en
se
m
bl
e
de
s
fo
rm
ul
es

en
le
sv
ar
ia
bl
es
lib
re
s
x 1
,.
..
,x
n,
y
es
td
e
ca
rd
in
al
Ca
rd

(L
),
et
Ca
rd

(B
n p)

=
α.

Pa
rc
on
st
ru
ct
io
n,
B p

+1
es
tl
a
so
us
-s
tr
uc
tu
re
en
ge
nd
ré
e
pa
rB

p
et
un
en
se
m
bl
e

d’
élé
m
en
ts
b
en
ca
rd
in
al
au
pl
us
ℵ
0α

=
α.
O
n
ad
on
cC
ar
d(
B p

+1
)
=

α.
Pa
rr
éc
ur
re
nc
e,
Ca
rd

(B
p)
=

α
po
ur
to
ut
en
tie
rp
;p
ar
su
ite
,C
ar
d(
B)

=
α.

�
éo
rè
m
e
(3
.6
.6
)
(L
öw
en
he
im
–S
ko
le
m
).
—
So
it
A
un
e
ré
al
isa
tio
n
de
L
te
lle

qu
eC
ar
d(
A
)
⩾
Ca
rd

(L
).
Po
ur
to
ut
ep
ar
tie
S
de
A
,i
le
xi
ste
un
es
ou
s-
str
uc
tu
re

élé
m
en
ta
ire
B
de
A
te
lle
qu
eC
ar
d(
B)

=
su
p(
Ca
rd

(L
),
Ca
rd

(S
))
.

En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
si
un
e
th
éo
rie
po
ss
èd
e
un
m
od
èl
e
de
ca
rd
in
al

α
⩾
Ca
rd

(L
),

el
le
po
ss
èd
eu
n
m
od
èle
de
to
ut
ca
rd
in
al

β
te
lq
ue
Ca
rd

(L
)
⩽

β
⩽

α.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Q
ui
tte
àa
gr
an
di
rl
’e
ns
em
bl
eS
,o
n
su
pp
os
eq
ue
Ca
rd

(S
)
⩾

Ca
rd

(L
).
D
’a
pr
ès
la
pr
op
os
iti
on
pr
éc
éd
en
te
,l
as
ou
s-
st
ru
ct
ur
eB
co
ns
tr
ui
te
es
t

de
ca
rd
in
al
Ca
rd

(S
).

3.
7.
Fi
ltr
es
et
ul
tr
a�
ltr
es

D
é�
ni
tio
n
(3
.7.
1)
.—

So
it
X
un
en
se
m
bl
ee
ts
oi
tF

un
en
se
m
bl
ed
ep
ar
tie
sd
eX
.

O
n
di
tq
ue

F
es
tu
n
�l
tre
si
les
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
so
nt
sa
tis
fa
ite
s:

(i)
L’
en
se
m
bl
eF

ne
co
nt
ien
tp
as
la
pa
rt
ie
vi
de
;

(ii
)
L’
en
se
m
bl
eX
ap
pa
rt
ien
tà

F
;

C
H
A
PI
TR
E
3

R
ÉA
LI
SA
TI
O
N
S,
M
O
D
ÈL
ES
—
IN
TE
RP
RÉ
TE
R

«D
’u
n
fo
rt
be
au
ca
ra
ct
èr
eo
n
vo
it
là
le
m
od
èle
,M
ad
am
e(
...
)»

—
M
ol

iè
re
,L
eM
isa
nt
hr
op
e,
ac
te
v,
sc
èn
e4

3.
1.
St
ru
ct
ur
es

So
it
L
=
((
R n

),
(F
n)

)
un
la
ng
ag
ed
u
pr
em
ie
ro
rd
re
.

D
é�
ni
tio
n
(3
.1.
1)
.—

O
n
ap
pe
lle
ré
al
isa
tio
n
du
la
ng
ag
e
L,
ou
L-
st
ru
ct
ur
e,
un

en
se
m
bl
eA
m
un
id
es
do
nn
ée
ss
ui
va
nt
es
:

–
Po
ur
to
ut
en
tie
rn
et
to
ut
sy
m
bo
le
de
re
la
tio
n
r∈
R n
,u
ne
re
la
tio
n
n-
ai
re
rA

da
ns
le
pr
od
ui
tc
ar
té
sie
n
A
n
;

–
Po
ur
to
ut
en
tie
rn
et
to
ut
sy
m
bo
le
de
fo
nc
tio
n
f
∈
F n
,u
ne
fo
nc
tio
n
fA
∶
A
n
→

A
.
O
n
ex
ige
au
ssi
qu
el
es
gr
ap
he
sd
es
re
la
tio
ns
⊺
A
et
�
A
da
ns
A
0
so
ien
tr
es
pe
cti
ve
m
en
t

A
0
et
∅
,e
tq
ue
le
gr
ap
he
de
la
re
la
tio
n
=
A
da
ns
A
2
so
it
la
di
ag
on
al
e.

O
n
di
tq
ue
A
es
tl
’u
ni
ve
rs
de
la
ré
al
isa
tio
n;
po
ur
to
ut
sy
m
bo
le
de
re
lat
io
n
ro
n

di
tq
ue
la
re
lat
io
n
rA
es
tl
’in
te
rp
ré
ta
tio
n
du
sy
m
bo
le
rd
an
sA
;p
ou
rt
ou
ts
ym
bo
le

de
fo
nc
tio
n
f,
on
di
tq
ue
la
fo
nc
tio
n
fA
es
tl
’in
te
rp
ré
ta
tio
n
du
sy
m
bo
le
fd
an
sA
.

O
n
di
ra
so
uv
en
t«
so
it
A
un
er
éa
lis
at
io
n.
..»
en
so
us
-e
nt
en
da
nt
les
in
te
rp
ré
ta
tio
ns
.

Re
m
ar
qu
e(
3.
1.2
).
—
Ra
pp
elo
ns
qu
eA

0
dé
sig
ne
l’e
ns
em
bl
ed
es
ap
pl
ic
at
io
ns
de

l’e
ns
em
bl
e
à
0
él
ém
en
ts
,l
’e
ns
em
bl
e
vi
de
,d
an
sA
.I
ly
a
do
nc
ex
ac
te
m
en
tu
n

élé
m
en
td
an
sl
’e
ns
em
bl
eA

0
;n
ot
on
s-
le

ε.
Pu
isq
ue
se
do
nn
er
un
e
re
la
tio
n
da
ns
A
0
re
vi
en
tà
se
do
nn
er
un
e
pa
rt
ie
de

l’e
ns
em
bl
e{

ε}
,i
ly
a
de
ux
te
lle
sr
el
at
io
ns
:{

ε}
,e
t∅
.L
a
pr
em
iè
re
es
tt
ou
jo
ur
s

vé
ri�
ée
et
po
ss
èd
el
av
al
eu
rd
ev
ér
ité
vr
ai
,o
u
⊺
;l
as
ec
on
de
n’
es
tj
am
ai
sv
ér
i�
ée

et
po
ss
èd
el
av
al
eu
rd
ev
ér
ité
fa
ux
,o
u
�
.

D
em
êm
e,
les
sy
m
bo
les
de
co
ns
ta
nt
es
so
nt
les
élé
m
en
ts
de
F 0
.S
ed
on
ne
ru
ne

ap
pl
ic
at
io
n
de
A
0
da
ns
A
re
vi
en
tà
se
do
nn
er
l’i
m
ag
e
da
ns
A
de
l’é
lé
m
en
tε
,
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LISATIO

N
S,M

O
D
ÈLES

—
IN
TERPRÉTER

autrem
entdit,à

choisir,pourtoutsym
bole

de
constante

c
∈
F
0 ,un

élém
ent

c A
∈A
.

3.1.3.
—
Supposonsque

le
langage

L
soitceluidesanneaux,lessym

bolesde
variablesétantreprésentéspardeslettresde

l’alphabet.U
ne
réalisation

de
ce

langageestun
ensem

ble,disonsA
,m
unidedeux

loisbinaires
+
et
⋅,A

×
A
→
A
,

etde
deux

élém
ents0

et1.En
revanche,on

ne
faitencore

aucune
hypothèse

surlesrelationsentrecesloisetlesdeux
élém

ents0,1.En
e�et,silesaxiom

es
desanneaux

s’exprim
entcom

m
edesform

ulesdu
langageL,l’associativitéde

l’addition
s’écrit∀x

∀
y∀z

=
+
+
xyz

+
x
+
yz,ou,avecunenotation

pluscourante,
∀x

∀
y∀z

((x
+
y)
+
z
=
x
+
(y
+
z)).M

aispourpouvoirdiresil’addition
deA

estassociative,ilfautpouvoirinterpréterlesform
ulesetlesterm

esdansA
.

3.1.4.
—
Lesdeux

propositionsci-dessousa�
rm
entqu’ily

auneuniquefaçon
raisonnabled’interpréterterm

esetform
ulesdansuneréalisation

donnéeA
du

langageL.Ellessonténoncéesdefaçon
un
peu
exotique.En

e�et,l’interprétation
d’un

term
eserauneapplication

du
produitcartésien

A
V
delastructuredansla

structure.RappelonsqueA
V
estl’ensem

bledesfam
illes

(a
v )v∈V

d’élém
entsdeA

,
indexées

par
l’ensem

ble
V
des
sym
boles

de
variables;com

m
e
on
l’im
agine,

seuls
les
indices

v
apparaissantdans

un
term

e
serontpris

en
com

pte
dans

l’interprétation
deceterm

e.Ilestcependantplussim
pleL’interprétation

d’une
form

uleestuneapplication
du
produitcartésien

A
V
dansl’ensem

ble
{�,⊺

}
des

valeursdevérité,m
êm
esiseulslesindicesv

correspondantaux
variableslibres

d’uneform
uledonnéeinterviendrontpourl’interprétation

decetteform
ule.

Lessym
boleslogiques

¬,∨,∧,⇒
,⇔
vontavoirl’interprétation

usuelle,don-
néeparlestablesdevéritébien

connuessuivantes:

¬
⊺

�

�
⊺

∧
⊺

�

⊺
⊺

�

�
�

�

∨
⊺

�

⊺
⊺

⊺

�
⊺

�

⇒
⊺

�

⊺
⊺

�

�
⊺

⊺

⇔
⊺

�

⊺
⊺

�

�
�

⊺

D
em
êm
e,lequanti�cateurexistentiel∃v

vaêtreinterprétécom
m
el’existence

d’un
élém

entdansA
,etlequanti�cateuruniversel∀v

vaêtreinterprétécom
m
e

unepropriétépourtoutélém
entdeA

.

Proposition
(3.1.5).—

SoitW
une

partie
de
V
.Ilexiste

une
unique

applica-
tion

τW
∶T

L,W
→

F
(A
W
,A

)del’ensem
ble

T
L,W
desterm

esdontlessym
bolesde
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librede
m
,sibien

que
y
/∈
{x
1 ,...,x

n },desorteque
m
′estuneform

uleen
les

variableslibresx
1 ,...,x

n ,y.
Supposons

m
A
(a
1 ,...,a

n )
=

⊺.Par
dé�nition,il

existe
b

∈
A
tel
que

(m
′) A

(a
1 ,...,a

n ,b
).Parhypothèse,ilexistealorsun

telélém
entbquiappartient

àB.Parrécurrence,on
aalors

(m
′) B(a

1 ,...,a
n ,b

)
=
(m

′) A
(a
1 ,...,a

n ,b
)
=
⊺.

Ilen
résultequem

B(a
1 ,...,a

n )
=
⊺.

Supposonsinversem
entque

m
B(a

1 ,...,a
n )

=
⊺.Ilexistedonc

b
∈
B
telque

(m
′) B(a

1 ,...,a
n ,b

)
=
⊺.Parrécurrence,on

adonc
(m

′) A
(a
1 ,...,a

n ,b
)
=
⊺,ce

quientraînequem
A
(a
1 ,...,a

n )
=
⊺.

e)
Supposonsen�n

qu’ilexisteuneform
ulem

′etun
sym
boledevariable

ytel
que

m
=
∀
ym

′.Pardé�nition
d’uneoccurrencelibre,y

n’estpasunevariable
librede

m
,sibien

que
y
/∈
{x
1 ,...,x

n },desorteque
m
′estuneform

uleen
les

variableslibresx
1 ,...,x

n ,y.
Supposons

m
A
(a
1 ,...,a

n )
=

⊺.Par
dé�nition,pour

tout
b

∈
A
,on

a
(m

′) A
(a
1 ,...,a

n ,b
)
=
⊺.Pourtoutb

∈B,on
aon

aalors
(m

′) B(a
1 ,...,a

n ,b
)
=

(m
′) A

(a
1 ,...,a

n ,b
)
=
⊺,parrécurrence.Ilen

résultequem
B(a

1 ,...,a
n )

=
⊺.

Supposons
que

m
A
(a
1 ,...,a

n )
=
�.Par

dé�nition,ilexiste
b
∈
A
telque

(m
′) A

(a
1 ,...,a

n ,b
)
=
⊺.L’hypothèsedu

théorèm
e,appliquéeàlaform

ule
¬m

′

entraînequ’ilexisteun
élém

entb
∈B
telque

(m
′) A

(a
1 ,...,a

n ,b
)
=
�.Parrécur-

rence,on
aalors

(m
′) B(a

1 ,...,a
n ,b

)
=
�,cequientraînequem

B(a
1 ,...,a

n )
=

�.3.6.4.
—
SoitT

unethéorie(consistante)dansun
langageL,soitA

un
m
odèle

deT
etsoitS

unepartiedeA
.

N
ous

allons
construire

par
récurrence

une
suite

croissante
(B
p )
de
sous-

structuresdeA
contenantS

dontlaréunion
B
=
⋃
p B

p seraun
m
odèledeT.

O
n
dé�nitB

0 com
m
elasous-structuredeA

engendréeparS.SupposonsB
p

dé�nie.
Pourtoutentiern,touteform

ulem
(x
1 ,...,x

n ,y)ettoutélém
ent(a

1 ,...,a
n )

∈

(B
p ) n
telque

∃ym
A
(a
1 ,...,a

n ,y),choisissons
un
élém

ent
b

∈
A
telque

m
A
(a
1 ,...,a

n ,b
).SoitB

p+1 lasous-structuredeA
engendréeparB

p ettousces
élém

entsb.
SoitB

=
⋃
p∈N
B
p .C
’estunesous-structuredeA

.Soiten
e�etn

∈
N
,f

∈F
n et

(a
1 ,...,a

n )
∈B

n;soitp
∈
N
telquea

1 ,...,a
n appartiennentàB

p ;pardé�nition
d’unesous-structure,alors

f A
(a
1 ,...,a

n )
∈B

p ,sibien
que

f A
(a
1 ,...,a

n )
∈B.
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�
éo
rè
m
e(
3.
6.
3)
(T
es
td
eT
ar
sk
i-V
au
gh
t).
—
So
it
A
un
er
éa
lis
at
io
n
de
L,
so
it
B

un
ep
ar
tie
de
A
.O
n
su
pp
os
eq
ue
po
ur
to
ut
en
tie
rn
,t
ou
te
fo
rm
ul
em

(x
1,
..
.,
x n
,y

)

de
L
et
to
ut
élé
m
en
t(
a 1
,.
..
,a
n)

∈
Bn
te
lq
ue
A
⊧
∃
ym

(a
1,
..
.,
a n
,y

),
il
ex
ist
e

un
élé
m
en
tb

∈
B
te
lq
ue
A
⊧
m
(a
1,
..
.,
a n
,b

).
Al
or
s,
B
es
tu
ne
so
us
-st
ru
ct
ur
e

élé
m
en
ta
ire
de
A
.

Le
po
in
ti
m
po
rt
an
td
el
’é
no
nc
ée
st
de
ne
fa
ire
in
te
rv
en
ir
la
sa
tis
fa
ct
io
n
qu
e

da
ns
la
str
uc
tu
re
A
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
D
ém
on
tro
ns
qu
eB
es
tu
ne
so
us
-s
tr
uc
tu
re
de
A
.S
oi
tn

∈
N
et

so
it
f
∈
F n
un
sy
m
bo
le
de
fo
nc
tio
n
n-
ai
re
,s
oi
t(
b 1
,.
..
,b
n)

∈
Bn
.E
n
ap
pl
iq
ua
nt
la

dé
�n
iti
on
àl
af
or
m
ul
e∃
y(
y
=
f(
x 1
,.
..
,x
n)

),
on
co
ns
ta
te
qu
e
fA

(b
1,
..
.,
b n

)
∈

B.
C
el
ap
ro
uv
eq
ue
B
es
tu
ne
so
us
-s
tr
uc
tu
re
de
A
.

Pr
ou
vo
ns
qu
e
c’
es
tu
ne
so
us
-s
tr
uc
tu
re
élé
m
en
ta
ire
.I
ls
’a
gi
td
e
dé
m
on
tr
er

qu
e
po
ur
to
ut
e
fo
rm
ul
e
m
(x
1,
..
.,
x n

)
et
to
ut
él
ém
en
t(
a 1
,.
..
,a
n)

∈
Bn
,a
lo
rs

A
⊧
m
(a
1,
..
.,
a n

)
si
et
se
ul
em
en
ts
iB
⊧
m
(a
1,
..
.,
a n

).
Si
un
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
ex

i
n’
ap
as
d’
oc
cu
rr
en
ce
lib
re
da
ns
m
,l
es
fo
nc
tio
ns

m
A
∶
A
n
→

{⊺
,�

}
et
m
B
∶
Bn
→

{⊺
,�

}
ne
dé
pe
nd
en
tp
as
de
la
co
or
do
nn
ée
a i
;e
n

ra
iso
nn
an
tp
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
rn
,o
n
su
pp
os
eq
ue
to
us
les
sy
m
bo
les
de
va
ria
bl
es

x 1
,.
..
,x
n
on
tu
ne
oc
cu
rr
en
ce
lib
re
da
ns
m
.

O
n
ra
iso
nn
ea
lo
rs
pa
rr
éc
ur
re
nc
es
ur
la
dé
�n
iti
on
d’
un
ef
or
m
ul
e:

a)
Si
m
es
tu
ne
fo
rm
ul
e
at
om
iq
ue
,c
el
a
ré
su
lte
de
la
dé
�n
iti
on
d’
un
e
so
us
-

str
uc
tu
re
;

b)
Su
pp
os
on
sq
u’
il
ex
ist
eu
ne
fo
rm
ul
em

′ t
el
le
qu
em

=
¬
m
′ .
Pa
rr
éc
ur
re
nc
e,

on
a(
m
′ )
B (
a 1
,.
..
,a
n)

=
(m

′ )
A
(a
1,
..
.,
a n

)
;p
ar
su
ite
,

m
B (
a 1
,.
..
,a
n)

=
¬
(m

′ )
B (
a 1
,.
..
,a
n)

=
¬
(m

′ )
A
(a
1,
..
.,
a n

)
=
m
A
(a
1,
..
.,
a n

).

c)
Su
pp
os
on
sq
u’
il
ex
ist
ed
es
fo
rm
ul
es
m
′ e
tm

′′
et
un
él
ém
en
t●

∈
{∨
,∧
,⇒

,⇔
}
te
ls
qu
e
m

=
(m

′ ●
m
′′ )
.P
ar
ré
cu
rr
en
ce
,o
n
a

(m
′ )
B (
a 1
,.
..
,a
n)

=

(m
′ )
A
(a
1,
..
.,
a n

)
et

(m
′′ )
B (
a 1
,.
..
,a
n)

=
(m

′′ )
A
(a
1,
..
.,
a n

)
;p
ar
su
ite
,

m
B (
a 1
,.
..
,a
n)

=
((
m
′ )
B (
a 1
,.
..
,a
n)
●
(m

′′ )
B (
a 1
,.
..
,a
n)

)

=
((
m
′ )
A
(a
1,
..
.,
a n

)
●
(m

′′ )
A
(a
1,
..
.,
a n

))

=
m
A
(a
1,
..
.,
a n

).

d)
Su
pp
os
on
sq
u’
il
ex
ist
e
un
e
fo
rm
ul
e
m
′ e
tu
n
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
e
y
te
l

qu
e
m
=
∃
ym

′ .
Pa
rd
é�
ni
tio
n
d’
un
eo
cc
ur
re
nc
el
ib
re
,y
n’
es
tp
as
un
ev
ar
ia
bl
e
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va
ria
bl
es
ap
pa
rti
en
ne
nt
à
W
da
ns
l’e
ns
em
bl
ed
es
fo
nc
tio
ns
de
A
W
da
ns
A
vé
ri�
an
t

les
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
:

–
Po
ur
v
∈
W
,τ
W
(v

)
es
tl
’a
pp
lic
at
io
n
de
A
W
da
ns
A
do
nn
ée
pa
r(
a v

) v
∈W
↦
a w
;

–
Po
ur
n
∈
N
,f

∈
F n
et

(t
1,
..
.,
t n
)
∈

T
L,
W
,τ
W
(
ft
1.
..
t n
)
es
tl
’a
pp
lic
at
io
n

a
↦
fA

(τ
W
(t
1)
(a

),
..
.,

τ W
(t
n)

(a
))
.

En
pr
at
iq
ue
,l
’a
pp
lic
at
io
n

τ W
(t
)
∶
A
W
→
A
es
tn
ot
ée
tA
.L
a
fo
rm
ul
e
de
ré
-

cu
rr
en
ce
se
ré
cr
it
ai
ns
it
A
(a

)
=
fA

(t
A 1
(a

),
..
.,
tA n

(a
))
,o
u
en
co
re
tA

=
fA

○

(t
A 1
,.
..
,t
A n
).
L’
en
se
m
bl
e
de
s
va
ria
bl
es
ap
pa
ra
iss
an
td
an
sl
e
te
rm
e
te
st
do
nc

im
pl
ic
ite
et
on
ve
rr
a
ci
-d
es
so
us
qu
e
le
sa
m
bi
gu
ité
sp
er
m
ise
sp
ar
ce
ta
bu
sd
e

la
ng
ag
es
on
ss
an
sd
an
ge
r.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Ce
la
dé
co
ul
ed
u
th
éo
rè
m
ed
el
ec
tu
re
un
iq
ue
de
st
er
m
es
.

Le
m
m
e(
3.
1.6
).
—
So
it
W
un
ep
ar
tie
de
V
.

a)
So
it
W

′ u
ne
pa
rt
ie
de
W
.P
ou
rt
ou
tt
er
m
e
t∈

T
L,
W

′
et
to
ut
a
∈
A
W
,o
n
a

τ W
(t
)(
a)

=
τ W

′
(t
)(
a′
),
où
a′
=
(a
w
) w

∈W
′
.A
ut
re
m
en
td
it,
l’i
nt
er
pr
ét
at
io
n
d’
un

te
rm
en
ed
ép
en
d
qu
ed
es
va
ria
bl
es
qu
iy
ap
pa
ra
iss
en
te
�e
ct
iv
em
en
t.

b)
So
it
W

′ u
ne
pa
rti
ed
eV
,s
oi
ts
∶
W
→

T
L,
W

′
un
ea
pp
lic
at
io
n
et
so
it

σ
∶
T
L,
W
→

T
L,
W

′
l’a
pp
lic
at
io
n
de
su
bs
tit
ut
io
n
co
rr
es
po
nd
an
te
.P
ou
rt
ou
tt
er
m
et
et
to
ut
a
∈

A
W

′

,o
n
a

σ(
t)
A
(a

)
=
tA

((
s(
w
)A

(a
))
w
∈W

).

D
ém
on
str
at
io
n.
—
C
el
as
ep
ro
uv
ep
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
rl
ad
é�
ni
tio
n
d’
un
te
rm
e.

Pr
op
os
iti
on
(3
.1.
7)
.—

Il
ex
ist
eu
ne
un
iq
ue
fa
m
ill
e(

φ W
) W

∈P
(V
)o
ù,
po
ur
to
ut
e

pa
rt
ie
W
de
V
,φ
W
∶
F
L,
W
→

R
(A
W
)
es
tu
ne
ap
pl
ica
tio
n
de
l’e
ns
em
bl
e

F
L,
W

de
sf
or
m
ul
es
du
la
ng
ag
eL
à
va
ria
bl
es
lib
re
sd
an
sW

da
ns
l’e
ns
em
bl
eR

(A
W
)
de
s

re
la
tio
ns
su
rA

W
,v
ér
i�
an
tl
es
pr
op
rié
té
ss
ui
va
nt
es
:

a)
Si
m

=
rt
1.
..
t n
,o
ù
r
∈
R n
et
t 1,
..
.,
t n

∈
T
L,
W
,a
lo
rs

φ W
(m

)(
a)

=

rA
(t
A 1
(a

),
..
.,
tA n

(a
))
po
ur
to
ut
a
∈
A
W
;

b)
Si
m

=
¬
m
′ ,
où
m
′
∈

F
L,
W
,a
lo
rs

φ W
(m

)(
a)

=
¬

φ W
(m

′ )
(a

)
po
ur
to
ut

a
∈
A
W
;

c)
Si
m

=
(m

′
●
m
′′ )
,
où
m
′ ,
m
′′

∈
F
L,
W
et
●

∈
{∨
,∧
,⇒
,⇔

},
al
or
s

φ W
(m

)(
a)

=
φ W

(m
′ )
(a

)
●

φ W
(m

′′ )
(a

)
po
ur
to
ut
a
∈
A
L,
W
;

d)
Si
m

=
∃
vm

′ ,
av
ec
v
∈
V
et
m
′
∈

F
L,
W

′
,o
ù
W

′
=
W

∪
{v

},
al
or
so
n
a

φ W
(m

)(
a)
si
et
se
ul
em
en
ts
’il
ex
ist
eu
n
élé
m
en
ta

′ ∈
A
W

′

te
lq
ue
a′ w

=
a w
po
ur

w
≠
v
te
lq
ue

φ W
′
(m

′ )
(a

′ )
;
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e)
Supposonsm

=
∀vm

′,avecv
∈
V
etm

′
∈

F
L,W

′,où
W

′
=
W

∪
{v

},alors
φ
W
(m

)(a
)
sietseulem

entsi,pourtoutélém
enta ′

∈
A
W

′telque
a ′w

=
a
w
pour

w
≠
v,on

a
φ
(m

′)(a ′).

En
pratique,la

relation
φ
W
(m

)
dans

A
W
estnotée

m
A,l’ensem

ble
W
de

variables
libres

étantsous-entendu.O
n
verra

plus
loin

que
cela

ne
crée

pas
d’am

biguité.

D
ém
onstration.—

C
ela
se
dém

ontre
par
récurrence

sur
la
dé�nition

d’une
form

ule.D
’après

le
théorèm

e
de
lecture

unique,un
etun

seuldes
cinq

cas
indiqué

se
produit,m

aisilfautvéri�erque
lesensem

blesde
variableslibres

quiapparaissentsontbien
com

m
e
indiqué,ce

quirésulte
de
la
dé�nition

par
récurrence

de
l’ensem

ble
des
occurrences

libres
d’un

sym
bole

de
variables.

Supposonsm
∈
F
L,W
.

a)
Sim

=
rt1 ...,tn

estune
form

ule
atom

ique,sesvariableslibressontles
sym
bolesvariableslibresapparaissantdanst1 ,...,tn ;parsuite,alorst1 ,...,tn

∈

T
L,W
;

b)
Sim

=
¬m

′,lesvariableslibresdem
sontcellesdem

′;
c)
Sim

=
(m

′●m
′′),lesvariableslibresdem

sontcellesdem
′etdem

′′.D
ans

cesdeux
dernierscas,on

adoncm
′,m

′′∈
F
L,W
;

d)
Sim

=
∃vm

′ou
m

=
∀vm

′,lesvariableslibresde
m
sontcellesde

m
′,

privéesdev;alors,m
′∈

F
L,W

′,où
W

′=
W
∪
{v

}.

Lem
m
e
(3.1.8).—

SoitW
,W

′despartiesde
V
tellesque

W
′
⊂
W
etsoitm

∈

F
L,W

′,de
sorte

que
m

∈
F
L,W
.Pourtouta

∈
A
W
,on

a
φ
W
(m

)(a
)
=

φ
W

′(a ′),
où
a ′

=
(a
w
)w∈W

′.Autrem
entdit,la

relation
m
A
dansA

W
ne
dépend

pasdes
com
posantesdontl’indicen’a

pasd’occurrencelibredansW
.

D
ém
onstration.—

C
ela
se
prouve

parrécurrence
surla

dé�nition
d’une

for-
m
ule.

3.1.8.1.—
Lasubstitution

d’unevariablelibreparun
term

en’estpastoujours
com

patibleàl’interprétation
d’uneform

ule.Prenonspourexem
plelaform

ule
∃x

(x
2
=
y).Substituons

d’abord
à
y
le
term

e
t
=
y
+
z;on

obtientla
for-

m
ule

∃x
(x
2
=
y
+
z)
dontl’interprétation

en
un
couple

(b,c)
coïncide

avec
l’interprétation

de
la
form

ule
initiale

en
b
+
c.Substituonsm

aintenantà
y
le

term
eu

=
x
+
y
+
z;on

obtientlaform
ule

∃x
(x
2
=
x
+
y
+
z)dontl’interprétation
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Rem
arque(3.5.3).—

Pourqu’unethéorieconsistanteT
soitcom

plète,ilfautet
ilsu�

tqu’ellesoitm
axim

ale.
Supposonsd’abord

que
T
estcom

plète
etsoitA

un
m
odèle

de
T
telle

que
T
=
�
L (A

).Soitm
une

form
ule
de
L
quin’appartientpasà

T,c’est-à-dire
m
A
=
�;alors,(¬m

) A
=
⊺,donc

¬m
∈T.SiB

estun
m
odèledeT,on

a
(¬m

) B
=
⊺,

donc
m
B
=
�,d’où

m
/∈�

L (B
).C
elaprouvequeT

∪
{m

}
n’estpasconsistant,

sibien
queT

estunethéoriem
axim

ale.
SoitT

une
théorie

consistante
m
axim

ale
etsoitA

un
m
odèle

de
T.O

n
a

T
⊂
�
L (A

).PuisqueT
estm

axim
ale,on

aT
=
�
L (A

):lathéorieT
estcom

plète.

3.5.4.
—
SoitT

unethéoriedanslelangageL.O
n
ditqu’uneform

uleclose
m

estconséquencesém
antiquedeT

sim
satsisfaitedanstoutm

odèledeT.O
n
dit

qu’une
théorie

T
′estconséquence

sém
antique

de
T
sitoutm

odèle
de
T
est

m
odèledeT

′.
O
n
ditqu’unethéorieest�nim

entaxiom
atisablesielleestconséquencesé-

m
antiqued’un

ensem
ble�nideform

ulescloses.

3.6.
Extensionsélém

entaires,théorèm
e
de
Löw
enheim

–Skolem

D
é�nition

(3.6.1).—
SoitL

un
langage,soitA

une
réalisation

de
L
etsoitB

unesous-structuredeA
.O
n
ditqueB

estunesous-structureélém
entairedeA

,
ou
que
A
estune

extension
élém

entaire
de
B,sipour

toutentier
n,toute

for-
m
ule
m
(x
1 ,...,x

n )
dansle

langage
L
ettoutélém

ent
(b
1 ,...,b

n )
∈
B
n,on

a
m
A
(b
1 ,...,b

n )
=
m
B(b

1 ,...,b
n ).

O
n
noteB

≺
A
.

Rem
arque(3.6.2).—

En
appliquantladé�nition

àuneform
uleclose,on

observe
que�

L (A
)
=
�
L (B

)siB
estunesous-structureélém

entairedeA
.

Plus
généralem

ent,soitL
B
le
langage

du
prem

ier
ordre

obtenu
en
adjoi-

gnantà
L
un
sym
bole

de
constante

cb pourchaque
élém

entb
de
B.C

onsidé-
ronsA

com
m
euneréalisation

deL
B ,chaquesym

bolecb étantinterprétécom
m
e

l’élém
entb

deB,desortequeB
estunesous-structure.Lesform

ulesclosesdeL
B

sontdela
form

e
m
(cb

1 ,...,cb
n ) ,où

m
(x
1 ,...,x

n )estuneform
uledeL

en
les

variableslibresx
1 ,...,x

n .
Celam

ontrequeA
estextension

élém
entairedeB

sietseulem
entsi�

L
B (A

)
=

�
L
B (B

).
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3.
RÉ
A
LI
SA
TI
O
N
S,
M
O
D
ÈL
ES
—
IN
TE
RP
RÉ
TE
R

un
te
rm
ed
u
lan
ga
ge
L S
;la
fo
rm
ul
eo
bt
en
ue
,n
at
ur
ell
em
en
tn
ot
ée
m
(c
a 1
,.
..
,c
a n
),

es
tu
ne
fo
rm
ul
ec
lo
se
de
L S
.E
lle
es
ts
at
isf
ai
te
da
ns
la
ré
al
isa
tio
n
A
.

Ex
em
pl
e(
3.
4.
3)
.—

So
it
L
un
la
ng
ag
e
et
so
it
A
un
e
ré
al
isa
tio
n
de
L.
So
it
x,
y

de
ux
sy
m
bo
le
sd
ev
ar
ia
bl
es
(d
ist
in
ct
s)
et
so
it
m
un
ef
or
m
ul
ed
on
tl
es
sy
m
bo
le
s

de
va
ria
bl
es
lib
re
sa
pp
ar
tie
nn
en
tà

{
x,
y}
.S
oi
ta
us
si
L′
le
la
ng
ag
e
ob
te
nu
en

ad
jo
ig
na
nt
àL
un
(n
ou
ve
au
)s
ym
bo
le
de
fo
nc
tio
n
1-
ai
re
qu
el
’o
n
no
te
f m
.

Su
pp
os
on
s
qu
e
la
fo
rm
ul
e
cl
os
e
∀
x∃
ym

(x
,y

)
so
it
sa
tis
fa
ite
da
ns
A
.C
el
a

sig
ni
�e
qu
ep
ou
rt
ou
ta

∈
A
,i
le
xi
st
eu
n
él
ém
en
tb

∈
A
te
lq
ue
m
A
(a
,b

).
Po
ur

to
ut
a
∈
A
,c
ho
isi
sso
ns
un
te
lé
lé
m
en
te
tn
ot
on
s-
le
fA m

(a
).

O
n
a
ai
ns
ip
ro
m
u
l’e
ns
em
bl
eA
de
ré
al
isa
tio
n
de
L
en
un
er
éa
lis
at
io
n
de
L′
.

Po
ur
to
ut
en
se
m
bl
ed
es
ym
bo
le
sd
ev
ar
ia
bl
es
W
,l
es
fo
rm
ul
es
de
L
ne
ch
an
ge
nt

pa
sd
’in
te
rp
ré
ta
tio
n
en
ta
nt
qu
ef
or
m
ul
ed
eL

′ .
D
ep
lu
s,
le
m
ot
∀
xm

(x
,f
m
(x

))

es
tu
ne
fo
rm
ul
ec
lo
se
du
la
ng
ag
eL

′ q
ui
es
ts
at
isf
ai
te
da
ns
A
.

In
ve
rs
em
en
t,
so
it
A
′
un
e
ré
al
isa
tio
n
de
L′
da
ns
la
qu
el
le
la
fo
rm
ul
e

∀
xm

(x
,f
m
(x

))
es
t
sa
tis
fa
ite
.
En
ou
bl
ia
nt
l’i
nt
er
pr
ét
at
io
n
du
sy
m
bo
le
de

fo
nc
tio
n
f m
,l
’en
se
m
bl
eA
es
tu
ne
ré
al
isa
tio
n
de
L
da
ns
la
qu
ell
el
af
or
m
ul
ec
lo
se

∀
x∃
ym

(x
,y

)
es
ts
at
isf
ai
te
.

C
ep
ro
cé
dé
es
ta
pp
el
és
ko
lem
isa
tio
n.
Il
se
gé
né
ra
lis
eé
vi
de
m
m
en
td
’u
ne
fo
r-

m
ul
eà
un
en
se
m
bl
ea
rb
itr
ai
re
de
fo
rm
ul
es
.

3.
5.
�
éo
ri
es
,m
od
èl
es

3.
5.
1.
—
So
it
L
un
la
ng
ag
e.
O
n
ap
pe
lle
th
éo
rie
un
en
se
m
bl
ed
ef
or
m
ul
es
clo
se
s

da
ns
le
la
ng
ag
eL
.

So
it
T
un
et
hé
or
ie
da
ns
le
lan
ga
ge
L.
O
n
di
tq
u’
un
er
éa
lis
at
io
n
A
du
lan
ga
ge
L

es
tu
n
m
od
èle
de
la
th
éo
rie
T
si
to
ut
ef
or
m
ul
ea
pp
ar
te
na
nt
àT
es
ts
at
isf
ait
ed
an
sA
.

O
n
di
tq
ue
la
th
éo
rie
T
es
tc
on
sis
ta
nt
es
ie
lle
po
ss
èd
eu
n
m
od
èle
.

Ex
em
pl
e(
3.
5.
2)
.—

So
it
L
un
la
ng
ag
ee
ts
oi
tA
un
er
éa
lis
at
io
n
de
L.
La
th
éo
rie

de
A
da
ns
le
lan
ga
ge
L,
no
té
e�

L(
A
),
es
tl
’en
se
m
bl
ed
et
ou
te
sl
es
fo
rm
ul
es
clo
se
s

de
L
qu
is
on
tr
éa
lis
ée
sd
an
sL
.U
ne
th
éo
rie
de
ce
tte
fo
rm
ee
st
co
ns
ist
an
te
;o
n
di
t

qu
’el
le
es
tc
om
pl
èt
e.

Si
A
es
tu
n
m
od
èl
ed
’u
ne
th
éo
rie
T,
on
a
T
⊂
�
L(
A
).
To
ut
et
hé
or
ie
co
ns
is-

ta
nt
eT
es
td
on
cc
on
te
nu
ed
an
su
ne
th
éo
rie
co
m
pl
èt
e.
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en
un
co
up
le

(b
,c

)
es
tv
ra
ie
si
et
se
ul
em
en
ts
il
’é
qu
at
io
n
x2
−
x
=
b
+
ca
un
e

so
lu
tio
n,
et
no
n
l’é
qu
at
io
n
x2

=
b
+
c.

O
n
di
ra
qu
’u
ne
fo
rm
ul
em

es
ta
dm
iss
ib
le
po
ur
un
es
ub
sti
tu
tio
n
s∶
W
→

T
L
si

po
ur
to
ut
es
ou
s-
fo
rm
ul
ed
em

de
la
fo
rm
eQ
vm

′ o
ù
Q
∈
{∀
,∃

}
et
to
ut
sy
m
bo
le

de
va
ria
bl
ew

∈
W

{v
}
qu
ia
un
eo
cc
ur
re
nc
el
ib
re
da
ns
m
′ ,
le
te
rm
es

(w
)
ne

fa
it
pa
si
nt
er
ve
ni
rl
es
ym
bo
le
v.

Le
m
m
e(
3.
1.9
).
—
So
it
W
un
ep
ar
tie
de
V
.S
oi
ts
∶
W
→

T
L,
W

′
un
ea
pp
lic
at
io
n

et
so
it

σ
∶
F
L,
W
→

F
L,
W

′
l’a
pp
lic
at
io
n
de
su
bs
tit
ut
io
n
co
rr
es
po
nd
an
te
.P
ou
rt
ou
t

a
∈
A
W

′

,n
ot
on
ss
A
(a

)
=
(s
(w

)A
(a

))
w
∈W
;p
ou
rt
ou
ta

∈
A
W

′

et
to
ut
ef
or
m
ul
em

∈

F
L,
W
qu
ie
st
ad
m
iss
ib
le
po
ur
la
su
bs
tit
ut
io
n
s,
on
a

σ(
m
)A

(a
)
=
m
A
(s
A
(a

))
).

D
ém
on
str
at
io
n.
—
Ra
iso
nn
on
sp
ar
ré
cu
rr
en
ce
su
rl
ad
é�
ni
tio
n
d’
un
ef
or
m
ul
e.

Po
ur
sim
pl
i�
er
,n
ou
sp
os
er
on
sb

=
sA

(a
).

a)
Su
pp
os
on
s
qu
e
m
so
it
un
e
fo
rm
ul
e
at
om
iq
ue
,m

=
rt
1.
..
,t
n.
A
lo
rs

σ(
m
)
=
ru
1.
..
u n
,o
ù
u i

=
σ(
t i)

∈
T
L,
W
po
ur
to
ut
i.
O
n
a
do
nc

σ(
m
)A

(a
)
=

rA
(u
A 1
(a

),
..
.,
uA n

(a
))
.P
ou
r
to
ut
i
∈

{1
,.
..
,n

},
on
a
uA i

(a
)
=

σ(
t i)
A
(a

)
=

tA i
(s
A
(a

))
=
tA i

(b
),
d’
ap
rè
sl
el
em
m
e3
.1.
6.
Pa
rs
ui
te
,o
n
a

σ(
m
)A

(a
)
=
rA

(t
A 1
(b

),
..
.,
tA n

(b
))

=
m
A
(b

)
=
m
A
(s
A
(a

))
,

ce
qu
’il
fa
lla
it
dé
m
on
tre
r.

b)
Su
pp
os
on
sq
ue
m

=
¬
m
′ ,
où
m
′
∈

F
L,
W
.A
lo
rs
,σ

(m
)
=
¬

σ(
m
′ )
,d
on
c

σ(
m
)A

(a
)
=
¬

σ(
m
′ )
A
(a

).
Pa
r
ré
cu
rr
en
ce
,σ

(m
′ )
A
(a

)
=

(m
′ )
A
(b

),
d’
où

σ(
m
)A

(a
)
=
¬
(m

′ )
A
(b

)
=
m
A
(b

).
c)
O
n
ra
iso
nn
ed
ef
aç
on
an
al
og
ue
lo
rs
qu
em

es
td
el
af
or
m
e(
m
′ ●
m
′′ )
,a
ve
c

●
∈
{∨
,∧
,⇒
,⇔

}.
d)
Su
pp
os
on
sq
ue
m
=
∃
vm

′ ;
po
so
ns
W
0
=
W

{v
},
W
1
=
W
∪
{v

}
=
W
0∪

{v
},

de
so
rt
eq
ue
m
′ ∈

F
L,
W
1
et
m
∈
F
L,
W
0
.

Po
so
ns
W

′ 1
=
W

′ ∪
{v

}
et
so
it
s 1
∶
W
1
→

T
L,
W

′ 1
l’a
pp
lic
at
io
n
qu
ic
oï
nc
id
e

av
ec
ss
ur
W
0

{v
}
et
te
lle
qu
e
s 1(
v)

=
v;
so
it

σ 1
l’a
pp
lic
at
io
n
de
su
bs
tit
ut
io
n

co
rr
es
po
nd
an
te
.P
ar
dé
�n
iti
on
,o
n
a

σ(
m
)
=
∃
vσ
1(
m
′ )
,

Co
ns
id
ér
on
su
ne
so
us
-fo
rm
ul
ed
em

′ d
el
af
or
m
eQ
xp
,o
ù
Q
∈
{∀
,∃

}.
Co
m
m
e

c’
es
tu
ne
so
us
-fo
rm
ul
ed
e
m
,p
ou
rt
ou
ts
ym
bo
le
de
va
ria
bl
ew

∈
W
qu
ia
un
e

oc
cu
rr
en
ce
lib
re
da
ns
p,
le
te
rm
es

(w
)
ne
fa
it
pa
si
nt
er
ve
ni
rl
es
ym
bo
le
x.
So
it

w
∈
W
1
un
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
e
qu
ia
un
e
oc
cu
rr
en
ce
lib
re
da
ns
p
et
te
lq
ue

w
≠
x;
on
a
s 1(
w
)
=
s(
w
),
do
nc
s 1(
w
)
ne
fa
it
pa
si
nt
er
ve
ni
rx
.C
el
ap
ro
uv
eq
ue

la
fo
rm
ul
em

′ e
st
ad
m
iss
ib
le
po
ur
la
su
bs
tit
ut
io
n
s 1.
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N
S,M

O
D
ÈLES

—
IN
TERPRÉTER

L’interprétation
σ
1 (m

′) A
estune

relation
dansA

W
′1;l’interprétation

(m
′) A

est
une

relation
dans

A
W
1.
Par

récurrence,
on
a
donc

σ
1 (m

′) A
(a
1 )

=

(m
′) A

((s1 (w
) A

(a
1 ))w∈W

1 )pourtouta
1
∈A

W
′1.

Soita
∈
A
W

′.Puisque
σ
(m

)
=
∃vσ

(m
′),on

a
σ
(m

) A
(a

)
=
⊺
sietseulem

ent
s’ilexiste

a
1
∈
A
W

′1telque
σ
(m

′) A
(a
1 )
=
⊺
ettelque

touteslescom
posantes

dea
1 autresquecelled’indicev

coïncidentaveccellesdea.(O
n
diraqu’un

tela
1

estv-prochede
a.)

Soitw
∈W

1 un
sym
boledevariablequiauneoccurrencelibredansm

′;par
hypothèse,lesym

boledevariablev
n’apparaîtpasdansleterm

es1 (w
)
=
s(w

);
on
a
donc

s1 (w
) A

(a
1 )

=
b
w
pour

toutélém
entconvenable

a
1 .D
’autre

part,
s1 (v

)
=
v,doncs1 (v

) A
(a
1 )estlacom

posanted’indicevdea
1 .Ainsi,l’application

a
1
↦

(s1 (w
) A

(a
1 ))w∈W

1 induitunebijection
del’ensem

bledesélém
entsa

1
∈A

W
′1

quisontv-prochesdea
surl’ensem

bledesélém
entsb

1
∈A

W
1quisontv-proches

deb.
Celadém

ontrequeσ
(m

) A
(a

)
=
⊺
sietseulem

ents’ilexisteun
élém

entb
1 qui

estv-prochedeb
telque

(m
′) A

(b
)
=
⊺,cequisigni�eexactem

entm
A
(b

)
=
⊺.

e)
Lecasdu

quanti�cateur
∀
estanalogue.

3.1.10.
—
O
n
a
l’habitude,lorsque

P
estun

polynôm
e
à
coe�

cientsdansun
anneau

com
m
utatifA

en
desindéterm

inéesT
1 ,..., T

n ,denoterP
(T
1 ,..., T

n )

lepolynôm
eP.O

n
noteaussicouram

m
entP

(a
1 ,...,a

n )l’évaluation
du
poly-

nôm
eP
en
un
n-uplet

(a
1 ,...,a

n )
∈A

n.
N
ousallonsm

ettreen
placecettenotation

danslecontextedel’évaluation
desterm

esetdesform
ulesdansun

langageL.SoitA
uneréalisation

deL,soit
t
∈
T
L un

term
eetsoitm

∈
T
L uneform

uledanslelangageL.
Par
analogie

avec
les
polynôm

es,on
notera

aussit(x
1 ,...,x

n )
le
term

e
t

lorsque
(x
1 ,...,x

n )
une

suite
de
sym
bolesde

variablesdeux
à
deux

distincts
contenantlessym

bolesdevariablesquiapparaissentdanst.Si(a
1 ,...,a

n )
∈A

n,
on
notera

t A
(a
1 ,...,a

n )l’évaluation
du
term

e
ten

rem
plaçantx

i para
i .

D
e
m
êm
e,sim

estune
form

ule
dansle

langage
L,on

écrira
m
(x
1 ,...,x

n )

lorsque
(x
1 ,...,x

n )
estune

suite
de
sym
boles

de
variables

deux
à
deux

dis-
tincts

contenantles
sym
boles

de
variables

libres
quiapparaissentdans

t.Si
(a
1 ,...,a

n )
∈
A
n,on

notera
m
A
(a
1 ,...,a

n )
l’évaluation

de
la
form

ule
m
en

rem
plaçantx

i para
i .

O
n
noteraen�n

A
⊧
m
(a
1 ,...,a

n )au
lieu

dem
A
(a
1 ,...,a

n )
=
⊺.
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sym
boledefonction

n-aireetsoita
1 ,...,a

n desélém
entsdeA

′;dém
ontrons

que
f A

(a
1 ,...,a

n )appartientàA
′.Pouri

∈
{1,...,n

},soitti un
term

een
des

sym
bolesdevariablesx

i,j (pour1
⩽
j
⩽
m
i )etsoit

(a
i,j )1⩽j⩽m

i un
élém

entdeA
m
i

telque
a
i
=
t Ai

(a
i,1 ,...,a

i,m
i ) .C

om
m
e
l’ensem

ble
de
sym
bolesde

variables
estin�ni,on

se
ram
ène
d’abord

au
casoù

lessym
bolesx

i,j sontdeux
à
deux

distincts:choisirune
fam
ille

(y
i,j )
de
sym
bolesdeux

à
deux

distincts,puis,
pourtouti,etsubstituery

i,j à
x
i,j dansti .Soitaussix

1 ,...,x
n dessym

bolesde
variablesdeux

àdeux
distinctsetsoittleterm

eobtenu
en
substituantdansle

term
e
fx
1 ...x

n lesym
boledevariablex

i parleterm
e
ti .O

n
a

f A
(a
1 ,...,a

n )
=
f A

(t A1
(a
1,1 ,...,a

1,m
1 ),...,t An

(a
n,1 ,...))

=
t A

((a
i,j )),

cequiprouveque
f A

(a
1 ,...,a

n )appartientàA
′.Celaconclutladém

onstration
du
lem
m
e.

3.4.
Extension

de
langages

3.4.1.
—
SoitL

=
((R

n ),(F
n ))etL ′=

((R
′n ),(F ′n ))deslangages.O

n
ditquele

langage
L ′étend

le
langage

L,ou
que
le
langage

L
réduitle

langage
L ′sipour

toutentiern,on
aR

n
⊂
R
′n etF

n
⊂
F ′n .

D
anscecas,touteréalisation

A
′du

langageL ′donnelieu
àuneréalisation

A
du
langage

L
:on

conserve
l’univers

en
posantA

=
A
′,eton

choisitpour
interprétations

f A
etr A

dessym
bolesdefonctions

f
∈F

n etderelationsr
∈R

n
lesinterprétationsdecessym

bolesdanslaréalisation
A
′.

Exem
ple
(3.4.2).—

SoitL
un
langage,soitA

une
réalisation

de
L.SoitS

une
partiedeA

.O
n
dé�nitun

langageL
S en

ajoutantaux
sym
bolesdeconstantes

de
L
un
sym
bole

cs pourchaque
élém

ents
∈
S.U
n
term

e
ou
une

form
ule
du

langageL
S estaussiappeléun

term
eou

uneform
uledu

langageL
à
param

ètres
dansS.
LelangageL

S possèdeuneréalisation
naturelledansl’universA

,où,pourtout
s
∈S,l’interprétation

c As
du
sym
boledeconstantecs estpriseégaleà

s.
Soitm

(x
1 ,...,x

n )
∈

F
L uneform

uledanslelangageL
en
desvariableslibres

x
1 ,...,x

n .Supposonsqu’ilexiste
(a
1 ,...,a

n )
∈
S
n
telque

A
⊧
m
(a
1 ,...,a

n ),
c’est-à-direm

A
(a
1 ,...,a

n )
=
⊺.D

anslaform
ulem

,substituonssim
ultaném

ent
lesym

boledevariablelibrex
i parlesym

boledeconstanteca
i ,considérécom

m
e
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RÉ
A
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SA
TI
O
N
S,
M
O
D
ÈL
ES
—
IN
TE
RP
RÉ
TE
R

sy
m
bo
le
de
re
la
tio
n
qu
el
’é
ga
lit
é.
U
ne
ré
al
isa
tio
n
de
ce
la
ng
ag
ee
st
un
m
ag
m
a

«p
oi
nt
é»
,c
’e
st
-à
-d
ire
m
un
id
’u
n
él
ém
en
tp
riv
ilé
gi
é.
U
n
ho
m
om
or
ph
ism
ed
e

st
ru
ct
ur
es
es
tu
n
m
or
ph
ism
ed
em
ag
m
as
po
in
té
s;
un
m
on
om
om
or
ph
ism
ee
st

un
m
or
ph
ism
ei
nj
ec
tif
.

3.
3.
3.
—
Le
co
m
po
sé
de
de
ux
m
or
ph
ism
es
(r
es
p.
m
on
om
or
ph
ism
es
)e
st
un

m
or
ph
ism
e(
re
sp
.u
n
m
on
om
or
ph
ism
e)
;l
’id
en
tit
éI
d A
es
tu
n
m
on
om
or
ph
ism
e.

O
n
di
tq
u’
un
m
or
ph
ism
e

φ
∶
A
′
→
A
es
tu
n
iso
m
or
ph
ism
e
s’i
le
xi
ste
un

m
or
ph
ism
eψ

∶
A
→
A
′ t
el
qu
eψ

○
φ
=
Id
A
′
et

φ
○

ψ
=
Id
A
.C
el
a
re
vi
en
tà
di
re

qu
eφ
es
tu
n
m
on
om
or
ph
ism
eb
ije
ct
if.

3.
3.
4.
—
So
it
A
et
A
′ d
es
ré
al
isa
tio
ns
du
la
ng
ag
eL
.L
or
sq
ue
A
′ e
st
un
ep
ar
tie

de
A
et
qu
el
’in
clu
sio
n
de
A
′ d
an
sA
es
tu
n
m
on
om
or
ph
ism
ed
es
tr
uc
tu
re
s,
on

di
tq
ue
A
′ e
st
un
es
ou
s-s
tru
ct
ur
ed
eA
.

In
ve
rs
em
en
t,
so
it
A
un
e
ré
al
isa
tio
n
du
la
ng
ag
e
L
et
so
it
A
′ u
ne
pa
rt
ie
de
A

vé
ri�
an
tl
a
pr
op
rié
té
su
iv
an
te
:P
ou
rt
ou
ts
ym
bo
le
f
∈
F n
et
to
ut

(a
1,
..
.,
a n

)
∈

(A
′ )
n ,
on
a
fA

(a
1,
..
.,
a n

)
∈
A
′ .
A
lo
rs
,i
le
xi
ste
un
ei
nt
er
pr
ét
at
io
n
du
la
ng
ag
eL

da
ns
A
′ d
es
or
te
qu
el
’in
clu
sio
n
de
A
′ d
an
sA
so
it
un
pl
on
ge
m
en
td
es
tr
uc
tu
re
s.

En
e�
et
,il
su
�
td
ep
os
er
fA

′

(a
1,
..
.,
a n

)
=
fA

(a
1,
..
.,
a n

)
et
rA

′

(a
1,
..
.,
a n

)
=

rA
(a
1,
..
.,
a n

)
po
ur
to
ut
f
∈
F n
,t
ou
tr

∈
R n
et
to
ut

(a
1,
..
.,
a n

)
∈
(A

′ )
n .

3.
3.
5.
—
So
it
A
un
er
éa
lis
at
io
n
du
la
ng
ag
eL
.L
’in
te
rs
ec
tio
n
d’
un
ef
am
ill
e(
A
i)

de
so
us
-s
tr
uc
tu
re
sd
eA
es
tu
ne
so
us
-s
tr
uc
tu
re
de
A
.

Po
ur
to
ut
e
pa
rt
ie
S
de
A
,i
le
xi
ste
do
nc
un
e
pl
us
pe
tit
e
so
us
-s
tr
uc
tu
re
de
A

qu
ic
on
tie
nt
S,
às
av
oi
rl
’in
te
rs
ec
tio
n
de
to
ut
es
d’
en
tre
el
le
s;
on
di
tq
ue
c’
es
tl
a

so
us
-s
tr
uc
tu
re
en
ge
nd
ré
ep
ar
A
.

Le
m
m
e
(3
.3
.6
).
—
So
it
L
un
la
ng
ag
e
et
so
it
A
un
e
ré
al
isa
tio
n
de
L.
So
it
S
un
e

pa
rt
ie
de
A
.L
a
so
us
-st
ru
ct
ur
ed
eA
en
ge
nd
ré
ep
ar
S
es
tl
’en
se
m
bl
ed
es
élé
m
en
ts

de
A
de
la
fo
rm
et
A
(a
1,
..
.,
a n

),
où
n
∈
N
,t

∈
T
L
es
tu
n
te
rm
ee
n
les
sy
m
bo
les
de

va
ria
bl
es
x 1
,.
..
,x
n,
et

(a
1,
..
.,
a n

)
∈
Sn
.

D
ém
on
str
at
io
n.
—
So
it
A
′ l
’e
ns
em
bl
e
de
sé
lé
m
en
ts
in
di
qu
és
et
so
it
B
la
so
us
-

str
uc
tu
re
de
A
en
ge
nd
ré
ep
ar
S.
Po
ur
to
ut
n
∈
N
,t
ou
tt
er
m
et

(x
1,
..
.,
x n

)
et
to
ut

(a
1,
..
.,
a n

)
∈
Sn
,o
n
a
do
nc
tA

(a
1,
..
.,
a n

)
=
tB
(a
1,
..
.,
a n

)
∈
B.
C
el
a
pr
ou
ve

qu
eA

′ ⊂
B.
In
ve
rs
em
en
t,
no
us
al
lo
ns
dé
m
on
tre
rq
ue
A
′ e
st
un
es
ou
s-
st
ru
ct
ur
e

de
A
qu
ic
on
tie
nt
S.
So
it
x
un
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
e
et
so
it
tl
e
te
rm
e
x;
on
a

tA
(a

)
=
a
po
ur
to
ut
a
∈
S,
do
nc
A
′ c
on
tie
nt
S.
So
it
n
∈
N
,s
oi
t
f
∈
F n
un

3.2
.É
Q
U
IV
A
LE
N
CE
SÉ
M
A
N
TI
Q
U
E
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En
pa
rt
ic
ul
ie
r,
lo
rs
qu
em
es
tu
ne
fo
rm
ul
ec
lo
se
,s
on
in
te
rp
ré
ta
tio
n
m
A
es
tu
ne

re
la
tio
n
da
ns
l’e
ns
em
bl
e
à
un
él
ém
en
tA

∅ ,
c’
es
t-à
-d
ire
to
ut
ou
rie
n.
Lo
rs
qu
e

m
A
=
⊺
,o
n
di
ra
qu
em

es
ts
at
isf
ai
te
da
ns
A
et
on
éc
rir
aA
⊧
m
.

3.
2.
Éq
ui
va
le
nc
e
sé
m
an
tiq
ue

D
é�
ni
tio
n
(3
.2
.1)
.—

So
it
L
un
la
ng
ag
e.
O
n
di
tq
ue
de
ux
fo
rm
ul
es
da
ns
le
la
ng
ag
eL

so
nt
sé
m
an
tiq
ue
m
en
té
qu
iv
al
en
te
ss
il
eu
rs
in
te
rp
ré
ta
tio
ns
so
nt
ég
al
es
da
ns
to
ut
e

ré
al
isa
tio
n
du
la
ng
ag
eL
.

Pl
us
ex
pl
ic
ite
m
en
t,
de
ux
fo
rm
ul
es
m
et
m
′ d
an
sl
el
an
ga
ge
L
so
nt
éq
ui
va
len
te
s

si
po
ur
to
ut
e
ré
al
isa
tio
n
A
de
L,
le
sf
on
ct
io
ns
m
A
et

(m
′ )
A
de
A
V
da
ns

{�
,⊺

}

so
nt
ég
al
es
.C
’e
st
bi
en
sû
ru
ne
re
la
tio
n
d’
éq
ui
va
le
nc
e.

O
n
dé
�n
it
au
ss
il
a
re
la
tio
n
de
qu
as
i-é
qu
iv
al
en
ce
en
n’
ex
ig
ea
nt
l’é
ga
lit
éd
es

in
te
rp
ré
ta
tio
ns
qu
ed
an
st
ou
te
ré
al
isa
tio
n
no
n
vi
de
.

Ex
em
pl
e
(3
.2
.2
).
—
So
it
m
,m

′ ,
m
′′
de
sf
or
m
ul
es
et
so
it
x,
y
de
ss
ym
bo
le
sd
e

va
ria
bl
es
.L
es
fo
rm
ul
es
su
iv
an
te
ss
on
ts
ém
an
tiq
ue
m
en
té
qu
iv
al
en
te
s:

a)
m
et
¬
¬
m
;

b)
¬
(m

∨
m
′ )
et

(¬
m
∧
¬
m
′ )
;

c)
(m

∨
(m

′ ∨
m
′′ )

)
et

((
m
∨
m
′ )
∨
m
′′ )
;

d)
(m

∧
(m

′ ∧
m
′′ )

)
et

((
m
∧
m
′ )
∧
m
′′ )
;

e)
m
et

(m
∧
m
)
;

f)
m
et

(m
∨
m
)
;

g)
m
⇒
m
′ e
t(
¬
m
∨
m
′ )
;

h)
(m

∨
¬
m
)
et
⊺
;

i)
¬
∃
xm
et
∀
x¬
m
;

j)
∀
x(
m
∧
m
′ )
et

(∀
xm

∧
∀
xm

′ )
.

Le
m
m
e(
3.
2.
3)
.—

So
it
m
,m

′ ,
p,
p′
de
sf
or
m
ul
es
;s
oi
tx
un
sy
m
bo
le
de
va
ria
bl
e.

O
n
su
pp
os
eq
ue
m
et
m
′ d
’u
ne
pa
rt
,p
et
p′
d’
au
tre
pa
rt
,s
on
ts
ém
an
tiq
ue
m
en
t

éq
ui
va
len
te
s.
Al
or
sl
es
fo
rm
ul
es
su
iv
an
te
ss
on
ts
ém
an
tiq
ue
m
en
té
qu
iv
al
en
te
s:

a)
¬
m
et
¬
m
′ ;

b)
(m

●
p)
et

(m
′ ●
p′
),
po
ur
to
ut
sy
m
bo
le
●
∈
{∧
,∨
,⇒
,⇔

}
;

c)
∃
xm
et
∃
xm

′ ;
d)

∀
xm
et
∀
xm

′ .
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O
D
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Exem
ple(3.2.4).—

Soit
●
un
élém

entde
{∨,∧

},soitQ
un
élém

entde
{∀,∃

}.
Touteform

uleestsém
antiquem

entéquivalenteàuneform
uleoù

lesseulssym
-

boleslogiquesapparaissantsont
¬,●,Q

.
Celasedém

ontreparrécurrencesurladé�nition
d’uneform

ule.Traitonspar
exem

plelecasoù
●
=
∨
etQ

=
∃.O

n
rem
placealors

(m
∧
m
′)par

¬
(¬m

∨
¬m

′),
(m
⇒
m
′)
par

(¬m
∨
m
′),(m

⇔
m
′)
par

¬
(¬

(¬m
∨
m
′)
∨
¬
(¬m

′∨
m
)),et

∀xm
par

¬
∃x
¬m
.

3.2.5.
—
O
n
ditqu’uneform

ule
m
estsansquanti�cateurssiellen’adm

etau-
cuneoccurrencedequanti�cateur.O

n
ditqu’elleesten

form
eprenex

s’ilexiste
une

form
ule
sansquanti�cateurs

m
′,un

entier
n,dessym

bolesde
variables

v1 ,...,v
n etdesquanti�cateursQ

1 ,...,Q
n telsque

m
=
Q
1 v1 ...Q

n v
n m

′.U
ne

form
uleprenex

estditeuniversellesiellen’adm
etpasd’occurrencedequanti�-

cateurexistentiel(∃
);elleestditeexistentiellesiellen’adm

etpasd’occurrence
dequanti�cateuruniversel(∀).

Proposition
(3.2.6).—

Toute
form

ule
m
estquasi-équivalente

à
une

form
ule

prenex.

D
ém
onstration.—

O
n
com

m
enceparseram

enerau
casoù

lesseulssym
boles

logiquesqu’ellecontientsont
¬
et
∨.

O
n
supposeaussiquechaquesym

boledevariableliéen’estliéqueparun
seul

sym
bolequanti�cateur,etqu’aucun

sym
boledevariableliéen’ad’occurrence

libre.Q
uecelasoitpossiblesevéri�eparrécurrence.Parexem

ple,sim
=
Q
xp,

où
Q
estun

sym
boledequanti�cateuretp

uneform
uledanslaquellex

possède
uneoccurenceliée,on

substituelesoccurenceslibresdex
dansm

parun
sym
bole

devariable
y
quin’apparaîtpasdansp.D

em
êm
e,sim

=
(p
●q

),on
s’estassuré

parrécurrencequelessym
bolesdevariablesquisontliésdansp

n’apparaissent
pasdansq,etinversem

ent.
La
dém

onstration
procède

ensuite
par
récurrence

sur
la
dé�nition

d’une
form

ule.
SiQ

estun
sym
boledequanti�cateur,on

noteraQ
∗lequanti�cateurdual,de

sorteque
∀
∗
=
∃
et
∃ ∗

=
∀.

–
Sim

=
¬p,où

p
estuneform

uleprenex,on
écritp

=
Q
1 v1 ... Q

n v
n p ′,où

p ′
estsansquanti�cateur;alors,¬p

estéquivalenteàQ
∗1 v1 ...Q

n p
∗
v
n ¬p ′.
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–
Supposons

m
=

(p
∨
q
),où

p
etq

sontdes
form

ules
prenex;on

écrit
alors

p
=
Q
1 v1 ...Q

n v
n p ′etq

=
R
1 w
1 ...R

k w
k q ′,où

p ′etq ′sontsans
quan-

ti�cateurs;
en
outre,

v1 ,...,v
n
n’apparaissent

pas
dans

q,
et
w
1 ,...,w

k
n’apparaissent

pas
dans

p.
A
lors,

m
=

(p
∨
q
)
est
quasi-équivalente

à
Q
1 v1 ...Q

n v
n R
1 w
1 ...R

k w
k (p ′∨

q ′) .Celasedém
ontreparrécurrencesurn

+
k,

variableaprèsvariable,grâceaux
deux

rem
arques:

a)
Lesform

ules
(∀xp

1 ∨
q
1 )et

∀x
(p
1 ∨
q
1 )sontsém

antiquem
entéquiva-

lentes;
b)
Lesform

ules
(∃xp

1 ∨
q
1 )et

∃x
(p
1 ∨
q
1 )sontquasi-équivalentes.Elles

ne
sontpar

contre
pas
forcém

entéquivalentes
:dans

la
structure

vide,
l’interprétation

de
∃x

(p
1 ∨
q
1 )neprend

quelavaleur
�,tandisquecellede

(∃xp
1 ∨
q
1 )coïncideaveccelledeq

1 .

3.3.
M
orphism

esde
structures

D
é�nition

(3.3.1).—
SoitL

un
langage,soitA

etA
′desréalisationsdeL

etsoit
φ
∶A

′→
A
uneapplication.

O
n
ditqueφ

estun
m
orphism

e
destructuressilesconditionssuivantessont

satisfaites:
(i)
Pourtoutsym

bole
f
∈F

n defonction
n-aireettoutélém

ent
(a
1 ,...,a

n )
∈

(A
′) n,on

a
φ
(f A

′(a
1 ,...,a

n ) )
=
f A

(φ
(a
1 ),...,φ

(a
n ));

(ii)
Pourtoutsym

boler
∈R

n derelation
n-aireettoutélém

ent
(a
1 ,...,a

n )
∈

(A
′) ntelquer A

′(a
1 ,...,a

n ),on
a
r A

(φ
(a
1 ),...,φ

(a
n )).

O
n
ditqueφ

estun
m
onom

orphism
edestructures,ou

un
plongem

ent,sil’on
a
deplus
(ii ′)

Pourtoutsym
boler

∈R
n derelation

n-aireettoutélém
ent

(a
1 ,...,a

n )
∈

(A
′) n,alors

r A
′(a

1 ,...,a
n )

⇔
r A

(φ
(a
1 ),...,φ

(a
n )).

Com
m
elelangageL

com
porteun

sym
bolederelation

binairequiestinterprété
com

m
el’égalitédansA

,un
m
onom

orphism
edestructuresestinjectif.

Exem
ple(3.3.2).—

Lelangagedesgroupespossèdedeuxsym
bolesdefonctions,

e
∈
F
0 représentel’élém

entneutre,et⋅∈
F
2 laloidecom

position,etn’acom
m
e


