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CHAPITRE 1

ENSEMBLES ET ARITHMETIQUE DES
CARDINAUX — COMPTER

« Oui; cela n’est pas mal; mais ce compte-la n’est rien de réel. »
— MOLIERE, L’Avare, acte 11, scéne 5

La logique mathématique est la branche des mathématiques dont I’objet
d’étude est I’ensemble des théories mathématiques elles-mémes. Cette mise en
abime en inquiéte certains, en indiffere beaucoup, et attise la curiosité d’autres. Si
ce cours s’adresse par nature a ces derniers, j espeére qu’il rassurera les premiers
et suscitera quelque intérét chez les seconds.

Comme ’expliquent Corl et LAascar dans l'introduction de leur ou-
vrage ( ; ), la logique mathématique utilise tout lattirail des
mathématiques : raisonnement, structures, etc. Ce premier chapitre développe
quelques aspects de théorie « naive » des ensembles que nous utiliserons par la
suite.

1.1. Rappels de théorie des ensembles

1.1.1. — La notion naive d’ensemble semble claire. Un ensemble possede des
éléments, qui peuvent d’ailleurs eux-mémes étre des ensembles; on écrit x € A
pour dire qu'un élément x appartient a 'ensemble A, et x ¢ A pour dire qu’il
n’y appartient pas. La théorie des ensembles est guidée par deux principes :

a) Deux ensembles qui ont les mémes éléments sont égaux (extension);
b) Si P(x) estune propriété d’un objet, on peut former ’ensemble {x; P(x)}
des objets qui la vérifient (compréhension).

Comme I’a observé G. RUSSELL, les choses ne peuvent pas étre aussi simples.

Théoréme (1.1.2) (Paradoxe de Russell). — Il n’existe pas d’ensemble dont les
éléments soient les ensembles vérifiant la propriété x ¢ x.

Je renvoie a I'excellent ( ) (pages 162 et
suivantes) pour un récit savoureux de la découverte de ce paradoxe.
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Démonstration. — Raisonnons par ’absurde en supposant qu’un tel ensemble
existe et notons-le R. La contradiction apparait lorsqu’on cherche a savoir si R
appartient a R ou pas.

Si R appartient a4 R, on a R € R, donc R ¢ R par définition de 'ensemble R;
c’est une contradiction. Donc R n’appartient pas a R, c’est-a-dire que R ¢ R,
donc R € R par définition de R; apparait de nouveau une contradiction. ]

1.1.3. — Ce paradoxe indique qu’une formalisation précise de la théorie des
ensembles est nécessaire. Parmi les formalisations possibles, I’axiomatique (zF)
de ZERMELO-FRAENKEL, complémentée (zFC) par I’axiome du choix, est la plus
couramment utilisée. Dans ce cours, nous nous contenterons d’'une compré-
hension intuitive, telle qu’elle est développée en licence, et renvoyons au cours
du second semestre pour sa description détaillée. Nous utiliserons librement
I’axiome du choix; il sera parfois invoqué sous la forme du théoreme de Zorn
(théoréme 1.1.8), mais parfois aussi dans des raisonnements d’apparence anodine
dont la formalisation le nécessite.

1.1.4. — Soit A et B des ensembles. On dit que B est contenu dans A, ou que B
est une partie de A, et on note B C A, si tout élément de B appartient a A.
L’ensemble vide, I’ensemble A lui-méme sont des parties de A.
Si A est un ensemble, on note &(A) I’ensemble des parties de A.

1.1.5. — Soit f: A — B une application. On dit que f est injective (resp. sur-
jective, resp. bijective) si tout élément de B a au plus (resp. au moins, resp.
exactement un) antécédent par f.

Si f est bijective, on note f~: B — A sa bijection réciproque.

Si f estinjective et A n’est pas vide, il existe une application g : B — A telle que
go f =1da (rétraction). Choisissons un élément a € A et définissons ¢ comme
suit : si b € B appartient a 'image de f, on note g(b) son unique antécédent;
sinon, on pose g(b) = a. Par construction, on aa g(f(x)) = x pour tout x € A.

Si f est surjective, il existe une application g: B — A telle que f o ¢ = Idg
(section). Cela se déduit de I’« axiome du choix » en choisissant, pour tout b € B,
un antécédent g(b) de b par f. Le lemme suivant affirme que 'application g est
injective.

Lemme (1.1.6). — Soit f: A - Bet g: B — C des applications.

a) Si f et g sont injectives, alors g o f est injective;
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b) Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective;

c) Si go f estinjective, alors f est injective;

d) Si go f est surjective, alors g est surjective.

e) En particulier, si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

1.1.7. — On suppose connu 'ensemble N = {0,1,2,...} des entiers naturels.
On note s : N - N P’application « successeur », définie par s(n) = n+1. Le couple
(N, s) sera caractérisé par les propriétés suivantes :

a) L’élément o n’est le successeur d’aucun élément;

b) L’application s est injective;

c) Principe de récurrence : Soit A une partie de N; si o € A (initialisation) et
sis(A) c A (hérédité), alors A = N.

Théoréme (1.1.8) (Zorn). — Soit A un ensemble muni d’une relation d’ordre <.
On suppose que A est inductif, c’est-a-dire que toute partie totalement ordonnée
de A est majorée. Alors, A posséde un élément maximal.

Plus généralement, pour tout élément a de A, il existe un élément maximal b
tel que a < b.

1.2. Ensembles finis

Lemme (1.2.1). — Soit m et n des entiers naturels.

a) Pour qu’il existe une surjection f: {o0,1,...,m—1} - {0,1,...,n -1}, il
faut et il suffit que m > n.

b) Pour qu’il existe une injection f : {0,1,...,m—1} - {0,1,...,n—1}, il faut
et il suffit que m < n.

c) Pour qu’il existe une bijection f : {0,1,...,m—1} - {o,1,...,n—1}, il faut
et il suffit que m = n.

Démonstration. — a) Si m > n, lapplication f de {o,1,...,m — 1} dans
{0,1,...,n—1} donnée par f(i) = min(i, n — 1) est surjective, ce qui établit la
suffisance de la condition indiquée. Démontrons sa nécessité par récurrence
sur n. Illn’yarien a démontrersin = o, car’ensemble {o, ..., n—1} estalors vide.

Supposons I’assertion vérifiée pour n —1 et soit f: {o,...,m -1} > {o,...,n}
une application surjective. Nécessairement, on a m > 1. Posons b = min( f(m -
1),n—1)etsoit g: {o,...,m -2} - {o,...,n —1} Papplication donnée par

g(a)=f(a)sif(a) <n-1etg(a) = bsinon; démontrons qu’elle est surjective.
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Soit i € {0,...,n — 1} et soit a un antécédent de i par f.Sii # f(m —1), on
aa+m-1,donc g(a) = f(a) =i.Sinon,onai = f(m—1) = b; soit a un
antécédent de n par f;comme f(a) =n+i,onaa+ m—-1,doug(a) = i. Ainsi,
g est surjective, donc m — 2 > n — 1, puis m — 1 > n, comme il fallait démontrer.

b) Si m < n, lapplication f de {0,1,...,m —1} dans {o0,1,...,n —1} donnée
par f(i) = i est injective, ce qui prouve la suffisance de la condition indiquée.
Démontrons sa nécessité : soit f : {o,...,m-1} - {o,...,n—1} une application
injective; démontrons que m < n. L’assertion étant évidente si m = o, on
suppose donc m > 1; alors 0 < f(0) < n—1, donc n > 1. On définit alors une
application g de {o,...,n —1} dans {o,...,m — 1} de la facon suivante. Soit
a€{o,...,n—1};siaposséde un antécédent par f, on note g(a) cet antécédent;
sinon, on pose g(a) = o. L’application g ainsi définie vérifie ¢(f(a)) = a pour
tout a € {o,...,m —1}, donc g est surjective. Par suite, m < n.

c¢) Sim = n, Papplication identique est une bijection de {o,...,m —1} dans
lui-méme, d’ot la suffisance de la condition donnée. Sa nécessité résulte des
deux cas précédents.

[]

Définition (1.2.2). — On dit qu’un ensemble A est fini s’il existe un entier naturel n
et une bijection f: {0,1,...,n -1} - A. Il existe alors un seul tel entier; on dit
que c’est le cardinal de ’ensemble A et on le note Card(A), ou |A|.

L’ensemble vide est fini, de cardinal o.

Lemme (1.2.3). — Soit n un entier et soit A une partie de {o,...,n —1}. Il existe
une bijection f: {o,...,n—1} > {o,...,n—1} et un entier m € {o,...,n} tels

que f({m,...,n—1}) = A.

Démonstration. — Si A = {o0,...,n—1}, on pose f = Id et m = o. Sinon, on
raisonne par récurrence descendante sur le plus grand élément p de {o,1,...,n—
1} qui n’appartient pas a A; de sorte que {p +1,...,n—1} c Aetp ¢ A.Si
An{y,...,p} =@, onpose f =Id et m = p + 1. Sinon, soit a un élément de
An{y,...,p} etsoit o la transposition (a, p). Alors, 0(A) est une partie de
{o,...,n—1} qui contient {p,...,n — 1} mais n’est pas égale a {0, ..., n —1}.
Par récurrence, il existe une bijection g de {o,...,n — 1} dans lui-méme et un
entier m € {o,...,n}telsque g({m,...,n—1}) = 0(A). Alors, f = 0o gestune
bijection de {o,...,n —1} dans lui-méme etl'ona g({m,...,n—1})=A. [
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Proposition (1.2.4). — Soit A un ensemble fini. Pour toute partie B de A,
Pensemble B est fini et on a Card(B) < Card(A). Plus précisément, A — B est
également fini et ’'on a Card(A) = Card(B) + Card(A—=B).

Démonstration. — Soit n = Card(A) et soit f: {o,...,n—1} - A une bijection.
Soit g: {0,...,n—1} > {0,...,n —1} une bijection et soit m un entier tels que
g({m,...,n—1}) = f(B). Alors, f*(A=B) = {o,...,m —1}; par suite, la
restriction de f o g définit une bijection de {o, ..., m —1} sur A=B; cela prouve
que A—B est fini et que Card(A=—B) = m. De plus, I'application {o, ..., n-m} —
A donnée par p — f(g(m+ p)) définit une bijection de {o,...,n—m—1} sur B;
cela prouve que B est fini et que Card(B) = n—m. Ainsi, Card(A) = (n—-m)+m =
Card(B) + Card(A—B). O]

Corollaire (1.2.5). — Soit A et B des ensembles finis tels que Card(A) = Card(B)
et soit f : A — B une application. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f estinjective;

b) f est surjective;

c) f est bijective.

Démonstration. — Supposons que f est injective. Elle induit une bijection de A
sur son image; on a alors Card( f(A)) = Card(A) = Card(B), donc Card(B —
f(A)) =oetB=f(A) = &, Cest-a-dire f(A) = B. Par suite, f est surjective.
Supposons que f est surjective et soit g: B — A une section de f. Comme
g est injective, le cas déja traité entraine que g est surjective, donc bijective.
Puisque f o g = Idg, I’application f = g™ est bijective.
Enfin, si f est bijective, elle est également injective. O

Corollaire (1.2.6). — L’ensemble N n’est pas fini.
Démonstration. — Si N était fini, on aurait n < Card(N) pour tout entier n. [

Corollaire (1.2.7). — Soit A un ensemble fini et soit (A, ..., A,) une partition
finie de A. Pour tout entieri € {1,..., p}, 'ensemble A; est fini et 'on a Card(A) =
P Card(A)).

Démonstration. — Cela se déduit de la proposition par récurrence sur p. L[]

Corollaire (1.2.8). — Soit f : A — B une application. On suppose que B est fini et
que pour tout b € B, 'ensemble f~(b) est fini; alors A est fini et 'on a Card(A) =

Ypep Card(f71(b)).
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Démonstration. — Soit g: {o,...,p —1} — B une bijection; pour tout i
{o,...,p—1},onpose A; = f*(g(i)). Lasuite (A,,...,A,,) est une partition
de A. Par suite, Card(A) = 7 Card(A;) = X5 Card(f(b)). O

Corollaire (1.2.9). — Soit A et B des ensembles finis. L’ensemble A x B est fini, de
cardinal Card(A) Card(B).

Démonstration. — Considérons la seconde projection p(a,b) — b de Ax B
dans B. Pour tout b € B, I'application a — (a,b) est une bijection de A sur
’ensemble p~'(b). Le corollaire résulte donc du corollaire précédent, appliqué a
"application p. O

Proposition (1.2.10). — Soit A et B des ensembles finis. L’ensemble .7 (A;B) des
applications de A dans B est fini, de cardinal Card(B)Card(4),

Démonstration. — Soit n un entier et soit f: {0,...,n —1} — A une bijec-
tion. On démontre la proposition par récurrence sur n. Sin = o, alors A = &
et il n’y a qu’une application de A dans B (dont le graphe est vide). Alors,
Card(# (A;B)) =1 = Card(B)°. Posons sinon a = f(n—1) et A’ = A={a}.
L’application u — (u|a/, u(a)) est une bijection de % (A;B) sur % (A’; B) x B.
Par récurrence, ’ensemble .# (A’; B) est fini, de cardinal Card(B)C2d(A"), Ainsi,

I’ensemble .% (A; B) est fini et son cardinal est égal a
Card(.# (A; B)) Card(B) = Card(B)“*4(A) Card(B)
_ Card(B)Cerd(A)
= Card(B)“d), O

Corollaire (1.2.11). — Pour tout ensemble fini A, 'ensemble & (A) des parties
de A est fini, de cardinal 262d(A),

Démonstration. — Pour toute partie B de A, notons XB Sa fonction indicatrice,
définie par yg(a) = 1sia € Bet yg(a) = o sinon. L’application B ~ yp est
une bijection de #(A) dans % (A; {0,1}). D’apres la proposition précédente,
I’ensemble .7 (A; {0,1}) est fini, de cardinal 262rd(4), Le corollaire en résulte. [

1.3. Ensembles dénombrables

Proposition (1.3.1). — Soit A un ensemble. Si A n’est pas fini, il existe une appli-
cation injective f : N - A.



1.3. ENSEMBLES DENOMBRABLES 7

Démonstration. — Puisque A n’est pas fini, il n’est pas vide; soit donc a, un
élément de A et posons A, = A= {a,}. Si ’ensemble A, était fini, ’ensemble A
serait fini, comme réunion de sa partie finie A, et de son complémentaire {a,};
en particulier, A, n’est pas vide; soit a, un élément de A, et posons A, = A,—{a, }.
En répétant cet argument, on construit une suite (d,, a,, ... ) d’éléments de A,
deux a deux distincts. L’application n — a, est une application injective de N
dans A.(V O

Définition (1.3.2). — Soit A un ensemble. On dit que A est dénombrable s’il existe
une application injective de A dans N.

Un ensemble fini est dénombrable.
Une partie d'un ensemble dénombrable est dénombrable.

Lemme (1.3.3). — Soit f : A — B une application surjective. Si A est dénombrable,
alors B est dénombrable.

Démonstration. — Soit g: B — A une section de 'application f. C’est une
bijection de B sur une partie de A. Par suite, B est dénombrable. [

Proposition (1.3.4). — Soit A une partie de N. Si A n’est pas finie, il existe une
unique bijection croissante f : N — A.

Démonstration. — Pour tout entier m € N et toute application f: {o,...,m —
1} - A, 'ensemble A —{f(0),..., f(m — 1)} n’est pas fini, donc n’est pas
vide; il possede donc un plus petit élément. On définit alors une application
f: N — A par récurrence de la facon suivante : pour tout entier m, f(m) estle
plus petit élément de A= {f(0),..., f(m —1)}. L’application f ainsi définie
est strictement croissante. Soit en effet un élément m € N tel que m > 1; par
hypotheése, f(m — 1) est le plus petit élément de A — {f(0),..., f(m - 2)}
et f(m) est le plus petit élément de A = {f(0),..., f(m —1)}. Cela entraine
f(m) % f(m-1);sil’onavait f(m) < f(m-1),onaurait f(m) < f(m-1) ce qui
contredirait la définition de f(m —1). En particulier, I'application f est injective.
Démontrons qu’elle est surjective. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’un
élément a € A n’appartient pas a I'image de f. Comme f est injective, on a
f(m) > m pour tout entier m; en particulier, f(a) > a, donc f(a) > a. Par suite,

(La démonstration précédente est informelle, en ce qu’elle requiert une succession infinie de choix;
une présentation rigoureuse mettrait en évidence 'utilisation de I’axiome du choix, par exemple par
I'utilisation du théoréme de Zorn.



8 CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET ARITHMETIQUE DES CARDINAUX — COMPTER

a estun élémentde A= {f(0),..., f(a—1)} strictement inférieur a f(a), ce
qui contredit la définition de f(a). Ainsi, f : N - A est une bijection croissante.

Soit g: N — A une bijection croissante et posons h = g7 o f. L’application h
est une bijection croissante de N dans N; démontrons par récurrence sur n que
h(n) = n pour tout n € N. Soit a ’antécédent de o par h. Comme a > o, on
ao=h(a) > h(o) > o,dou h(o) = o. Supposons que h(m) = m pour tout
entier m tel que m < n et démontrons que h(n) = n; soit a 'antécédent de n
par h. Comme h(m) < n pour m < n,on a a > n. Par suite, n = h(a) > h(n) >

h(n-1)=n-1,doncn=h(n).Onadonch=1d,d’ou f = g. O

Corollaire (1.3.5). — Soit A un ensemble dénombrable. Si A n’est pas fini, il existe
une bijection de N dans A.

Démonstration. — Soit f: A — N une application injective et soit f': f(A) —»
A Papplication qui associe a un élément de f(A) son unique antécédent par f.
Alors f(A) est une partie de N qui n’est pas finie. Il existe donc une bijection
g:N — f(A) et Papplication f’ o g est une bijection de N sur A. O

Proposition (1.3.6). — L’ensemble N x N est dénombrable.

Démonstration. — Voici deux preuves.

a) Soit f: N x N — N Papplication définie par f(m,n) = 2M3"; elle est
injective, en vertu de 'unicité de la décomposition en facteurs premiers. Cela
démontre que N x N est dénombrable.

b) On construit une application de N xN dans N en parcourant le quadrant N2
diagonale descendante par diagonale descendante, par la formule suivante :

m+n-1

f(m,n) = pZ: (p+1)+m:§(m+n)(m+n+1)+m.

On vérifie que f est bijective, d’ou la proposition.
O

Corollaire (1.3.7). — Soit f : A — B une application. On suppose que I’ensemble
B est dénombrable et que, pour tout élément b € B, ’ensemble f~*(b) est dénom-
brable. Alors ’ensemble A est dénombrable.

Démonstration. — Soit g: B — N une application injective. Pour tout b € B, soit
hy: f72(b) - N une application injective. Soit alors 1 : A - N x N 'application
définie par h(a) = (g(f(a)),h¢a)(a)). Démontrons que h est injective. Soit
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a,a’ € A tels que h(a) = h(a’) et démontrons que a = a’. On a d’abord
¢(f(a)) =g(f(a"));comme g est injective, cela entraine f(a) = f(a’). Comme
hs(a) est injective, on a donc a = a’. Par suite, h est injective, donc A est dénom-

brable. []

Corollaire (1.3.8). — La réunion U, A, d’une suite (A,)en d’ensembles dé-
nombrables est dénombrable.

Démonstration. — Soit A = U,y A, la réunion de la suite (A,,) et soit A’ sa
somme; rappelons que A’ est la partie de N x A formée des couples (7, a) tels que
acA,. Soit f: A’ >Netg: A’ - Ales deux projections. D’apres le corollaire
précédent appliqué a ’application f, ’ensemble A’ est dénombrable. Comme g
est surjective, ’ensemble A est dénombrable. [

Corollaire (1.3.9). — Soit n un entier et soit A,, ..., A, des ensembles dénom-
brables; ’ensemble A, x --- x A,, est dénombrable.

Démonstration. — Le résultat est évident si n = 1. Démontrons le cas général
par récurrence sur #n. Posons B = A, x---x A, etsoit f: A; x---xA, - B
'application définie par f(a,,...,a,) = (a,,...,a,-,). Par hypothése de récur-
rence, B est dénombrable; de plus, pour tout b = (a,...,a,,), application
aw (a,...,a,,,a) induit une bijection de A, sur f7(b), si bien que f7*(b)
est dénombrable. Par suite, A, x --- x A,, est dénombrable. [

1.4. Cardinaux infinis

Définition (1.4.1). — On dit que deux ensembles A et B sont équipotents s’il existe
une bijection f : A — B.

C’est une relation d’équivalence. La théorie des ensembles (zrc) permet de
construire, pour tout ensemble A, un ensemble « canonique » Card(A), appelé
cardinal de A, qui lui est équipotent et qui vérifie la propriété : pour que deux
ensembles A et B soient équipotents, il faut et il suffit que Card(A) = Card(B).
D’autres auteurs préfererent supposer choisi un ensemble dans cette classe,
n’ayant d’autre propriété que I’assertion précédente; c’est par exemple le cas
de (1970) ot Card(A) est défini a I’aide du méta-axiome du choix que
permet le symbole « 7 » de Hilbert. Dans tous les cas, les nombres entiers sont
définis de sorte que si A est un ensemble fini de cardinal #, alors Card(A) = n.
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On appelle cardinal un ensemble de la forme Card(A). Les cardinaux donnent
lieu & une arithmétique intéressante mais délicate, et parfois surprenante. Dans
ce dernier paragraphe, nous nous limiterons a ses aspects les plus élémentaires.

1.4.2. — Si A et B sont des ensembles, notons A < B s’il existe une injection
de A dans B, et A = B s’il existe une bijection de A sur B.

S’il existe une application surjective f de A dans B, toute section g de f est
une application injective de B dans B, de sorte que B < A.

Théoreme (1.4.3). — Soit A et B des ensembles.

a) Ou bien A < B, ou bien B < A (Théoréme de Cantor);
b) Si A<BetB <A, alors A = B (Théoréeme de Cantor-Bernstein).

Démonstration. —  a) SoitI1’ensemble des couples (V, f), ou V est une partie
de A et f une injection de V dans B. On munit I de la relation suivante : (V, f) <
(W,g)siVcWetsi f = gly. Démontrons que c’est une relation d’ordre :
- Ona(V,f)<(V,f)pourtout (V,f)e 7.
— Supposons (V, f) < (W, g) et (W, g) c (V, f);alors Vc W c V, donc
V=W,etg=glv="F.
— Supposons (V, f) < (W, g) et (W,g) c (X,h);alors Vc W c Xet
f = glv = hlw|v = hlv, de sorte que (V, f) < (X, h).
Pour i € I, notons (V;, f;) 'élement i.

Soit ] une partie totalement ordonnée de 1. Soit V la réunion des V, pour j € J.
Soit a € V. Soit j, k € ] tels que a € V; n V;; par hypotheése,ona j< kouk < j,
ce qui entraine fi(a) = fj(a); notons f(a) cette valeur commune.

Soit a, b € V tels que f(a) = f(b). Par hypothese il existe j, k € ¢ tels que
aecVjethe Ve Sij<k alorsae Vet fi(a) = f(a) = f(b) = fi(b);
comme f est injective, cela entraine a = b. On raisonne de méme si k < j. Ainsi,
I'application f: V — B est injective, et le couple (V, f) est un élément de I
qui majore J. Cela démontre que I’ensemble ordonné I est inductif. D’apres le
théoréme de Zorn, il posséde un élément maximal (V, f).

SiV = A, alors f est une injection de A dans B, ce qui démontre que A < B.

Supposons V # A et démontrons que f est surjective. Dans le cas contraire,
considérons un élément a € A=V et un élément b € B— f(V), posons V' =
Vu{a} etsoit f': V! - B ’application définie par f'(x) = f(x) pour x € V
et f'(a) = b. Elle est injective, par choix de b, et 'on a (V, f) < (V/, f'), ce
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qui contredit 'hypothése que (V, f) est un élément maximal de I. Ainsi, f est
surjective. L’application g: B — A qui associe a tout élément b de B son unique
antécédent par f est injective, ce qui démontre que B < A.

b) Soit f: A - Bet g: B - A des applications injectives et construisons
une application bijective h de A dans B. On définit des ensembles (A,) et (B,,)
par récurrence sur n en posant A, = A, B, = B, et, pour n > o0, A, = g(B,)
et By, = f(A,); on pose aussi A}, = A, — A, et B} = B, —B,,,; soit enfin
Aco = Mnen An €t Boo = Myen B

Par construction, la suite (A%, Af,..., A ) est une partition de A, et la suite
(B:,B},...,Bs) est une partition de B. Par restriction, ’application f induit
une bijection de A, sur B}, , pour tout n € N, et une bijection de A, sur B, ; de
méme, ’application g induit une bijection de B} sur A’ ,, pour tout entier n.

On définit une application 4 : A — B dela fagon suivante. Soita € A.Sia € A,
on pose h(a) = f(a). Sinon, soit n 'unique entier tel que a € A} ; si n est pair,
on pose h(a) = f(a); si n est impair, alors a appartient a A, = g(B), donc il
posséde un unique antécédent par ¢ que 'on note h(a). L’application h est
bijective. ]

1.4.4. — D’apres le théoreme précédent, la relation A < B sur les ensembles
induit par restriction une relation d’ordre total sur les cardinaux, notée < ou,
plus simplement, <.

On note R, le cardinal de I’ensemble N; c’est le plus petit cardinal infini.(>)

1.5. Arithmétique des cardinaux

1.5.1. — Soit a, B des cardinaux. On note respectivement « + 3, a8 et af les
cardinaux des ensembles somme des ensembles « et 3, produit des ensembles «
et 3, et de 'ensemble .7 (3, ) des fonctions de f3 dans «.

Lemme (1.5.2). — Soit A, A’, B, B’ des ensembles tels que A’ < A et B’ < B.
On a les relations A’ + B’ < A+Bet A’ xB' < AxB.SaufsiA=B'=getB+ g,
on a de plus % (B, A") < 7 (B, A).

G)Le symbole R, aleph, est la premiére lettre de I’alphabet hébreu. Elle a été introduite vers 1893 par Georg
CANTOR pour noter les cardinaux infinis, parce que «les autres alphabets étaient déja trop largement
utilisés. » La notation a été conservée depuis.
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En particulier, Card(A + B) = Card(A) + Card(B), Card(A x B) =
Card(A) Card(B) et Card(.-# (B, A)) = Card(AP) = Card(A)Card(B),

Démonstration. — Choisissons des injections f: A’ - A et g: B’ - B; pour
traiter la deuxieme assertion, on suppose que f et g sont bijectives et que A’ =
Card(A) et B’ = Card(B).

L’unique application & de A’+B’ dans A+B dontla restriction a A’ est égale a f
et la restriction a B’ est égale a g est injective; elle est bijective lorsque f et g sont
bijectives. Cela prouve la premiére inégalité, ainsi que I’égalité Card(A + B) =
Card(A) + Card(B).

De méme, I’application de A’ xB’ dans A xB définie par (a,b) — (f(a), g(b))
est injective, et bijective si f et g sont bijectives. Par suite,ona A’ x B’ < A x B,
ainsi que Card(A x B) = Card(A) Card(B).

Pour démontrer la derniére inégalité, supposons d’abord que 'injection g
possede une rétraction ¢g’': B - B’; c’est par exemple le cas lorsque B’ # @
ou lorsque g est bijective. L’application k de .% (B’, A’) dans .% (B, A) donnée
par u — f ouo g’ estalors injective; on a donc .% (B, A’)) < #(B,A). Si
f et g sont bijectives, I’application k est bijective, d’ou Iégalité Card(AP) =
Card(.#(B,A)) = Card(A)C=d(®), Enfin, dans le cas ou B’ = &, ’ensemble
des fonctions de B’ dans A est réduit a un élément; comme A # &, ’ensemble
Z (B; A) n’est pas vide, d’ou 'inégalité .7 (B’; A’) < % (B; A). O

Théoréme (1.5.3) (Hessenberg). — Soit A un ensemble infini. L’ensemble A x A
est équipotent a A.

Démonstration. — Soit I 'ensemble des couples (V, f), ot V est une partie de A
et f: V > VxV estbijective; on note aussi (V;, f;) 'élement i de I. Munissons I
de la relation définie par (V, f) < (W, g) si V c W et si gy = f; démontrons
que C’est une relation d’ordre. Pour tout (V, f) e Lona (V, f) < (W, f). Soit
(V, f) et (W, g) des éléments de I tels que (V, f) < (W, g) et (W, g) < (V, f);
alors V.c W c V, de sorte que V = W; puis f = gly = g, donc (V, f) = (W, g).
Soit enfin (V, f), (W, g) et (X, h) des élements de I tels que (V, f) < (W, g) et
(W,g)<(X,h);onaVcWcX,doncVcX;deplus, f=glv=hlwlyv=nh
ce qui prouve que (V, f) < (X, h).

Démontrons que ’ensemble ordonné (I, <) est inductif. Soit ] une partie

V>

totalement ordonnée de I; posons V = U V. Pour tout a € V, I'ensemble des
éléments j € J tels que a € V; n’est pas vide. soit a € V et soit j, k € J tels que
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a€V;nVSij<k alors Vjc Vet filv, = fj, de sorte que fi(a) = fr(a);
par symétrie, cette égalité vaut aussi lorsque k < j. Il existe alors une unique
application f: V — A x A telle que f(a) = fj(a) pour tout jeJtel que a € V.
Démontrons que f est injective et que son image est égalea V x V. Soita,b eV
tels que f(a) = f(b).Soit j,k e Jtelsquea € Vjeth € Vi;sij< k,alors Vi c Vi,
de sorte que fx(a) = f(a) = f(b) = fr(b), d’ota = b car f est injective; on
raisonne de méme si k < j. Cela démontre que f est injective. Soit a € V et soit
jeJtelquea e Vj;alors, f(a) = fi(a) € VjxV;c VxV.Limage de f est donc
contenue dans V x V. Soit enfin (a, b) € V; soit j,k € Jtelsque a € Vet b € V.
Sij < k,alors a, b € Vi; puisque 'image de fi est égale a Vi x Vy, il existe ¢ € Vi
tel que fx(c) = (a,b);onaalorsce Vet f(c) = fr(c) = (a,b). On raisonne de
méme si k < j. Par suite, le couple (V, f) est un élément de I; il majore J par
construction. Cela prouve que ’ensemble I est inductif.

Comme A est infini, il contient une partie B, équipotente a N, laquelle est
équipotente 8 N x N; soit f, : B, = B, x B, une bijection. Soit (B, f) un élément
de I qui est maximal et majore (B,, f,) (il en existe, en vertu du théoréme de
Zorn); posons C = A= B. Par construction, I’ensemble B est infini. Par suite, on
a les inégalités

Card(B) < 2Card(B) < 3Card(B) < Card(B)* = Card(B),
d’ou les égalités
Card(B)?* = 3 Card(B) = 2 Card(B) = Card(B).

Pour démontrer que B est équipotent & A, nous allons prouver que Card(C) <
Card(B). Raisonnons par ’absurde et supposons que Card(C) > Card(B). Soit
alors B, une partie de C qui est équipotente a B. Posons B’ = BuU B, et définissons
une application f’: B’ - B/ x B’ qui prolonge f. L’ensemble B’ x B est la réunion
des parties B x B, B, x B, B x B, et B, x B,, deux a deux disjointes et toutes
équipotentes a B x B, donc a B. Comme Card(B) = 3Card(B), il existe une
bijection f, de B, sur (B, xB)u (B xB,)u (B, xB,). L’application f’: B’ - B’ x B’
définie par f'(a) = f(a) poura € Betpar f'(a) = f,(a) pour a € B, est bijective.
Le couple (B’, ') appartient a I, majore (B, f) et est distinct de (B, f), ce qui
contredit ’hypothése que (B, f) est un élément maximal de L.

Par conséquent, Card(C) < Card(B), d’ou Card(A) = Card(B) + Card(C) =
Card(B) puisque B est infini. Ainsi, Card(A x A) = Card(B x B) = Card(B) =
Card(A), ce qu’il fallait démontrer. O
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Corollaire (1.5.4). — Soit « et 8 des cardinaux tels que 1 < < o; Supposons que
« est infini. On a alors a + = a et aff = a. En particulier, o> = 2a = a.

Démonstration. — Comme « est infini, le théoréme précédent implique I’égalité
aa = . Puisque 2 < , on al'inégalit¢t a < o+ f < a+ o < 20 < @x = a, si
bien que & + f§ = «. Comme 3 # o, on a aussi « < aff < aa = «, d’ou I'égalité
aff = a. O

Corollaire (1.5.5). — Soit A, B des ensembles et soit f : A — B une application.
Soit a un cardinal infini tel que Card(B) < « et Card(f(b)) < « pour tout
b € B; alors, Card(A) < a.

Démonstration. — Pour tout b € B, soit g, : f7*(b) - « une application injec-
tive. L’application g : A — Bxa définie par g(a) = (f(a), g¢a) (b)) est injective.
On a donc Card(A) < Card(B x a) < aa = a. O

Corollaire (1.5.6). — Soit « un cardinal infini. Soit I un ensemble et soit (A;) e
une famille d’ensembles; on note A = ;g A;. Si Card(I) < a ef Card(A;) < «
pour tout i € I, alors Card(A) < a.

Démonstration. — Soit A’ la somme de la famille A;; c’est 'ensemble des
couples (i,a) € I x A tels que a € A;. Soit f: A’ > Tetg: A" - Ales
deux projections. Pour tout i € I, Papplication de A; dans f7'(i) définie par
a — (i,a) est bijective, donc Card(f~*(i)) < a; d’apres le corollaire précédent,
on a donc Card(A’) < a. L’application g est surjective, par hypothése, donc
Card(A) < Card(A’) € a. O

Théoréme (1.5.7) (Cantor). — Soit A un ensemble. Il n’existe pas d’application
surjective de A dans Z(A).

Démonstration. — Raisonnons par I’absurde et considérons une application
surjective f : A > Z?(A). Soit Bl’ensemble des éléments a € A telsquea ¢ f(a).
Par hypothese, il existe un élément b € A tel que B = f(b). Si b € B, alors
b ¢ f(b) = B, par définition de B; donc b ¢ B, c’est-a-dire b € f(b) = B,
contradiction. OJ

Corollaire (1.5.8). — Pour tout cardinal «, on a 2* > «.
Proposition (1.5.9). — Les ensembles 7(N) et R sont équipotents.

On dit qu’ils ont la puissance du continu.
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Démonstration. — En identifiant une partie A de N a sa fonction caractéristique
¥a: N — {o,1}, on remplace & (N) par ensemble {o,1}N des fonctions de N
dans {o0,1}. L’idée de la construction est de représenter un nombre réel par
son développement en base 2. Cependant, certains nombres réels ont plusieurs
développements, par exemple 1,000 = 0,1111. .., ce qui nous oblige a quelque
précaution. Pour a € A, on pose

f(a)=o0,a0ma, =) a2
L’image de f est 'intervalle [0, 1], d’ ol 'inégalité
Card([o0,1]) < Card(# (N, {o,1})).

Soit a,b € A tels que f(a) = f(b) et a #+ b; soit m le plus petit entier tel
que a, # b,; quitte & échanger a et b, on suppose que a,, = o et b,, = 1.
Démontrons que a = (do, ..., dm-1,0,1,1,...) et b =(do,...,du-1,1,0,0,...).
Posons a’ = (A, amers ... ) €t b’ = (b, byysy, ... ); onadonc

=2 (160 - o) =2 ()= S ) - 1)

ce qui permet de supposer que m = o et raméne a prouver a = (0,1,1,...) et
b =(1,0,0,...). On déduit de la définition de f que f(a) <1 < f(b), donc
f(a) = f(b) = 1. Supposons qu’il existe un entier m > 1 tel que a,, # 1, on a

o0
a)=) a,27"'< )y a 27" )y 27 =127 <
fla)=2, a D
n=0 n=o0 n=0

n+m n¥m

Cette contradiction prouve que a = (0,1,1,...). De méme, s’il existe un en-
tier m > 1tel que b,, # o,on a

f(b)=> b2 21427 >,

si bien que b = (1,0,0,...). Par conséquent, chaque élément de [0,1] a au plus
deux antécédents. Appliquons le corollaire 1.5.5 a 'application f et au cardinal
Card([o0,1]); on en déduit

Card(Z (N, {o0,1})) < 2-Card([o,1]) = Card([o,1]).
On a donc I’égalité Card([o,1]) = Card(Z(N)).
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Pour conclure la démonstration de la proposition, il reste a vérifier que
Card([o,1]) = Card(R). L’application t ~ cot(nt) définit une bijection de
]o,1[ sur R; on a donc

Card([o,1]) < Card(R) = Card(]o,1[ < Card([o0,1]),
d’ou I’égalité voulue. [

Remarque (1.5.10). — L’hypothése du continu postule qu’il n’existe aucun car-
dinal a tel que X, < a < 2% ; autrement dit, si une partie de R n’est pas dé-
nombrable, son cardinal est la puissance du continu. D’apres des théorémes
remarquables de GODEL et COHEN, elle ne peut en fait ni étre infirmée, ni dé-
montrée, a partir des simples axiomes de la théorie des ensembles (zrc).



CHAPITRE 2

LANGAGES DU PREMIER ORDRE — PARLER

«(...) J’enrage
Lorsque j’entends tenir ces sortes de langage. »
— MOLIERE, Le Tartuffe, acte 11, scene 3

2.1. Alphabets, mots, langages

2.1.1. — Soit A un ensemble non vide. On note A* I’ensemble des suites fi-
nies d’éléments de A, c’est-a-dire la réunion des ensembles A", lorsque n par-
court N. L’ensemble A est appelé alphabet; un élément de A* est appelé mot
sur 'alphabet A. Si m = (a,,...,a,_,) est un élément de A*, 'entier n est ap-
pelé longueurdu mot m et noté €(m). La suite de longueur o est le mot vide;
on la notera ¢. On identifiera aussi ’alphabet A a la partie de A* des mots de
longueur 1.

Lemme (2.1.2). — Soit A un alphabet. L’ensemble A* des mots sur 'alphabet A
est équipotent a N si A est dénombrable, et a A sinon.

Démonstration. — Supposons d’abord que A est fini. Pour tout entier n,
I’ensemble A" est fini. Comme une réunion dénombrable d’ensembles finis est
dénombrable, ’ensemble A* est dénombrable. Par ailleurs, comme I’alphabet A
n’est pas vide, A* contient des mots de toute longueur. Par suite, A* est infini.
On adonc A* =N.

Supposons maintenant que A est infini. Pour tout entier #» > 1, on a donc
Card(A") = Card(A). Puisque X, < Card(A), on en déduit que Card(A*) <
Card(A). D’autre part, ’ensemble des mots de longueur 1 est une partie de A*
équipotente a A, donc Card(A) < Card(A*). Il en résulte que Card(A*) =
Card(A). O
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2.1.3. — Soit A un alphabet. Soit m = (a,,...,a,,) et m' = (al,...,al, )
des mots dans I’alphabet A. On note mm' = (a, ..., a,-,ap,...,a., ) le mot
obtenu par concaténation de m et m’. On a €(mm') = €(m + m').
L’opération (m, m') — mm' dans A* est associative, le mot vide est un élé-
ment neutre. Par ailleurs, tout mot est simplifiable a droite et a gauche.
Compte tenu de I'identification des éléments de A avec les mots de longueur 1,

onam=dg...0,,.

Définition (2.1.4). — Soit A un alphabet et soit m = (a,, ..., d,_,) un mot sur A.

a) Soit a € A. On dit que a apparait dans m s’il existe un entier k tel que
o< k< n—1eta=ay;un tel entier est appelé occurrence de la lettre a.

b) On dit qu’un mot m’ est un segment initial (resp. terminal) de m s’il existe
un mot m'" tel que m = m'm" (resp. m = m''m'’); cela revient a dire qu’il existe
un entier k tel queo < k <netm’ = (ao,...,ar,) (resp. m" = (ag,...,a,-,))-

2.1.5. — Soit V un ensemble. Ses éléments sont appelés symboles de variables.
Conformément aux usages, nous supposons que V est infini et dénombrable et no-
tons x,, X;, X,, . . . ses éléments. Cependant, d’autres notations (x, ¥, yo, V1> - - . )
sont possibles, et parfois plus pratiques. Cet ensemble sera supposé fixé dans
toute la suite.

2.1.6. — Un langage du premier ordre est la donnée de deux suites (R,,) 5, et
(F,,)nso d’ensembles, deux a deux disjoints, et disjoints de ’ensemble V et de
I’ensemble formé des symboles ), (, v, A, =, =, <, V, 3.

Les éléments de R, sont appelés symboles de relations n-aires, ceux de F,
symboles de fonctions n-aires, ou constantes lorsque n = o. On suppose aussi
que I’ensemble R, contient deux éléments T (« vrai») et 1 (« faux») et que
I’ensemble R, contient le symbole = (« égalité »).

Si ces symboles n’ont aucune signification a ce stade de la théorie, le role
ultime d’un langage est d’exprimer les propriétés utilisées dans une théorie
mathématique donnée, données par des mots de ’alphabet

VUGRnuGFnu{ﬁ,/\,v,:no,(,)}.

Exemple (2.1.7). — Voici ainsi quelques exemples de langages.

a) Ensembles. L’ensemble F, posséde un élément &; ’ensemble R, possede
deux éléments, € et =; les autres ensembles de relations et de fonctions sont
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vides. Dans ce langage, on peut écrire les axiomes de la théorie des ensembles et
développer cette théorie, les relations et fonctions supplémentaires sont codées
via leur graphe.

b) Groupes. L’ensemble F, posseéde un élément e; I’ensemble F, possede un
élément i; ’ensemble R, possede deux éléments - et =; les autres ensembles de
relations et de fonctions sont vides. Dans ce langage, on peut en effet écrire les
axiomes de la théorie des groupes et la développer; le symbole de constante e
correspond a I’élément neutre, le symbole i a la fonction inverse et le symbole -
a la loi de groupe. La propriété, pour un groupe, d’étre commutatif s’écrit, par
exemple, VxVyx-y=y-x.

c) Anneaux. L’ensemble F, posséde deux éléments o et 1; ’ensemble R, pos-
séde quatre éléments +, —, - et =.

d) Géométrie plane. L’ensemble R, posséde deux éléments D et P, corres-
pondant respectivement a la propriété d’étre une droite et a la propriété d’étre
un point; I’ensemble R, posséde un élément €, correspondant a la relation
d’incidence, c’est-a-dire, pour un point d’appartenir a une droite. L’axiome des
paralleles s’énonce par exemple

VxVy(P(x) AD(y)A-xey)=(Fz2(D(z) AVEH(P(t) Atez= =t e y)),

c’est-a-dire pour tout point x et toute droite y ne contenant pas x, il existe une
droite z passant par x et ne contenant aucun point de y.

2.2. Termes

2.2.1. — On fixe un langage du premier ordre .Z = ((R,), (F,)). On notera
A; Palphabet correspondant, réunion de V, des R,,, des F,;, et de ’ensemble des
symboles logiques —, A, v, =, <, (, ).

*

Définition (2.2.2). — On note 7, intersection de toutes les parties T de A[ qui
vérifient les propriétés suivantes :

— T contient les symboles de variables V ;
— Pour tout entier n € N, tout symbole f € F,, de fonction n-aire et toute suite
(t,...,t,) d’éléments de T, le mot ft,...t, appartient a T.

On voit immédiatement que .71, vérifie les deux propriétés précédentes; c’est
donc la plus petite partie de A; qui les vérifie. Un élément de .77 est appelé un
terme dans le langage L.
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Soit T une partie de A;. Pour prouver que T contient .77, il suffit d’établir les
propriétés de la définition. Cela donne lieu a une méthode de « raisonnement
par récurrence sur la définition d’un terme ». Par exemple, on vérifie ainsi que
les seuls symboles apparaissant dans un terme sont les symboles de fonctions et
de variables. De méme, I’ensemble .71 —{ ¢} vérifie les propriétés de la définition,
donc le mot vide n’est pas un terme.

2.2.3. — On définit par récurrence une suite croissante (%(h)) de mots de la
facon suivante : on pose <7L(°) =V UF, et, si <7L(h) est défini, on définit %(h“)
comme la réunion de %(h) et de I’ensemble des mots de la forme ft,...1¢,,
ouneN* feF,ett,....t, € ,7L(h). Par récurrence, on a ﬂL(h) c I pour
tout entier h. On vérifie immédiatement que I’ensemble Ujen ﬂL(h) vérifie les
propriétés de la définition précédente. Par suite, 7. = Upen <7L(h) . La hauteur

d’un terme ¢ est le plus petit entier & tel que t € ﬂL(h).

Remarque (2.2.4). — La définition des termes n’est pas tout a fait conforme a
I’habitude mathématique. Par exemple, si f est un symbole de fonction binaire et
x, y sont des variables, on écrit fxy au lieu de f(x, y). De méme, on écrit = x y
au lieu de x = y. Cette définition formelle s’avere trés pratique, parce qu’elle est
concise et inambigiie. Le plus souvent, nous écrirons cependant les termes sous
leur forme classique.

2.2.5. — Pour v € V, on dit qu’un terme f fait intervenir le symbole v s’il existe
une occurrence de ce symbole dans v. Si W est une partie de I’ensemble V des
symboles de variables, on note .71 w ’ensemble des termes qui ne font intervenir
que les symboles de variables appartenant a W. On vérifie immédiatement que
'ensemble 7 est'intersection des parties de A; qui vérifient la définition 2.2.2
ou I’on remplace V par W dans la premiére propriété.

2.2.6. — On définit le poids p(x) d’un symbole x de A; de la facon suivante :
si x € V, on pose p(x) = —1;si x € F,, on pose p(x) = n — 1; sinon, on pose
p(x) =o.

Soit m € A ; on appelle poids du mot m la somme des poids des symboles qui
le constituent : si m = x, ... x,, alors p(m) = p(x,) +--- + p(x,).
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Proposition (2.2.7). — Soit t € A{ un mot ne faisant intervenir que des symboles
de variables et de fonctions. Pour que t soit un terme il faut et il suffit que les deux
propriétés suivantes soient satisfaites :

(i) Ona p(t) =-1;
(ii) Pour tout segment initial t' de t tel que t' + t, on a p(t') > o.

Démonstration. — Soit .7’ 'ensemble T des mots qui vérifient ces proprié-
tés; démontrons que .7’ satisfait les conditions énoncés dans la définition de
I’ensemble des termes.

— Soit ¢ un symbole de variable ou de constante. Alors p(t) = —1 par définition.
De plus, si t' est un segment initial distinct de £, ona ¢’ = ¢, car t est de longueur 1,
donc p(t') = o.

- Soit f € F,, soit t,,...,t, des termes de 7' et soit t = ft,...t,. On a
p(t) = p(f) + p(t)) +---+ p(ty) = (n—1) + (-n) = —1. Soit d’autre part #'
un segment initial de t. Si t' = ¢, alors p(t') = o. Sinon, il existe un entier m
tel que 1 < m < n et un segment initial ¢/, de t,, tel que t' = ft,...t,_,t},; par
récurrence, on a alors

p(t) = p(f)+ ’:ipw b p(th) = (n=1) = (m—1)+ p(th) > n-m>o.

Par définition de I’ensemble des termes, on a donc .71, ¢ 7.

Inversement, soit ¢ un mot vérifiant ces propriétés et démontrons par récur-
rence sur la longueur de ¢ que t est un terme. Comme p(¢) = o et p(t) = —1, on
a £(t) > o; soit donc f le premier symbole de ¢. Si f est un symbole de variable
ou de constante, on a p(f) = —1; par suite, f n’est pas un segment initial strict
de t, donc t = f et t est un terme. Sinon, f est un symbole de fonction dont
Iarité est > 1; notons n cette arité. Puisque p(f) = n —1 > o, la longueur de f
est au moins égale a 2.

Ecrivons t = x, ... X, de sorte que m = £(t) et f = x,. Pouri € {1,...,m},
posons p; = 1+p(x,...x;). Par hypothése,ona p, = n, p; >1pouri € {1,...,m-
1}, et p,, = 0. Comme p; — p;-, = p(x;) > —1 pour tout i, p; atteint au moins
une fois chaque valeur entre o et n. Pour k € {1,...,n}, soit j; le plus petit
entier j > 1tel que p; = n — k. Par le méme argument, p; atteint n — k avant
d’avoir atteint n — k — 1, de sorte que 'ona1 < j, < --- < j, < m. Posons
alors t, = X,... Xjs £, = Xjur- e Xjppees tn = Xj,_41-..%j,. Alors, ft,...t, est



22 CHAPITRE 2. LANGAGES DU PREMIER ORDRE — PARLER

un segment initial de  tel que p(ft,...t,) = p(x,...xj,) = pj, —1 = —1; par
hypothese, onadonc t = ft,...¢t, (et j, = m).

Démontrons que les mots t,, ..., t, sont des termes. Soit i € {1,...,n}. On
a p(ti) = pj, — pj.. = —1 par construction des entiers j;. Soit ¢ un segment
initial de ¢; distinct de ¢;, et soit j € {j;_,,...,j; — 1} Punique entier tel que
t' = Xj,_,+1...X;; par définition de Pentier j;, ona p(t') = pj—pj. . > pj,— Pj.. =
—1, de sorte que p(t') > o. Comme la longueur de ¢; est strictement inférieure
a m — 1, ’hypothése de récurrence entraine que ¢; est un terme.

Comme f est un symbole de fonction d’arité n, il en résulte que t = f¢,...¢,

est un terme, ce qu’il fallait démontrer. H
Corollaire (2.2.8). — Soit t € 1. Aucun segment initial de t, distinct de t, n’est
un terme.

Démonstration. — Considérons en effet un segment initial ¢’ de ¢ tel que ¢’ # .
D’apres la proposition, on a p(t') > o. Comme le poids d’un terme est égal a —1,
donc ¢’ n’est pas un terme. O]
Théoréme (2.2.9). — Soit t € 7 un terme. Alors une, et une seule, des assertions

suivantes est vérifiée :

i) t est un symbole de variable de L;
ii) Il existe un unique entier n > o, un unique symbole de fonction n-aire f, et
une unique suite (t,,...,t,) de termes tels que t = ft,...t,.

Démonstration. — Le fait qu’une des deux assertions soit vraie se vérifie immé-
diatement par récurrence sur la définition d’un terme. D’autre part, ces deux
cas s’excluent mutuellement puisque dans le second, le premier symbole de ¢ est
un élément de F,,, donc n’appartient pasa V.

Supposons donc que 'on ait t = ft,...t, = gu,...u,, pour des symboles
de fonction f € F,, g € F,,, et des termes ¢,,...,t,, U, ..., U,. Démontrons
que f = g, n =m, et que t; = u; pour tout i. En considérant la premiere lettre
de ¢, on voit que f = g; en particulier, n = m. Démontrons par récurrence que
t; = u; pour tout i. Raisonnons par I’aburde : supposons t, = uy,..., t;i-, = U;,
et t; # u;. Puisque ft,...t;.;, = gu,...u;_ et ft,...t, = gu,...u,, on adonc
ti...ty = u;...u,. Supposons que la longueur de t; est inférieure ou égale a
celle de u;; alors ¢; est un segment initial de u;; comme ¢; est un terme, on a
p(t;) = —1; cela entraine que t; = u;. O
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Corollaire (2.2.10). — Soit s: V. — 7 une application. 1l existe une unique
application o : 7, — T, vérifiant les propriétés suivantes :

a) Sit est un symbole de variable, alors a(t) = s(t);
b) SifeF, t,....ty€ A, alorso(ft,...t,) = fo(t,)...o(t,).

Le terme o (t) est appelé terme déduit de ¢ par substitution des termes s(x)
aux variables x.

En pratique, on dispose d’une partie finie {x,, ..., xx} de variables (deux a
deux distinctes) et de termes u,, . . ., uy, 'application s étant définie par s(x;) = u;
pour tout i, et s(x) = x pour x € V={x,,...,x}. Dans ce cas, le terme o(t)

.....

pour mettre en valeur les variables; dans ce cas, le terme o(t) peut étre noté
t(ty, ..., Ug).

Démonstration. — 1l découle du théoréme précédent que ces conditions défi-
nissent une unique application 0 : 71, — A}. On démontre alors par récurrence
sur la définition d’un terme que o (t) est un terme, pour tout terme f. ]

2.2.11. Sous-termes. — Soit ¢ un terme dans le langage L. On définit par ré-
currence ’ensemble st(¢) des sous-termes de L :

— Si t est un symbole de variable v, alors st(t) = {t};
~Sit=ft,...tp,ou feF,ett,..., t, € T, alorsst(t) estla réunion de {¢}
et de ’ensemble somme des ensembles st(¢;), pour i € {1,...,n}.

Cet ensemble est naturellement muni d’une relation d’ordre, elle-méme définie
par récurrence : si t’ et t” sont des sous-termes de ¢, t' < " si ¢’ est un sous-terme
de t”. On voit que st(t) s’organise en un arbre (inversé) qu’on appelle ’arbre
d’évaluation du terme ¢ : Le plus grand élément ¢ est au sommet;sit = ft,... ¢,
les fils de ¢ sont les termes ¢, . .., t,, et ainsi de suite par récurrence.

Donnons I’exemple du terme t = —+-xx y1 du langage des anneaux, ol 1 est
un symbole de constante et x, y des symboles de variables. correspondant au
polynome x2 + y — 1. Appliquons la définition :

st(t) = {t} ust(+xxy) ust(1)
= {—+xxy1, +xxy,1} Ust(-xx) Ust(y)

= {—+XXY1, +XXY,1,-XX, ¥, X, X } .
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Prendre garde que les deux éléments x figurant dans la formule précédente sont
distincts : ils correspondent aux deux arguments du symbole de fonction -. La
représentation en arbre est indiquée dans la figure 1; on a écrit dans chaque
nceud un symbole de variable ou de fonction, le sous-terme correspondant s’en
déduit en lisant le sous-arbre qui en est issu.

X

A4
- y
N

/
1
NS

FIGURE 1. Arbre d’évaluation du terme —+-xxy1

2.3. Formules

On fixe un langage L.

Définition (2.3.1). — Un mot m dans I’alphabet Ay est appelé formule atomique
s’il existe un entier naturel n, un symbole de relation r € R, et une suite (t,,...,t,)
de termes du langage L tels que m = rt, ... t,.

Proposition (2.3.2). — Soit m une formule atomique dans le langage L. Il existe
un unique entier n, un unique symbole de relation r € R, et une unique suite
(ti,...,t,) de termes du langage L tels que m = rt, ... t,.

Démonstration. — Soit k un entier, s € Ry un symbole de relation k-aire et
(uy, ..., uy) une suite de termes dans le langage L tels que m = su, ... uy. Dé-
montrons que k = n, s = ret (u,...,ux) = (t,...,t,). Considérons la va-

riante L’ du langage L dont I’ensemble de symboles de fonctions la réunion des
ensembles de symboles de fonctions et de symboles de relations de L. Si ¢ est
un terme dans le langage L, c’est encore un terme dans le langage L'; comme
r est symbole de fonction du langage L, le mot m est un terme du langage L'.
D’apres le théoréme de lecture unique des termes, il existeona k = n,s = r et
(tyy ... tug) = (tyy ..., ty), ce quil fallait démontrer. O
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Définition (2.3.3). — On note F, 'intersection de toutes les parties F de Af
vérifiant les propriétés suivantes :

— F contient toutes les formules atomiques;

— Pour tout mot m € F, le mot ~m appartient a F;

— Pour tous mots m,m' € F, les mots (m v m'), (m Am’), (m = m') et
(m < m') appartiennent a F;

— Pour tout mot m € F et tout symbole de variable v € V, les mots IJvm et Vvm
appartiennent a F.

On voit immédiatement que .7 vérifie les quatre propriétés précédentes;
c’est donc la plus petite partie de A} qui les vérifie. On dit qu’un élément de .7,
est une formule dans le langage L. Si m et m’ sont des formules, on dit que —m
est la négation de la formule m, que (m v m') et (m A m’) sont la disjonction et
la conjonction des formules m et m’. Soit F une partie de A;. Pour prouver que F
contient .71, il suffit d’établir les propriétés de la définition. Cela donne lieu a
une méthode de « raisonnement par récurrence sur la définition d’un terme ».
On vérifie par exmple ainsi que le mot vide n’est pas une formule.

2.3.4. — On définit par récurrence une suite croissante (L?ZL(h)) d’ensembles
de mots de la fagon suivante : on note ﬁL(O) I’ensemble des formules atomiques
et, si ﬁL(h) est défini, on note ﬁL(hH) la réunion de ﬁL(h)

mots de la forme -m, (m v m'), (m Am’), (m = m'), (m < m’), Ivm ou

et de ’ensemble des

VYvm, ou m, m’' sont des éléments de ﬁL(h) et v € V est un symbole de variable.

On voit par récurrence que pour tout entier h, ﬁ’L(h) est contenu dans .%#1. De

plus, la réunion Upcn ﬁl(h) vérifie les propriétés de la définition de I’ensemble

)

des termes; cela entraine ’égalité . % = Upen ﬁL(h . La hauteurd’une formule m

est le plus petit entier h tel que m ¢ ﬁL(h).
2.3.5. — Sim estun mot, on note p’(m) la différence du nombre de parentheéses
ouvrantes et du nombre de parenthéses fermantes qui apparaissent dans m.

Proposition (2.3.6). — Soit m € #, une formule dans le langage L.

a) Ona p'(m) =o;

b) Pour tout segment initial m' de m, on a p’'(m') > o;

c) Sile premier symbole de m est (, alors p'(m') > 1 pour tout segment initial m'
de m qui est distinct de € et de m.
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Démonstration. —  a) Raisonnons par récurrence sur la définition d’une for-
mule. Si m est une formule atomique, alors m n’a pas de parenthése, donc
p'(m) = o; si m est de la forme —~m,, ot m, est une formule, alors p’(m) =
p'(m,) = 0;simestdelaforme (m,em,),alors p’(m) = 1+p'(m,)+p'(m,)—1=
0; si m est de la forme Ivm, ou Vvm,, alors p’(m) = p’(m,) = 0. L’assertion en
résulte.

b) et ¢) Raisonnons encore par récurrence sur la définition d’une formule.
Soit m’ un segment initial de m, que I’on peut supposer distinct de m. Si m
est une formule atomique, alors m n’a pas de parentheses, donc m’ non plus
et p'(m') = o. Supposons m de la forme —m, ; alors il existe un segment initial
m! de m tel que m’ = -m!; on a donc p’(m’) = p’(m!) > o. Supposons m de la
forme (m,em, ), ou m, et m, sont des formules. Si (m’) = o, alors p’(m’) = o;si
1< €(m') <1+€(m,), alors il existe un segment initial m/ de m, tel que m' = (m!,
donc p'(m') =1+ p'(m!) 2 1. Si2+€(m,) < €(m') < €(m), il existe un segment
initial m/} de m, tel que m’ = (m,em’;onadonc p’(m’) = 1+p'(m,)+p'(m’) > 1.
Les deux assertions b) et ¢) en résultent.

]
Corollaire (2.3.7). — Soit m une formule et soit m' un segment initial de m,
distinct de m. Alors, m' n’est pas une formule.
Démonstration. — Raisonnons par récurrence sur la définition d’une formule.

Le mot vide n’est pas une formule; on suppose dans la suite que m’ # ¢. On
raisonne par ’absurde. Il y alors quatre cas a traiter :

a) Supposons que m soit une formule atomique. Alors, m’ commence par le
premier symbole de m qui n’est ni une parenthese, nile symbole —, ni un symbole
de quantificateur. Si m’ est une formule, c’est donc une formule atomique. Mais
un segment initial strict d’'une formule atomique n’est pas une formule atomique,
contradiction.

b) Supposons que m commence par le symbole —. Il en est de méme de m’;
puisque m’ est une formule, il existe une formule m] telle que m’ = -m!; alors,
m! est un segment initial de m;, distinct de m; ; contradiction.

c) Supposons que m commence par une parenthése ouvrante. D’apres le
lemme précédent, on a alors p’(m’) > 1, ce qui contredit ’hypothése que m’ est
une formule.
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d) Supposons que le premier symbole de m soit un quantificateur, disons 3
pour fixer les idées. Il en est de méme du premier symbole de m’; par suite,
¢(m') > 2 et il existe une formule m! telle que m’ = Jvm!, o v est le second
symbole de m. On observe que m] est un segment initial de la formule m;,,
distinct de m,, ce qui est absurde.

O]

Théoréme (2.3.8). — Soit m € .F, une formule dans le langage L. Alors, une, et
une seule, des propositions suivantes est satisfaite :

a) m est une formule atomique;

b) Il existe une unique formule m'’ telle que m = -m’;

c) Il existe un unique couple (m', m'") de formules et un unique élément o €
{n,v,=, <} telquem = (m' e m'");

d) Il existe un unique élément v € V et une unique formule m’ tels que m =
Jvm’;

e) Il existe un unique élément v € V et une unique formule m'’ tels que m =
Vvm'.
Démonstration. — Le mot vide n’est pas une formule; par suite, les cinq cas

cités s’excluent mutuellement par la nature du premier symbole : de relation
dans le cas a), — dans le cas b), ( dans le cas c), 3 dans le cas d), V dans le cas e).
Il résulte aussi de la définition d’une formule que I’assertion d’existence d’un
des cinq cas cités est vérifiée, il s’agit donc d’établir I’assertion d’unicité dans
chacun des cas.

a) L’assertion est vide dans ce cas.

b) Supposons qu’il existe deux formules m’ et m"’ telles que m = -m’ = -m"".
Alors, m' = m’".

¢) Supposons que 'on ait m = (m’ e m') = (m/ O m!"), et prouvons que o = 0O,
m' = m! et m" = m!'. Supposons, pour fixer les idées, que la longueur de m! soit
inférieure ou égale a celle de m’. Alors, m] est un segment initial de m’ et est
une formule; on a donc m] = m’. Considérant le symbole suivant, on a donc
e =[O, puis m") = m!"), d’ou m"” = m! en simplifiant le dernier symbole.

d) Supposons que I'on ait m’ = Jvm’ = Jv,m!. En comparant les deuxiémes
symboles, on a v = v,. En simplifiant les deux premiers symboles, il vient alors
m' =m!.

e) Ce cas est analogue au précédent. ]
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2.3.9. — Soit m une formule dans le langage L. On définit ’ensemble sf ()
des sous-formules de m par récurrence sur la définition de m :

— Si m est une formule atomique, alors sf(m) = {m};
—~m/, alors sf(m) = st(m’) u {m};
— Sim = (m'em'), alors sf(m) = sf(m’) usf(m"”) u{m};

— Sim =VYvm' oum = Jvm/, alors sf(m) = st(m') u {m}.

- Sim

L’ensemble sf(m) est fini; ses éléments de sf(m) sont des formules et sont
aussi des sous-mots du mot .

2.4. Variables libres, variables liées, substitution

2.4.1. — Soit m une formule dans le langage L et soit v € V un symbole de
variable. Les occurrences de v dans le mot m vont étre de nature tres différentes
suivant qu’elles sont liées par un symbole de quantificateur ou libres. La définition
procede par récurrence sur la définition d’une formule :

— Si m est une formule atomique, toutes les occurrences de v sont libres;

— Sim = -m’, les occurrences libres de v dans m sont celles qui sont libres
dans m’;

— Sim = (m' e m'), les occurrences libres de v dans m sont les occurrences
libres de v dans m’ et les occurrences libres de v dans m'’;

- Sim =3wm’ oum = Ywm’, ouw € V est un symbole de variable distinct
de v, les occurrences libres de v dans m sont les occurrences libres de v dans m’;

— Si m = Jvm’, aucune occurrence de v dans m n’est libre; les occurrences
de v qui sont libres dans m’, ainsi que celle en seconde position de m, sont dites
liées par le quantificateur existentiel 3, ou dans le champ de ce quantificateur;

— Si m = Vvm/, aucune occurrence de v dans m n’est libre; les occurrences
de v qui sont libres dans m’, ainsi que celle en seconde position de m, sont dites
liées par le quantificateur universel V, ou dans le champ de ce quantificateur.

On vérifie par récurrence que toute occurrence d’un symbole de variable est soit
libre, soit liée par une, et une seule, occurrence de quantificateur.

Définition (2.4.2). — Soit m une formule dans le langage L et soit v € V un
symbole de variable. On dit que v est libre dans m si ce symbole admet au moins
une occurrence libre.
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Soit W une partie de V; on note .#1 w ’ensemble des formules dans le lan-
gage L dont les symboles de variables libres sont contenus dans W.

Remarque (2.4.3). — Soit m = m,...m, un mot et soit v € V un symbole de
variable. La définition formelle d’une occurrence de v dans m est un indice i tel
que v = m;. Sil’on se tient a cette définition, par exemple sil’on veut programmer
il est nécessaire de bien interpréter la définition précédente. Expliquons par
exemple le second cas, lorsque m = -m’. Onam, = ~etm’ =m,...m, =

m!...m!_,. Soit j une occurrence de v dans m’; on a donc v = m; = mj,,. Ainsi,
c’est 'entier j + 1 qui est une occurrence de v dans m, et non j.
Définition (2.4.4). — On dit qu’une formule est close si aucune variable n’y est

libre.

Proposition (2.4.5). — Soit s: V — 91 une application. Pour tout symbole de
variable v € V, on note s, Uapplication de V dans 7, qui coincide avec s hors de v
et telle que s, (v) = v.

Il existe une unique application o : ¥, — F|, vérifiant les propriétés suivantes :

L’application o coincide avec celle déja définie sur les formules atomiques;

— Sim=-m', alors oc(m) = -o(m');

~ Sim=(m'"em'"), alors a(m) = (c(m') e a(m");

—- Sim = Jvm’, alors o(m) = Ivo,(m’), ot 0,: F - F1 est Uapplication
définie a partir de I'application s, ;

— Sim = Vvm/, alors c(m) = Yvo,(m’), oti 0,: FL — F1 est Uapplication
définie a partir de I'application s,

On I'appelle I’application de substitution des occurrences libres des symboles
de variables v par les termes s(v). En effet, si une occurrence de variable v se
trouve dans le champ d’un quantificateur, elle figure dans une sous-formule
de la forme Fvm/, ou Yvm', qui est transformée en Ivo,(m’) ou Vvao,(m').
Cependant, comme s,(v) = v, 0, ne modifie jamais le symbole de variable v.

Démonstration. — 1l résulte de la définition des formules par récurrence et du
théoreme de lecture unique, qu’il existe une unique application o : .7, - A}
vérifiant ces propriétés. On vérifie ensuite par récurrence que o(m) est une
formule, pour toute formule m. [






CHAPITRE 3

REALISATIONS, MODELES — INTERPRETER

« D’un fort beau caractere on voit la le modéle, Madame (...) »
— MOLIERE, Le Misanthrope, acte v, scéne 4

3.1. Structures
Soit L = ((R,), (F,)) un langage du premier ordre.

Définition (3.1.1). — On appelle réalisation du langage L, ou L-structure, un

ensemble A muni des données suivantes :

— Pour tout entier n et tout symbole de relation r € R,,, une relation n-aire r

dans le produit cartésien A" ;
— Pour tout entier n et tout symbole de fonction f € F,, une fonction fA: A" —
A.

On exige aussi que les graphes des relations TA et 14 dans A° soient respectivement
A° et @, et que le graphe de la relation = dans A? soit la diagonale.

On dit que A est 'univers de la réalisation ; pour tout symbole de relation 7 on
dit que la relation r est 'interprétation du symbole r dans A ; pour tout symbole
de fonction f, on dit que la fonction f# est I'interprétation du symbole f dans A.
On dira souvent « soit A une réalisation... » en sous-entendant les interprétations.

Remarque (3.1.2). — Rappelons que A° désigne I’ensemble des applications de
I’ensemble a o éléments, ’ensemble vide, dans A. Il y a donc exactement un
élément dans I’ensemble A°; notons-le «.

Puisque se donner une relation dans A° revient a se donner une partie de
I'ensemble {¢}, il y a deux telles relations : {¢}, et @. La premiére est toujours
vérifiée et possede la valeur de vérité vrai, ou T; la seconde n’est jamais vérifiée
et posséde la valeur de vérité faux, ou L.

De méme, les symboles de constantes sont les éléments de F,. Se donner une
application de A° dans A revient a se donner 'image dans A de I’élément ¢,
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autrement dit, a choisir, pour tout symbole de constante ¢ € F,, un élément
A
ch e A.

3.1.3. — Supposons que le langage L soit celui des anneaux, les symboles de
variables étant représentés par des lettres de ’alphabet. Une réalisation de ce
langage est un ensemble, disons A, muni de deux lois binaires + et -, A x A — A,
et de deux éléments o et 1. En revanche, on ne fait encore aucune hypotheése
sur les relations entre ces lois et les deux éléments o, 1. En effet, si les axiomes
des anneaux s’expriment comme des formules du langage L, ’associativité de
I'addition s’écrit VxV yVz = ++xyz+x+ yz, ou, avec une notation plus courante,
VxVyVz((x+y)+z=x+(y+z)). Mais pour pouvoir dire si ’addition de A
est associative, il faut pouvoir interpréter les formules et les termes dans A.

3.1.4. — Les deux propositions ci-dessous affirment qu’il y a une unique fagon
raisonnable d’interpréter termes et formules dans une réalisation donnée A du
langage L. Elles sont énoncées de facon un peu exotique. En effet, 'interprétation
d’un terme sera une application du produit cartésien AV de la structure dans la
structure. Rappelons que AV est ’ensemble des familles (a, ),y d’éléments de A,
indexées par ’ensemble V des symboles de variables; comme on I'imagine,
seuls les indices v apparaissant dans un terme seront pris en compte dans
'interprétation de ce terme. Il est cependant plus simple L’interprétation d une
formule est une application du produit cartésien AV dans I’ensemble { L, T} des
valeurs de vérité, méme si seuls les indices v correspondant aux variables libres
d’une formule donnée interviendront pour I'interprétation de cette formule.

Les symboles logiques -, v, A, =, <> vont avoir I'interprétation usuelle, don-
née par les tables de vérité bien connues suivantes :

; /\‘TJ_ v\TL =T 1 =T 1
i TIT 1 TIT T TIT 1 TIT 1
1111 10T L 1T T 1L T

De méme, le quantificateur existentiel v va étre interprété comme |’existence
d’un élément dans A, et le quantificateur universel Vv va étre interprété comme
une propriété pour tout élément de A.

Proposition (3.1.5). — Soit W une partie de V. Il existe une unique applica-
tion Tw: Sw = F (AW, A) de 'ensemble T v des termes dont les symboles de
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variables appartiennent a W dans ensemble des fonctions de AW dans A vérifiant
les propriétés suivantes :

— Pourv € W, Tw(v) est application de AW dans A donnée par (a,),ew = ay;
— Pourn eN, feF,et(t,....t,) € Aw tw(ft,...t,) est Papplication

avr fArw(t)(a),...,tw(t,)(a)).

En pratique, l'application w(#): AW — A est notée t#. La formule de ré-
currence se récrit ainsi tA(a) = fA(tA(a),...,t5(a)), ou encore t4 = fAo
(tA,...,t2). L’ensemble des variables apparaissant dans le terme ¢ est donc
implicite et on verra ci-dessous que les ambiguités permises par cet abus de
langage sons sans danger.

Démonstration. — Cela découle du théoréme de lecture unique des termes. [

Lemme (3.1.6). — Soit W une partie de V.

a) Soit W' une partie de W. Pour tout terme t € I w et tout a € AWV, on a
Tw(t)(a) = tw(t)(a’), ou a’ = (a,)wew. Autrement dit, Uinterprétation d’un
terme ne dépend que des variables qui y apparaissent effectivement.

b) Soit W' une partie deV, soits: W — F w une application et soit 0 : T w —
A w Vapplication de substitution correspondante. Pour tout terme t et tout a €
AW, onao(t)*(a) = t*((s(w)*(a))wew)-

Démonstration. — Cela se prouve par récurrence sur la définition d’un terme.
O]
Proposition (3.1.7). — Il existe une unique famille (ow)wez(v) 0tl, pour toute

partie W de V, ow: FLw - Z(AV) est une application de Uensemble F v
des formules du langage L a variables libres dans W dans I’ensemble Z(AW) des
relations sur AW, vérifiant les propriétés suivantes :

a) Sim = rt,...ty,, our € Ryet t,....t, € Aw, alors pw(m)(a) =
rA(tr(a), ..., t2(a)) pour tout a € AV;

b) Sim = -m/, ou m' € Fw, alors pw(m)(a) = ~pw(m')(a) pour tout
aecAW;

c)Sim = (m'em"), ou m',m" € Fwete € {V,A\,=,<}, alors
ow(m)(a) = pw(m')(a) » ow(m")(a) pour tout a € A-";

d) Sim = Jvm/, avecv € Vet m' € Fpw, ou W = Wu {v}, alors on a
pw(m)(a) si et seulement s’il existe un élément a’ € AW tel que a, = a,, pour
w # v tel que ow/(m')(a’);
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e) Supposons m = Yvm', avecv € Vet m' € Fw, ou W = W u {v}, alors
ow(m)(a) si et seulement si, pour tout élément a’ € AV’ tel que a!, = a,, pour
w#v,onap(m')(a).

En pratique, la relation @y (m) dans AW est notée m#, 'ensemble W de
variables libres étant sous-entendu. On verra plus loin que cela ne crée pas
d’ambiguité.

Démonstration. — Cela se démontre par récurrence sur la définition d’une
formule. D’apres le théoréme de lecture unique, un et un seul des cinq cas
indiqué se produit, mais il faut vérifier que les ensembles de variables libres
qui apparaissent sont bien comme indiqué, ce qui résulte de la définition par
récurrence de I’ensemble des occurrences libres d’un symbole de variables.
Supposons m € % .

a) Sim = rt,...,t, est une formule atomique, ses variables libres sont les
symboles variables libres apparaissant dans ¢,, ..., t,; par suite, alors t,, ..., t, €
RE

b) Sim = —m/, les variables libres de m sont celles de m’;

c) Sim = (m' em'), les variables libres de m sont celles de m’ et de m’. Dans
ces deux derniers cas, on a donc m’, m" € F w;

d) Sim = dvm’ ou m = Vvm/', les variables libres de m sont celles de m/,
privées de v; alors, m’ € Z w, ou W = Wu {v}. O

Lemme (3.1.8). — Soit W, W’ des parties de V telles que W' c¢ W et soit m €
FLw, de sorte que m € F1 . Pour tout a € AV, on a pw(m)(a) = ew/(a’),
o a’ = (ay)wew:. Autrement dit, la relation m* dans AW ne dépend pas des
composantes dont I'indice n’a pas d’occurrence libre dans W.

Démonstration. — Cela se prouve par récurrence sur la définition d’une for-
mule. [
3.1.8.1. — La substitution d’une variable libre par un terme n’est pas toujours

compatible a 'interprétation d’une formule. Prenons pour exemple la formule
Jx(x*> = y). Substituons d’abord & y le terme t = y + z; on obtient la for-
mule 3x(x2 = y + z) dont Pinterprétation en un couple (b, ¢) coincide avec
I'interprétation de la formule initiale en b + c. Substituons maintenant a y le
terme u = x + y+z; on obtient la formule 3x (x> = x + y +z) dont I'interprétation
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en un couple (b, ¢) est vraie si et seulement si ’équation x> — x = b + ¢ a une
solution, et non I’équation x2 = b + c.

On dira qu’une formule m est admissible pour une substitution s : W — .77 si
pour toute sous-formule de m de la forme Qvm’ ou Q € {V, 3} et tout symbole
de variable w € W — {v} qui a une occurrence libre dans m’, le terme s(w) ne
fait pas intervenir le symbole v.

Lemme (3.1.9). — Soit W une partie de V. Soit s : W - I w une application
et soit 0 : Fw — FLw Uapplication de substitution correspondante. Pour tout
a € AV, notons s™(a) = (s(w)2(a))wew; pour tout a € AW et toute formule m €
FLw qui est admissible pour la substitution s, on a 0(m)A(a) = m*(s2(a))).

Démonstration. — Raisonnons par récurrence sur la définition d’une formule.
Pour simplifier, nous poserons b = s%(a).

a) Supposons que m soit une formule atomique, m = rt,...,t,. Alors
o(m) =ru,...u, ouu; = a(t;) € I w pour tout i. On a donc a(m)A(a) =
rA(ul(a),...,u2(a)). Pour tout i € {1,...,n}, on aut(a) = a(t;)*(a) =

th(sh(a)) = t#(b), d’aprés le lemme 3.1.6. Par suite, on a
a(m)*(a) = r*(t}(b),.... t; (b)) = m*(b) = m*(s"(a)),

ce qu’il fallait démontrer.

b) Supposons que m = -m', ou m' € F . Alors, 0(m) = -=a(m’), donc
o(m)2(a) = -o(m’)*(a). Par récurrence, o(m')*(a) = (m")A(b), d’ou
a(m)*(a) = ~(m")A(b) = m*(b).

c) On raisonne de fagon analogue lorsque m est de la forme (m’ e m'"), avec
oc{V,A, =, <},

d) Supposonsque m = FJvm’;posons W, = W={v}, W, = Wu{v} = Wou{v},
de sorte que m' € F w, et m e Fp ..

Posons W, = W' u {v} et soit s,: W, - 77w I'application qui coincide
avec s sur W, — {v} et telle que s,(v) = v; soit o, 'application de substitution
correspondante. Par définition, on a o(m) = Ivo,(m’),

Considérons une sous-formule de m’ de la forme Qxp,ou Q € {V, 3}. Comme
c’est une sous-formule de m, pour tout symbole de variable w € W qui a une
occurrence libre dans p, le terme s(w) ne fait pas intervenir le symbole x. Soit
w € W, un symbole de variable qui a une occurrence libre dans p et tel que
w # x;onas,(w)=s(w), donc s,(w) ne fait pas intervenir x. Cela prouve que
la formule m' est admissible pour la substitution s,.
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L’interprétation o,(m’)A est une relation dans AW:; I'interprétation (m’)A
est une relation dans AW.. Par récurrence, on a donc o,(m')A(a,) =
(m")A((s,(w)2(a,))wew, ) pour tout a, € AW:,

Soit a € AW, Puisque o(m) = Ivo(m'), ona o(m)A(a) = T si et seulement
s’il existe a, € AW tel que o(m')*(a,) = T et tel que toutes les composantes
de a, autres que celle d’indice v coincident avec celles de a. (On dira qu’un tel a,
est v-proche de a.)

Soit w € W, un symbole de variable qui a une occurrence libre dans m’; par
hypothése, le symbole de variable v n’apparait pas dans le terme s,(w) = s(w);
on a donc s;(w)A(a,) = b, pour tout élément convenable a,. D’autre part,
s;(v) =v,doncs,(v)2(a,) estla composante d’indice v de a,. Ainsi, ’application
a, = (s,(w)A(a,))wew, induit une bijection de I’ensemble des éléments a, € AW:
qui sont v-proches de a sur ’ensemble des éléments b, € AW: qui sont v-proches
de b.

Cela démontre que o(m)?(a) = T si et seulement s’il existe un élément b, qui
est v-proche de b tel que (m’)2(b) = T, ce qui signifie exactement m*(b) = T.

e) Le cas du quantificateur V est analogue.

]
3.1.10. — On a I’habitude, lorsque P est un polynome a coeflicients dans un
anneau commutatif A en des indéterminées T,,...,T,, de noter P(T,,...,T,)

le polynéme P. On note aussi couramment P(a,, ..., a,) I'évaluation du poly-
néme P en un n-uplet (a,,...,a,) € A"

Nous allons mettre en place cette notation dans le contexte de I’évaluation
des termes et des formules dans un langage L. Soit A une réalisation de L, soit
t € 71 un terme et soit m € .77 une formule dans le langage L.

Par analogie avec les polyndmes, on notera aussi t(x,, ..., x,) le terme ¢
lorsque (x, ..., x,) une suite de symboles de variables deux a deux distincts
contenant les symboles de variables qui apparaissent dans t. Si (a,, ..., a,) € A",
on notera t*(ay, ..., a,) 'évaluation du terme ¢ en remplacant x; par a;.

De méme, si m est une formule dans le langage L, on écrira m(x,, ..., x,)
lorsque (x,...,x,) est une suite de symboles de variables deux a deux dis-
tincts contenant les symboles de variables libres qui apparaissent dans t. Si
(ay,...,a,) € A", on notera m*(a,,...,a,) I’évaluation de la formule m en
remplagant x; par a;.

On notera enfin A = m(a,,...,a,) au lieu de m*(a,,...,a,) =T.
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En particulier, lorsque m est une formule close, son interprétation m4 est une
relation dans ’ensemble a un élément A9, c’est-a-dire tout ou rien. Lorsque
mA = T, on dira que m est satisfaite dans A et on écrira A = m.

3.2. Equivalence sémantique

Définition (3.2.1). — Soit L un langage. On dit que deux formules dans le langage L
sont sémantiquement équivalentes si leurs interprétations sont égales dans toute
réalisation du langage L.

Plus explicitement, deux formules m et m’ dans le langage L sont équivalentes
si pour toute réalisation A de L, les fonctions m* et (m')A de AV dans {1, T}
sont égales. C’est bien stir une relation d’équivalence.

On définit aussi la relation de quasi-équivalence en n’exigeant I’égalité des
interprétations que dans toute réalisation non vide.

Exemple (3.2.2). — Soit m, m’, m” des formules et soit x, y des symboles de
variables. Les formules suivantes sont sémantiquement équivalentes :

a) met-—-m;

b) =(mvm') et (-mnA-m');

c) (mv(m'vm'"))et((mvm')vm');
d) (ma(m' Am")) et ((mAam')Am");
e) met(mnam);

f) met(mvm);

g) m=m'et(-mvm');

h) (mv-m)etT;

i) =dxm et Vx—m;

j) Vx(mAam') et (VxmAVxm').

Lemme (3.2.3). — Soit m, m’, p, p’ des formules; soit x un symbole de variable.
On suppose que m et m’ d’une part, p et p' d’autre part, sont sémantiquement
équivalentes. Alors les formules suivantes sont sémantiquement équivalentes :

a) -met-m';

b) (me p)et (m'ep'), pour tout symbole ® € {A,Vv,=,<=};
¢) dxm et Ixm’;

d) Vxmet Vxm'.
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Exemple (3.2.4). — Soit e un élément de {Vv, A}, soit Q un élément de {V, 3}.
Toute formule est sémantiquement équivalente a une formule ou les seuls sym-
boles logiques apparaissant sont -, e, Q.

Cela se démontre par récurrence sur la définition d’une formule. Traitons par
exemple le cas ot @ = v et Q = 3. On remplace alors (m A m') par ~(-m v -m'),
(m = m') par (~-m v m'), (m < m') par ~(=(-m v m') v =(-m' v m)), et
Vxm par -3x-m.

3.2.5. — On dit qu’une formule m est sans quantificateurs si elle n’admet au-
cune occurrence de quantificateur. On dit qu’elle est en forme prenex s’il existe
une formule sans quantificateurs m’, un entier n, des symboles de variables
Vi, ...,V et des quantificateurs Q,, ..., Q, tels que m = Q,v,...Q,v,m’. Une
formule prenex est dite universelle si elle n’admet pas d’occurrence de quantifi-
cateur existentiel (3); elle est dite existentielle si elle n’admet pas d’occurrence
de quantificateur universel (V).

Proposition (3.2.6). — Toute formule m est quasi-équivalente a une formule
prenex.
Démonstration. — On commence par se ramener au cas ol les seuls symboles

logiques qu’elle contient sont — et V.

On suppose aussi que chaque symbole de variable liée n’est lié que par un seul
symbole quantificateur, et qu’aucun symbole de variable liée n’a d’occurrence
libre. Que cela soit possible se vérifie par récurrence. Par exemple, si m = Qxp,
ou Q est un symbole de quantificateur et p une formule dans laquelle x posséde
une occurence liée, on substitue les occurences libres de x dans m par un symbole
de variable y qui n’apparait pas dans p. De méme, si m = (p ® g), on s’est assuré
par récurrence que les symboles de variables qui sont liés dans p n’apparaissent
pas dans g, et inversement.

La démonstration procéde ensuite par récurrence sur la définition d’une
formule.

Si Q est un symbole de quantificateur, on notera Q* le quantificateur dual, de
sorte que V* = Jet 3* = V.

— Si m = —p, ou p est une formule prenex, on écrit p = Q,v,...Q,v,p’, ou p’
est sans quantificateur; alors, —p est équivalente a Qv,...Q,p * v,—p’.
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— Supposons m = (p Vv q), ou p et g sont des formules prenex; on écrit
alors p = Quv;...Quvup’ et g = Ryw, ... Rywyq’, ou p’ et g’ sont sans quan-
tificateurs; en outre, v,,...,v, n’apparaissent pas dans g, et w,,..., wy
n’apparaissent pas dans p. Alors, m = (p v q) est quasi-équivalente a
QuVy - QuvaRyw, .. . Rewi(p' v q'). Cela se démontre par récurrence sur n + k,
variable apres variable, grace aux deux remarques :

a) Les formules (Vxp, Vv q,) et Vx(p, v q,) sont sémantiquement équiva-
lentes;

b) Les formules (Ixp, v q,) et Ix(p, v q,) sont quasi-équivalentes. Elles
ne sont par contre pas forcément équivalentes : dans la structure vide,
interprétation de 3x(p, v ¢,) ne prend que la valeur 1, tandis que celle de
(Ixp, v q,) coincide avec celle de g;. [

3.3. Morphismes de structures

Définition (3.3.1). — Soit L un langage, soit A et A’ des réalisations de L et soit
¢ : A’ - A une application.

On dit que ¢ est un morphisme de structures si les conditions suivantes sont
satisfaites :

(i) Pour tout symbole f € F, de fonction n-aire et tout élément (a,, ..., a,) €
(A", ona

Al A
(P<f (..., an)) = fH(e(ar)s....9(an));

(ii) Pour tout symbole r € R,, de relation n-aire et tout élément (a,, ..., a,) €
(A" tel que r¥'(ay, ..., a,), onar*((a,),...,o(a,)).

On dit que ¢ est un monomorphisme de structures, ou un plongement, si ’on
a de plus

(ii") Pour tout symbole r € R, de relation n-aire et tout élément (a,, ..., a,) €
(A")", alors

M (an..a,) = (e(a),....9(an)).

Comme lelangage L comporte un symbole de relation binaire qui est interprété
comme |’égalité dans A, un monomorphisme de structures est injectif.

Exemple (3.3.2). — Le langage des groupes possede deux symboles de fonctions,
e € ., représente I’élément neutre, et - € .%, laloi de composition, et n’a comme
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symbole de relation que I’égalité. Une réalisation de ce langage est un magma
« pointé », c’est-a-dire muni d’un élément privilégié. Un homomorphisme de
structures est un morphisme de magmas pointés; un monomomorphisme est
un morphisme injectif.

3.3.3. — Le composé de deux morphismes (resp. monomorphismes) est un
morphisme (resp. un monomorphisme); I'identité Id, est un monomorphisme.

On dit qu’un morphisme ¢ : A’ — A est un isomorphisme s’il existe un
morphisme y: A - A’ tel que y o ¢ = Idas et ¢ oy = Id,. Cela revient a dire
que ¢ est un monomorphisme bijectif.

3.3.4. — Soit A et A’ des réalisations du langage L. Lorsque A’ est une partie
de A et que I'inclusion de A’ dans A est un monomorphisme de structures, on
dit que A’ est une sous-structure de A.

Inversement, soit A une réalisation du langage L et soit A’ une partie de A
vérifiant la propriété suivante : Pour tout symbole f € F, et tout (a,,...,a,) €
(A", ona fA(ay,...,a,) € A'. Alors, il existe une interprétation du langage L
dans A’ de sorte que I'inclusion de A’ dans A soit un plongement de structures.

En effet, il suffit de poser f4'(ay,...,a,) = f2(ay,...,a,) etr¥ (ay,...,a,) =
rA(a,,...,a,) pour tout f € F,, tout r € R, et tout (a,,...,a,) € (A")".

3.3.5. — Soit A une réalisation du langage L. L’intersection d’une famille (A;)
de sous-structures de A est une sous-structure de A.

Pour toute partie S de A, il existe donc une plus petite sous-structure de A
qui contient S, a savoir I'intersection de toutes d’entre elles; on dit que c’est la
sous-structure engendrée par A.

Lemme (3.3.6). — Soit L un langage et soit A une réalisation de L. Soit S une
partie de A. La sous-structure de A engendrée par S est 'ensemble des éléments
de A de la forme t*(a,, ..., ay,), ot n € N, t € 7 est un terme en les symboles de
variables x,, ..., x,, et (a,,...,a,) € S".

Démonstration. — Soit A’ ’ensemble des éléments indiqués et soit B la sous-
structure de A engendrée par S. Pour tout # € N, tout terme ¢(x,, ..., x,) et tout
(ay,...,a,) € S*, onadonc t*(a,,...,a,) = t%(a,,...,a,) € B. Cela prouve
que A’ c B. Inversement, nous allons démontrer que A’ est une sous-structure
de A qui contient S. Soit x un symbole de variable et soit ¢ le terme x; on a
tA(a) = a pour tout a € S, donc A’ contient S. Soit n € N, soit f € F, un
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symbole de fonction n-aire et soit a,, . . ., a, des éléments de A’; démontrons
que fA(a,,...,a,) appartienta A’. Pour i € {1,...,n}, soit t; un terme en des
symboles de variables x; ; (pour 1 < j < m;) et soit (a;j):<jcm, un élément de A™:
tel que a; = t?(a,-,l, .«.»@;m ). Comme 'ensemble de symboles de variables
est infini, on se raméne d’abord au cas ou les symboles x; ; sont deux a deux
distincts : choisir une famille (y; ;) de symboles deux a deux distincts, puis,
pour tout i, et substituer y; ; a x; ; dans ¢;. Soit aussi x;, .. ., x,, des symboles de
variables deux a deux distincts et soit f le terme obtenu en substituant dans le
terme fx, ...x, le symbole de variable x; par le terme ¢;. On a

A ay..san) = AN (Ao um)s et (pgs ... ) = tA((a,-,j)),

ce qui prouve que f2(a,,...,a,) appartient a A’. Cela conclut la démonstration
du lemme. O

3.4. Extension de langages

3.4.1. — SoitL = ((R,),(F,))etL' = ((R}), (F})) des langages. On dit que le
langage L' étend le langage L, ou que le langage L réduit le langage L' si pour
tout entier n,ona R, c R} et F, c F/.

Dans ce cas, toute réalisation A’ du langage L’ donne lieu a une réalisation A
du langage L : on conserve 'univers en posant A = A/, et on choisit pour
interprétations f4 et r* des symboles de fonctions f € F, et de relations r € R,
les interprétations de ces symboles dans la réalisation A’.

Exemple (3.4.2). — Soit L un langage, soit A une réalisation de L. Soit S une
partie de A. On définit un langage Ls en ajoutant aux symboles de constantes
de L un symbole ¢; pour chaque élément s € S. Un terme ou une formule du
langage Lg est aussi appelé un terme ou une formule du langage L a parameétres
dans S.

Le langage Ls posséde une réalisation naturelle dans 'univers A, ou, pour tout
s € §, I'interprétation ¢ du symbole de constante c; est prise égale a s.

Soit m(x,,...,x,) € ZL une formule dans le langage L en des variables libres
X1 ... Xy Supposons qu’il existe (a,,...,a,) € S" tel que A = m(a,,...,a,),
C’est-a-dire m?(a,,...,a,) = T. Dans la formule m, substituons simultanément
le symbole de variable libre x; par le symbole de constante ¢,., considéré comme
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un terme du langage Lg; la formule obtenue, naturellement notée m(c,, ..., ¢a,),
est une formule close de Lg. Elle est satisfaite dans la réalisation A.

Exemple (3.4.3). — Soit L un langage et soit A une réalisation de L. Soit x, y
deux symboles de variables (distincts) et soit m une formule dont les symboles
de variables libres appartiennent a {x, y}. Soit aussi L’ le langage obtenu en
adjoignant a L un (nouveau) symbole de fonction 1-aire que ’on note f,,,.

Supposons que la formule close Yx3Iym(x, y) soit satisfaite dans A. Cela
signifie que pour tout a € A, il existe un élément b € A tel que m*(a,b). Pour
tout a € A, choisissons un tel élément et notons-le fA(a).

On a ainsi promu I’ensemble A de réalisation de L en une réalisation de L.
Pour tout ensemble de symboles de variables W, les formules de L ne changent
pas d’interprétation en tant que formule de L. De plus, le mot Vxm(x, f,(x))
est une formule close du langage L’ qui est satisfaite dans A.

Inversement, soit A’ une réalisation de L’ dans laquelle la formule
Vxm(x, fn(x)) est satisfaite. En oubliant I'interprétation du symbole de
fonction f,,, 'ensemble A est une réalisation de L dans laquelle la formule close
Vx3ym(x, y) est satisfaite.

Ce procédé est appelé skolemisation. 11 se généralise évidemment d’une for-
mule & un ensemble arbitraire de formules.

3.5. Théories, modéles

3.5.1. — Soit L un langage. On appelle théorie un ensemble de formules closes
dans le langage L.

Soit T une théorie dans le langage L. On dit qu’une réalisation A du langage L
est un modeéle de la théorie T si toute formule appartenant a T est satisfaite dans A.
On dit que la théorie T est consistante si elle possede un modele.

Exemple (3.5.2). — Soit L un langage et soit A une réalisation de L. La théorie
de A dans le langage L, notée Thy (A), est’ensemble de toutes les formules closes
de L qui sont réalisées dans L. Une théorie de cette forme est consistante; on dit
qu’elle est complete.

Si A est un modéle d’une théorie T, on a T c Thy (A). Toute théorie consis-
tante T est donc contenue dans une théorie compléte.
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Remarque (3.5.3). — Pour qu’une théorie consistante T soit complete, il faut et
il suffit qu’elle soit maximale.

Supposons d’abord que T est compleéte et soit A un modele de T telle que
T = Thy(A). Soit m une formule de L qui n’appartient pas a T, c’est-a-dire
mA = L;alors, (-m)A = T,donc —-m € T.SiBestunmodélede T,ona (-m)® =T,
donc mB = 1, d’ou m ¢ Thy (B). Cela prouve que T U {m} n’est pas consistant,
si bien que T est une théorie maximale.

Soit T une théorie consistante maximale et soit A un modele de T. On a
T c Thy(A). Puisque T est maximale,ona T = Thy (A) : la théorie T est complete.

3.5.4. — Soit T une théorie dans le langage L. On dit qu'une formule close m
est conséquence sémantique de T si m satsisfaite dans tout modele de T. On dit
qu’une théorie T’ est conséquence sémantique de T si tout modele de T est
modele de T".

On dit qu'une théorie est finiment axiomatisable si elle est conséquence sé-
mantique d’un ensemble fini de formules closes.

3.6. Extensions élémentaires, théoréeme de Lowenheim-Skolem

Définition (3.6.1). — Soit L un langage, soit A une réalisation de L et soit B
une sous-structure de A. On dit que B est une sous-structure élémentaire de A,
ou que A est une extension élémentaire de B, si pour tout entier n, toute for-
mule m(x,,...,x,) dans le langage L et tout élément (b,,...,b,) € B", on a

mA(by,...,b,) =mB(b,,...,b,).
On note B < A.

Remarque (3.6.2). — En appliquant la définition a une formule close, on observe
que Thy (A) = Thy(B) si B est une sous-structure élémentaire de A.

Plus généralement, soit Ly le langage du premier ordre obtenu en adjoi-
gnant a L un symbole de constante ¢, pour chaque élément b de B. Considé-
rons A comme une réalisation de Lg, chaque symbole ¢, étant interprété comme
I’élément b de B, de sorte que B est une sous-structure. Les formules closes de Ly
sont de la forme m(cp,,...,cp, ), ou m(x,,...,x,) est une formule de L en les
variables libres x,, ..., x,.

Cela montre que A est extension élémentaire de B si et seulement si Thy, (A) =

Thy, (B).
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Théoréme (3.6.3) (Test de Tarski-Vaught). — Soit A une réalisation de L, soit B
une partie de A. On suppose que pour tout entier n, toute formule m(x,, ..., x,, ¥)
de L et tout élément (a,,...,a,) € B" tel que A = Iym(a,, ..., a,,y), il existe
un élément b € B tel que A = m(a,,...,a,,b). Alors, B est une sous-structure
élémentaire de A.

Le point important de I’énoncé est de ne faire intervenir la satisfaction que
dans la structure A.

Démonstration. — Démontrons que B est une sous-structure de A. Soit n € N et
soit f € F,, un symbole de fonction n-aire, soit (b,, ..., b,) € B". En appliquant la
définition a la formule 3y(y = f(x,,...,x,)), on constate que fA(b,,...,b,) €
B. Cela prouve que B est une sous-structure de A.

Prouvons que c’est une sous-structure élémentaire. Il s’agit de démontrer
que pour toute formule m(x,, ..., x,) et tout élément (a,,...,a,) € B", alors
AEem(ay...,a,)sietseulementsi B = m(a,,...,a,).

Si un symbole de variable x; n’a pas d’occurrence libre dans m, les fonctions
mA: A" > {T,1} et mB: B" - {T, 1} ne dépendent pas de la coordonnée a;; en
raisonnant par récurrence sur #, on suppose que tous les symboles de variables
X, ..., X, ont une occurrence libre dans m.

On raisonne alors par récurrence sur la définition d’une formule :

a) Si m est une formule atomique, cela résulte de la définition d’une sous-
structure;

b) Supposons qu’il existe une formule m’ telle que m = —m’. Par récurrence,
ona(m')®(ay,...,a,) = (m')2(a,...,a,); par suite,
/)A

m®(ay,...,a,) = -(m")2(a,...,a,) = ~(m)ay,...,a,) = m*(a,...,a,).

c) Supposons qu’il existe des formules m' et m” et un élément @ € {v, A, =

,<>} tels que m = (m' e m'"). Par récurrence, on a (m')®(a,,...,a,) =
(m")A(ay,...,a,) et (m")8(a,,...,a,) = (m")*(a,...,a,); par suite,
m®(a,,...,a,) = ((m)%(a,...,a,) e (m")2(a,...,a,))

=((mY*(ay,...,a,) e (m"M™(ay,...,a,))

=m*(a,...,a,).

d) Supposons qu’il existe une formule m’ et un symbole de variable y tel
que m = Jym’. Par définition d’une occurrence libre, y n’est pas une variable



3.6. EXTENSIONS ELEMENTAIRES, THEOREME DE LOWENHEIM-SKOLEM 45

libre de m, si bien que y ¢ {x,,...,x,}, de sorte que m’ est une formule en les
variables libres x,, ..., x,, y.

Supposons m*(a,,...,a,) = T. Par définition, il existe b € A tel que
(m")A(ay,...,ay, b).Par hypotheése, il existe alors un tel élément b qui appartient
a B. Par récurrence, on a alors (m')®(ay,...,a,,b) = (m')*(a,,...,a,,b) =T.
Il en résulte que m®(a,,...,a,) =T.

Supposons inversement que m®(a,,...,a,) = T. Il existe donc b € B tel que
(m")®(a,,...,a,,b) =T.Parrécurrence, on a donc (m')*(ay,...,a,,b) =T, ce
qui entraine que m*(a,,...,a,) = T.

e) Supposons enfin qu’il existe une formule ' et un symbole de variable y tel
que m = Vym'. Par définition d’une occurrence libre, y n’est pas une variable
libre de m, si bien que y ¢ {x,,...,x,}, de sorte que m' est une formule en les
variables libres x,, ..., x,, y.

Supposons m*(a,,...,a,) = T. Par définition, pour tout b € A, on a
(m")2(ay,...,a,,b) =T.Pourtout b € B,onaonaalors (m')®(a,,...,a,,b) =
(m")A(ay,...,ay,, b) =T, par récurrence. Il en résulte que m®(a,,...,a,) =T.

Supposons que mA(ay,...,a,) = L. Par définition, il existe b € A tel que
(m")A(ay,...,a, b) = T. Lhypothése du théoréme, appliquée a la formule —m’
entraine qu’il existe un élément b € B tel que (m')*(a,,...,a,, b) = L. Par récur-
rence, on a alors (m')®(a,,...,a,,b) = 1, ce qui entraine que m®(a,,...,a,) =
1.

[]

3.6.4. — Soit T une théorie (consistante) dans un langage L, soit A un modele
de T et soit S une partie de A.

Nous allons construire par récurrence une suite croissante (B,) de sous-
structures de A contenant S dont la réunion B = U, B, sera un modele de T.

On définit B, comme la sous-structure de A engendrée par S. Supposons B,
définie.

Pour tout entier #, toute formule m(x,, . .., x,, y) ettoutélément (a,, ..., a,) €
(B,)" tel que IymA(a,,...,a,, y), choisissons un élément b € A tel que
mA(a,,. .., a,, b). Soit By, la sous-structure de A engendrée par B, et tous ces
éléments b.

Soit B = Upen By. C'est une sous-structure de A. Soit en effet n € N, f € F,, et
(ay,...,a,) € B";s0it p e Ntel que a,, . .., a, appartiennent a B, ; par définition
d’une sous-structure, alors fA(a,,...,a,) € By, si bien que fA(a,,...,a,) €B.
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Démontrons alors que B est un modele de T en appliquant le test de Tarski-
Vaught (théoreme 3.6.3). Soit m une formule en les variables libres x;, . . ., x,,, y et
soit (ay,...,a,) € B"; supposons qu’il existe a € A tel que A = m(a,,...,a,, a).
Soit p € N tel que a,, ..., a, € B,. Par construction de B,.,, il existe donc un
élément b € B, tel que m(a,, ..., a,, b); en particulier, b € B. Cela prouve que
B est un modéle de T.

Proposition (3.6.5). — Si Card(S) > Card(L), alors Card(B) = Card(S).

Démonstration. — Posons a = Card(S); par hypothése, a est un cardinal in-
fini. On peut supposer que I’ensemble V des symboles de variables est égal a
{y,x,,%,,...,}, en particulier, dénombrable.

L’ensemble des termes de L est alors de cardinal Card(L); pour tout entier n,
on a Card(S") = Card(S) = «; le cardinal de la sous-structure B, engendrée
par S est alors égal a a.

Supposons par récurrence que Card(B,) = a. L’ensemble des formules
en les variables libres x,, ..., x,, y est de cardinal Card(L), et Card(B}) = a.
Par construction, By, est la sous-structure engendrée par B, et un ensemble
d’éléments b en cardinal au plus R, = . On a donc Card(B,.,) = .

Par récurrence, Card(B,) = « pour tout entier p; par suite, Card(B) = . [

Théoréme (3.6.6) (Lowenheim-Skolem). — Soit A une réalisation de L telle
que Card(A) > Card(L). Pour toute partie S de A, il existe une sous-structure
élémentaire B de A telle que Card(B) = sup(Card(L), Card(S)).

En particulier, si une théorie posséde un modéle de cardinal « > Card(L),
elle posséde un modéle de tout cardinal f3 tel que Card(L) < 8 < a.

Démonstration. — Quitte a agrandir ’ensemble S, on suppose que Card(S) >
Card(L). D’apreés la proposition précédente, la sous-structure B construite est

de cardinal Card(S). O

3.7. Filtres et ultrafiltres
Définition (3.7.1). — Soit X un ensemble et soit .# un ensemble de parties de X.
On dit que .F est un filtre si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) L’ensemble .F ne contient pas la partie vide;
(ii) L’ensemble X appartient a ¥ ;
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(iii) Si A et B sont des parties de X appartenant a .%, alors A n B appartient
a.7;

(iv) Si A est une partie de X appartenant a %, alors toute partie de X conte-
nant A appartient a .F .

On dit qu’un filtre .F est un ultrafiltre si tout filtre #' contenant ¥ est égal a ¥

Autrement dit, un ultrafiltre est un filtre maximal pour la relation d’ordre
définie par I'inclusion.

Il résulte des propriétés (i) et (iii) que si A et B sont deux parties de X apparte-
nant a un filtre, alors A n B n’est pas vide.

Exemple (3.7.2). — Soit X un ensemble infini. L’ensemble .% des parties A de X
telles que X — A est fini est un filtre sur X; on I’appelle le filtre de Fréchet.

Exemple (3.7.3). — La topologie générale fournit de nombreux exemples de
filtres.

a) Soit X un espace topologique et soit A une partie non vide de X. L’ensemble
des voisinages de A est un filtre sur X.

b) Supposons X = R et soit a € X. Une partie de R est un « voisinage a droite »
de a si elle contient un intervalle de la forme ]a, b[, olt b > a. L’ensemble des
voisinages a droite de a est un filtre sur X

¢) Supposons encore X = R et prenons a = +oo. Une partie de R est un
«voisinage de +o0 » si elle contient un intervalle de la forme ]a, +o0[. L’ensemble
des voisinages de +oo est un filtre sur X.

Exemple (3.7.4). — Soit X un ensemble ordonné. On suppose que X est filtrant,
c’est-a-dire que toute partie finie de X est majorée; autrement dit, X n’est pas
vide et pour tout couple (x, y) d’éléments de X, il existe z € X tel que x < z et
y < z. Pour tout x € X, on note A, I’ensemble des y € X tels que x < y. Soit .#
I’ensemble des parties A de X contenant un ensemble de la forme A,.

Comme x € A,,aucun élément de .# n’est vide. Soit x € X; alors X contient A,,
donc X € .#. Soit A et B deux éléments de .7 ; soit x, y € X tels que A > A, et
B 5 A,; soit z € X un majorant de x et y; alors, A, c A, n A, c AnB, donc
A n B appartient a .#. Enfin, toute partie contenant une partie de F# appartient
a .7, par construction. Cela prouve que .# est un filtre sur X.

Lorsque X = R, on retrouve le filtre des voisinages de +oo.
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Nous utiliserons cette construction lorsque X est I’ensemble des parties finies
d’un ensemble T, muni de la relation d’inclusion. Il est bien filtrant puique si x
et y sont deux parties finies de T, x U y est une partie finie de T contenant a la
fois x et y.

Théoréme (3.7.5). — Soit X un ensemble. Tout filtre sur X est contenu dans un
ultrafiltre.
Démonstration. — On munit ’ensemble des filtres sur X de la relation d’ordre

définie par I'inclusion. Démontrons que cet ensemble ordonné est inductif.
Soit @ une partie totalement ordonnée de ’ensemble des filtres sur X; soit .# la
réunion de {X} et des éléments de ®. Démontrons que .% est un filtre sur X.

L’ensemble vide n’appartenant a aucun filtre, il n’appartient pas a .#;
I’ensemble X appartient & .% par construction. Soit A et B des éléments de .7 ;
soit ' et F"" des filtres appartenant a @ tels que A € .#' et B € .. Puisque ®
est totalement ordonné, ona .’ c .F", ou .#" c .#'. Supposons, pour fixer les
idées, que .F' c 54’”; alors, A,B € #", donc AnB e Z#" puisque .#" est un
filtre; ainsi, A N B € .#. Soit A un élément de . et soit B une partie de X qui
contient A; soit .#’ un filtre appartenant a ® tel que A € .%#"'; alors B € .#/, car
F' estun filtre, donc B € .7.

D’apres le théoreme de Zorn, tout filtre est contenu dans un filtre maximal,
c’est-a-dire dans un ultrafiltre. []

Lemme (3.7.6). — Soit X un ensemble et soit F un filtre sur X. Pour que leﬁltre
F soit un ultrafiltre, il faut et il suffit que pour toute partie A de X, soit A € ¥
soit X=A € .F.

On remarque que les cond1t1ons A e .7 et X=A € .7 s’excluent, car An (X—
A) = @ n’appartient pas a .%

Démonstration. — a) Supposons que .# est un ultrafiltre sur X. Soit A une
partie de X; supposons que X — A n’appartient pas a .#

Soit B une partie de X appartenant a .%. Supposons que A N B = &; alors,
B cX=A, donc X= A € .%, contradiction.

Soit alors .%' I’ensemble des parties de X qui contiennent une partie de X
de la forme A Nn'F, ou F € .#. D’apreés ce qui précede, @ ¢ .%'. Soit B, B/ des
parties de X appartenant a .%". Il existe donc des ensembles F, F’ € .% tels que
B=AnFetB'=AnF;alors, FnF ¢.% eteBnB' = An(FnF)e.#' Enfin,
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soit B une partie de X appartenant a .#’ et soit B’ une partie de X contenant B;
soit F une partie appartenant a .% tel que B=AnF;onaalors FUB' € Z# et
B'=An(FuB’),donc B € &'

Cela démontre que .#" est un filtre sur X. Par construction, .#’ contient F.
Puisque .# est un ultrafiltre, on a ¥’ = .%#. Comme A € F',ona A € ¥, ce
qu’il fallait démontrer.

b) Supposons maintenant que pour toute partie A de X, le filtre .% contient A
ou X = A. Soit .#"' un filtre contenant .%. Soit A une partie de X appartenant
a #'.Si A n’appartient pas a .#, alors X = A € ¥, donc X=— A ¢ .#'; alors,
@ =An(X=A) e Z', contradiction. Cela prouve que A ¢ #,d’ou ¥ = F'.
Ainsi, % est un ultrafiltre. ]

Remarque (3.7.7). — Le langage des filtres est trés utile en topologie générale.
Soit X un espace topologique. On dit qu’un filtre .%# sur X converge vers un
point x € X, ou que x est point limite de .7, si .# contient le filtre des voisinages
de x.

Supposons X séparé. Alors, deux points distincts possédent des voisinages
disjoints, si bien qu’un filtre ne peut avoir qu’au plus un point limite.

Supposons que X est compact et démontrons que tout ultrafiltre sur X
converge. Raisonnons par ’absurde et considérons un ultrafiltre .# qui n’a
pas de point limite. Soit x € X; puisque x n’est pas point limite de .7, il existe
un voisinage ouvert V, de x qui n’appartient pas a .# ; son complémentaire
appartient donc a .%, car .# est un ultrafiltre. Puisque X est compact, il existe
une partie finie S de X telle que X = U5 Vy; alors, @ = Nyes(X=V,), ce qui
contredit la définition d’un filtre.

Inversement, supposons que tout ultrafiltre sur X converge et démontrons
que X est compact. Considérons une famille (F;) de parties fermées de X dont
aucune intersection finie n’est vide; démontrons que I'intersection des F; n’est
pas vide. L’ensemble .# des parties de X qui contiennent une intersection finie
F, n---nF; estun filtre sur X. En effet, ona @ ¢ .7, X € ¥ ; si A et B sont deux
ensembles de ., contenant respectivement des intersections finies ;¢ F; et
Niek Fi» alors A N B contient I'intersection finie Mk Fi, donc appartient a .7 ;
enfin, toute partie contenant un élément de .7 appartient a .%, par construction
de #

Soit 7/ un ultrafiltre contenant .% et soit x Un point limite de % . Soit i € 1.
Soit V un voisinage ouvert de x ; I'ensemble V appartient a %/, de méme que F;,
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puisque F; € .#, de sorte que V n F; appartient a % ; en particulier, V n F; n’est
pas vide. Cela prouve que x est adhérent a F;, donc x € F; puisque F; est fermé.
Par suite, x appartient a tous les V;, ce qui prouve que I'intersection des F; n’est
pas vide.

3.8. Ultraproduits, théoréme de Los

3.8.1. — Soit I un ensemble et soit (A;);q une famille d’ensembles indexée
par L. Soit .# un ultrafiltre sur I; nous allons définir 'ultraproduit H'f:l A; des
ensembles A; le long de .7

Soit J ’ensemble des i € I tels que A; # . Si ] ¢ .%, on pose [[4 A; = @.

Supposons maintenant que J € .%. Soit A = [];5 A;. Soit ~ la relation dans A
définie par (a;)iq ~ (a})ig si 'ensemble des i € J tels que a; = a} appartient
a .7 . Démontrons que c’est une relation d’équivalence. Pour tout (a;);q € A,
ona (a;) ~ (a;) car ensemble J appartient & .7 ; cela démontre que la relation
est réflexive. Elle est évidemment symétrique. Démontrons enfin qu’elle est
transitive; soit (a;), (a}) et (a!) des éléments de A tels que (a;) ~ (a}) et
(a!) ~ (a!). Soit J' 'ensemble des i € J tels que a; = a!; soit J” 'ensemble
des i € J tels que a} = a!’; pourtouti € 'nJ’,onaa; = a} = a/’; de plus,
J',]" e #,donc] n]" e F; par suite, (a;) ~ (al).

On définit alors [T A; comme ’ensemble quotient A /~.

3.8.2. — Soit I un ensemble, soit .# un ultrafiltre sur I. Soit (A;);c, (B;)ia
des familles d’ensembles indexées par I; soit A7 BZ leurs ultraproduits le
long de I'ultrafiltre .%. Pour tout i, posons C; = A; x B;. Nous allons identifier
I’ultraproduit C” de la famille (P;) avec le produit A¥ x B,

Soit J, resp. K I’ensemble des i € I tels que A; # @, resp. B; # @. Posons
A =[];gAi et B=[];cx Bi-

Supposons A” = @, de sorte que ] ¢ .%. Alors C; = A; x B; = @ pour tout i ¢ J,
donc C” = @.

On prouve de méme que C7 = @ si AZ = @.

Supposons maintenant que A” et B ne sont pas vides, de sorte que J et L
appartiennent a .% . Soit L ’ensemble des i € [ tels que C; #+ g;onaL =] nK,
donc L € .%. Soit C = [, P; et soit f: A x B - Cl’application donnée par

f((ai)ig (bi)iex) = ((@ir bi) ) ier-
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Soit (a;, b;) i un élément de C. Pour tout i € ] =L, choisissons un élément
a; arbitraire de A;; pour tout i € K==L, choisissons un élément b; arbitraire
de B;. Alors, f((a;)iq, (bi)iex) = (ai> b;)icL. Cela démontre que I'application f
est surjective.

Soit (a;), (al) € A, (b;), (b)) € B tels que (a;) ~ (a}) et (b;) ~ (b!). Soit
J' 'ensemble des i € ] tels que a; = a!, soit K’ I'’ensemble des i € K tels que
b; = b; ce sont des éléments de .# par hypothése. Comme I'ensemble des i € L
tels que (a;, b;) = (ai, b)) contient ' "K', on a (a;, b;)ic, ~ (al,b!)ier. Cela
démontre que 'application f est compatible aux relations d’équivalence définies
par Pultrafiltre .# dans les ensembles A, B, C. Elle induit donc, par passage aux
quotients, une application ¢ de A¥ x A sur C7.

Comme 'application f est surjective, il en est de méme de ’application ¢.

Soit (a;), (a}) € A, (b;), (b)) € B tels que f((a;),(b;)) ~ f((al),(b!)). Soit
J' 'ensemble des i € ] tels que a; = a’, soit K’ 'ensemble des i € K tels que b; = b'.
Alors, ]’ n K’ est 'ensemble des i € L tels que (a;, b;) = (al,b’), doncJ' n K’
appartient a .%. Par suite, ] € % et K’ € .%, ce qui entraine que (a;) ~ (a}) et
(b;) ~ (b!). Cela prouve que I'application ¢ est injective.

3.8.3. — Soit I un ensemble, soit .% un ultrafiltre sur L. Soit (A;);e1, (B;) e des
familles d’ensembles indexées par I; soit AZ, BZ leurs ultraproduits le long de
'ultrafiltre .%#. Pour tout i € I, soit f; une application de A; dans B,.

On déduit de la famille ( f;) une application f¥ de A dans BZ. Elle associe
a la classe d’une famille (a;) la classe de la famille ( f;(a;)).

3.8.4. — Soit L un langage, soit (A;);c une famille de réalisations de L indexée
par un ensemble I et soit .# un ultrafiltre sur I. Soit A* 'ultraproduit de la
famille (A;);e le long de l'ultrafiltre ..

Soit n un entier et soit f € F,, un symbole de fonction n-aire. Par un raisonne-
ment similaire a celui du paragraphe précédent, on déduit de la famille (f41)
une fonction fA”. de (A7 )" dans A7 .

Soit n un entier et soit r € R,, un symbole de relation n-aire. On déduit de
la famille (A7) une relation n-aire rA” dans ’ensemble A7 : la classe d’une
famille (a;); € [1; A7 appartient au graphe de cette relation si et seulement si
I’ensemble des i € ] tels que r;(a;) = T appartient a ..

Ainsi, 'ultraproduit A7 est naturellement muni d’une structure de réalisation
du langage L.
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3.8.5. — Soit t € .77 un terme et soit V I’ensemble des symboles de variables qui
apparaissent dans t. On démontre par récurrence sur la définition d’un terme
que Pinterprétation tA” de t dans la structure A7 est Iapplication de (A7)V
dans A7 déduite des applications t4: AY — A;.

Soit m € %1 une formule et soit V ’ensemble des symboles de variables
libres de m. On démontre par récurrence sur la définition d’un terme que
Pinterprétation mA” de m dans la structure A7 est I'application de (A7 )Y
dans {1, T} déduite des applications mAi: AY - {1,T}.

Théoréme (3.8.6) (Los). — Soit L un langage, soit (A; ) une famille de réalisa-
tions de L et soit F un ultrafiltre sur Uensemble 1. Soit A7 = [[7; A; Vultraproduit
de la famille (A;) selon Uultrafiltre 7.

Soit m € %1, une formule close dans le langage L. Pour que la formule m soit
réalisée dans l'ultraproduit A7, il faut et il suffit que ensemble des i € 1 tels que
m est réalisée dans A; appartienne a 7.

Démonstration. — C’est exactement la définition de I'interprétation de la for-
mule m dans la réalisation A7 [

3.9. Théoréme de compacité et théoréme de Tarski

Théoréme (3.9.1) (Théoreme de compacité, Godel). — Soit L un langage et soit
T une théorie. Pour que T soit consistante, il faut et il suffit que toute partie finie
de T soit consistante.

Démonstration. — Toute partie d’une théorie consistante est consistante; il
faut donc démontrer que si toute partie finie de T est consistante, alors T est
consistant. L’assertion est évidente si T est finie; supposons donc que T soit
infinie. Soit I ’ensemble (infini) des parties finies de T'; pour i € I, on notera T;
la théorie i. D’apres 'exemple 3.7.4, il existe un filtre .7 sur I tel que pour tout
i € I, ’ensemble des parties finies de T contenant i appartient a .%. D’apres le
théoréme 3.7.5, il existe un tel filtre qui est un ultrafiltre.

Pour tout i € I, soit A; un modeéle de la théorie T;. Soit A = ‘ZIAI-
'ultraproduit de la famille (A;) le long de l'ultrafiltre .. C’est une réalisation
du langage L. Démontrons que c’est un modele de T.

Soit m € T. Démontrons que m est réalisée dans A. Par définition des struc-
tures A;, la formule m est réalisée dans A; dés que m € T;. Par construction de
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I'ultrafiltre .#, I’ensemble des parties finies de T contenant m appartient a .%.
D’apres le théoreme de Los, la formule m est donc réalisée dans A. O]

3.9.2. — Soit 71 'ensemble des théories completes dans le langage L; c’est une
partie de Z(FLy).

Pour tout formule close m, notons V,, I'’ensemble des théories complétes qui
contiennent m. Pour toute ensemble S de formules closes, notons Vg = M,,,es Vi
c’est ’ensemble des théories completes qui contiennent S.

OnaV;=%etV, =2.

Si m et n sont des formules closes, alors V,, n'V,, = V(,,,,); en effet, si
m, n appartiennent a une théorie compléte T et si A est un modéle de T, alors
mA = n® = 7, donc (m A n)A = T, ce qui prouve que (m A n) appartient
aTh (A)=T.

Par suite, les ensembles de la forme V,, forment une base d’ouverts d’une
unique topologie sur .71 : une partie de .7, est ouverte si et seulement si c’est
une réunion de parties de la forme V.

Observons que V,, nV_,, = g etque V,, uV_,, = I, pour toute formule
close m. En effet, si A est une réalisation de L, alors soit m est satisfaite dans A,
soit ~m est satisfaite dans A, mais pas les deux. Par suite, les ensembles V,,, sont
ouverts et fermés dans 7.

Comme une intersection de parties fermées est fermée, Vg est fermé, pour
tout ensemble S de formules closes. Inversement, soit F une partie fermée de .7 ;
soit U son complémentaire et soit S un ensemble de formules closes tel que

U = Upes Vi s alors,
F=()(Z=Va) = (Vo= Vs,

meS meS
ouS ={-m; meS}.
Corollaire (3.9.3). — L’espace topologique 71 est compact et totalement discon-
tinu.
Démonstration. — Considérons enfin une famille (F;);q de parties fermées

de 71 dont I'intersection est vide et démontrons qu’il existe une sous-famille
finie d’intersection vide. Pour tout i, soit S; un ensemble de formules closes tel
que F; = Vg5 posons S = U; S;. Ona Vg =N; Vs, =N, F; = &, ce qui signifie que
I’ensemble S n’est pas consistant. D’apres le théoreme de compacité, il existe une
partie finie S’ de S qui est inconsistante. Pour toute formule m € S/, choisissons
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un élément i, tel que m € S;; soit I’ 'ensemble, fini, de ces i,,. Si une théorie
consistante T appartient a ;. F;, alors T appartient a F; pour tout i, donc T
contient §’, ce qui contredit la définition pour une théorie d’étre consistante. Par
suite, ;e Fi = @.

Soit T et T’ des théories complétes telles que T # T. Il existe donc m € T tel
que m ¢ T'; on a donc —-m € T'. Alors, V,, et V_, sont des voisinages ouverts
de T et T’ respectivement, disjoints. Cela entraine que .71 est séparé.

L’espace topologique .77, vérifie 'axiome de Borel-Lebesgue et est séparé; il
est donc compact.

Démontrons enfin que .77 est totalement discontinu, c’est-a-dire que ses
composantes connexes sont réduites a des points. Soit T une théorie complete
soit U sa composante connexe dans 7] ; démontrons que U = {T}. Pour toute
formule close m appartenant a T, 'ensemble U n'V,, est ouvert et fermé dans U,
et contient T, donc est égal a U; on a donc U c V,,,. L’intersection, pour m € T,
des ensembles V,, est ’ensemble des théories complétes contenant T, donc est
égale 4 {T}. Cela prouve que U c {T}. O]

Théoréme (3.9.4) (Tarski). — Soit A une réalisation infinie de L. Pour tout car-
dinal o > sup(Card(A), Card(L)), il existe une extension élémentaire B de A de
cardinal «.

Démonstration. — Soit L' le langage obtenu en adjoignant a L une famille de
symboles de constantes (¢;) indexée par un ensemble I de cardinal «.

Soit T" ’ensemble de formules closes du langage L’ obtenu en adjoignanta T
les formules ¢; # ¢; pour tout couple (i, j) d’éléments de I tels que i # j.

Démontrons que T’ est consistant. D’apres le théoreme de compacité, il suffit
de prouver que toute partie finie de T’ est consistante; une telle partie finie est
contenue dans la réunion T} de T et de I'ensemble de formules ¢; # ¢;, pour i # j
dans un ensemble fini J. Comme A est infini, il existe une famille (a;) ¢ telle
que a; # a;j pour i # j. On observe alors que A, muni des interprétations c#* = a;,
pour i € ], est un modele de Tj. Par suite, T’ est consistant, donc possede un
modele.

Soit Bun modele de T'. C’est une réalisation B de L munie d’une famille (b;) ;¢
dans laquelle les formules de T d’une part, les formules b; # b; pour i # j d’autre
part, sont satisfaites. Par suite, B est un modéle de T et Card(B) > Card(I) = a.
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En choisissant une partie S de B de cardinal «, on déduit du théoréme de
Loéwenheim-Skolem qu’il existe un modele B’ de B contenant S et dont le cardinal
est égal a a. []






CHAPITRE 4

THEORIE DE LA DEMONSTRATION —
RAISONNER

« Pour de I’esprit, j’en ai, sans doute; et du bon gotit,
A juger sans étude et raisonner de tout. »
— MOLIERE, Le Misanthrope, acte 111, scéne 1

Ce chapitre est consacré aux aspects syntaxiques de la logique du premier
ordre, c’est-a-dire a la définition d’une démonstration formelle et a I’étude des
formules qui en possedent une.

Soit L un langage du premier ordre et soit T une théorie de L. Par définition, on
dira qu’une formule close m se déduit de T s’il existe une suite finie (m,, . .., m,)
de formules closes telles que pour tout i, soit m; € T, soit m; se déduit de
(m,,...,m;_,) par application d’une régle de déduction, et si m, = m. Une
telle suite est appelée démonstration de m dans T. Ces régles de déduction sont
soumises a deux tensions opposées :

— Etre « raisonnables », au sens olt une démonstration formelle doit conduire,
une fois convenablement interprétée, a un énoncé vrai;
— Etre « complétes », c’est-a-dire prouver tout ce qui peut I’étre.

La premiére contrainte sera vérifiée dans le paragraphe 4.2 : on démontre que si
une formule m posséde une démonstration formelle dans une théorie T, alors
m est vraie dans tout modéle de T. La seconde contrainte est Le théoréeme de
complétude de Godel (théoreme 4.5.3). vérifie la seconde contrainte : si m est
vraie dans tout modéle de T, alors m posséde une démonstration dans T.

Les regles de déduction sont de deux types : deux d’entre elles, modus po-
nens et généralisation, disent comment écrire de nouvelles formules a partir
de précédentes; les autres sont des axiomes, parfois appelés axiomes logiques :
tautologies, syntaxe des quantificateurs, égalité. Comme nous avons autorisé la
réalisation vide, les régles que nous donnons ci-dessous different légérement
de celles proposées dans la plupart des ouvrages, notamment par

( ). Ces auteurs introduisent par exemple la regle de particularisa-
tion (4.1.4.3) (Vvm = m(t), o m est une formule et ¢ un terme) méme lorsque
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le symbole de variable v n’a pas d’occurrence libre dans m. L’exemple de la
formule ¢ = Vx 1, qui est satisfaite uniquement dans la structure vide, nous force
a quelques précautions supplémentaires.

4.1. Démonstrations formelles

4.1.1. Modus ponens. — Soit m, n deux formules. On fait ’hypothese que
toute variable libre de m admet au moins une occurrence libre dans #n. Alors, la
régle modus ponens") déduit n des deux formules m et (m = n).

4.1.2. Reégle de généralisation. — Soit m une formule et v un symbole de
variable. La régle de généralisation permet de déduire Vvm de m.

4.1.3. Tautologies. — Soit (g, ..., g,) un terme du calcul des prédicats en n
variables x,, ..., x,. Supposons que ¢ soit une tautologie, c’est-a-dire que I'on a
t(a,...,a,) =Tpour tout (a,,...,a,) € {L, T}"

Alors, pour toute suite (m,, ..., m,) de formules de L, la régle

(4.1.3.1) t(my,...,my)
affirme la formule (tautologique) déduire de t dans laquelle la formule m; est

substituée a la variable x;.

4.1.4. Axiomes des quantificateurs. — Soit v un symbole de variable et soit
m, n des formules. On dispose des trois regles de déduction suivantes, aussi
appelées axiomes des quantificateurs.

La regle

(4.1.4.1) (Ivm < -Vv-m)

exprime la relation entre quantificateur existentiel et quantificateur universel.
La regle suivante

(4.1.4.2) (Vv(m = n) = (Yvm = VYvn))

permet de distribuer le quantificateur universel dans une implication.
Soit #(x;,...,x,) est un terme en les variables libres x,,...,x, et soit
T: . F vy — #L application de substitution correspondante. Supposons que le

() Dérivée de I’expression latin modus ponendo ponens qui signifie « maniére d’affirmer en affirmant ».
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symbole v posséde une occurrence libre dans m et que m soit admissible pour
la substitution {v} — 1 d’image t. Alors, la régle de particularisation

(4.1.4.3) (Vvm = 7(m))
permet de déduire de Yvm la formule 7(m) dans laquelle les occurrences libres

de la variable v ont été remplacées par le terme ¢.

4.1.5. Axiomes de I’égalité. — Enfin, on ajoute les axiomes suivants qui ré-
gissent I’égalité :

(4.1.5.1) X=X
(4.1.5.2) (x=y)=(r=x))
(4.15.3) (x=y)n(y=2)) = (x=2)
(4-1.5.4) (N xi=yi)=(x...%0=fyr..¥n))
1<i<n
(4.1.5.5) ((CN\ xi=yi)=(rx... X0 =1V Vn)),
1<i<n
OU X, ¥,Z,Xy5 ... Xn> V1> - - - » ¥ SONt des symboles de variables deux a deux dis-

tincts, f un symbole de fonction n-aire et r un symbole de relation n-aire.

Définition (4.1.6). — Soit T une théorie et soit m une formule de L. Une démons-
tration formelle de m dans T est une suite finie (m,, ..., m,) de formules de L
telle que m,, = m et telle que pour tout i € {1, ..., n}, 'une des propriétés suivantes
soit satisfaite :

a) Onam; eT;

b) Il existe un symbole de variable v et un entier j tel que 1 < j < i de sorte que
m; = Vvmj;

c) La formule m; est une tautologie ou un axiome de quantificateur;

d) Il existe deux entiers j, k tels que 1< j, k < i et m = (mj = m;), ot toute
variable libre dans m; est libre dans m;, de sorte que la formule m; se déduise des
formules mj et my. par application de modus ponens.

Si m posséde une démonstration formelle dans T, on dit aussi qu’elle est
démontrable dans T, qu’elle est conséquence syntaxique de T, ou que c’est un
théoréme de T; on écrit T +— m. Lorsque T est vide, on dit que m est démontrable
et ’on écrit - m.
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Exemple (4.1.7). — Soit m, n deux formules closes et soit T = {m, n}. La suite
de formules suivante constitue une démonstration formelle de m A n dans T :
(1) m—onameT,;
(2) n—onaneT;
(3) (m= (n= (mAn)))— Cc’est une tautologie;
(4) (n= (m A n)) — modus ponens, (1) et (3);
(5) (m A n) — modus ponens, (2) et (4).

Exemple (4.1.8). — Soit T, T’ des théories et soit 1 une formule telle que TUT’ -
m. Supposons que T + n pour toute formule #n € T’; alors, T + m.

En effet, considérons une démonstration (m,, ..., my) de m dans TUT'. Pour
tout i € {1,...,k} tel que m; € T’, on remplace m; par une démonstration
(mi, ..., mf‘) de m; dans T. On obtient ainsi une démonstration de m dans T.

Exemple (4.1.9). — Soit m et n deux formules. Supposons que le symbole de
variable v n’ait pas d’occurence libre dans m et démontrons la variante suivante
de 'axiome de quantificateur (4.1.4.2) :

(4.1.9.1) (Vv(m = n) = (m = Yvn)).

En voici une démonstration formelle :

(1) (m = Yvm) — régle de généralisation

(2) (Yv(m = n)= (Yvm = Yvn)) — axiome (4.1.4.2);

3) ((a=(b=c)=((b=0>)= (a= (b = c)))) — tautologie,
appliquée avec a = Vv(m = n), b’ =m, b =Vvm, c = (m = Vvn);

(4) ((m=VYvm)= (Vv(m = n) = (m = Vvn))) — modus ponens, (2) et
(3) toute variable libre de (3) ayant au moins une occcurence libre dans (4);

(5) (Yv(m = n) = (m = Vvn))) — modus ponens, (1) et (4), toute variable
libre de (1) a bien une occurrence libre dans (5).

Exemple (4.1.10). — Soit m, n, p des formules telles que (m = n) et (n = p)
soient démontrables dans une théorie T. Prouvons que si toute variable libre
de n posséde au moins une occurrence libre dans m ou dans p, alors (m = p)
est démontrable dans T. En effet, on concaténe des démonstrations formelles de
(m = n) etde (n = p) et on ajoute les formules suivantes :

(1) (m=n);

(2) (n=p);
(3) (m=mn)=((n=p)= (m=p))) — tautologie;
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(4) ((n=p) = (m = p)) — modus ponens a partir de (3), toute variable
libre de (1) ayant une occurence libre dans (4);

(5) (m = p) — modus ponens a partir de (4), toute variable libre de (2) ayant
au moins une occurrence libre dans (5), par hypothese.

Remarque (4.1.11). — Soit m une formule, soit v un symbole de variable et soit
t un terme. La régle de particularisation (4.1.4.3), (Yvm = m(t)), n’est admise
que lorsque v admit une occurrence libre dans m. Lorsque v n’a pas d’occurrence
libre dans m, m(t) = m et cette régle s’écrirait (Yvm = m). Alors, la formule
¢ = Vx1, vraie dans la réalisation vide, et fausse sinon, nous permettrait de
déduire | de ¢, ce qui est déraisonnable : si ’ensemble vide est d’un intérét
limité en mathématiques, il ne s’agit tout de méme pas qu’il conduise a des
contradictions!

Bien stir, un langage qui posséde des symboles de constantes n’a pas de réalisa-
tion vide. Démontrons ainsi que si le langage contient une symbole de constante c,
alors la formule (Vvm = m) est démontrable pour toute formule m ou le sym-
bole de variable v n’a pas d’occurrence libre. Les formules suivantes sont en effet
démontrables :

(1) (v=v) < T — aviome de ’égalité;

(2) ((p<e 1) = (m = (mAp))) — tautologie, qu’on va appliquer avec
p=(=v);

(3) (m = (m A (v =v)), modus ponens, car v est la seule varible libre de (1)
et a une occurrence libre dans (3);

(4) Yv(m = (m A (v=v))) — généralisation de (3);

(5) (Vv(m = (mA(v=v))) = (Vvm = Vv(m A (v =v))) — aviome
logique (4.1.4.2);

(6) (Yvm=VYv(m~a(v=v)));

(7) (Yv(mA(v=v))= (mAn(c=c)))— particularisation;

(8) ((mA (c=c)) = m) — tautologie.

On est dans la situation p = g, g = r, r = s, ol les variables libres de p = Vvm,
qg=VYviman(v=v)),r=(mA(c=c)),s = m,sont celles de m. D’apres
I'exemple 4.1.10, la formule (Vvm = m) est donc démontrable dans T.
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4.2. Démonstration et satisfaction

Définition (4.2.1). — Soit m une formule d’un langage L. Une quantification
universelle de m est une formule close de la forme Vx,...Yx,m, oti x,,...,x,
sont des symboles de variables.

La condition que m est une formule close revient a dire que I’ensemble
des variables libres de m est contenu dans ’ensemble {x,,...,x,}. En effet,
si un symbole de variable ayant une occurrence libre dans m n’appartenait pas
a{x,,...,x,}, il serait encore libre dans la formule Vx, ... Vx,m.

Soit W un ensemble de symboles de variables. On dira qu'une formule m €
F1,w est satisfaite dans une structure A si la fonction m#: AW — {7,1} ne
prend que la valeur T. Cela revient a dire que toute quantification universelle
de m est satisfaite dans A. On notera cela par abus m# = T.

C’est un abus a cause des possibles structures vides. En effet, si A est vide et
que W n’est pas vide, I’ensemble AW est vide, donc il est vrai qu’une fonction
de AW dans {T, 1} ne prend que la valeur T — mais il est aussi vrai qu’elle ne
prend que la valeur L.

D’autre part, soit m une formule close telle que m* = I dans la structure
vide A. Pour tout symbole de variable x, m’ = Yxm est une formule close, mais
ona(m')A=T.

Théoréme (4.2.2). — Soit L un langage, soit T une théorie et soit m une formule
de L qui est démontrable dans T. Alors m est satisfaite dans tout modele de T.

Ce théoréme garantit donc que la définition d’une démonstration formelle
est « saine » : dans un modele donné, a partir d’énoncés vrais, elle ne peut pas
conduire a des énoncés faux. Modulo un argument de récurrence élémentaire,
la preuve se déduit des lemmes suivants.

Lemme (4.2.3). — Soit A une réalisation de L et soit m, n des formules dans le
langage L telle que toute variable libre de m posséde au moins une occurrence libre
dans n. Sim® =Tet (m = n)2 =T, alors n® =T.

Démonstration. — Soit W un ensemble de symboles de variables contenant les
variables libres de n. Démontrons que la fonction n : AW — {T, 1 } ne prend
que la valeur T.

Soit a € AW. Par hypothese, tout symbole de variable qui a une occurrence
libre dans m a aussi une occurrence libre dans ». La formule m appartient ainsi
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a L w. et les variables libres de la formule (m = n) sont aussi contenues
dans W. Par hypothése, on a m#(a) = T et (m = n)A(a) = T. Par définition de
I’évaluation des formules, on a donc n(a) = T. ]

Lemme (4.2.4). — Les tautologies (formules (4.1.3.1)) et les axiomes logiques
(formules (4.1.4.1), (4.1.4.2) et (4.1.4.3)) sont satisfaites dans toute réalisation.

Démonstration. — 1l s’agit de démontrer que I’évaluation de ces formules dans
toute réalisation de L ne prend que la valeur T. Soit donc A une réalisation de L.

Traitons d’abord le cas des tautologies. Posons p = t(m,, ..., m,) et soit W
un ensemble de symboles de variables contenant les variables libres de p. Alors,
W contient les variables libres de m;, pour tout i. L’évaluation des formules
étant compatible aux régles logiques, on a pA(a) = tA(m#(a),...,mi(a)) =T
pour tout a € AW, ce qu’il fallait démontrer.

Traitons maintenant les axiomes logiques.

Commengons par la régle (4.1.4.1) : (3vm < -Vv-m). Notons p, cette for-
mule, soit W un ensemble de symboles de variables contenant ses variables
libres et posons W/ = W U {v}. Soit a € AW. Par définition de I’évaluation,
on a pA(a) = T si et seulement si (Fvm)A(a) = (=Vv-m)A(a), cest-a-dire si
et seulement si (Fvm)A(a) # (Vv-m)A(a), La premiére formule vaut T si et
seulement s’il existe a’ ¢ AW’ ne différant de a qu’en v tel que m2(a’) = T;1la
seconde vaut T si et seulement si pour tout a’ € AW’ ne différant de a qu’en v, on
a-mt(a’) =T, Cest-a-dire mA(a’) = L. On a donc p2(a) = T, comme il fallait
démontrer.

Posons p, = (Vv(m = n)) = (Yvm = Vvn)) (formule (4.1.4.2)). Soit
W un ensemble de symboles de variables contenant les variables libres de p,
et soit W = W u {v}. Soit a € AW. On a (p,)*(a) = T si et seulement si
(Vv(m = n))2(a) = Lou (Vvm = Yvn)A(a) = T, c’est-a-dire si et seulement
si(Vv(m = n))2(a) = 1, (VYvm)2(a) = Lou(Vvn)A(a) = T. SUpposons donc
que (Vv(m = n))A(a) = (Vvm)A(a) = T et prouvons que (Vvn)A(a) = T. Soit
a’ € AV ne différant de a qu’en v; nous devons démontrer que n4(a’) = T. Par
hypothése, ona (m = n)4(a’) = m*(a’) = T, dou n(a’) = T, comme il fallait
démontrer.
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Reprenons les notations de la formule (4.1.4.3), posons p, = (Yvm = 7(m)).
Les variables libres de p, sont celles de m privées de v, ainsi que celles appa-
raissant dans le terme t, car v a une occurrence libre dans m. Soit W un en-
semble de symboles de variables contenant les variables libres de p,. Posons
aussi W = Wu{v} etnotons ¢ : AW — AW I’application telle que ¢, (a) = t*(a),
et o, (a) =a, pourwe W={v} ettouta e AW.

Soit a € AW et démontrons que p2(a) = T. Par définition, on peut supposer
que (Vvm)A(a) = T et il s’agit de prouver que (7(m))*(a) = T. Puisque ¢(a)
ne différe de a qu’en v, la formule (Vvm)A(a) = T entraine que m*(¢(a)) = T.
Par compatibilité de I’évaluation a la substitution (lemme 3.1.9), on a donc

(z(m))A(a) = (m*)(¢(a)) = T, comme il fallait démontrer. O
Démonstration du théoréme 4.2.2. — Soit A un modele de T. Soit m une for-
mule dans le langage L qui est démontrable dans T. Soit (m;,...,m,) une

démonstration formelle de m. Prouvons par récurrence sur i que m? = T, c’est-a-
dire que pour tout ensemble de symboles de variables W; contenant les variables
libres de m;, on a m®(a) = T pour tout a € AW:. Il y a quatre cas :

a) Sim; €T, alors m® = T, par définition d’un modéle;

b) Supposons que m; se déduise d’'une formule m; (o1 j < i) par la régle de
généralisation, c’est-a-dire que m; = Vvm;, o v est un symbole de variable. Soit
W; un ensemble de symboles de variables contenant les variables libres de m; et
soit a € AWi; posons W’ = W; U {v}. Par définition, m?(a) = T si et seulement
si pour tout élément a’ € AW qui ne différe de a qu’en v, m?(a’) = T. Puisque
W contient les symboles de variables qui sont libres dans m;, cela résuite de
I’hypothese de récurrence m? =T;

c) Si m; est une tautologie ou un axiome de quantificateur, alors m? =Ten
vertu du lemme 4.2.4;

d) Sim; se déduit de formules m; et my (ot 1< j, k < i) par la regle modus
ponens, on a m® = T d’aprés le lemme 4.2.3.

Par récurrence, on a donc m#» = m# = T, ainsi qu’il fallait démontrer. ]

4.3. Théories cohérentes

Définition (4.3.1). — On dit qu’une théorie T est cohérente si la formule close L
n’est pas un théoréme de T.
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Toute partie d’une théorie cohérente est cohérente.
D’apreés le théoréme 4.2.2, toute théorie consistante est cohérente. Le théoréme
de complétude affirmera la réciproque.

Remarque (4.3.2). — Soit T une théorie. Supposons qu’il existe une formule
close m telle que T + m et T + —m; alors, T n’est pas cohérente.
En effet, puisque T prouve m et —m, la tautologie

(m=(-m=1))

et la régle modus ponens entrainent (m est close) qu’elle démontre (-m = 1),
puis L.

Inversement, supposons que T ne soit pas cohérente et soit 7 une formule
close de L. Comme (L = m) est une tautologie, la théorie T démontre m.

En revanche, si m n’est pas close, il est possible qu’une théorie cohérente T
prouve m et -m. Ce n’est pas absurde car la satisfaction de m signifie la satisfac-
tion de ses quantifications universelles. Supposant par exemple que m posséde
un seul symbole de variable libre, x, la satisfaction de m équivaut a celle de Vxm,
et la satisfaction de —m équivaut a celle de Vx-m. Ces deux formules Vxm et
Vx-m ne sont pas contradictoires, mais elles impliquent la formule ¢ = Vx 1.
En particulier, la théorie T n’a pas de modéle non vide.

Exemple (4.3.3). — La théorie vide est consistante, donc cohérente.

Proposition (4.3.4) (Finitude). — Soit T une théorie. Pour toute formule m telle
que T + m, il existe une partie finie T, de T telle que T, +— m.

Démonstration. — Soit (my, ..., m,) une démonstration formelle de m dans T.
Soit T, ’ensemble des formules closes de T qui sont égales a 'une des m;. Alors,
(my, ..., my) est une démonstration formelle de m dans T,, ce qui prouve que
T, + m. []

Corollaire (4.3.5). — Soit T une théorie. Pour que T soit cohérente, il faut et il
suffit que toute partie finie de T soit cohérente.

Corollaire (4.3.6). — Soit (T;);c1 une famille de théories cohérentes, filtrante pour
Pinclusion. Alors, T = U, T; est une théorie cohérente.

Démonstration. — L’assertion est évidente si [ = &, car la théorie vide est co-
hérente. Supposons donc I # & et considérons une partie finie S de T. Il existe
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un élément i € [ tel que S c T;. Comme T; est cohérente, il en est de méme de S.
D’apres la proposition 4.3.4, cela démontre que T est cohérente. ]

Corollaire (4.3.7). — Pour toute théorie cohérente T, il existe une théorie cohérente
maximale T’ telle que T c T".

Démonstration. — Soit € 1'ensemble des théories cohérentes, ordonné par
I'inclusion. Démontrons que % est inductif. Soit (T;);q une famille totalement
ordonnée de théories cohérentes; d’apres le corollaire précédent, T = U; T;
est une théorie cohérente qui contient chaque T;. Cela prouve que toute partie
totalement ordonnée de ¢ est majorée; I’ensemble ordonné ¢’ est donc ordonné.
Le corollaire résulte ainsi du théoréeme de Zorn (théoréme 1.1.8). ]

Proposition (4.3.8) (Déduction). — Soit T une théorie, soit m une formule close
et soit n une formule close. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La formule n posséde une démonstration formelle dans Tu {m};
(ii) La formule (m = n) posséde une démonstration formelle dans T.

En particulier, pour démontrer la formule (m = 1), on peut démontrer n en
supposant .

Démonstration. — L’implication (ii)=(i) est banale. Considérons une démons-
tration formelle (m,,...,m;) de (m = n) dans T et adjoignons-lui les deux
formules m et n. La suite (m,, ..., m;, m,n) de formules de T U {m} est bien
une démonstration formelle de n dans T U {n} puisque m € Tu {m} et que n
se déduit de (m = n) et m par modus ponens.

Supposons maintenant que T U {m} + n et considérons une démonstration
formelle (m,, ..., m;) de n dans T U {m}. Démontrons que T + (m = n). Soit
i €{1,...,s} etanalysons les divers cas possibles.

a) Supposons que m; € Tu {m}. Si m; = m, la formule (m = m) est une
tautologie, Sinon, on a m; € T et on insére avant (m = m;) la formule m; de T
et la tautologie (m; = (m = m;)), dont la formule (m = m;) se déduit par
modus ponens;

b) Supposons que m; soit un axiome logique du langage L. On insére alors
avant (m = m;) axiome logique m; et la tautologie (m; = (m = m;)), de
sorte que (m = m;) est démontré par modus ponens.
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c) Supposons enfin que m; se déduise par modus ponens des formules m;
et my, ou1 < j, k < i. Quitte a échanger j et k, on a donc my = (m; = m;); on
insére alors avant la formule (m = m;) la tautologie

(m=m;) = ((m= (mj=m;)) = (m=m;))),

la formule ((m = (m; = m;)) = (m = m;)) qui s’en déduit par modus
ponens avec (m = m;), de sorte que la formule (m = m;) se déduit par modus
ponens de la précédente et de (m = (m; = m;)) = (m = my).

La suite de formules ainsi obtenue est une démonstration formelle de (m =
m;) = (m = n), d’ou la proposition. O]

Corollaire (4.3.9). — Soit T une théorie et soit m une formule close de T. Pour
que m soit un théoréme de T, il faut et il suffit que la théorie T U {-m} ne soit pas
cohérente.

Ce corollaire justifie le principe du raisonnement par I'absurde : pour démon-
trer m, on suppose —~m et on obtient une contradiction.

Démonstration. — Supposons que m est un théoréme de T. Alors, m est un
théoréeme de Tu{-m}, de méme que —m. Cela prouve que m n’est pas cohérente.

Supposons maintenant que T U {-m} ne soit pas cohérente, de sorte que
1 est un théoréme de T U {~m}. D’apres la proposition 4.3.8, (-m = 1) est
un théoréme de T. En appliquant la regle modus ponens a ce théoréme et a la
tautologie ((-m = 1) = m), on en déduit que m est un théoréme de T. [

Exemple (4.3.10). — Soit x un symbole de variable, soit p une formule n’ayant
que x comme variable libre et soit g une formule close. Démontrons que si T +
dxpetTr Vx(p = q),alors T - g. La suite de formules ci-dessous démontre
que les formules closes Vx—p et sa négation sont toutes deux démontrables dans
la théorie

T =Tu{3xp,Vx(p =q),-q} :

(1) Yx(p=9q);

(2) -q;

3) (p=q) = (=g = —p) — tautologie;

(4) Vx(p = q) = Yx(-~g = -p) — application de I’axiome de quantifica-
teur (4.1.4.2);

(5) Vx(~q = -p);
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(6) g = Vx—p — application de la variante (4.1.9.1) de I'axiome de quantifi-
cateur (4.1.4.2);

(7) Vx—p — application de modus ponens;

(8) ~Vx—p — équivalent de Jxp.

Siune théorie démontre une formule close et sa négation, elle n’est pas cohérente,
donc la théorie T’ n’est pas cohérente, ce qu’il fallait démontrer.

4.4. Théories henkiniennes

Définition (4.4.1). — On dit qu’une théorie T est syntaxiquement complete si
elle est cohérente et si pour toute formule close m, on a ou bien T + m, ou bien
T+ -m.

Une théorie compleéte est syntaxiquement complete.

Une théorie cohérente maximale est syntaxiquement compleéte. En effet, si
T est cohérente et maximale, et si m est une formule close telle que m ¢ T,
alors T U {m} n’est pas cohérente, donc T + —m. Par conséquent, il découle
du corollaire 4.3.7 que toute théorie cohérente est contenue dans une théorie
syntaxiquement compléte.

Définition (4.4.2). — Soit T une théorie dans un langage L. On dit que T est
henkinienne si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

a) La théorie T est syntaxiquement compléte.
b) Pour toute formule m(x) en une seule variable libre x telle que T + Ixm, il
existe un terme clos t dans L tel que T + m(t).

En pratique, I'existence de tels termes clos sera garantie par I’existence, pour
toute formule m telle que T + 3xm, d’un symbole de constante ¢ tel que m(c¢)
appartienne a T.

4.4.3. — Soit T une théorie henkinienne. On consideére la relation suivante
dans I’ensemble .71, des termes clos dans L : pour a, b € 7 4, on pose a = b si
et seulement si T  (a = b). Les axiomes de 1’égalité entrainent que c’est une
relation d’équivalence. On pose alors A = .71/ =; on note [a] la classe dans A
d’un élément a € 7 g.
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Lemme (4.4.4). — a) Soit n un entier, soit f un symbole de fonction n-aire,
soit ty, ..., by, Uy, ..., Uy, des termes clos. Supposons que T + t; = u; pour tout i €
{1,....,n};alors T+ ft,...t, = fu,...u,

b) Soit n un entier, soit r un symbole de relation n-aire, soit t,, ..., t,, Uy, ..., Uy,
des termes clos. Supposons que T + t; = u; pour tout i € {1,...,n}. Alors T +
(rty... .ty < ruy...uy).

Démonstration. — Cela découle des axiomes de I’égalité. Traitons par exemple
le cas des fonctions unaire. Soit ¢, u des termes clos. Remarquons que la suite de
formules suivante est une démonstration de ft = fu dans la théorie Tu {t = u}:

a) t=u;

b) (x=y) = (fx = fy) — axiome de ’égalité;

c) (t=y)= (ft=fy) — substitution de x par t dans (2);

d) (t=u) = (ft= fu)— substitution de y par u dans (3);

e) ft= fu— modus ponens, (1) et (4).

D’apres le théoreme de déduction sil’'ona T + ¢t = u,alorsona T+ ft = fu.
Les autres cas sont analogues. O

4.4.4.1. — Soit n un entier et soit f un symbole de fonction n-aire. D’apres le
lemme précédent, il existe une unique application f4: A" — A telle que

AL S [t]) = [f. .t

pour tous t,,...,t, € A g.

De méme, soit n un entier et soit r un symbole de relation n-aire. D’apres le
lemme précédent, il existe une unique relation n-aire rA: A* — {T, 1 } dans A"
telle que

rA([t.],...,[ta]) =T sietseulementsiT + rt,...t,.

Nous avons ainsi fait I’ensemble A une réalisation du langage L. On dit que
c’est la réalisation canonique associée a la théorie henkinienne T.

Lemme (4.4.5). — Pour tout terme t € A g, on a t* = [t].

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la définition d’un terme.
Puisque ¢ est clos, il existe un entier # > o, un symbole de fonction n-aire, f, et
des termes t,,..., t, telsque t = ft,...t,. Comme ¢ est clos, les termes t; sont
clos. Par définition de I’évaluation, on a tA = fA(tA, ..., t2). Par récurrence, on
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a ti = [t;] pour tout i. Par suite, on a tA = fA([t,],...,[ta]) = [ft:-.- ta] = [t],
ce qu’il fallait démontrer. ]

Théoréme (4.4.6) (Henkin). — La réalisation canonique associée a une théorie
henkinienne est un modeéle de cette théorie.

Démonstration. — Soit T une théorie henkinienne et soit A la réalisation cano-
nique qui lui est associée. Soit m € .#| une formule close de L; démontrons que
I'onaT F m siet seulement si A = m.

On raisonne par récurrence sur la définition de m. Précisément, on suppose
que la propriété est vraie pour toute formule close qui, soit possede strictement
moins de quantificateurs que m, soit soit strictement plus courte que m.

a) Supposons d’abord que m soit une formule atomique. Il existe donc un
entier n, un symbole de relation n-aire, r, et des termes t,, ... ., t, tels que m =
rt,...t,. Puisque m est une formule close, les termes t; sont clos. Par définition
de I’évaluation de m dans la structure A, on a m* = rA(tA, ..., t2). D’aprés le
lemme précédent, on a t#* = [t;] pour tout i; par suite, m? = r2([t,],..., [t4]).
Cela prouve que m® = T si et seulement si T + rt,...t,, Cest-a-dire si et
seulement si T - m.

b) Supposons maintenant que m soit de la forme —m’, ot m’ est une formule.
Puisque T est cohérente, T  m équivaut a T # m’'. Par récurrence, T - m’ si et
seulement si (m')A = T, donc T v m' équivaut a (m’)A = 1, donca m» = T par
définition de I’évaluation. ce que m = —-m’ ne soit pas démontrable

¢) Supposons maintenant que m soit de la forme (m’ A m"), ou m' et m”
sont des formules; comme m est une formule close, m’ et m" sont closes. Par
définition de I’évaluation, m# = T si et seulement si (m')A = (m”)% = T; par
récurrence, m® = T équivaut donc a ce que m’ et m’’ soient démontrables dans T.

Pour conclure, on observe que (m’ A m') est démontrable dans T si et seule-
ment si m’ et m” le sont. En effet, la suite

(1) (m' Am'");

(2) ((m' Am'") = m') — tautologie;

(3) m' — modus ponens
est une démonstration de m’ dans la théorie T u {(m’ A m'")}. D’apres
I'exemple 4.1.8, m’ est un théoréme de T si (m’ A m"") 'est; on raisonne de
méme pour m”. Inversement, la suite

(1) m';
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(2) m";

(3) (m' = (m" = (m' Am'"))) — tautologie;

(4) (m" = (m' Am'")) — modus ponens (1) et (3);
(5) (m' Am') — modus ponens (2) et (4)

est une démonstration de (m’ A m'") dans T u {m’, m"}. Ainsi, (m' A m'") est
démontrable dans T si m’ et m" le sont.

d) Supposons que m = (m' v m'), o m’ et m" sont des formules; elles
sont closes, car m est une formule close. Par définition de I’évaluation et par
récurrence, m® = T si et seulement si au moins une des deux formules m’ et m”
est démontrable dans T.

Pour conclure, on observe que m est démontrable dans T si et seulement si au
moins I'une des deux formules m’ et m’ I’est. La suite

(1) m';

(2) (m' = (m'v m'")) — tautologie;

(3) (m'v m') — modus ponens (1) et (2)
est une démonstration de m dans T U {m’}, si bien que T + m si T + m’. On
démontre de méme que T+ m si T +~ m".

Supposons inversement que ni m’, ni m” ne soient démontrables dans T.
Comme T est syntaxiquement complete, les formules —m’ et -m" sont des
théoréemes de T. Comme la suite

(1) -m';

(2) -m";

(3) (-m' = (-m" = =(m' v m'))) — tautologie;

(4) (-m" = =(m’v m')) — modus ponens (1) et (3);

(5) =(m’v m'") — modus ponens (2) et (4)
est une démonstration de —m dans T u {-m',~-m"}, la formule -m est un
théoréeme de T.

e) Lesdeux cas m = (m' = m") et m = (m’ < m"") sont laissés au lecteur.

f) Supposons maintenant qu’il existe une formule m’ et un symbole de va-
riable x tels que m = 3xm’. Comme m est une formule close, I’ensemble des
variables libres de m’ est contenu dans {x}.

Supposons que T + m. Par définition d’une théorie henkinienne, il existe un
terme clos t € 7 , tel que T + m'(t). La formule m/(t) ayant un quantificateur
de moins que la formule m, ’hypothése de récurrence affirme que (m'(t))* = T.
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Puisque le terme ¢ est clos, la substitution de x par f est admissible dans m’, et
lona (m")A(t*) = 7. Cela prouve que m» = (Ixm)A = T.

Supposons inversement que T i m. Puisque T est syntaxiquement complete,
la formule —-m = -3xm’ est un théoréme de T. La suite

(1) (Ixm’ < -=Vx-m') — axiome de quantificateur (4.1.4.1);

(2) (=3xm’);

(3) (-p = ((p © —q) = q)) — tautologie, appliquée avec p = Ixm’ et
q=VYx-m';

(4) ((p < —q) = q),oup=3xm'et q=VYx-m' — modus ponens, (2)
et (3);

(5) Vx-m’ — modus ponens, (1) et (4)

est une démonstration formelle de Vx—m’ dans T u {-m}, ce qui démontre que
Vx-m' est un théoréme de T. Démontrons maintenant que m* = 1; il s’agit
de prouver que (m')A(a) = L pour tout a € A. Soit donc a € A; par définition
de A, il existe un terme clos ¢ tel que a = [t] = tA. Par application de I’axiome de
quantificateur (4.1.4.3), la formule —m/(¢t) est encore un théoréme de T, donc
(-m'(t))A = T par récurrence, et donc (m'(t))* = L. Par suite, (m')*(a) =
(m")A(tA) = (m'(t))A = =(-m'(t))* = 1, comme il fallait démontrer.

g) Supposons enfin qu’il existe une formule m’ et un symbole de variable x
tels que m = Vxm’. Comme m est une formule close, I’ensemble des variables
libres de m'’ est contenu dans {x}.

Supposons que m est un théoreme de T. Pour tout terme clos ¢, la formule
m'(t) déduite de m' par substitution de x par ¢ est donc un théoréeme de T;; par
récurrence, (m’(t))A = T.Puisquele terme ¢ est clos, la formule m' est admissible
pour la substitution qui applique x sur t et Pon a (m')A(t4) = (m'(t))* = T.
Comme tout élément de A est la classe d’un tel terme, on a (m’)%(a) = T pour
tout a € A, ce qui prouve que m”® = T.

Supposons inversement que m = Vxm' n’est pas un théoréme de T. Puisque
(-—m' = m') est une tautologie et que T est cohérente, la formule Vx——m’ n’est
pas un théoreme de T (axiome (4.1.9.1)). Puisque T est cohérente, la formule
-Vx--m' est donc un théoréeme de T. Par application de ’axiome de quanti-
ficateur (4.1.4.1), il en est de méme de la formule 3x-m’. On applique alors a
la formule —-m’ ’argument développé ci-dessus. Comme T est henkinienne, il
existe un terme clos t tel que —m’(t) soit un théoréme de T. Par récurrence, on a
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donc (-m/(t))A =T, d’ou (m")A(tA) = (m'(t))A = =(-m'(t))> = L. L’élément
a =t de A vérifie donc (m’)%(a) = 1, si bien que m# = (Vxm’)A = 1. O

Corollaire (4.4.7). — Toute théorie henkinienne a un modéle.

4.5. Le théoréeme de complétude de Godel

Lemme (4.5.1). — Soit T une théorie dans un langage L, soit x un symbole de
variable, soit m une formule de L dont la seule variable libre est x. Soit ¢ un
symbole de constante n’appartenant pas a L. On suppose que T + m(c) dans le
langage L U {c}. Alors, T + Vxm dans le langage L.

Autrement dit, si I’on sait prouver m(¢) sans rien savoir de ¢, c’est qu'on sait
prouver m(x) pour tout x, sans faire intervenir c.

Démonstration. — Prouvons T + Yxm. Soit (m,, ..., m,) une démonstration
formelle de m. Choisissons un symbole de variable auxiliaire z qui n’apparait
dans aucune des formules m,, ..., m,. Quitte a changer les variables, on se
ramene au cas ou z = X.

Si p est une formule de L, on notera p’ la formule déduite de p en remplacant
chaque occurrence du symbole de constante ¢ par x.

Si p est un axiome de quantificateur, une tautologie, ou un des axiomes de
I'égalité, il en est de méme de p’. Par généralisation, Vxp’ est démontrable dans T.

Si p est un axiome de généralisation m = Yvm, alors p’ = (m' = Yvm’) en
est un également.

Supposons que p se déduise par modus ponens de formules g et (g = p) telles
que Vxq' et Vx(q = p)’ = Vx(q' = p’) soient démontrables dans T. Alors
Vxq' = Vxp' est démontrable dans T. Par hypothese, toute variable libre de g a
au moins une occurrence libre dans p. Les variables libres de p’ sont celles de p,
ainsi que x si ¢ apparait dans p, donc celles de Vxp’ sont celles de p; de méme
pour Vxgq'. On peut donc appliquer la regle modus ponens et on en déduit que
Vxp' est démontrable dans T.

En appliquant le raisonnement précédent par récurrence a m,, ..., m,, on en
déduit que Vxm' est démontrable dans T, pour tout T. Par suite, T + Vxm. [

Proposition (4.5.2). — Soit T une théorie dans un langage L. Soit x un symbole
de variable et soit E un ensemble de formules de m n’ayant que x comme variable
libre; supposons que pour tout p € E, la formule close Ax p soit un théoréme de T.
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Soit L' le langage obtenu en adjoignant a L, pour toute formule p € E, un symbole
de constante c,,. Soit T’ la théorie dans le langage L’ obtenue en adjoignant a T les
formules p(c,), pour p parcourant E.

La théorie T est cohérente si et seulement si la théorie T’ est cohérente.

Démonstration. — Si la théorie T’ est cohérente, alors la théorie T I'est égale-
ment puisque T c T’. Supposons donc que T soit cohérente et que T’ soit inco-
hérente. Il existe donc une démonstration formelle de 1 dans T'. Comme une
démonstration formelle de T’ ne fait intervenir qu'un nombre fini de formules,
on peut supposer que ’ensemble E est fini, puis raisonner par récurrence sur
Card(E). On est ainsi ramené au cas ou E = {p}. Par hypothése, Tu{p(c)} + L
(dans le langage L’). D’apreés le théoréme de déduction, T + (p(c) = 1).D’apres
le lemme 4.5.1, il existe une démonstration formelle de Vx(p = 1) dans la théo-

rie T et le langage L.

Il reste a observer que si T+ Ixp et T+ Vx(p = 1), alors T 1, ce qui est
un cas particulier de I’exemple 4.3.10. ]
Théoréme (4.5.3) (Godel). — Toute théorie cohérente posséde un modéle.

C’est le théoréeme de complétude de Godel (1930). Il signifie en effet que les
regles de déduction qui interviennent dans une démonstration formelle sont
completes, au sens ou elles permettent de déduire tout ce qui peut I’étre.

Démonstration. — Soit T une théorie cohérente. On définit de la facon sui-
vante une suite (L, ) de langages et une suite (T, ) de théories syntaxiquement
completes ou, pour tout n > 1, L,,, est une extension du langage L, et T,
est une théorie dans le langage L,,, qui contient T,,. On choisit pour T, une
complétion syntaxique de T. Supposons T,, définie. Notons alors E, I’ensemble
des formules p de L, en une seule variable libre x telles que T, ~ Jxp. Soit
L.+, le langage obtenu en adjoignant a L, des symboles de constantes c,, pour

p € E,. Soit T}, la théorie obtenue en adjoignant a T, les formules p(c,), pour
/

! ., est cohérente. Soit T, une

p € E,,. D’apreés la proposition 4.5.2, la théorie T
complétion syntaxique de T/, ..
Soit L’ le langage réunion des langages L, et soit T’ la théorie réunion des

théories T dans le langage L'. Démontrons que T’ est une théorie henkinienne :
— C’est une réunion croissante de théories cohérentes, donc elle est cohérente.

— Prouvons qu’elle est syntaxiquement complete. Soit m une formule close
dans le langage L'. Il existe un entier » tel que m soit une formule du langage L,,.
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Puisque T,, est syntaxiquement clos, ona T, - m ou T, - —m. Par suite, T - m
ouT + -m.

— Démontrons enfin que pour toute formule p du langage L’ en une seule
variable libre x telle que T’ + Jxp, il existe un terme clos ¢ de L’ tel que p(¢).
Il existe un entier n tel que p soit une formule du langage L,,. Alors, ¢, est un
symbole de constante de L., et la formule close p(c,) appartienta T}, donc
aT,,,doncaT.

D’apres le théoréme de Henkin (théoreme 4.4.6), la théorie T" posséde un mo-
dele.

Soit A un modele de T’. Comme le langage L’ contient L, on déduit de A une
réalisation du langage L en oubliant les symboles de constantes ajoutés. Soit
m une formule close du langage L qui appartient a T. C’est une formule close

de L’ appartenant a T/, donc elle est satisfaite dans A. Par suite, A est un modéle
de T. O]

Corollaire (4.5.4). — Soit T une théorie et soit m une formule close. Si m est
satisfaite dans tout modele de T, alors m est démontrable dans T.

Démonstration. — Supposons que m ne soit pas démontrable dans T. D’apres
le corollaire 4.3.9, la théorie T U {—~m} est cohérente. D’apres le théoréme de
complétude, elle possede un modele. Dans ce modéle, la formule m n’est pas
satisfaite. O

Corollaire (4.5.5) (Compacité). — Soit T une théorie. Pour que T soit consistante,
il faut et il suffit que toute partie finie de T soit consistante.

Démonstration. — En effet, consistance et cohérence coincident, en vertu du
théoréme de complétude. Le corollaire découle donc du théoréme de finitude.
[]
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