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3.6. THEOREME D’ECHANTILLONNAGE 71

Cest une formule analogue a la formule de reconstruction (3.6.1.1) que lon
retrouve formellement en prenant W = W, et pour fonction v la fonction indi-
catrice de [-W,; W, ]. Toutefois, lorsque W > W, (il y a alors suréchantillonnage
par rapport a la fréquence de Nyquist 2W,,), on peut prendre pour y une fonction
de classe . Sa transformée de Fourier ¥ décroit alors rapidement a l'infini si
bien que la série donnée dans la proposition converge trés vite.

Démonstration. — On note encore ¢ la fonction de période W qui coincide
avec f sur [-W; W]; elle est 6" par morceaux et ses coeflicients de Fourier sont
donnés par
cn(@) = f(=n/2W)/2W,
comme dans la démonstration du théoréme 3.6.1. Pour tout y € R, on peut alors
écrire
FO) =90y (),
puisque cette égalité devient f(y) = f(y)w(y) si y € [-W; W], égalité vraie
car y(y) =1si f(y) # o, et quelle se réduit 2 0 = o0 si y ¢ [-W; W]. Ainsi, en
écrivant ¢ comme la somme de sa série de Fourier, on a
f»=% \?\Nir-iii )-
nez 2
Appliquons maintenant la formule d’inversion de Fourier a cette égalité; on
trouve
()= ¥ o fonfaw) [ ety )i dy.
nez 2

Cette derniére intégrale vaut ¥(—x + n/2W), dou la proposition. 0O

La démontration du théoréme déchantillonnage est en fait trés proche de celle
d’une formule importante en mathématiques, la formule sommatoire de Poisson.

Théoréme (3.6.5) (Formule de Poisson). — Soit f : R — C une fonction décrois-
sant assez vite, de méme que sa transformée de Fourier f. Alors, pour tout nombre
réela > o,o0na
(3.6.5.1) Y flam) = M., f(nfa).

meZ a nez

Plus généralement, pour tout nombre réel a > o et tout nombre réel x, on a

(3.6.5.2) >, f(x+am) M\A:\mv%si\a

meZ a nez
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vi INTRODUCTION

De nos jours, la transmission est aujourd’hui essentiellement numérique() : le
signal est transformé en une suite de nombres qu’il sagit de transmettre.

— Le récepteur est lappareil par lequel le destinataire recoit cette information,
un poste de radio ou de télévision, éventuellement associé a un « décodeur »
dans le cas de la télévision numérique terrestre ou de la télévision par Internet,
un téléphone, un ordinateur relié au réseau Internet, etc.

- Le canal est le medium physique par lequel I'information est transmise de
[émetteur au récepteur : lair pour la transmission de la radio/télévision par
voie hertzienne, la fibre optique du fournisseur Internet, les cébles en cuivre du
réseau de téléphone, etc. Comme tout objet physique, ce canal est sujet a des
perturbations — du bruit — par lesquelles le signal qui parvient au récepteur
différe de celui envoyé par Iémetteur.

La théorie mathématique de la communication vise a analyser dans quelles
conditions un canal donné, soumis a un certain bruit, peut, ou pas, transmettre
I'information voulue. Deux théorémes de ( ) répondent ainsi aux
questions suivantes :

a) A quelle vitesse est-il possible de transmettre cette information ?
b) En présence de bruit, est-il possible de transmettre cette information de
manieére fiable?

Sile canal permet de diffuser ¢ symboles par unité de temps, il semble évident
quon peut transmettre un message de N symboles pendant un temps N/ ¢, mais
peut-on faire mieux ? Ensuite, comment détecter une mauvaise transmission de
certains symboles et, éventuellement, les corriger ?

Le présupposé de base de la théorie est que les messages a transmettre, du
fait-méme de leur origine, ne sont pas arbitraires. Si cest un texte, certaines
lettres seront plus fréquentes que d’autres; si cest lenregistrement d’'une voix ou
d’'un morceau de musique certaines fréquences seront absentes du signal, sans
méme tenir compte du fait que loreille humaine ne les pergevra pas.

Dans son article, (1948) propose une mesure de la « quantité d’infor-
mation » contenue dans un signal, qu’il appelle entropie. Plus exactement, il sagit
de la quantité d'information contenue dans lensemble des signaux susceptibles
détres transmis. Sa définition est de nature probabiliste.

() A Texception notable de la radio FM, la radio numérique terrestre (DAB) peinant a décoller.
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sinc(u)

) < u

FIGURE 3.5.2.2. Graphe du sinus cardinal

3.6. Théoréme d’échantillonnage

Théoréme (3.6.1). — Soit f : R — C une fonction continue telle que x* f (x) soit
borné, lorsque x varie. Alors f est intégrable sur R, et on suppose qu’il existe un
nombre réel W tel que f(y) = o pour tout y € R tel que |y| > W. Alors, pour tout
x € R, on a la formule,

n

(3.6.1.1) f(x) = MU \A%v sinc(x — W

Autrement dit, en échantillonnant le signal donné par f a la fréquence 2W,
on peut le reconstituer exactement!

3.6.2. — Selon ( ), l'idée que lon puisse reconstruire un signal en
léchantillonnant a une fréquence au moins double de la plus grande fréquence
intervenant dans un signal était bien connue des spécialistes de la théorie de la
communication — « common knowledge in the communication art ». Lapport de
cet article est ainsi de donnner une formule explicite pour cette reconstruction.
(1949) admet aussi que cette formule avait déja été démontrée, sous
une forme ou sous une autre, par divers mathématiciens; citons par exemple
E. Whittaker (1915), Oguro (1920), KoteI'nikov (1933). Il insiste cependant que
cest la premiére fois quelle est explicitée dans le contexte de la théorie de la
communication.
Cette histoire un peu balbutiante explique peut-étre pourquoi ce théoréme
déchantillonnage est parfois dénommé théoréme de Nyquist-Shannon.
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2 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

FIGURE 1.1.1.3. Graphe de la fonction x ~ —xlog(x)

1.1.2. — Sia est un nombre réel > o, le «logarithme en base a » est la fonction
donnée par

log(x)
(x) = ——.

log(a)
Elle vérifie des propriétés similaires au logarithme néperien, qui est le cas ol
a = e =2,718.... Lecas a = 10 est courant en physique; en théorie de 'information,
nous verrons qu’il est naturel de prendre a = 2.

log,

Définition (1.1.3). — Lentropie dune variable aléatoire discréte X est définie par

(1.1.3.1) H(X) = ) (-P(X = x) log(P(X = x))).

Lentropie est donc définie comme la somme d’une série, indexée par les valeurs
possibles x de la variable aléatoire X. Dans cette définition, on utilie la convention
olog(o) = o; on peut donc ne considérer, si lon veut, que les valeurs x pour
lesquelles P(X = x) est strictement positive. Cette série est  termes positifs car
une probabilité appartient & [0;1], donc son logarithme est négatif. Il en résulte
donc que la somme de cette série est bien définie, en tant quélément de [o0; +o0].
Elle est finie si X ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

On peut bien str la définir dans toute base a > o.

_ H(X)
~log(a)

On verra que lentropie en base 2 d’une variable aléatoire est le nombre moyen

(1.1.3.2) H,(X) =) TEN =x)log,(P(X = xvvv

de questions binaires qu’il faut poser pour espérer connaitre son résultat.
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Pour tout nombre réel r tel que o < r < 1, posons

(o]

(3.3.7.1) P(f)(x)= O cx(f)rkeamikelT,

k=—co
Comme les coefficients de Fourier de f sont bornés, le facteur supplémentaire r/
entraine une majoration des termes de cette série (infinie dans les deux sens) par
les termes d’une série géométrique, si bien que cette série converge normalement
et sa limite est une fonction continue de x. On peut exprimer P,(f) de facon
analogue a la formule (3.3.3.3) :

o T
P(f)(x)= ) %\ F(£)e 2T gkl gamke/T
k=—00 0
T 1 X .
H\ \vaﬂ MU ﬁ_imnn%AxlD\H&w
° k=—00

- \%\SH@@' ) dt,

ou la fonction K, noyau de Poisson, est défini par

(o)

K, () n% M 7Kl g2kt /T
k

=—00

On peut, en fait, calculer précisément K, :

(o) (o]
Hﬁwﬁwv =1+ MU \wmnnlﬁ\ﬁ + MU ﬁ»m\paﬁ\ﬁ
k=1 k=1
re2mit[T re—2mit/T
=1+

+
1—re2mit/T 1 _ pe—2mit/T
1-1r*

1—2rcos(2mt/T) + r?

Cette formule permet de constater que le noyau de Poisson est positif et converge
uniformément vers o sur tout intervalle [§; T — §]; sa définition montre aussi
qu’il est pair et d'intégrale 1. Alors, un argument de convolution démontre que
K, (t)(x) converge vers la régularisée f*(x) de f en tout point x tel que f ait
des limites a droite et a gauche.

Un autre procédé consiste & introduire les moyennes, au sens de Cesdro, des
sommes partielles S, (f)(x), et de poser

1

$5,() ().

n+1i

(3.3.7.2) Ta(f)(x) =
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4 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

h(p)

log(2)F------=--===m-mmmmozs

0,5+

0,4+

FIGURE 1.1.5.2. Graphe de la fonction « entropie »

On a vu que la fonction x — —xlog(x) est continue sur [0;1]; elle est aussi
indéfiniment dérivable sur Jo;1[, de dérivée x — —log(x) — 1= —log(ex). Par
suite, la fonction h est donc continue, indéfiniment dérivable sur ]o;1[, de dérivée

h'(p) = ~log(ep) +log(e(1 - p)) =log(1- p) - log(p).

Sa dérivée seconde, donnée par

h'(p) =~

1 1

1-p p
est strictement négative sur Jo;1[, si bien que la fonction h est strictement
concave. On a h'(1/2) = o, ce qui entraine que h'(p) > o pour p € Jo;1/2[
et h'(p) < o pour p € J1/2;1[. La fonction h est donc strictement croissante
sur [0;1/2] et strictement décroissante sur [1/2;1]. Elle atteint son maximum en
le point p = 1/2, de valeur h(1/2) =log(2).
On voit la I'intérét de la base 2 : 1a fonction h, définie par

ha(p) = h(p)/log(2) = —plog,(p) - (1~ p)log,(1 - p)

a pour image [0;1].

3.3. THEOREME DE DIRICHLET 65

Soit A une partie de R formée de points de continuité de f; en particulier,
f(x) = f*(x) pour tout x € A, et on peut écrire, comme précédemment,
T/2
S (1)) =1 = [T =0) - F)ID, (0 d.
De plus, on peut appliquer I'inégalité des accroissements finis, dou une majo-
ration |f(x - t) — f(x)| < M|t|, avec M = sup|f’|, de sorte que la fonction h,
introduite plus haut est majorée par M, pour tout x € A. (...)

Lemme (3.3.6) (« Lemme de Riemann-Lebesgue »). — Soit h: R - C une
fonction localement intégrable telle que [, |h(t)|dt < +c0. Ona:

+

lim 833wi§&no.

Ww—+00 J _oo

Ce lemme vaut en particulier pour toute fonction continue par morceaux qui
est nulle hors d’un intervalle compact de R. Nous allons dailleurs essentiellement
nous contenter de le prouver dans ce cas particulier.

Démonstration. — Pour alléger lécriture, posons, pour toute fonction h qui est
localement intégrable et telle que [ |h(t)|dt < +oo,

w) = \ H h(f)e " dt.

Supposons tout d'abord que h soit de classe €™ sur un intervalle compact [a; b],
et nulle en dehors. Alors, on peut intégrer par parties dans la définition de (w),
dou :
\N\w =|n L it b w}\ -iwt g
(0) = ﬁ (1)e _ - [THweerar
Cette expression montre que lon a

(@h(w)| < (@) + 1)+ [T Ce)

si bien que [h(w)| = O(1/w). En particulier, lim, ., (@) = o.

Si h est seulement intégrable, cet argument ne suffit pas car la formule d’in-
tégration par parties ne sera pas valable. On peut, en revanche, l'approcher
« en moyenne » par une fonction en escalier, nulle hors d’un intervalle bornée.
Expliquons comment faire lorsque h est continue par morceaux. Soit € > 0;
choisissons des nombres réels a et b tels que a < b et tels que les deux intégrales

[om@lan [ ine)ar
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6 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Pour tout y tel que P(Y = y) > o, on a alors

HX[Y=y)=-3P(X=x|Y=y)logP(X=x|Y=y)
_ o PX=xY=y) o P(X=x,Y=y)
TLTRE-) Ry
_ ¢ PX=xY=-y)
||MU P =) log(P(X=x,Y=y))
P(X=x,Y=y)
P By s(®(Y=y)
- 3 P g - x,Y = )+ og(P(¥ = )
puisque
Y P(X=x,Y=y)=P(Y=y).
Alors,
H(X[Y) ==Y P(X=x,Y=y)log(P(X=x,Y = y))
y X
+ 2 P(Y = y)log(P(Y = y))
y
= H(X,Y) - H(Y).

Ces calculs ont un sens lorsque lentropie H(Y) est finie, avec la convention
+00 —h = +0o pour tout nombre réel h. Lorsque H(Y) = +o0, on rappelle quune
entropie est positive ou nulle, de sorte que H(X | Y = y) > o et

=Y P(X=x,Y=y)log(P(X=x,Y =y)) > -P(Y = y) log(P(Y = y)).

Lorsquon somme sur les valeurs possibles de Y, on obtient que lentropie de
H(X,Y) est infinie. O

Corollaire (1.2.4). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. On a
H(X,Y|Z)=H(Y|Z)+H(X|Y,Z).

Démonstration. — Soit z une valeur de Z telle que P(Z = z) > o. Appliquons la
proposition aux variables aléatoires X | Z =z et Y | Z = z : on obtient

H(X,Y|Z=2)=H(Y|Z=z)+H(X|Y,Z = 2).

3.3. THEOREME DE DIRICHLET 63

La somme qui apparait est la somme des (21 + 1) premiers termes d’'une suite
géométrique de raison e>™/T; siu [ R=TZ, e>™/T # 1, de sorte que

D, (u) = e ! —aminu/T! |Hm|smNMMM§
1 anp €O (aisin(n(an +1)u/T))
T eu/T(—2isin(piu/T)
= %mﬁ%?n: +(2n+1) —1)wiu/T) mEAMMNA“M\%V:\HV
_ 1sin(m(2n +1)u/T)
T  sin(mu/T)
Le lemme est ainsi démontré. O

D, (u)

FIGURE 3.3.4.1. Graphe du noyau de Dirichlet (T = 27), pour1< n <7

3.3.5. — La représentation graphique du noyau de Dirichlet sur [-T/2;T/2]
montre que lorsque # grandit, il se concentre autour de o (modulo T). Jointe
a la premiere relation du lemme précédent, cette observation aurait pu étre la
clé de la démonstration du théoréme de Dirichlet si les changements de signe
de D, mavaient pas eu comme conséquence que = |, oa_UsA:z du tende vers +oo,
bien que .\oq D,,(u) du soit constante, égale a 1.

Reprenons donc plutdt la relation (3.3.3.3). Comme D, est paire, on a

\oe\ncizvm:n\o D,(u)du =~ \e\ncizv&:nw

-T/2 T/2 2
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8 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Démonstration. — En effet, on a

H(Xp...,X,) = HX,) + H(Xs ..., X, | X))
H(X,) +H(X, | X)) + H(X,, ..., X, | X6 X,)

H(X,) + H(X, [ X)) + H(X; [ X, X,) + ...
+ :Avﬂ: _ Vﬂuvxnv e vxxlﬂvv

ce qu’il fallait démontrer [l

1.3. Information mutuelle

Définition (1.3.1). — Soit p, q des lois discrétes sur un ensemble A. On appelle
divergence de p par rapport a q lexpression

D(ple)- T playlog( 453).
p(a)>o

Rien ne garantit, a priori, que cette famille soit sommable; dailleurs, sl existe
un élément a tel que p(a) > oetg(a) = o,onaD(p | q) = +o0. On va en
fait vérifier que la famille (p(a) inflog (p(a)/q(a),0)) est sommable, ce qui
entraine que D(p | q) est un élément bien défini de [0;+o0].

Théoréme (1.3.2). — Soit p, q des lois discrétes sur un ensemble A. La famille
(p(a)inflog(p(a)/q(a),0)) est sommable; on a D(p | q) > o, avec égalité si et
seulement si p = q.

Démonstration. — La fonction logarithme est strictement concave; son graphe
donc en-dessous de sa tangente en tout point, et ne coupe cette tangente qu'un
le point. En particulier, pour tout x € R,,, on alog(x) < x — 1 (inégalité que lon
peut aussi vérifier par analyse de fonction, ou bien par la formule de Taylor), et
I'inégalité est stricte si x # 1. On écrit plutot

1
w |H|_ W A
0g ogx21-x

3.3. THEOREME DE DIRICHLET 61

tout entier n, on a

Q:A.\Qv _ %«\O/H.Nlﬁwvmwnii\ﬁ dt

1

u mTA vm\Nii\Jm|%\oa\ADTNS:\HVw&iS\H &

. H .
H NNM: %\ .\vam|nu§w\% &N
27in

(3.2.7.1) =7 cu(f)-

Pour les coefficients de Fourier a, et b,,, on obtient alors

27TH 27TH
(3.2.7.2) ay(f') = —— b.(f) et bu(f') = o ay(f).

Ces formules valent, en fait, sous I'hypothése un peu plus générale que f est de
classe € par morceaux et continue, et se démontrent par le méme raisonnement,
grace a la formule d’intégration par parties pour les fonctions de classe ™ par
morceaux et continues.

3.3. Théoréme de Dirichlet

3.3.1. — Soit f une fonction continue par morceaux sur R. On note f* la fonc-
tion définie sur R par la formule

£ =(fE) + £(1),

ou f(t*) et f(t~) désignent les limites & droite et & gauche de f en f. On dit que
cest la régulariséede f au sens de Dirichlet.

SiIest un intervalle ouvert tel que f|; est continue, alors f* = f sur L. Par suite,
la trace de lensemble des points ol f et f* different rencontre tout intervalle
compact en un ensemble fini.

Théoréme (3.3.2). — Soit f : R - C une fonction de classe €* par morceaux, de
période T. Pour tout x € R, on a

Su(f)(x) = f(x).

De plus, si A est un intervalle compact formé de points de continuité de f, alors la
convergence est uniforme sur A.
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10 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Corollaire (1.3.6). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. Linformation
mutuelle 1(X,Y) est un élément de [0; +00]; il est nul si et seulement si X et Y sont
indépendantes.

Démonstration. — Linégalité [(X,Y) > o est un cas particulier du théoréme.
De plus, il y a égalité I(X,Y) = o si et seulement si

P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y=y)

pour tout couple (x, ), ce qui signifie exactement que X et Y sont indépendantes.

O
Corollaire (1.3.7). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On a les égalités
(1.3.7.1) H(X) =I(X,Y) + H(X|Y)
(1.3.7.2) H(X,Y) +I(X,Y) = H(X) + H(Y).

En particulier, on a I'inégalité
(1.3.7.3) H(X|Y) < H(X),
avec égalité si et seulement si X et Y sont indépendantes.

Si lentropie d’une variable aléatoire est une mesure d’incertitude, la condition-
ner a une seconde variable aléatoire diminue cette incertitude.

Démonstration. — Ilny arien & démontrer si H(X) est infinie; supposons donc
H(X) finie. De la définition des entropies H(X) et H(X | Y), on tire
H(X) - H(X | Y) = H(X) + H(Y) - H(X, Y)
P(X=x)P(Y =
5 S R(X=x,Y = y) log B XP( =)
P(X=x,Y=y)

X,y X

- 1(X,Y).

La premiere relation découle aussitdt, de méme que 'inégalité finale et son cas
dégalité. Quant a la seconde, elle resulte alors des égalités H(X,Y) + I(X,Y) =
H(Y) + H(X| Y) +I(X,Y) = H(Y) + H(X). O

Définition (1.3.8). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. On dit que X
et Z sont indépendantes conditionnellement a Y, et lon note X Ly Z silon a
P(X=x,Z2=2z|Y=y)=PX=x|Y=y)P(Z=2z|Y=y)

pour tous x, y, z.

3.2. SERIE DE FOURIER D’'UNE FONCTION PERIODIQUE 59

Fourier, on trouve

Qxcmvnmxcmv, v:Cmvnlw:CJ, m:CJHméCJ.

En particulier, si f est paire (f = f), ses coefficients b, sont nuls, tandis que si
est impaire (f = —f), ses coefficients a, sont nuls.

3.2.5. — Soit encore une fonction f, définie sur R, localement intégrable et de
période T. Sa série de Fourier est la série (illimitée dans les deux directions)
(3.2.5.1) > cu(f)ermmiT,

neZ

Sa série de Fourier « réelle » est la série
(3-2.5.2) wmoqv + Y au(f) cos(2mint[T) + b, (f) sin(2mint/T).
2 n=1

Notons quelles dépendent de £ : ce ce sont des séries de fonctions. A ce stade 1a
du cours, on naffirme pas encore que ces séries convergent, ce nest d’ailleurs pas
toujours le cas, et encore moins quelles convergent vers f(t).

Pour tout entier n > o, on notera

n

(3.2.5.3) Su(F)() = Y cp(f)er /T,

p=—n

Si lon exprime les coefficients ¢, en fonction de a, et b, on obtient Iégalité

(3-2.5.4) S,(f) = WQOCJ + M Am@CJ cos(2mipt/T) + b, (f) &:Aniww\dv ,
p=1

qui justifie la définition (3.2.5.2) de la série de Fourier réelle de la fonction f. En
effet,ona:

Sa(f) (1)

e (f) + W (cp(f)(cos(amipt/T) + i sin(2mipt/T))

+ c_p(f)(cos(amipt/T) - isin(2mipt/T)))
2000+ (o) ) cosCamiptT)

¢ i(cp(f) - c-p(f)) sin(aript/T))
Lao() MSS cos(2mipt/T) + by(f) sin(2mit/T))
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12 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Théoréme (1.3.11). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. Si X 1y Z,
alors I(X,Y) 2 (X, Z).

Corollaire (1.3.12). — Soit X, Y des variables aléatoires discrétes et soit f une
fonction. On a I(X, f(Y)) < I(X,Y).

1.4. Taux d’entropie

Une suite (X,,) de variables aléatoires est aussi appelée processus stochastique.

Définition (1.4.1). — On appelle taux dentropie d’'un processus stochastique X =

(X,,) lexpression
H(X) = lim —

n—>00 1 + 1

H(X,,...,X,),

pourvu que la limite existe.

En remplacant la limite par des limites supérieure et inférieure, on définit
les taux dentropie supérieur, H(X), et inférieur, H(X). On a I'inégalité H(X) =
H(X); le taux dentropie existe si et seulement si ces deux expressions coincident,
et il leur est alors égal.

Exemple (1.4.2). — Soit (X,,) un processus stochastique. On suppose que les
variables aléatoires X,, sont indépendantes. Alors,

1 1 &
H(X,,...,X,) = H(Xk);
n+1 A o :v 3+H»MHW A »v

le taux d’entropie est alors la limite au sens de Cesaro de la suite (H(X,)).
Supposons de plus que les variables aléatoires sont identiquement distribuées.
Alors, H(X;) = H(X,) pour tout k, et Ton a H(X) = H(X,).

Lemme (1.4.3) (Cesdro). — Soit (a,) une suite de nombres réels; pour tout en-
tier n > o, posons A, = (a, + -+ + a,)/(n +1). On a les inégalités

lima, <limA, <limA, <lima,.

En particulier, sila suite (a,) a une limite € dans [ —oo; +o0 |, la suite (A,) converge
également vers €.

3.2. SERIE DE FOURIER D’'UNE FONCTION PERIODIQUE 57

Si f est une fonction de classe €’* par morceaux, on notera abusivement f(*)
sa dérivée k-iéme; elle est définie seulement presque partout, plus précisément
sauf sur un ensemble dont la trace sur tout intervalle compact est finie.

Lemme (3.2.3). — a) Soit f: [a;b] — C une fonction de classe €* par mor-
ceaux et continue. On a

[ = 1) - f(a).

b) Soitu,v: [a;b] — C des fonctions de classe €* par morceaux et continues.
On a la formule d’intégration par parties :

b b
\ W (1)(8) dt = [u(t)v(1)]’ - \ w()V' (1) dt.
a a
Démonstration. — a) Soit (ao, . .., a,) une suite finie, croissante, telle que a =
ao, b = ay,, et telle que f soit de classe " sur chaque intervalle Jay_,, a[. Si x
et y sont des éléments de Jay_,, ax[ tels que a;_, <x < y < ag, on a

[ rwyde= 50 - £,

par la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral. Lorsquon fait
tendre x vers ay_, par valeurs supérieures et y vers gy par valeurs inférieures,
f(x) tend vers f(ay_,) et f(y) tend vers f(ay), parce que f est continue. On
obtient alors

\55 () dt = f(ax) - f(ar).

Finalement, on a
[ a3 [* =3 () - fla) = £0) - f(@).

b) La preuve de la seconde formule est analogue. Plus simplement, on peut
observer que la fonction f définie par f(t) = u(t)v(t) est également de classe €™
par morceaux et continue, et que lon a f'(t) = u/(t)v(¢t) + u(t)v'(t) pour tout
t € [a; b], sauf pour un nombre fini dexceptions. En appliquant la formule a) &
cette fonction f, on retrouve la formule b). O
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14 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Ainsi, la suite (H'(X)), est croissante. Elle converge donc vers un élément
de [0; +00] que nous notons H'(X).
Alors, pour tout entier #, on a

H(Xo, ..., X,) = H(Xo) + HX, | Xo) + -+ + H(Xy | Xpos- - Xo)
n
= MU E\Axv»u
k=0

de sorte que la suite (2-H(X,,...,X,)) est la moyenne au sens de Ceséro de la

suite (H'(X),,). Elle converge donc vers sa limite, ce qu’il fallait démontrer. [J

1.5. Taux d’entropie des processus markoviens

Définition (1.5.1). — On dit qu'un processus stochastique (X,,) est markovien (ou
est un processus de Markov, ou est une chaine de Markov) si pour tout entier n,
(Xos - > Xyoy) et Xy, sont conditionnellement indépendantes relativement a X,,.

Cela signifie que pour tout entier 7 et toute suite (%o, ..., %X+, ), 0ona

P(Xy1 = Xpar | X = %o o+ 5 Xo = %0) = P(Xppiy = Xpa | Xy = x40).

15.2. — Soit X = (X,) un processus markovien. On fait 'hypothése supplé-
mentaire qu’il est homogéne cest-a-dire que pour tout couple (a,b), ona

WAN:iH@ix:HQVHmuﬁkunw_vwonﬁv.

Supposons que lensemble A des valeurs possibles de (X,,) soit fini; pour tout
couple (a,b) déléments de A, posons p,, = P(X, = b | X, = a) et notons P la
matrice (p,p)-

Clest une matrice carrée a indices dans lensemble A; méme si A nlest pas
forcément de la forme {1, ..., m}, la théorie est identique. Les coefficients de la
matrice P sont des probabilités conditionnelles; ils sont donc positifs ou nuls.
Pour tout a, on a

Y pap=2.P(X,=b|X,=a)=1

beA beA
Autrement dit la somme des coefficients de chaque ligne de P est égale a 1. On
dit que P est une matrice stochastique.
La matrice P est appelée la matrice de transition du processus markovien X.

3.1. SIGNAUX CONTINUS ET SIGNAUX DISCRETS 55

existent également, mais dans une proportion bien plus faible. (Dans certains
instruments, tels les toms d’une batterie, les fréquences anharmoniques sont tres
présentes, si bien quon peut difficilement leur attribuer une note, mais la facon
dont I'instrument est joué, la baguette utilisée par exemple, influe beaucoup sur
le son et méme sur sa hauteur.)

piano 27,5 Hz 4186 Hz
saxophone soprano 233 Hz 1480 Hz
alto 139Hz 831 Hz
ténor 104 Hz 659 Hz
baryton 65Hz 440 Hz
batterie — cymbales 200 Hz 10000 Hz
caisse claire 240 Hz 6000 Hz
toms 120 Hz 5000 Hz

grosse caisse 6o Hz 4000 Hz

VOix — soprano 261 Hz 1047 Hz
ténor 123 Hz 440 Hz
basse 82Hz 300Hz

violon 196 Hz 2794 Hz

FIGURE 3.1.0.1. Domaines de fréquences de quelques instruments de musique

La perception des sons dépend ensuite du fonctionnement de notre oreille,
du tympan qui transforme les oscillations de la pression de l'air en vibrations
mécaniques qu’il transmet a la cochlée, un petit os en forme de limagon rempli
d’un liquide ot des milliers de cellules ciliées réagissent aux diverses fréquences
du son et les transforment en signal nerveux. Ainsi, loreille humaine est sensible
aux signaux de fréquences variant de 20 Hz a 20 ooo Hz; selon
( ), des conditions idéales permettent dobserver une sensibilité plus large,
de 12 Hz 4 28 000 Hz, et la partie ou l'audition est le plus efficace est entre 2 000
et 5000 Hz.

En conclusion, pour les applications aux signaux sonores, on peut prendre
pour fréquence de Nyquist toute fréquence supérieure a 40 ooo Hz. Celle choisie
par la norme Audio-CD est 44,1 kHz permet donc, en théorie, de recréer tout le
spectre audible d’'un signal. Si lon se contente d’'un signal de moindre qualité, on
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16 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Démonstration. — Si X est stationnaire, alors X, et X, ont méme loi, donc
M = MP. Supposons inversement que M = MP et prouvons que X est un
processus stationnaire. On sait déja que pour tout entier #, la loi de X, est
donnée par M. Démontrons par récurrence sur m que P(X,, = Xo, .. ., Xppim =
Xm) = P(Xo = Xo, . - . » Xin = Xy ) pOUr tout entier m, tous X, ..., X, € A et tout
n € N. Par définition d’un processus markovien homogene, on a

P(X, = X0+ Xpsm = Xm)
=P(Xpam = %m | X = Xo» -+ > Xpprmmer = Xmer) * P(Xpy = Xos + - o5 Xnptmes = Xinen)
= ﬂuom:i: =Xm _ Xusm-1 = XSLV : Wﬂvmx = Xos v s Kpymo1 = RSLV
=P(X; =2y | Xo = %pmt)  P(Xy = X0, - v o5 Kptmer = Xy )-
Par I'hypotheése de récurrence, on a
HVAN: = Xogs v s Kpsmor = X§\~v = HVAVAO = Xoseros X = R.:\_\_v.
Ainsi
ﬂqux = Xos o> Kpem = X§v
= HVAumH =Xm _ X, = X:THV : HVAvwo = Xoreoor Ko = .X:\T_v
= WANO = Xos e vs Kot = Xpmo1r X = .x§v
en utilisant une fois de plus hypothése que le processus X est markovien. Cela
prouve que X est un processus stationnaire.
Supposons maintenant que X est stationnaire. Pour tout entier #, on a H(X,, |
Xpors -+ Xo) = H(X,, | X,1-1), par la propriété markovienne, puis H(X,, | X,-,) =
H(X, | X,) par stationarité. On a ainsi H(X,, | X;i_y, ..., X,) = H(X, | X, ), dou

la formule H(X) = H(X, | X,) en vertu de la proposition 1.4.5.
Par ailleurs, la définition de lentropie conditionnelle entraine

H(X, [ X,) = Mumuﬁno =a)H(X, | X, =a) =~ MV:; M»Prw _omﬁﬁﬁwvv
a a b
ainsi qu’il fallait démontrer. O

Exemple (1.5.4). — Reprenons lexemple d’'une chaine de Markov X a deux
états {a, b} représentée par le graphe de la figure 1.5.2.1.

CHAPITRE 3

ECHANTILLONAGE

3.1. Signaux continus et signaux discrets

Considérons un signal; ce peut étre le chant d’une artiste, représenté par
exemple par la pression d’air exercée au cours du temps sur un microphone,
ou un signal visuel, tel une image a photographier, alors représentée par la
luminosité émise par chaque point de la scéne. Echantillonner ce signal, cest le
mesurer a divers instants, ou a divers lieux, souvent réguliérement espacés; cela
transforme ainsi un signal continu (une fonction du temps) en un signal discret
(une suite de valeurs). La question de Iéchantillonnage est apparue trés tot en
théorie de la communication. Les ingénieurs lont par exemple utilisée dés le
milieu du x1x¢ siécle pour faire passer plusieurs signaux sur un méme canal. Elle
est aujourd’hui fondamentale pour le traitement numérique du signal puisque
les ordinateurs ne manipulent qu'une quantité finie d’information.

Diailleurs, les ordinateurs doivent faire plus quéchantillonner : ils doivent
également quantifier le signal cest-a-dire transformer une valeur continue (la
pression, une tension électrique) en une valeur discrete, que lon peut représen-
ter sur 8 bits ou 16 bits, par exemple...). Cest cette combinaison échantillon-
nage/quantification, et la reconstruction ultérieure du signal, qui est au cceur de
Iingéniérie du traitement du signal.

Comme I'indique son titre, nous nous contenterons dans ce chapitre de la
question de échantillonnage en démontrant que 'on peut reconstruire un signal
échantillonné s’il ne contenait pas de fréquences supérieures a la moitié de la
[fréquence déchantillonnage. Dit autrement, si lon échantillonne un signal & une
fréquence au moins deux fois supérieure a celles qu’il contient, on pourra le
reconstruire exactement, au moins théoriquement. Ce théoréme mathématique
estle plus souvent attribué a Shannon, car il apparait semble-t-il, pour la premiére
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18 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

un entier > 1 tel que tous les coefficients (p’ ) de la matrice P’ = P™ soient
strictement positifs; notons ¢ leur borne inférieure.

a) Pour tout X € R, ona |XP| < [X| et f(XP) = f(X).

Soit X € RA. Posons Y = XP;onaY = (y,), avec yp, = ¥, XaPap- Grace &
linégalité triangulaire, on a

IY] = X 1yel < X Jxalpas = 3 lical Mm?,w = D lxal = IXI,

beA a,b a a

ce qui prouve l'inégalité voulue.
De méme,

f(Y)= Mwuu\w = MNMXSQSW = Mmuxa = f(X).

b) Pour tout X € R4, les coefficients de XP sont positifs, et ceux de XP' sont
supérieurs a ¢ | X].

Soit X € R2. Posons Y = XP et notons Y = (y;,). Ona y, = ¥, X,Pap; 00 VOit
donc que y;, > o pour tout b.

De méme, posons Z = XP' = (z;). Puisque p/ , > c et x, > o pour tous a, b,
ona

Zy= ) XaPly 2 ) XaC = C.
a a

c) Soit X € RA tel que f(X) = o. Alors, |XP'|| < (1 - cCard(A)) |X]|.
Soit Z = XP’; notons Z = (z;), de sorte que zj, = 3, x,p/, ,- Comme ¥ x, = o,
onaaussizy = X, x4(pl,, — ¢), de sorte que

|z < Do Ixal (Pl =€) < Dolxalply — ¢ X
En sommant sur b, on obtient
|Z|| < [X]| - ¢ Card(A) |X] = (1 - cCard(A)) [X].

d) Lensemble X est stable par lapplication X — XP’, et cette application est
contractante pour la norme |-||.

La stabilité de £ découle de ce qui a été dit plus haut. Par ailleurs, soit X, X'
des éléments de £; posons Y = XP’ et Y/ =X'P".Ona f(X'-X) =oetY -Y =
(X' = X)P’; alors

|Y' = Y[ < (1-cCard(A)) X" -X],

dot l'assertion pusique 1 - ¢ Card(A) < 1.

2.6. CODAGE ADAPTE A UN CANAL AVEC BRUIT 51
]

2.6.11. Conclusion de la démonstration du théoréme 2.6.4. — Rappelons
quil s'agit de prouver qu’il existe, pour tout nombre réel p tel que p < I(C), tout
nombre réel « > o et tout entier n assez grand, un code de longueur » adapté au
canal C, de taux de transmission au moins p et de probabilité derreur maximale <
a. Soit p’ un nombre réel tel que p < p’ < I(C). Dlapreés le corollaire 2.6.9, il existe,
pour tout entier n assez grand, un code ® de longueur n, adapté au canal C,
de taux de transmission > p’ et de probabilité derreur moyenne < a/2. Soit @’
un code tel que construit dans le lemme 2.6.10. Son taux de transmission est
Homsﬁv. donc 7(®') > p si n est assez grand, précisément,
sin > log(2)/(p’ — p), et sa probabilité derreur maximale est au plus a. Le
théoréme est ainsi démontré.

au moins égal a p’ —
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20 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Démonstration. — Soit A lensemble des états de X et soit M, = TS& ) le vecteur
de RA décrivant la loi de X,,. Pour tout entier 7, la loi de X, est représentée par
le vecteur M,, = M,P" = C:n:vv. Par suite,

H(X, | X)) = Sml VH(X, [ Xy = a) == 3 m ™ pyylog(pas)-
a a,b

Puisque §M3 — U, pour tout a, on a donc

:Avm: _ vm:wﬂv - - MU UaPab _Omﬂﬁavwv.
a,b

Notons H'(X) cette expression.
Par ailleurs, on a

H(X,,...,X,) =H(X,) + HX, | X,) + - + H(X,, | Xyop ... X))
Comme X est un processur markovien, on a Iégalité
H(X, | Xpor .. > X)) = H(X, | Xumh)s
si bien que

n
H(X,, ..., Xy) = H(X,) + > H(Xk | Xg-y).
k=2
D’apres le lemme de Cesaro, on a donc

TH(X,, ..., X)) > H'(X),
n

ce qui prouve que le taux dentropie de X existe et est égal & H'(X). O

2.6. CODAGE ADAPTE A UN CANAL AVEC BRUIT 49

de sorte que
P(U=1|W=m)<P(E|W=m)+ > P(E,|W=m).
m'+m

Alors,

P(U=1) <P((X,Y) £ C) + >, P((f(m'),Y) e CY|X = f(m)).

m=m’

1
Card(M)

\

Introduisons une variable aléatoire X’ a valeurs dans A", de méme loi que X
mais indépendante de X; alors X’ et Y sont indépendantes. Soit m’ € M tel
que m’ # m; conditionnée & X = m, la variable aléatoire f(m’) se comporte
comme X/, de sorte que que le couple (f(m’),Y) a méme loi que (X',Y). Ainsi,

|n§w§ smiigi,é €Cl X = f(m))

< Card(M)P((X',Y) e C! | X = f(m)),
de sorte que
P(U=1)<P((X,Y)¢CH+P((X,Y)eCL

Le premier terme est majoré par (¢(X) + ¢(Y) + ¢(Z))/2ne?, et le second est
majoré par

Card(M)e "(1X0YD)=3¢ = [gnp]g=n(1(C)=36) | pnlp-1(C)43¢)

Comme p < I(C), il existe ¢ > o tel que p — I(C) + 3¢ < 0. La majoration de
P(U =1) tend alors vers o quand n tend vers +oo; pour n assez grand, on a donc
P(U=1)<a. 0

Corollaire (2.6.9). — Soit C un canal sans mémoire. Soit « > o. Pour tout nombre
réel p < 1(C) et tout entier n assez grand, il existe un code @ de longueur n adapté
au canal C dont le taux de transmission est au moins p et dont la probabilité
derreur moyenne Aoy (®) est inférieure a a.

Démonstration. — Choisissons n assez grand de sorte que P(U = 1) < a (pro-
position 2.6.8). En conditionnant sur tous les codes possibles, on a

Ecﬂvnawicﬂ:u@.



"IIDSV JUI)SAS 3] SUBD 2p0) UOS
amosse sajoquis 123 un e b uornyeoridde] H anod 30 ‘voryeniouod op sajoquIAs
o[ 32 umye[ Joqeydre] ap $913397 s ‘O[dwoxa red qUBUIUOD 3)sBA ZISSE SI[0q
-wifs ap o[qurasud un y 1nod arpuaid e Jre1s)sisuod Jrejuasidar ojdwoxs un

g 12qeydye]
suep sapIa uou sjowr sap Ied sgjuasardar Juos y ap sajoquuhs sof ‘uonjesridde
91392 18 ‘v 100} mod o < ((v)D)z anb a7ja3 . g suep y ap D 990U JuswA[eSI
‘uonjeorjdde aun p 30 g 3oqeyd[e puodas un p s9UUOP B[ 159 ) 9pOd U} — "TTI'T

‘p Jouwr np mmanduof e (v)3 vI19)0U UQ
"2IINAU JUSUIP[? UN UOS 19 SPIA JOU 3 ¢ JATJRIOOSSE
359 QUIIUI 10] 9)39)) *q 12 ¥ SJOWL SIP SINANZUO[ SIP JUIWOS [ 359 INANJUO] S
‘(Mg lgtp - 'p) oyns el Jed UUOP 159 g JOW I ‘S)OW SIP JUOS (#q <+ ** 'q)
=q19 ("p*" " 'p) = p I "UOTIBUILOUOD P SUIDIUI [O] SUN P TUNUI JSJ , / S[QUIDS
-u3T "2 930U siojred OpIA JOW 9 3590 ‘O INANIUO] P JoW Nas un e £ ||
"YU ININZUO] 9P SIOUI $IP ,, SI[QUUISUI
SOp ‘OLIeA ¢ IPT)US] anbsIO] ‘UoTUNYI B 1530 ¢y J12qeyde | suep s)109 sjour sap
S[qUIASUI] ,V BISOU UQ “JOUW 3 3P ININSUO[ B[ 1S3 ¢ ISNUI] ¢ 7 9P SIUSWI[2P
(“p -+ 'p) STUY A)INS SUN I$3 J0UL UN UONTUYIP I8 "SI[OQUIAS S0 DOAL 9ILIOY
jnad uo] anb sjour s3] 219PISU0d UO 19 12guydip UNP $31319] SI SWWOD Y P
SJUAUWIQ[D SI 2IIPISUOD U I[qUIASUS UN Y JI0§ — *sjoul 33 sjpaqeqd[y ‘1'1'c

S9po) °‘I'T

.DWNUOU ne uouueys op UorNgLIuod e jueuajurews suopioqe snoN

4OvVdOD

¢ J4LIdVHO

‘(g yuaupuIAY) ) e juanaedde (X <(,ut)f) onb oy ws + ,ui asxa (13108 ‘(M) f
= x anb suoppdder ¢ g yuswaunag) ;) € sed Juenreddeu (x <(ut) f) y1os onbsio]
INSII3 B UO ‘Ui = A\ B UOIIBMIIS B[ SUOUUONIPUOD 13 [N > Ui JUIWIQ[P UN SUOXT]

WU Q)C@HNU B A N
T

(w=m|r=n)a < =(w=mlr=n)d(m=m)d  =(1=n)d

e U0 ‘N 3 wt oy mod (N)pIeD /1 = (ut = M )d anbsimg — -uoyvisuowaq

0> (1=0)dvuo
‘puvi8 2355 352 U anb sgp ‘anb (a1 0 < 3 2151X3 |] 0 < 0 110§ — *(8°9°T) Uoyisodosq

-01ad 159 ) ap doueradsa] onb romyuowr op 1eoUSTIIIOD Inod e S [T ¢ wOUTS
0132 M # ,M onbsiof 1 ;nea mb a1rojegre spqerrea ey n suojoN ‘()5 =, M 19
9P0d9p J0UI 3 33 ‘X 159 Nd31 159 b a0 ‘(M )/ = X 159 [eURD 3] SUBp STWISURI)
jow 97 " 9pod np djuepuadypur Ty SUBP JULIOJIUN AA SITOJBI[R J[QRLIBA SUN P
uofowr ne ‘stwusuer) 359 b A 5 w Jowr 9] JUSWAIIOJEI[E ISSNE JISIOYD UQ

"uours 9s191d uou JUIWY[P
un Ins 15 Nas UN 12 JUSWI[D [9) UN 3ISTX3 [15 5D > (9 (we) ) anb 193 N 5> wt
JUSWR[Y Un ans g > q Juewpe un anbrdde 5 aepoogp op uonouo] B[ ‘UOIUYIP
Ted " (x)pu-2 2P IPIOI 3P 183 (q = X)d R (x)gu-? 2P APIO[ 3P 182 (¥ = X)d
“(xx)u-2 2P AIPIOI 3P 183 (g = XV = X)d 1S JUIWIMAS 2 18 ;D 3 (9V) P
juawamne <o < 3 arpeurered un e 9)depe anbrd4) squuasud] ;) 110s g x ,V = 1D
sue( "Ia113p Aiqeqod ef ap o[durrs JUSWIAIIR[I UOTIEN[RAY SUN a1)jouLIad ap
a8ejueae] e a1393e13S 91395 9)O1dxa sed jsau I[pd 1§ "« anbidA} uoryda1100 » B[ 9P
a1391e13s e Ted STUYDP 159 STRW ‘D1103EY[E Sed I1squ ©F 2Fepod9p 9P UOT}OUO] BT

(-oyooxdde] mb 10] sun 1101 J1RINE UO
939 sed Jreae] ou o[ Is <10 aun Jed 29s1e9T 159 2MALIPdNS SuUI0q 9339 D) TEUED
np uotsstwsuex ap anpqeqoxd epyueudisop (- |-)d (v 9)d = (v =X |9 = K)d
uotje[a1 e Ted s991] QUaWAAT}O9dSaT g 19 Y SUBD SINS[BA B SIIIOJe[e SI[qeLIeA
S3p JUO0S X 30 X O ‘(X X)I d[[NINW UOHBWLIOJUL [ 9P ‘Y JINS SIO[ S3] $31n0) 1nod
‘a1natrgdns suroq e[ 159 (D)1 anb suofaddeyy) D reues np ayoedes ey asiess mb
4V Ins 10] e[ 107 1nod sajno) Juo 15 sajuepuadapur Juos (us) f sa[qerrea sad anb
asoddns uo ¢,y 1ns aIrojea[e s[qerrea aun 353 (u4)f N > wi oy mod ‘Isury
“JUSWII0}E[E ISIOND 352 @ 9P0d 3] anbsio] maxrdp 9yiqeqoid ey ap soueradsa]
JonJeA & sTew ) Teued ne 9)depe 9pod un JUIWNI[AX a1mIsuod ¢ sed uou
9)s1su00 ‘stndop d9yrpowr nad 39 (g7 61) Ted o1AINS SpoPw BT

IOVAOD ¢ TYLIdVHO sy



22 CHAPITRE 2. CODAGE

2.1.3. — Soit C un code sur lalphabet A. En pratique, on ne code pas uni-
quement des symboles de l'alphabet A mais des mots dans cet alphabet : si
(a,,...,a,) est un mot, son code est le mot concaténé C(a,)...C(a,). On no-

tera C*, ou parfois encore C, I'application de A* dans B* ainsi définie. Elle vérifie
C*(ab) = C(a)C(b) pour tous a, b dans A*.

On dit que le code C est uniquement décodable si cette application C* est
injective, cest-a-dire si deux mots distincts ont des codes distincts.

Exemple (2.1.4). — On dit qu'un code C sur un alphabet A est préfixe si, pour
tous a, b € A tels que a # b, aucun des deux mots C(a), C(b) nest le début de
lautre.

Démontrons qu’un tel code est uniquement décodable. Soit en effet a =
(ay,...,a,) etb = (b,...,b,) des mots dans l'alphabet A tels que C*(a) =
C*(b), cest-a-dire C(a,)...C(a,) = C(b,)...C(b,,); démontrons que a = b.

Sia = ¢, alors C(a) = ¢, donc les mots C(b,),...,C(b,,) sont vides, ce qui
impose m = 0. Ainsia = ¢ = b. Deméme, si b = ¢, alors a = ¢.

Supposons maintenant n > 1, dott m > 1 d'aprés ce qui précéde. Posons
p = £(a,) et supposons, quitte a échanger a et b, que p < €(b,). Par définition
des mots C(a) et C(b), le mot de B* formé des p premiers symboles de C(a) est
égal a C(a,). Comme C(a,)C(a,)...C(a,) =C(a) =C(b) =C(b,)...C(bnm)
et £(b,) > p, cest aussi le mot formé des p premiers symboles de C(b,). Par
suite, C(a,) est le début du mot C(b,). Puisque C est un code préfixe, on a donc
a, = b,. Les mots formés a partir de C(a) et C(b) en enlevant les p premiers
symboles sont aussi égaux; on a donc C(a,)...C(a,) = C(b,)...C(b,,). Par
récurrence, cela entrainem =neta, =b,,...,a, = b,,.

Nous avons ainsi démontré que a = b.

Remarque (2.1.5). — On dit également qu'un code préfixe est instantanément
décodable. En effet, si a € A*, il nest pas besoin de parcourir tout le mot C*(a)
pour déterminer le premier symbole de a, il suffit de reconnaitre, en téte de C*(a),
I'un des mots C(x), pour x € A. Alors, x est le premier symbole de a, on peut
écrire a = xa’, pour a’ € A*, et il reste & décoder le mot C*(a’) obtenu en
enlevant de la téte de C*(a) le mot C(x).
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on obtient donc

log(Card(M)) < h(m) + mlog(Card(M)) + (W, W’),

(1-m)log(Card(M)) < h(m) + I(W, W').

Dans la chaine de variables aléatoires W - X - Y - W/, W et Y sont
indépendantes conditionnellement a X (le canal ne connait pas le mot W dou est
issu X), et W et W’ sont conditionnellement indépendantes conditionnellement
a’Y (car W’ est certaine conditionnellement a Y). D’apreés le théoréme 1.3.11, on a
donc

I(W, W) <I(W,Y) =I(Y, W) <I(Y,X) = I(X, Y).
Par définition de la capacité d’un canal répété, on a enfin I(X, Y) < nlI(C), dou
linégalité I(W, W’) < nI(C).

On a donc

(1-m)log(Card(M)) < h(m) + nI(C),

dou I'inégalité

(®) = log(Card(M)) < I(C) + iﬁv\:.
n 1-7

Appliquons cette inégalité & des codes de longueur arbitrairement grande (n
tend vers +00) et dont la probabilité derreur est arbitrairement petite (7 tend
vers 0, donc h(7) tend vers 0); le membre de droite de I'inégalité précédente
tend vers I(C), donc a limite supérieure des taux de transmission 7(®) sera au
plus égale a I(C).

Cela prouve que tout taux de transmission atteignable par le canal C est infé-
rieur ou égal 2 I(C).

2.6.7. — Démontrons maintenant la partie « positive » du théoréme de Shannon,
cest-a-dire que tout nombre réel p tel que p < I(C) est atteignable. On fixe un
entier n > 1 et un ensemble M de cardinal [exp(np)]; il sagit de prouver qu’il
existe, pourvu que # soit assez grand, un code de longueur n sur M adapté au
canal C dont la probabilité maximale derreur est petite. On va commencer par
prouver qu’il existe un tel code dont la probabilité moyenne derreur est petite,
on verra ensuite comment en déduire un code de méme longueur et de taux de
transmission un peu plus faible.
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on a

E(¢(C(X))) - Hp(X) = X7 P(X = a)€(C(a)) + ¥ P(X = a) log(P(X = a))

acA acA
D-¢(C(a))
=-) PX=a)logy| =——]-
WW P\P(X =a)
Comme la fonction logarithme est concave, on a
D-¢(C(a) D-¢(C(a))
P(X=a)logy| ————=]<lo P(X=a)——
ameU/ A v &p HVAVAHQV &D W A vmVAva&v
= log,, M D—4(C(a))
acA

Diapres I'inégalité de Kraft, l'argument du logarithme est < 1; puisque la fonction
logarithme est croissante, on a donc

N

L O.

P(X | D—¢(C(a))

WW (X =a)log, P(X=a)

Ainsi, E(£(C(X))) - Hp(X) > o, dou I'inégalité de Shannon. La fonction loga-
rithme est strictement concave et strictement croissante. Pour qu’il y ait égalité,
il faut dong, et il suffit, d'une part que Y. D~#(¢(2)) = 1, et d'autre part que tous les
termes D=¢(C(2)) /P(X = a) soient égaux. Puisque ¥ P(X = a) = 1, cela signifie
que D~4C(0) = P(X = a) pour tout 4, autrement dit, £(C(a)) = —log, (P(X =
a)) pour tout a. O

2.2.3. Codes efficaces. — Soit A un alphabet et soit p une loi de probabilité
sur A. Soit B un alphabet fini de cardinal D > 2.

Diapres 'inégalité de Shannon, on a E(£(C(X))) > Hp(X), pour toute variable
aléatoire X a valeurs dans A : lentropie fournit une limite irrémédiable a la
compression d’'un message. Nous allons maintenant voir que cette limite peut
essentiellement étre atteinte, qui plus est, par un code préfixe ! Nous commengons
par une réciproque a I'inégalité de Kraft-McMillan.

Proposition (2.2.4). — Soit A un ensemble, soit D un entier > 1 et soit £: A - N*
une application telle que I'inégalité

M O\mﬁnu <1

acA
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Ce sont ces mots qui sont transmis par le canal avec bruit, puis décodés en des
mots de M au moyen de l'application g.
Le taux de transmission d’'un tel code est le quotient

_omAOmEAZVV.

7(®) =
La probabilité derreur lorsquon transmet un symbole m € M est donnée par

Am(®) =P(g(Y) # m[X = f(m)),

ou X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans A" et B” liées par les
probabilités de transmission définies par le canal C. Comme il sagit d'un canal
sans mémoire, on a, si f(m) = a,...a,,

n
An(®) = > [Ipbi]a).
b=(by,...rby)eB" i=1
g(b)xm
Cela montre que ces probabilités derreur ne dépendent que des probabilités de
transmission du canal C et pas du choix de variables aléatoires X et Y adaptées
au canal.
On définit aussi la probabilité derreur maximale :
Amax(®) = sup A, (D)

meM

et la probabilité derreur moyenne :

1
Amoy(®) = Card (3D ‘W\{Aev.

Définition (2.6.3). — Soit C un canal de transmission dun alphabet A d un

alphabet B. On dit qu’un nombre réel p est un taux de transmission atteignable

par le canal C s’il existe, pour tout nombre réel € > o et tout entier n assez grand,

un code O de longueur n de taux de transmission > p et de probabilité derreur

maximale < e.

Théoréme (2.6.4) (Shannon). — Soit C un canal de transmission d’un alphabet A
a un alphabet B. Tout taux de transmission atteignable par le canal C est inférieur
ou égal a 1(C); inversement, tout nombre réel p < I(C) est un taux de transmission
atteignable par le canal C.
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Théoréme (2.2.6) (Shannon). — Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs
dans un alphabet A. Soit B un ensemble fini de cardinal D > 2. 1l existe un code
préfixe C sur A, a valeurs dans B, tel que

Hp(X) < E(¢(C(X))) < Hp(X) +1.

Pour qu’il existe un tel code C vérifiant légalité E(£(C(X))) = Hp(X), il faut et
il suffit que pour tout élément a € A, P(X = a) soit de la forme D™ pour un
entier m > o; on a alors €(C(a)) = —log, (P(X = a)).

Démonstration. — Pour tout a € A tel que P(X = a) > o, posons A(a) =
[-log,(P(X = a))], le plus petit entier supérieur ou égal a log,(P(X = a)),
de sorte que D44 < P(X =a).Onadonc Y, , D) <Y A P(X=a) =1
Diaprés la proposition 2.2.4, il existe ainsi un code préfixe C: A - {0;1;...,D -
1}* tel que £(C(a)) = A(a) pour tout a € A. Démontrons que ce code vérifie la
conclusion du théoreme.

Linégalité Hp(X) < E(¢(C(X))) est un cas particulier du théoréme 2.2.2.
D’autre part, on a

E(¢(C(X)))

> P(X=a)e(C(a)) = ), P(X = a)[log,(P(X =a))]

< Mwwﬁm =a) (logy(P(X=a)) +1)
= Hp(X) + M\U,Ex =a)=Hp(X) +1.

Cela conclut la démonstration.

La derniére assertion résulte de cela et du théoréme 2.2.2 : d’apres ce théo-
réme, le cas dégalité se produit si et seulement si £(C(a)) = —log,(P(X = a))
pour tout a € A. Dautre part, si P(X = a) est de la forme D, on a A(a) =
—log,(P(X = a)) et le code construit vérifie E(¢(C(X)) = Hp(X). O

2.3. Codes optimaux

2.3.1. — Bien que sa longueur moyenne soit proche de loptimum (limité par
entropie), le code préfixe construit par la méthode de la preuve du théoréme 2.2.6
nest pas toujours optimal. Par exemple, lorsque X suit une loi de Bernoulli de
paramétre p € |o;1[ et que lalphabet-but a deux symboles, les mots codés
ont longueur [-log,(p)] et [-log,(1 - p)], alors quon pourrait se contenter de
recopier X! Ce code trivial a longueur moyenne 1, alors que la longueur moyenne
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(Si on nmavait pas su faire cette constatation, il restait & calculer u en fonction
det:ontrouveu = (¢t - p)/(1—2p) =1/2sit =1/2.)

¢) Un canal est dit faiblement symétrique si les lignes de sa matrice de probabi-
lités de transmission différent uniquement 'une de l'autre par des permutations
et si la somme des coefficients de chaque colonne est constante. On parle de
canal symétrique si, de plus, les colonnes de sa matrice de probabilités de trans-
mission different par permutations 'une de l'autre. Cest le cas des deux canaux
précédents. Une facon dobtenir un canal symétrique consiste a prendre pour
alphabets A = B = Z/dZ et a poser p(b | a) = q(b — a), ou g est une loi de
probabilité sur A. On peut bien sr remplacer Z/dZ par un groupe fini arbitraire.

Soit C un tel canal et soit X, Y des variables aléatoires sur A, B respectivement,
liées par la condition P(Y = b) = p(b | a)P(Y = a). Pour tout a € A,

H(Y[X=a)= |M~NU@@ | a)log(p(b]a)),

expression indépendante de a par la condition de symétrie des lignes de la
matrice de probabilités de transmission du canal. D’autre part,

H(Y) <log(Card(B)).

Lorsque la loi de X est uniforme, la condition sur la somme des coefficients de
chaque colonne entraine que laloi de Y est également uniforme : pour tout b € B,
on a en effet
1
P(Y = b) |WE<|Ex| a)P(X = a) |%W@@ |a),
expression indépendante de b. Dans ce cas, on a donc H(Y) = log(Card(B)).
Puique I(X,Y) = H(Y) - H(Y | X), ce qui précéde entraine ainsi la formule

I(C) =log(Card(B)) - H(Y | X = a),

ol a est un élément quelconque de A.

d) Considérons un canal C d’un alphabet A a un alphabet B, soit # un entier >
2 et définissons un canal C" de l'alphabet A" a l'alphabet B” de probabilités
de transmission d’un canal sans mémoire : p(b | a) = 1, p(b; | a;), pour
a=(a,....,a,)€A"etb=(b,,...,b,) € B". Démontrons que [(C") = nI(C).

Soit X = (X,,...,X,) etY = (Y,,...,Y,) des variables aléatoires a valeurs
dans A" et B" respectivement vérifiant P(Y=b | X =a) = p(b | a) pour a € A"
etbeB". Ona

I(X,Y) = H(Y) - H(Y | X).
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Soit alors C un code optimal. Les longueurs £(C(a)) vérifient I'inégalité de
Kraft > D-4(C(2)) < 1. 1l existe alors un code préfixe C' tel que £(C'(a)) =
£(C(a)) pour tout a € A. Le code C' a méme longueur moyenne que C, donc
est un code optimal.

b) Soit C un code optimal et soit a, b des éléments de A tels que p(a) < p(b)
et £(C(a)) < £(C(b)). Considérons le code C’ qui coincide avec C sur A—{a, b}
mais qui échange les codesde aetb: C'(a) = C(b) et C'(b) =C(a).Ona

€,(C) = £,(C) = 3 p(x)e(C(x)) - . &(C'(x))

xeA x€eA

= p(a)e(C(a)) + p(b)€(C(D)) - p(a)e(C'(a)) - p(b)€(C'(b))
= p(a)e(C(a)) + p(b)€(C(b)) - p(a)e(C(b)) - p(b)e(C(a))
= (p(a) - p(b))(€(C(a)) - £(C(b)))

> 0.

Cela contredit I'hypothése que C est un code optimal.

¢) Soit C un code préfixe optimal. Soit a un élément de A dont le code est de
longueur maximale; écrivons C(a) = mx, ou m € B* et x € B. Supposons que
m nest pas préfixe d'un mot de code. Soit alors C’ le code qui coincide avec C
sur A—{a} et tel que C'(a) = m. Cest encore un code préfixe : C'(a) nest pas
hypothése pas préfixe d’'un autre mot, et un autre mot, disons C'(b) = C(b), ne
peut étre préfixe de C'(a), puisqu’il serait alors préfixe de C(a). En particulier,
le code C’ est uniquement décodable, mais sa longueur moyenne est strictement
plus petite que celle de C, ce qui contredit I'hypothese que C est optimal. Donc
m est préfixe d’un autre mot de code, disons C(b); écrivons C(b) = mp, avec
p € B*. Comme C(a) = mx est de longueur maximale, égale a £(m) + 1, on
af(p) = €(C(b)) - £(m) < £(C(a)) — €(m) =1, cest-a-dire que p est soit le
mot vide, soit réduit a un seul symbole. Si p est vide, C(b) = m est préfixe de
C(a) = mx, ce qui contredit 'hypothése que C est un code préfixe. Il existe
donc y € B tel que p = (y). Les mots C(a) = mx et C(b) = my différent donc
uniquement par leur dernier symbole. O

2.3.4. Code de Huffman. — Soit A un ensemble fini et soit (p(a))ges une
loi de probabilité sur A. Lorsque lalphabet d’arrivée B est {0,1}, le code de
Huffman est construit explicitement par récurrence sur le cardinal de A, de la
facon suivante.
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Sa matrice de probabilités de transmission est donc
1-p P
p 1-p
Soit X et Y des variables aléatoires sur A et B respectivement telles que P(Y =

b|X=a)=p(b|a)pourac AetbeB.Notonsu = P(X = 0); on adonc
P(X=1) =1-u, puis

H(Y|X)=uH(Y |X=0)+(1-u)H(Y |X=1)

uh(p) + (1= u)h(1-p) = h(p).

Daautre part, Y étant une variable aléatoire binaire, on a H(Y) < log(2). Par
suite,

I(X,Y) <log(2) - h(p).

Lorsque X suit une loi uniforme (u = 1/2), il en est de méme delaloi Y — on
peut le justifier par symétrie des probabilités, ou bien faire le calcul. Cela montre
que la capacité de ce canal est log(2) — h(p). A ce stade, il est vraiment plus
pratique de fixer a 2 la base des logarithmes, ce qui mesure les entropies en bits.
Alors, la capacité du canal symétrique a bruit est 1 — h(p).

Lorsque p = o, la capacité de ce canal est 1; lorsque p = 1/2, elle est nulle.
Lorsque p = 1, on trouve encore I(C) = 1: ce canal modifie systématiquement le
symbole regu — il 'y a en fait pas de perte d'information !

b) Une variante du canal précédent utilise 'alphabet A = {o0,1} mais a pour
but l'alphabet B = {0,1, e}, ol1 e est un symbole auxiliaire indiquant une erreur
de transmission, commise avec probabilité g, tandis que la probabilité de trans-
mettre un symbole erroné est (1— g)p. Ona p(1]0) = p(o] o) =(1—g)qet
ple|1) = p(e| o) = q. La matrice de probabilités de transmission de ce canal
est

(1-q)-p) (-9p ¢
(1-q)p (-9)(a-p) g

Notons encore P(X = 0) = u. Alors, en posant t = u(1— p) + (1—u)p,ona
P(Y=0)=u(1-q)(1-p) +(1-u)(1-q)p=(1-q)t,

P(Y=1)=(-u)(a-q)(-p)+ui-q)p=0-9)(1-1)
P(Y=¢)=g.
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obtenu est

a b ¢ d e

01 10 00 110 111

Lentropie (en base 2) d’'une variable aléatoire X de loi p est égale &
H,(X) = —2-0,2510g,(0,25) — 0,20log,(0,20) — 2 0,1510g,(0,15) ~ 2,285.
La longueur moyenne du code ci-dessus est alors
E(¢u(X)) =(2-0,25+0,20) -2+ (2:0,15) - 3 = 2,3.

Pour comparaison, les longueurs du code construit par la méthode de Shannon
sont 2,2,3,3,3, de sorte que sa _osmsmsa moyenne est

E(¢5(X)) =(2-0,25) -2+ (0,20) +2-0,15) -3 = 2,5.

Voici d7ailleurs un tel code :

a b ¢ d e

OO0 O1 100 110 101

Proposition (2.3.6) (D. Huffman, 1952). — Soit A un ensemble fini et soit p une
loi de probabilité sur A. Le code de Huffman H,, est un code préfixe; il est optimal
(relativement a la loi p).

Démonstration. — Prouvons par récurrence sur le cardinal de A que le code H,,
est un code préfixe. Cest évident si Card(A) < 2; supposons maintenant
Card(A) > 3. Reprenons les notations de la construction : a,b sont deux
éléments de A de probabilités minimales, lensemble A’ est la réunion de
A ={a,b} et dun symbole ab, et la loi de probabilité p’ sur A’ attache a tout
¢ # a, b la probabilité qu’il avait pour p, et a ab la somme des probabilités de a
etb.

Par récurrence, le code H' associé a A’ etalaloi p’ est un code préfixe. Les mots
de H sont les H(c) = H'(¢), pour ¢ # a, b, et les deux mots H(a) = H'(ab)o et
H(b) = H'(ab)1. Par récurrence, H(c) et H(¢’) ne sont pas préfixes I'un de l'autre
si ¢, ¢’ sont des éléments distincts, distincts de a, b. Les mots H(a) = H'(ab)o et
H(b) = H'(ab)1ne sont pas préfixes 'un de lautre, puisqu’ils ont méme longueur
et sont distincts. Pour ¢ # 4, b, le mot H(c¢) = H'(¢) nest pas préfixe du mot
H'(ab), par Thypothése de récurrence. Sil est préfixe de 'un des mots H'(ab)o
ou H'(ab)1, cest qu'il leur est égal, mais alors H'(ab) est préfixe de H'(¢), une

2.5. CAPACITE DE TRANSMISSION D’'UN CANAL 39

Définition (2.5.1). — Soit A et B des alphabets. Un canal de transmission sans
mémoire de lalphabet A a lalphabet B est donné par une famille (p(- | a)) de lois
de probabilités sur B, indexée par lensemble A.

Pour a € Aetb € B, p(b | a) est la probabilité que le canal transmette
le symbole b sachant que le symbole émis était a. La matrice (p(b | a)) de
type A x B est la matrice de probabilités de transmission du canal.

Le fait que le canal soit sans mémoire signifie que la transmission des symboles
d’un mot (a,...,a,) est faite symbole par symbole, de facon indépendante.
Autrement dit, la probabilité quele mot (a,, .. ., a,,) soit transmisen (b,, ..., b,)
est donnée par

P(b,...b,|a,...a,)=p(b,|a,)...p(b, ]| an).

Définition (2.5.2). — Soit C un canal de matrice de probabilités de transmission
(p(b| a)). On appelle capacité de transmission de ce canal lexpression

I(C) =sup(X,Y)

ou X parcourt lensemble des variables aléatoires sur A et Y parcourt lensemble des
variables aléatoires sur B telles que P(Y = b | X = a) = p(b | a) pour tout a € A et
tout b € B.

Rappelons que I'on a
I(X,Y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y) = H(Y) - H(Y | X) = H(X) - H(X | ).

Pour tout couple (X,Y),onao <I(X,Y) < max(log(Card(A)), log(Card(B))),
de sorte que

0 < I(C) < max(log(Card(A)),log(Card(B))).

Expliquons tout d’abord cette définition en reprenant, comme (1948,
§12), le cas ou il n'y a que deux symboles o et 1 a transmettre « d un débit de
1000 symboles par seconde avec les probabilités p, = p, = 1/2. Ainsi, continue
Shannon, notre source produit de 'information avec un débit de 1000 bits par
seconde. Lors de la transmission, le bruit introduit des erreurs, de sorte que, en
moyenne, un symbole sur 100 est regu incorrectement(o pour 1, ou 1 pour o). Quel
est le débit d’information transmis ¢ Certainement moins de 1000 bits par seconde
puisque 1% environ des symboles recus sont incorrects. Notre premiére réaction
pourrait étre de dire que ce débit est de 990 bits par seconde, par simple soustraction
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2.4. Loi des grands nombres et compression

Dans son article originel, ( ) utilisait une autre description de
lentropie, liée a la loi des grands nombres en théorie des probabilités.
Commengons par rappeler deux inégalités importantes.

Proposition (2.4.1). — Soit X une variable aléatoire possédant une espérance.

a) Pour tout nombre réel t > o, on a I'inégalité de Markov :
P(|X| > t) <E(X]|)/t.

b) Supposons, de plus, que X posséde une variance V(X). Alors, pour tout
nombre réel t > o, on a I'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff :

P(IX — E(X)| > 1) < V(X)/£.

Démonstration. —  a) Soit A lensemble des éléments w de 'univers tels que
|X(w)| > t; il sagit de majorer P(A). Observons que sur A, la variable aléatoire
|X|/t est supérieure a 1; sur son complémentaire C A, elle est positive ou nulle. On
adonc E(|X|/t) >1-P(A) + 0-P(CA). Comme E(|X|/t) = E(|X])/t, I'inégalité
de Markov en résulte.

b) On considére maintenant la variable aléatoire Y = X — E(X). Comme X a
une variance, Y? posséde une espérance, égale a V(X) par définition. Appliquons
donc a Y? I'inégalité de Markov : on trouve P(Y? > #2) < E(Y?)/t> = V(X) /2.
Puisque Y2 > > équivaut a |X — E(X)| > ¢, cela prouve I'inégalité de Bienaymé-
Tchebitcheft. O

Nous utiliserons directement ces inégalités, mais il est intéressant den déduire
tout de suite la loi des grands nombres.

Théoréme (2.4.2) (Loi faible des grands nombres). — Soit (X,,) une suite de va-
riables indépendantes et identiquement distribuées, despérance finie. Pour tout n >
1, onpose S, = (X, + -+ + X,,) /n. Pour tout nombre réel t > 0, on a

P(|S, - E(X))[>1t) >0
quand n tend vers +oo.

Dans le langage de la théorie des probabilités, on dit que S,, converge en proba-
bilité vers E(X,).
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Lorsquon la divise par n, on obtient

Cc

[n(H,(X,) +€)] + log,(Card(A)),

1
n 21>

quantité majorée par H,(X,) + 1 lorsque # est assez grand.

2.4.5. — Linformation mutuelle, comme lentropie, dispose d’une interpréta-
tion statistique. Soit A et B des ensembles finis, soit C = A x B lensemble produit
etsoit Z, = (X, Y,), ..., Z, = (X,,, Y,,) des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi a valeurs dans C. Posons enfin X = (X,,...,X,), Y= (Y,,...,Y,)
etZ = (Z,...,Z,) = (X,Y) silon identifie [élément (a, b) de A" x B" avec
lélément ((a,, b,), ..., (an, by)) de C*.Onpose c(Z) = ¥, pec P(Z, = a)P(Z, =
b)log(P(Z, = a)/P(Z, = b))? et on définit c(X) et c(Y) de maniére analogue.

Soit € un nombre réel > o; définissons une partie C? de C" par : C” est len-
semble des (a, b) € C” tels que

¢ (HOD) ¢ P(X = ) < ¢~ ()0
m\:AECDY%v < H.A% - WV < m\:AECDV\mV

e HXLY)+e) ¢ P(X=4a,Y=b)< e M(HXY,)-¢e)

Théoréme (2.4.6). — Ona
_c(X) +e(Y) +¢c(2)

P(ZeCl) 21

2ne?
et
Card(C!") < en(HXY)+e),
Enfin, siX!,...,X] dunepart, Y!,..., Y, dautre part, sont des variables aléatoires
de mémes lois que X,, ..., X, etY,,...,Y,, mais indépendantes, alors

AH _ mAvC + mA<v + mANv vmécixkvi& < @AAN\V<QV c O:v < muxﬁﬁnkvd&.
2ne? ¢
Démonstration. — On munit lensemble C" de la loi de Z. Soit ¢ : C - R,
la variable aléatoire définie par ¢z(c) = —log(P(Z = ¢)) siP(Z = ¢) > o, et
¢z(c) = o sinon. Définissons ¢x : A - R, et ¢y: B - R, de facon analogue.
Comme dans la démonstration du théoreme ..., on prouve que

wy (X)) c(Y)  «(2)
P(CC) < ane? | 2ng? | aner
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Linégalité de Bienaymé-Tchebitcheff entraine alors que
(2.4.2.1) P(X!+--- + X!| > nt/2) < 85E(|X,|) ¢ >
pour tout entier n assez grand. Fixons un nombre réel € > o et choisissons & de sorte que
80E(|X,|)t7> < ¢/2.
On retient alors de I'inégalité (2.4.2.1) que pour tout n assez grand, on a P(|X! +--- + X/|) < ¢/2.
Par ailleurs,
P(X! +---+X}j| >nt/2) <P(X! +---+ X £0) < nP(X] #0),
puisque les X7/ sont de méme loi. Or,
P(X[" #0) = P([X| > 0n) < E(|X[|/n) = E(X[[)o™'n"",
ou I'inégalité
(2.4.2.2) P(|XV +---+ XI| > nt/2) <E(X/])67

Quand 7 tend vers +o0, X! tend presque partout vers o, et lon a [X!’| < |X,|, de sorte que E(|X!|)
tend vers o. Alors, pour n assez grand, l'inégalité (2.4.2.2) assure que P(|X! +--- + X!| > nt/2) <

&/2.
En combinant ces deux majorations, on en déduit que pour tout # assez grand, Iévénement
{|X, + -+ +X,| > nt} est de probabilité < ¢, ce qui conclut la démonstration. O

Théoréme (2.4.3) (Shannon). — Soit (X,,) une suite de variables aléatoires prenant
leurs valeurs dans un ensemble fini A, indépendantes et de méme loi p; posons
€ = Yavea Papr(log(pa/pp))> Pour tout entier n > 1, munissons lensemble A"
de la loi produit. Soit € un nombre réel > o et soit A" lensemble des (a,, ..., a,)
tels que

e n(HX)+e) ¢ P(X,=a,....X,=a,) < e n(HEX)-e),

Ona

P(AM) >1- —

bl
2ne?
et
c

(1- Ye"HX)=8) ¢ Card(A?) < e"(H(X)+e),

Reformulons un peu cet énoncé : 1 — P(A?) est la probabilité du complémen-
taire de A”, et est majorée par c/2ne?; lorsque n est grand, elle est arbitrairement
petite. Autrement dit, lorsque 7 est grand, la plupart des tirages (a,, ..., a,) ont
une probabilité voisine de e "H(X)), et il y a environ e"H(X) tels tirages. Autre-
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ment dit encore, lorsquon effectue un grand nombre # de tirages, tout se passe
comme si lon avait effectué un tirage au sort équitable parmi e”H(X:) valeurs —
cest linterprétation statistique de lentropie.
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Démonstration. — Quitte a modifier I'univers en lui enlevant un ensemble de
probabilité o, puis lensemble A par lensemble des valeurs des Xy, on suppose
que P(X; =a) > opourtouta € Aettoutk € {1,...,n}.Soitalors p: A > R
lapplication définie par ¢(a) = —log(P(X, = a)).

Comme les X sont indépendantes et de méme loi, on a

P(X,=a,....X,=a,)=P(X,=4a,)...P(X,, = a,)
=P(X,=a,)...P(X;=a,),

soit encore
1 1 & 1 &
—=log(P(X,=a,,..., Xy =a,)) =—— Y log(P(X, = ax)) = = > ¢(ax).
n ni- g

On munit lensemble A de la loi de X,; quitte a le remplacer par lensemble
des a € A tels que P(X, = a) > o, on suppose que P(X, = a) > o pour tout a € A.
On munit alors lensemble A" de laloi produit. OnaP(ay, ..., a,) = [Tj_, P(X, =
a). Sur cet espace probabilisé A", on pose Ui (ay, ..., a,) = ¢(ax).

Les variables aléatoires U,, ..., U, sont indépendantes. Elles ont méme loi :
pour touta € A,ona

P(Uy = ¢(a)) = P(X, = a),

etP(Uy =t)=osit ¢ @(A). Elles sont despérance et de variance finies car elles
ne prennent qu'un nombre fini de valeurs. De plus, on a

H(X,) = - Mwix_ =a)log(P(X,) = a)) = E(U,).

Diapres I'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff, on a

P _E%TwMS_vm <V(U,)/ne
k=1

1 & 1
=3 Uk(ays...»a) = ——1og(P(X, = a,, X, = as,..., Xy = ay)).
né n

Il reste a calculer la variance V(U,) de U,. Par définition, on a

V(U,) = E((U, - E(U,))*) = E(U}) - E(U)*,



