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A. SUITES ET SERIES

ANALYSE

s
E' Exercices d’analyse — suites, séries, fonctions
E A. CHAMBERT-LOIR

EXERCICE 1

Soit (x,) une suite de nombres complexes.

n
Pour tout n > 1, on pose y, = % > X
k=1
On suppose que (x;) converge vers un nombre

complexe ¢; démontrer que y, converge
vers £.

On suppose que les x;, sont réels. Démontrer
que

lim x, < limy, <limy, <limx,.

Donner un exemple ou la suite (y,) converge

mais ol la suite (x;) ne converge pas.

n
(Variante) On pose z, = 27" ¥ (})x¢. Si la

k=0
suite (x,) converge vers ¢, démontrer qu’il en

est de méme de la suite (z,). Analogues pour
les limites inférieure et supérieure.

(Variante) On suppose les x; strictement po-
sitifs, on pose ¢, = )Y et dy = xpe1/xp.
Démontrer que limd, < limc, < mcn <
limd,,. Application : comparaison des critéres
de D’Alembert et de Cauchy sur le rayon de
convergence d’'une série entiere Y u,z".

EXERCICE 2

Soit (x;) une suite de nombre réels telle que
Xpn+1—Xn — 0.

Montrer que ’ensemble de ses valeurs d’adhé-
rence est un segment non vide de R = Ru{+oo}.
Soit f: R — R une application continue. On
suppose que x,4+1 = f(x,) pour tout n. Dé-
montrer que la suite (x;,) converge.

EXERCICE 3

1 Soit (x;) une suite de nombres réels telle
que Xm+n < Xm + X pour tout couple (m,n).
On pose ¢ = ,if;l;(x"/n)' Démontrer que la

suite (x,/n) converge vers ¢.

2 Soit E un espace vectoriel normé et u un
endomorphisme continu de E. On note |||
la norme sur E et la norme dopérateur
sur End(E). Démontrer que la suite (U™t
converge. Lorsque E est de dimension fi-
nie, calculer sa limite en fonction des valeurs
propres de u.

EXERCICE 4
Soit (x;) une suite telle que xy > 0 et x,4+1 =
V1+x, pour n>0.
1 Démontrer quelafonction x— /1 + x posséde
un unique point fixe, a, dans R . Calculer a.
2 Démontrer que la suite (x,) est monotone et
convege vers a.
3 On suppose xy # a; démontrer que %
n
converge vers 1/2y/1+a. En déduire que la
suite de terme général —% log |x, — al converge

vers log(2v1+a).

EXERCICE 5
Soit a un nombre réel strictement positif; on
définit une suite (x,) par récurrence en posant
2
1 Quelles sont les éventuelles limites de la
suite (x;) ?

x0=1etxn+1=l(xn+xi) pour n > 0.



2 Démontrer que la suite de terme général
|xn -va | est strictement décroissante.

3 Démontrer que les suites de terme général res-
pectivement x», et x2,+1 sont adjacentes.

4 On pose y, = —10g|xn— \/E| Démontrer que
la suite de terme général y,.; —2y, converge.
En déduire que la suite de terme général y, /2"
converge.

EXERCICE 6
Soit (x;) une suite de nombres réels telle que
Xp+1 = sin(xy) pour tout entier n et 0 < xo < 7.

1 Démontrer que 0 < sin(x) < x pour tout
x€]0,m[.

2 Démontrer que la suite (x,) est strictement dé-
croissante et tend vers 0.

3 Calculer

. 1 1
lim ——-—.
x—0*sin“(x) X

4 Démontrer que la suite (nx‘,%) converge vers 3.

EXERCICE 7
Soit (x;) une suite de nombres réels telle que
Xo>0et xp41=Xx,/(1 +x:,zl).

1 Démontrer que x, >0 pour tout n.

2 Démontrer que la suite (x,) est strictement dé-
croissante et converge vers 0.

3 Démontrer qu’il existe un unique nombre

réel a tel que x;,,, — x5, ait une limite finie non
nulle lorsque n — +oo.

4 En déduire un équivalent de x, lorsque n —
+00.

EXERCICE 8
Soit (x;) une suite de nombres complexes;
pour tout n, on pose ¥, = X, +2Xp41 -

1 Pourtout n, calculer x;, enfonction des termes
de la suite (y;) etde xp.

2 On suppose que la suite (y,) converge; dé-
montrer que la suite (x;) converge et calculer
sa limite.

EXERCICE 9
Soit f: Ry — R une application monotone; on
pose F(x) = foxf(t)dt pour tout x > 0. On

n
poseaussi S, = Y. f(p).
p=1

1 On suppose que F(x) a une limite finie
quand x — +oo. Démontrer que la suite (S;)
converge.

2 On suppose que F(x) — +oo quand x — +o0;
démontrer que S,, ~ F(n).

3 Expliquer comment I'introduction de la fonc-
tion g définie par g(x) = f(x) —f;“f(t)dt
peut améliorer I'équivalent précédent.

4 En appliquant la méthode précédente a
la fonction donnée par x — log(x), dé-
montrer que la suite de terme général
log(n!) — (n+ %) log(n) + n converge.

5 En déduire qu’il existe un nombre réel C > 0
tel que n! ~ Cn"e "/n (formule de Stir-
ling). (Lexercice 10 sur les intégrales de Wal-
lis, [y sin(x)"dx, permet de démontrer que

C=vV2r)

EXERCICE 10
Pour tout entier » > 0, on pose I, =
fO”/ 2sin(x)" dx (intégrales de Wallis).

1 Démontrer que I'on a I;1; = #In_l pour
toutentier n > 1.

2 Endéduire que

7w (2n)! (2"nh?

T2 22 @n+1)!

3 Enobservant que Iy;+1 < oy < Ip—-1, démon-
trer que 4nly,lry—1 — m quand 1 — +oo.

4 Onrappelle (exercice 9) qu’il existe un nombre
réel C > 0 tel que n! ~ Cn"e™"\/n. Démontrer
que C=/2x.

2n et Dbpy1=



B. FONCTIONS

EXERCICE 11
Soit I =]a;b[ un intervalle ouvert de R (éven-
tuellement non borné) et soit f: I — R une
fonction dérivable.

1 On suppose que f a des limites finies en a
et b, et qu'elles sont égales. Démontrer que
[ est bornée et qu'il existe ¢ € ]a;b[ tel que
f(c) =supf ou f(c) = inff. Démontrer que
f'(c) =0. (Rolle « a l'infini »)

2 On suppose que liglf’ <0 et liinf’ > 0.
Démontrer que f est minorée et qu'il existe
cela; bl tel que f'(c)=0.

3 Démontrer qu'une fonction dérivée vérifie le
théoréeme des fonctions intermédiaires. (Théo-
reme de Darboux)

4 Soit f lafonction x — x?sin(1/x). Démontrer
que [ est dérivable sur R mais que f’ n’est pas
continue.

EXERCICE 12
Soit ay,...,a, des nombres réels deux a deux
distincts, soit Py,..., P, des polynémes de de-
grés dj,...,dy, etsoit f: R— R la fonction dé-
n
finie par f(x) = ). Pr(x)exp(arx).
k=1
Démontrer par récurrence sur n+ ) di que f
a au plus (}_d) zéros dans R. (Se ramener

au cas ou a, = 0 et appliquer le théoréme de
Rolle.)

EXERCICE 13
Soit f une fonction de classe &1 sur [a; b] et
2" sur la, b|.

1 On suppose que f possede n + 1 zéros
dans [a, b]. Démontrer que f (M gannule.

2 Soit (ay,...,a,) des nombres réels distincts ap-
partenant a [a,b] tels que f(a;) = 0 pour
tout i. Soit ¢t € [a,b] un nombre réel dis-
tinct des a; et soit A = f(t)/ﬁl(t— ai).

i=

En considérant la fonction g donnée par

gx) = f(x)— A ﬁ (x — a;), démontrer qu’il
i=1
existe ¢ € ]a, b[ tel que

n

_ 1w
f(t)—af”(é)l'[(t—a,-).

i=1
Soit P le polynéme d’interpolation de La-
grange pour f aux points a;; démontrer
que ||P—f||Oo < (b-a)"M,/n!, ou M, =
sup |f" ().

tela,bl

EXERCICE 14

5

Soit p un entier > 1. et soit f: R} — R une
fonction de classe €7 telle que f")(x) a une
limite finie quand x — 0 (en restant > 0).

On suppose p = 1. Démontrer qu’il existe une
unique fonction continue F sur R; qui coin-
cide avec f sur R}. Prouver que F est de
classe €.

Démontrer qu'il existe une unique fonction
continue F sur R, quicoincide avec f sur R},
et que F estde classe €7.

Dans la suite de l'exercice, on considere la
fonction f: R— R définie par f(x)=0si x<0
et f(x)=e ¥ six>0.

Démontrer que la restriction de f a R* est de
classe €.

Démontrer qu’il existe pour tout entier n un
polynome P, tel que fU(x) = P,(x)e”V/*/x*"
pour tout x > 0.

Démontrer que [ est de classe €.

EXERCICE 15

Soit p un entier > 1 et soit f: R — R une fonc-
tion de classe €7 telle que f(0) = 0. On pose
g(x) = f(x)/x pour x#0 et g(0) = f'(0).
Démontrer que g est continue sur R.
Démontrer que g est de classe ¢” sur R* et
que I'on ala formule, pour x #0 et m < p,

mep SV
xm—p+1°

m

(M) n m!
g™ =) =D
k=0




En appliquant la formule de Taylor entre x et 0,
démontrer que g (x) — ﬁ(—l)mf(m“) 0)
quand x — 0.

En déduire que la fonction g est de classe €7~}
sur R.

Démontrer que g(x) = fol f'(xt)dt, pour tout
x € R. En déduire une autre démonstration de
la question précédente.

EXERCICE 16

Soit f la fonction de R dans R donnée par
fin=ert.

Démontrer qu’il existe, pour tout entier n,
un unique polynome P, tel que fU(r) =
Pu(ne "

Démontrer que deg(P,) = n. Prouver aussi que
P, est dela méme parité que n.

En dérivant de deux facons la relation f' =
-2t f,démontrer que P, +2tP,+2nP,_1 =0
et P, —2tP),+2nP,=0.

Démontrer que P, est scindé sur R.

EXERCICE 17

1

Soit f: R* — R la fonction définie par f(f) =
e llt.

Démontrer que f est de classe €. et qu'il
existe une unique suite (P,) de polynémes
telle que fU2(f) = P,(e !/t pour tout
neN ettout e R*.

Démontrer que

Ppi1(8) + (£ +n+1)Py(8) + ntPy_1(£) = 0.

Démontrer que P, est scindé sur R et que ses
racines sont toutes strictement négatives.

EXERCICE 18

Soit p un entier naturel et soit f: R — R
de classe €P. Pour tout k, on pose Mj =
sup|f®].

On suppose que p > 2 et que [ et f” sont
bornées. En écrivant la formule de Taylor a
I'ordre 2 pour f(x+ h) et f(x— h), démontrer

que f’ estbornée et que M; < v2My M. Trou-
ver une fonction f pourlaquelle la constante 2
est optimale.

2 On suppose de plus que f est positive; dé-
duire de la question précédente que M; <
VMoMa /2.

3 On suppose que f et f”) sont bornées. Dé-
montrer que pour tout entier k € {1,...,p -1},
f® est bornée et que

M < zk(p—k)/ZMé—k/pMI’;/p'

EXERCICE 19
Soit F une fonction continue de R+ dans R
telle que lintégrale impropre [;°F(x)dx
converge.

1 Démontrer que pour tout x € R, et tout £ >0,
il existe y > x tel que |F(y)| < . Donner un
exemple oli F(x) ne tend pas vers 0 quand
X — +o0.

2 On suppose de plus que F est de classe €.
Démontrer que pour tout x € R; et tout € >0,
il existe y > x tel que |F'(y)| <e.

3 Soit f une fonction de classe ¥ de R dans R.
On suppose que f € L*(R) et f" € L*(R).
Démontrer que f' € L2R) et que |f'|> <

(FAPY NS P

EXERCICE 20
Pour toute application continue f: [0,1] — R,
on définit une application T, f de [0,1] dans R

B ln—l Xtk
par Ty, f(x) = nkgﬂf( +2).
1 Démontrer que || T, f |, < | fl-
Démontrer que la suite (T, f(x)) converge
vers fol f(t)dt. (La convergence est méme uni-
formeen x.)

3 Démontrer qu’il existe une application conti-

nue f: [0,1] — R telle que pour x €]0,1[, on
1
ait f(x) =cot(mx) — ————.
fx) (x) * 1-x
4 Démontrer que pour tout nombre réel x € R\Z,

ona

1 & 2x
meot(mx) ==+ )
x

n=1 x2—n?’
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