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EXERCICE 1

Soit K un corps fini, soit g son cardinal. Soit n un entier.

1 Quelestle cardinal du groupe GL,(K) ? du groupe SL,(K) ?

2 Pour k €{0,...,n}, dénombrer I'ensemble des sous-espaces de dimension k
de K".

3 Pour k€{0,...,nletl1<i;<---<ip<n,dénombrer ' ensemble des matrices
n x k dont la forme réduite échelonnée par colonnes a pour indices de pivots
la suite {iy,..., ix}. Comparer avec la question précédente.

EXERCICE 2
Soit d un élément de N U {+oco} et soit E le sous-espace vectoriel de K[T]
formé des polyndmes de degré < d.

1 Démontrer que la famille des polynémes (T"),; est une base de E.

2 Soit (P,)p<q une famille de polynomes telle que deg(P,,) = n pour tout n.
Démontrer que c’est une base de E;. Quelle est la forme de la matrice de
changement de base de celle de la question précédente a celle-ci?

3 Onsuppose d < oo. Démontrer que la famille (7" (1 - T)%""1)g<cq<n_1 €st une
base de E,;. Décrire la matrice de changement de base de celle de la question 1
a celle-ci ainsi que son inverse.

EXERCICE 3

1 Pour a € R, on note f,;: R — R la fonction définie par f,(x) = exp(ax). Dé-

montrer que la famille (f,),cg est libre.



2 Soit I un intervalle ouvert de R, non vide. Pour a € R et n € N, on note g, .,
la fonction de I dans R donnée par g, ,(x) = x" exp(ax). Démontrer que la
famille (g, ) estlibre.

EXERCICE 4
Soit K un corps (commutatif).

1 Soit f: Mat,(K) — K une application linéaire telle que f(AB) = f(BA) pour
A, B € Mat, (K). Démontrer qu'’il existe un unique élément c € K tel que
f(A) = cTr(A) pour tout A € Mat,(K).

2 On suppose que K est de caractéristique zéro. Soit ¢: Mat,(K) — Mat,(K)
un morphisme d’algebres. Démontrer que ¢(Tr(A)) = Tr(¢(A)) pour tout A €
Mat, (K).

3 Soit J le sous-espace vectoriel de Mat,(K) engendré par les matrices de la
forme AB—BA.Démontrer que J est unidéal bilatere de Mat, (K) (pour A€ J
et B € Mat,(K), AB et BA appartiennent a /), que la relation de congruence
modulo J est est compatible avec la structure d’algebre de Mat,(K), et que
I'algebre quotient Mat,, (K)/J estisomorphe a K.

EXERCICE 5
Soit V, W des K -espaces vectoriels, soit f: V — W une application linéaire.
Soit V' un supplémentaire de Ker(f) dans V et soit W’ un supplémentaire
de Im(f) dans W. Démontrer qu'’il existe une unique application linéaire g €
Z(W;V) telle que Ker(g) = W', Im(g) = V', fogof=fetgofog=g.

EXERCICE 6
Soit V un K -espace vectoriel de dimension finie. Soit W, W' des sous-espaces
vectoriels de V' ; on suppose que dim(W) = dim(W'). Démontrer qu'’il existe
un sous-espace vectoriel de V' qui est un supplémentaire a la fois de W et
de W',



EXERCICE 7

1

2

Calculer les inverses des matrices

Soit a, b des éléments de K. Déterminer le carré et l'inverse de la matrice

a b ... b

EXERCICE 8

Soit n un entier et soit (x;,...,Xx,) une suite de nombres réels telle que
X < X <--- < Xx,.Soit d et k des entiers et soit E '’ensemble des fonctions
de classe €% sur R dont la restriction a chacun des intervalles —oo; x;],
[x1; X215 .., [Xn—1;Xn], [xn;+00[ est la restriction d’'une fonction polynomiale
de degré < d. Prouver que E est un sous-espace vectoriel de 'espace € *(R)
et déterminer sa dimension. (Commencer par les cas particuliers d =0, 1,2,
d’une part, k =0,1 d’autre part.)

EXERCICE 9

Wy -

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et soit f un endomorphisme
de V. Pour tout n, on pose u, = dim(Ker(f")).

Démontrer que la suite (u,) est croissante.

On suppose que u,,1 = U, ; démontrer que u,, = u, pour tout entier m > n.
Démontrer que la suite (u,.; — u,) est décroissante.

Soit (u,) une suite croissante d’entiers naturels telle que 0 < u,, < dim(V)
et telle que la suite (u,+; — u,) soit décroissante. Construire un endomor-
phisme f de V tel que u, = dim(Ker(f")) pour tout n. (Commencer par des



cas particuliers; supposer par exemple que u, = dim(V), ou bien u, = u;, ou
bien que u3 = u,.)

EXERCICE 10

1 Soitu: U—V et v: V— W des applications linéaires. On suppose que u est
de rang fini (c’est-a-dire que rg(u) = dim(u(U)) < oco). Démontrer que vo u
est de rang fini et que 'on a

rg(u) —rg(vou) = dim(Ker(v) NnIm(u)) ;

en particulier, rg(vo u) <rg(u).
2 Onsuppose que v estde rang fini; démontrer que vo u est de rang fini et que
l'ona
rg(v) —rg(vo u) = codim(Ker(v) + Im(u)) ;
en particulier, rg(vo u) <rg(v).
3 Soit u,v: V— W des applications linéaires. Démontrer les inégalités

lrg(w) —rg(v)| < rg(u+v) <rg(w) +18(v).

Analyser les cas d’égalité.

EXERCICE 11
Soit A = (a;,;) une matrice de Mat,(R).
1 Onsuppose que que

n
|@ii > @i
j=1
J#i
pour tout i. Démontrer que A est inversible.
2 Meéme question sous I'’hypothése que pour tout j,

n

|aj ;| >3 |ai|-

i=1
i#£]



