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un
poste

de
radio

ou
de

télévision,éventuellem
entassocié

à
un

«décodeur»
danslecasdelatélévision

num
ériqueterrestreou

delatélévision
parInternet,

un
téléphone,un

ordinateurreliéau
réseau

Internet,etc.
–

Le
canalestlem

edium
physiqueparlequell’inform

ation
esttransm

isede
l’ém

etteur
au

récepteur
:l’air

pour
la

transm
ission

de
la

radio/télévision
par

voiehertzienne,laûbreoptiquedu
fournisseurInternet,lescâblesen

cuivredu
réseau

de
téléphone,etc.C

om
m
e
toutobjetphysique,ce

canalestsujetà
des

perturbations—
du
bruit—

parlesquelleslesignalquiparvientau
récepteur

diòèredeceluienvoyéparl’ém
etteur.

Lathéoriem
athém

atiquedela
com

m
unication

viseàanalyserdansquelles
conditionsun

canaldonné,soum
isàun

certain
bruit,peut,ou

pas,transm
ettre

l’inform
ation

voulue.D
eux

théorèm
esdeShannon

(1948)répondentainsiaux
questionssuivantes:
a)
À

quellevitesseest-ilpossibledetransm
ettrecetteinform

ation?
b)

En
présencedebruit,est-ilpossibledetransm

ettrecetteinform
ation

de
m
anièreûable?

Silecanalperm
etdediòusercsym

bolesparunitédetem
ps,ilsem

bleévident
qu’on

peuttransm
ettreun

m
essagedeN

sym
bolespendantun

tem
psN

/c,m
ais

peut-on
fairem

ieux?Ensuite,com
m
entdétecterunem

auvaisetransm
ission

de
certainssym

boleset,éventuellem
ent,lescorriger?

Le
présupposé

de
base

de
la

théorie
estque

lesm
essagesà

transm
ettre,du

fait-m
êm
e
de

leurorigine,ne
sontpasarbitraires.Sic’estun

texte,certaines
lettresserontplusfréquentesqued’autres;sic’estl’enregistrem

entd’unevoix
ou

d’un
m

orceau
dem

usiquecertainesfréquencesserontabsentesdu
signal,sans

m
êm
etenircom

ptedu
faitquel’oreillehum

ainenelesperçevrapas.
D
ansson

article,Shannon
(1948)proposeunem

esuredela«quantitéd’infor-
m
ation

»contenuedansun
signal,qu’ilappelleentropie.Plusexactem

ent,ils’agit
delaquantitéd’inform

ation
contenuedansl’ensem

bledessignaux
susceptibles

d’êtrestransm
is.Sadéûnition

estdenatureprobabiliste.

(1
)À

l’exception
notabledelaradio

fm
,laradio

num
ériqueterrestre(dab)peinantàdécoller.
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u
0

sinc(u)

Figure
3.5.2.2.

G
raphedu

sinuscardinal

3.6.
_
éorèm

e
d’échantillonnage

_
éorèm

e
(3.6.1).—

Soit
f∶R

→
C

une
fonction

continue
telle

que
x

2f(x)
soit

borné,lorsque
x
varie.A

lors
f
estintégrable

surR
,eton

suppose
qu’ilexiste

un
nom

bre
réelW

telque
f̂(y)=

0
pourtouty∈

R
telque∣y∣⩾

W
.A

lors,pourtout
x
∈
R
,on

a
la
form

ule,

(3.6.1.1)
f(x)=

∞∑n
=
−
∞

f(
n2W

)sinc(x
−

n2W
).

Autrem
entdit,en

échantillonnantlesignaldonnépar
f
à
la
fréquence2W

,
on

peutlereconstituerexactem
ent!

3.6.2.
—

Selon
Shannon

(1949),l’idéequel’on
puissereconstruireun

signalen
l’échantillonnantàunefréquenceau

m
oinsdoubledelaplusgrandefréquence

intervenantdansun
signalétaitbien

connuedesspécialistesdelathéoriedela
com

m
unication

—
«com

m
on

know
ledgein

thecom
m
unication

art».L’apportde
cetarticleestainsidedonnneruneform

uleexplicitepourcettereconstruction.
Shannon

(1949)adm
etaussiquecetteform

uleavaitdéjàétédém
ontrée,sous

une
form

e
ou

sousune
autre,pardiversm

athém
aticiens;citonsparexem

ple
E.W

hittaker(1915),O
guro

(1920),Kotel’nikov
(1933).Ilinsistecependantque

c’estla
prem

ière
foisqu’elle

estexplicitée
dansle

contexte
de

la
théorie

de
la

com
m

unication.
C
ettehistoireun

peu
balbutianteexpliquepeut-êtrepourquoicethéorèm

e
d’échantillonnageestparfoisdénom

m
é
théorèm

e
de

N
yquist–Shannon.
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Po
so

ns

F n
(t
)=

1
n
+
1

n ∑ k=
0
D

k(
t)

;

ce
tte
fo
nc

tio
n
F n
es

ta
pp
el
ée

no
ya

u
de
Fe

jé
re

to
n
dé
du

it
de

l’é
qu
at
io
n
(3
.3.

3.3
)

qu
el

’on
a

T n
(f

)(
x)

=
∫

T

0
f(

t)
F n

(x
−

t)
dt

.

Le
no

ya
u
de
Fe

jé
re

st
pa

ir,
T-

pé
rio
di

qu
ee

td
’in

té
gr
al
e1
,e

tu
n
ca

lc
ul
ex

pl
ic
ite

pr
ou

ve
qu

’il
es

tp
os

iti
fe

t,
pl

us
pr
éc

isé
m
en

t,
vé

riû
el
es
co

nd
iti

on
sd
el

’ar
gu

m
en

t
de
co

nv
ol

ut
io
n.
A
in

si,
si
f
a
de

sl
im

ite
sà

dr
oi

te
et
à
ga

uc
he
en

x,
T n

(f
)(
x)

co
nv
er
ge

ve
rs

sa
ré
gu

la
ris
ée
f∗

(x
).

3.
4.
Fo

rm
ul
e
de

Pa
rs
ev
al

3.
5.

Tr
an

sf
or

m
at
io

n
de
Fo

ur
ie
r

3.
5.
1.
—

So
it
f
∶R
→
C

un
ef

on
ct
io
n
lo
ca

le
m
en

ti
nt
ég

ra
bl
et
el
le

qu
e ∫

∞ −
∞
∣f
∣<

+∞
.O

n
dé
ûn

it
al
or

ss
at

ra
ns
fo
rm
ée
de
Fo

ur
ie
r
f̂
pa

rl
af

or
m

ul
e

(3
.5
.1.

1)
f̂(
y)

=
∫

∞

−
∞
f(
x)
e−

2π
ix
y
dx

.

Ex
em

pl
e
(3
.5
.2
).
—

So
it
W

un
no

m
br
e
ré
el
⩾
0
et

so
it
f
∶R
→
C

la
fo
nc

tio
n

dé
ûn

ie
pa

r
f(
x)

=
1p

ou
rx

∈[
−W

;W
],
et

pa
r
f(
x)

=
0

sin
on

.O
n
a,

po
ur

y
≠
0,

f̂(
y)

=
∫

∞

−
∞
f(
x)
e−

2π
ix
y
dx

=
∫

W

−
W
e−

2π
ix
y
dx

=
[

1
−2

πi
ye

−
2π

ix
y ]

W −
W
=
e−

2π
iW

y
−
e2

πi
W

y

−2
πi
y

=
sin

(2
π
yW

)
π
y

=
2W

sin
c(

2π
yW

),

où
la
fo
nc

tio
n

sin
c,

us
ue

lle
m
en

ta
pp
elé
es

in
us
ca

rd
in
al
,e

st
dé
ûn

ie
pa

r

(3
.5
.2
.1)

sin
c(
y)

=
sin

(y
)/
y

po
ur

y
≠
0,
et

sin
c(
0)

=
1.
Po

ur
y
=
0,

on
tro

uv
e
f̂(
y)

=
2W

,d
es

or
te

qu
ec
et
te

fo
rm

ul
ee

st
en
co

re
va

la
bl
e.

C
H
A
PI

T
R
E

1

EN
T
R
O
PI
E
ET

IN
FO

R
M
A
T
IO

N
M

U
T
U
EL

LE

1.1
.
En

tr
op

ie
d’
un
e
va

ri
ab

le
al
éa

to
ir
e

1.1
.1.
—

O
n
dé

sig
ne

ic
ip
ar

lo
g∶

R
>
0
→

R
la
fo
nc

tio
n
lo
ga

rit
hm

eu
su
el
le
,f
on
c-

tio
n

ré
ci
pr

oq
ue
de

la
fo
nc

tio
n
ex

po
ne

nt
ie
lle
,a

ut
re
m
en

td
it
le

lo
ga

rit
hm

en
ép
e-

rie
n.
C
’es

tu
ne
fo
nc

tio
n
de
cla

ss
eC

∞
,c

on
ca
ve
,s

tr
ic
te
m
en

tc
ro

iss
an

te
.

x
1

2
3

4
5

−2−112 0

lo
g(
x)

Fi
gu

re
1.1

.1.
1.

G
ra
ph
ed
el
af

on
ct
io
n
«l

og
ar

ith
m
en
ép
er

ie
n
»

O
n
al
es

lim
ite

s:

(1
.1.

1.2
)

lim x→
0+

lo
g(
x)

=
−∞

,
lim x→
+
∞

lo
g(
x)

=
+∞

.

O
n
aa

us
si

le
sl

im
ite

s,
po

ur
to

ut
no

m
br
er
ée

lα
>
0
:

(1
.1.

1.3
)

lim x→
0+
xα

lo
g(
x)

=
0,

lim x→
+
∞
x−
α
lo
g(
x)

=
0.

La
fo
nc

tio
n
x
↦
−x

lo
g(
x)
de

]0
;1
]d
an

sR
es

tà
va

leu
rs

po
sit

iv
es

ou
nu

lle
s.
El

le
ap

ou
rl
im

ite
0
en

0,
ce

qu
ip
er

m
et
de

la
pr

ol
on

ge
rp
ar
co

nt
in

ui
té
en

0,
de

va
leu

r0
.

Ce
la

ju
sti
ûe
au

ss
il
ac

on
ve

nt
io
n
d’é
cr

itu
re
0×

lo
g(
0)

=
0.
Ce

tte
fo
nc

tio
n
es

ta
us

si
in
dé
ûn

im
en

td
ér

iv
ab

le
su

r]
0;

1[,
de
dé

riv
ée

x
↦
−
lo
g(
x)
−
1=

−
lo
g(
ex

);
el
le
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ELLE

estdoncstrictem
entcroissantesurl’intervalle[0;1/e]etstrictem

entdécroissante
surl’intervalle[1/e;1].C

om
m
esadérivéesecondeestlafonction

x
↦
−1/x,de

valeurstrictem
entnégativesur]0;1],cettefonction

eststrictem
entconcave.

x
0,1

0,2
0,3

0,4
0,5

0,6
0,7

0,8
0,9

1

0,1

0,2

0,30

−x
log(x)

Figure
1.1.1.4.

G
raphedelafonction

x
↦
−x

log(x)

1.1.2.
—

Sia
estun

nom
breréel>

0,le«logarithm
een

base
a
»estlafonction

donnéepar

log
a (x)=

log(x)
log(a) .

Elle
vériûe

despropriétéssim
ilairesau

logarithm
e
néperien,quiestle

casoù
a
=
e=

2,718...Lecasa
=
10
estcouranten

physique;en
théoriedel’inform

ation,
nousverronsqu’ilestnatureldeprendre

a
=

2.

D
éûnition

(1.1.3).—
L’entropie

d’une
variable

aléatoire
discrèteX

estdéûnie
par

(1.1.3.1)
H
(X)=

∑x
(−P(X

=
x)log(P(X

=
x))).

L’entropieestdoncdéûniecom
m
elasom

m
ed’unesérie,indexéeparlesvaleurs

possiblesx
delavariablealéatoireX.D

anscettedéûnition,on
utilielaconvention

0
log(0)

=
0;on

peutdonc
ne
considérer,sil’on

veut,que
lesvaleurs

x
pour

lesquellesP(X
=
x)eststrictem

entpositive.Cettesérieestàterm
espositifscar

uneprobabilitéappartientà[0;1],doncson
logarithm

eestnégatif.Ilen
résulte

doncquelasom
m
edecettesérieestbien

déûnie,en
tantqu’élém

entde[0;+∞
].

ElleestûniesiX
neprend

qu’un
nom

breûnidevaleurs.
O
n
peutbien

sûrladéûnirdanstoutebase
a
>
0.

(1.1.3.2)
H
a (X)=

∑x
(−P(X

=
x)log

a (P(X
=
x)) )=

H
(X)

log(a) .
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E
D
E
D
IRICH
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Pourtoutnom
breréelrtelque0

⩽
r<

1,posons

(3.3.7.1)
P

r (f)(x)=
∞∑k
=
−
∞

ck (f)r
∣k
∣e 2πikx

/T.

Com
m
elescoeõ

cientsdeFourierde
fsontbornés,lefacteursupplém

entairer
∣k
∣

entraîneunem
ajoration

desterm
esdecettesérie(inûniedanslesdeuxsens)par

lesterm
esd’unesériegéom

étrique,sibien
quecettesérieconvergenorm

alem
ent

etsa
lim

iteestunefonction
continuede

x.O
n
peutexprim

erP
r (f)defaçon

analogueàlaform
ule(3.3.3.3):

P
r (f)(x)=

∞∑k
=
−
∞

1T
∫

T

0
f(t)e

−2πikt/Tdtr
∣k
∣e 2πkx

/T

=
∫

T

0
f(t) 1T

∞∑k
=
−
∞

r
∣k
∣e 2πik

(x
−
t)
/Tdt

=
∫

T

0
f(t)K

r (x
−

t)dt,

où
lafonction

K
r ,noyau

de
Poisson,estdéûnipar

K
r (t)=

1T

∞∑k
=
−
∞

r
∣k
∣e 2πikt/T.

O
n
peut,en

fait,calculerprécisém
entK

r :

K
r (t)=

1+
∞∑k
=1 r ke 2πikt/T+

∞∑k
=1 r ke

−2πikt/T

=
1+

re 2πit/T

1−
re 2πit/T

+
re

−2πit/T

1−
re

−2πit/T

=
1−

r 2

1−
2rcos(2πt/T)+

r 2

Cetteform
uleperm

etdeconstaterquelenoyau
dePoisson

estpositifetconverge
uniform

ém
entvers0

surtoutintervalle[δ;T
−
δ];sa

déûnition
m

ontreaussi
qu’ilestpairetd’intégrale1.A

lors,un
argum

entdeconvolution
dém

ontreque
K

r (t)(x)
converge

versla
régularisée

f
∗(x)

de
f
en

toutpointx
telque

f
ait

deslim
itesàdroiteetàgauche.

U
n
autreprocédéconsisteàintroduirelesm

oyennes,au
sensdeC

esáro,des
som

m
espartiellesS

n (f)(x),etdeposer

(3.3.7.2)
T

n (f)(x)=
1

n
+
1

n∑k
=0 S

n (f)(x).
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so
ie
nt

in
fé
rie

ur
es
à
ε.

C
ho

isi
ss
on

se
ns

ui
te

un
e
su

ite
ûn

ie
cr
oi

ss
an

te
(a

0,
..

.,
a n

)t
el
le

qu
e
a
=
a 0

et
a n

=
b,
et

te
lle

qu
e
po

ur
to

ut
k
∈

{1
,.

..
,n

},
la
fo
nc

tio
n

h
so

it
co

nt
in

ue
su

r]
a k

−
1,
a k

[e
ta

it
un
el

im
ite
àd

ro
ite
en
a k

−
1,e

tà
ga

uc
he
en
a k

.N
ot
on

sh
k
la
fo
nc

-
tio

n
co

nt
in

ue
su

r[
a k

−
1,
a k

]q
ui
co

ïn
ci
de
av
ec

h
su

rl
’in

te
rv
al
le

ou
ve

rt
]a

k−
1,
a k

[.
El

le
es

tu
ni
fo

rm
ém
en

tc
on

tin
ue
:i
le
xi

ste
do

nc
un

no
m
br
er
ée

lδ
>
0
te
lq

ue
po

ur
to

us
x,

y
∈[
a k

−
1,
a k

]t
els

qu
e∣
x
−
y∣
⩽
δ,

on
ait

∣h
k(
x)
−

h k
(y

)∣
<
ε.

Su
bd

iv
iso

ns
al
or

sl
’in

te
rv
al
le

[a
k−

1,
a k

]e
n

so
us

-in
te
rv
al
le
sd
el

on
gu
eu

r<
δ
et

no
to
ns

g k
la

fo
nc

tio
n
co

ns
ta
nt
es

ur
l’i
nt
ér

ie
ur
de
ch
ac

un
de
ce

si
nt
er
va

lle
se

tq
ui
co

ïn
ci
de

av
ec

h k
en

le
ur

m
ili
eu
b k

=
(a

k
+
a k

−
1)/

2.
Su

rc
ha
cu

n
de
ce

si
nt
er
va

lle
sI
,o

n
a

∣g
k(
x)
−
h k

(x
)∣
<
ε,
do

nc
l’i
nt
ég

ra
le

su
rI
de

∣g
k
−
h k

∣e
st

m
ajo

ré
ep
ar
εℓ

(I
).
Fi
na

-
le
m
en

t,
∫a

k
a k
−
1∣g

k
−

h k
∣<
ε(
a k
−
a k

−
1).

So
it

g
un
ef

on
ct
io
n

su
rR

qu
i,
po

ur
to

ut
k,

co
ïn
ci
de
av
ec

g k
su

rl
’in

te
rv
al
le

]a
k−

1,
a k

[,
et
es

tn
ul
le

ho
rs
de

l’i
nt
er
va

lle
[a

;b
].

C
’es

tu
ne
fo
nc

tio
n
en
es
ca

lie
re

tl
’on

a

∫
∞

−
∞
∣g
−

h∣
=
∫

a

−
∞
+
∫

b

a
+
∫

∞

b
∣g
−

h∣
⩽
ε(

2+
b
−
a)

.

D
ec
et
te

in
ég
al
ité
,o

n
dé
du

it
la

m
aj
or
at
io
n

∣ĝ
(ω

)−
ĥ(

ω
)∣
=
∣ ∫

∞

−
∞
(g

(t
)−

h(
t)
)e

−
iω

t d
t∣
⩽
∫

∞

−
∞
∣g
(t
)−

h(
t)
∣d

t⩽
ε(

2+
b−
a)
,

po
ur

to
ut

ω
∈R

.P
ar
ai
lle

ur
s,

on
a

ĝ(
ω
)=

n ∑ k=
1h(
b k

) ∫
a k

a k
−
1
e−

iω
t d

t

=
1 ω

n ∑ k=
1ih

(b
k)
(e

−
iω
a k
−
e−

iω
a k
−
1 ),

fo
rm

ul
eq

ui
pr

ou
ve

qu
e

lim ω
→
±
∞

ĝ(
ω
)=

0.

En
pa

rt
ic
ul
ie
r,

il
ex

ist
e
W

∈
R

te
lq

ue
∣ĝ
(ω

)∣
⩽
ε
dè

sq
ue

ω
vé

riû
e
∣ω

∣⩾
W

.
Po

ur
un

te
lω
,o

n
a
do

nc
∣ĥ
(ω

)∣
⩽
ε(

3
+
b
−
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.L
a
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m
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so
m

m
er

»u
ne

sé
rie

en
co

ns
id
ér
an

ts
es

so
m

m
es

pa
rt
ie
lle

s,
m
ai
si

ly
a
de

no
m
br
eu

se
sa

ut
re

s
pr

oc
éd
és
.D
eu
x
d’e
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at
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ce
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d’a

pp
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pi
e
de
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bl
ea

lé
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co

rr
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po
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an
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ta
in

si
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al
eà

6
⋅(
−1 6

lo
g(

1 6)
)=

lo
g(

6)
.

Pl
us

gé
né

ra
le
m
en

t,
un
ev
ar

ia
bl
ea

lé
at
oi

re
X

pr
en
an

tN
va

le
ur

s,
ch
ac

un
ea

ve
c

pr
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ab

ili
té

1/
N
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po
ur
en
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ie
lo
g(

N
).
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ue
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so

it
un
ep
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an
ce

de
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=
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,e
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ue
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pr
en

ne
se
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al
eu

rs
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lo
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u
dé
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en
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sc
e
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a
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=
lo
g 2
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e
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e
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pr
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:
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—
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elleprend
la
valeur1avecprobabilité

p
etla

valeur0
avecla

probabilité1−
p.

L’entropied’unetellevariablealéatoireestdoncégaleà

(1.1.5.1)
h(p)=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ −
plog(p)−

(1−
p)log(1−

p)
si0

<
p
<
1,

0
sip

=
0
ou

p
=
1.

p
0,1

0,2
0,3

0,4
0,5

0,6
0,7

0,8
0,9

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

1
0

h(p)

log(2)

Figure
1.1.5.2.

G
raphedelafonction

«entropie»

Puisquelafonction
x
↦
−x

log(x)estcontinuesur[0;1],indéûnim
entdéri-

vablesur]0;1[,dedérivée
x
↦
−
log(x)−

1,lafonction
h
estcontinue,indéûni-

m
entdérivablesur]0;1[,dedérivée

h
′(p)=

−
log(p)+

log(1−
p).

Sadérivéeseconde,donnéeparh
′′(p)=

−
1p
−

1
1−

p

eststrictem
entnégative

sur]0;1[,sibien
que

la
fonction

h
eststrictem

ent
concave.O

n
a
h
′(1/2)

=
0,ce

quientraîne
que

h
′(p)

>
0

pour
p
∈
]0;1/2[

eth
′(p)

<
0

pour
p
∈
]1/2;1[.La

fonction
h
estdonc

strictem
entcroissante

sur[0;1/2]etstrictem
entdécroissantesur[1/2;1].Elleatteintson

m
axim

um
en

lepointp
=
1/2,devaleurh(1/2)=

log(2).

3.3.TH
ÉO

RÈM
E
D
E
D
IRICH

LET
65

SoitA
une

partie
de

R
form

ée
de

pointsde
continuité

de
f;en

particulier,
f(x)=

f
∗(x)pourtoutx

∈A
,eton

peutécrire,com
m
eprécédem

m
ent,

S
n (f)(x)−

f(x)=
∫

T
/2

−T
/2 (f(x

−
t)−

f(x))D
n (t)dt.

D
eplus,on

peutappliquerl’inégalitédesaccroissem
entsûnis,d’où

unem
ajo-

ration
∣f(x

−
t)−

f(x)∣⩽
M

∣t∣,avec
M

=
sup∣f

′∣,de
sorte

que
la
fonction

h
x

introduiteplushautestm
ajoréeparM

,pourtoutx
∈A

.(...)

Lem
m
e
(3.3.6)

(«Lem
m
e
de

Riem
ann–Lebesgue»).—

Soit
h
∶R

→
C

une
fonction

localem
entintégrable

telle
que∫

∞−
∞ ∣h(t)∣dt<

+∞
.O

n
a
:

lim
ω
→
±
∞
∫

+
∞

−
∞

h(t)e
−
iω

tdt=
0.

Celem
m
evauten

particulierpourtoutefonction
continueparm

orceaux
qui

estnullehorsd’un
intervallecom

pactdeR.N
ousallonsd’ailleursessentiellem

ent
nouscontenterdeleprouverdanscecasparticulier.

D
ém

onstration.—
Pourallégerl’écriture,posons,pourtoutefonction

h
quiest

localem
entintégrableettelleque∫

∞−
∞ ∣h(t)∣dt<

+∞
,

ĥ(ω)=
∫

∞

−
∞

h(t)e
−
iω

tdt.

Supposonstoutd’abord
que

h
soitdeclasse

C
1surun

intervallecom
pact[a;b],

etnulleen
dehors.A

lors,on
peutintégrerparpartiesdansladéûnition

de
ĥ(ω),

d’où
:

ĥ(ω)=
[h(t)

iω
e
−
iω

t]
ba −

iω
∫

b

a
h
′(t)e

−
iω

tdt.

C
etteexpression

m
ontrequel’on

a

∣ω
ĥ(ω)∣⩽

∣h(a)∣+
∣h(b)∣+

∫
b

a
∣h
′(t)∣dt,

sibien
que∣ĥ(ω)∣=

O
(1/ω).En

particulier,lim
±
∞

ĥ(ω)=
0.

Sih
estseulem

entintégrable,cetargum
entnesuõ

tpascarla
form

uled’in-
tégration

par
parties

ne
sera

pas
valable.O

n
peut,en

revanche,l’approcher
«en

m
oyenne»

parunefonction
en
escalier,nullehorsd’un

intervallebornée.
Expliquonscom

m
entfaire

lorsque
h
estcontinue

parm
orceaux.Soitε

>
0;

choisissonsdesnom
bresréelsa

etb
telsque

a
<
b
ettelsquelesdeux

intégrales

∫
a

−
∞ ∣h(t)∣dt,

∫
+
∞

b
∣h(t)∣dt
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S n
(f

)(
x)
−
f∗

(x
)=
∫

T/
2

−
T/

2
f(
x
−

t)
D

n(
t)
dt

−
∫

0

−
T/

2
f(
x−

)D
n(

t)
dt
−
∫

T/
2

0
f(
x+

)D
n(

t)
dt

=
∫

T/
2

0
(f

(x
−

t)
−
f(
x−

))
D

n(
t)
dt

+
∫

0

−
T/

2(f
(x

−
t)
−
f(
x+

))
D

n(
t)
dt

=
∫

T/
2

0
( (
f(
x
−

t)
−
f(
x−

))
+
(f

(x
+

t)
−
f(
x+

))
) D

n(
t)
dt

.

C
om

m
e
f
es

td
e
cl
as

se
C

1
pa

r
m

or
ce
au
x,

f(
x−

t)
−
f(
x−
)

t
et

f(
x+

t)
−
f(
x+
)

t
on

tu
ne

lim
ite

qu
an
d

tt
en
d
ve

rs
0.
Au

tr
em
en

td
it,

il
ex

ist
e
un
e
fo
nc

tio
n
co

nt
in

ue
g x

su
r[
0;

T/
2]

te
lle

qu
e

(f
(x

−
t)
−
f(
x−

))
+
(f

(x
+

t)
−
f(
x+

))
=

tg
x(

t)

po
ur

to
ut

t∈
[0

;T
/2

].
O
n
éc

rit
al
or

s

S n
(f

)(
x)
−
f∗

(x
)=
∫

T/
2

0
g x

(t
)

t
T

sin
(π

t/
T)

sin
(π

(2
n
+
1)

t/
T)
dt

.

La
fo
nc

tio
n
dé
ûn

ie
pa

r
t
↦

t/
sin

(π
t/

T)
po

ur
t
∈
]0

;T
/2

]e
st
co

nt
in

ue
,e

ta
un
el

im
ite

(T
/π

)e
n
0;
ell
es
ep

ro
lo
ng
ep
ar
co

nt
in

ui
té
en

un
ef

on
ct
io
n
co

nt
in

ue
su

r[
0;

T/
2]

.A
lo

rs
,l
af

on
ct
io
n

h x
su

r[
0;

T/
2]
dé
ûn

ie
pa

r

h x
(t
)=

g x
(t
)

t
T

sin
(π

t/
T)

po
ur

t∈
]0

;T
/2

]s
ep

ro
lo
ng
ep
ar
co

nt
in

ui
té
en

0,
et

l’o
n
a

(3
.3
.5
.1)

S n
(f

)(
x)
−
f∗

(x
)=
∫

T/
2

0
h x

(t
)s

in
(π

(2
n
+
1)

t/
T)
dt

.

D
’ap

rè
sl
el
em

m
ec

i-d
es

so
us

(le
m

m
e3

.3.
6)
,l
em

em
br
ed
ed

ro
ite
de
ce

tte
ég
al
ité

te
nd

ve
rs
0,

on
ad

on
c

lim x→
∞

S n
(f

)(
x)

=
f∗

(x
).

C
el
ac

on
clu

tl
ad
ém

on
str
at
io
n
de

la
pr
em

iè
re

pa
rt
ie
du

th
éo

rè
m
ed
eD

iri
ch

le
t.

1.2
.E

N
TR

O
PI
E
CO

N
D
IT

IO
N
N
EL

LE
5

O
n
vo

it
là

l’i
nt
ér
êt
de

la
ba

se
2:

la
fo
nc

tio
n

h 2
dé
ûn

ie
pa

r

h 2
(p

)=
h(

p)
/l

og
(2

)=
−p

lo
g 2
(p

)−
(1
−

p)
lo
g 2
(1
−

p)

ap
ou

ri
m
ag
e[

0;
1].

1.2
.
En

tr
op

ie
co

nd
iti

on
ne

lle

1.2
.1.
—

So
it
A

un
év
én
em
en

td
ep

ro
ba
bi
lit
én

on
nu

lle
,c

’es
t-à

-d
ire

un
ep
ar

tie
de

l’u
ni
ve

rs
pr

ob
ab

ili
ste

Ω
te
lle

qu
eP

(A
)>

0.
A
lo

rs
,A

lu
i-m

êm
ep
eu

tê
tr
ev

u
co

m
m
eu

n
un

iv
er

sp
ro
ba
bi
lis

te
,l
or

sq
u’o

n
po

se
,p

ou
rt

ou
te

pa
rt
ie

m
es

ur
ab

le
B

de
A
,

P(
B
∣A

)=
P(
B)

P(
A
).

Si
X
es

tu
ne

va
ria
bl
e
al
éa

to
ire

di
sc

rè
te
,o

n
pe

ut
al
or

s
la
co

nd
iti

on
ne

r
à
A
en

co
ns

id
ér
an

ts
ar
es

tr
ic
tio

n
àA

,i
ci

no
té
eX

∣A
.

D
éû

ni
tio

n
(1
.2
.2
).
—

So
it
X
et
Y
de

s
va

ri
ab

le
s
al
éa

to
ire

s
di
sc
rè
te
s.

O
n
ap

pe
lle

en
tro

pi
ec

on
di

tio
nn
el
le
de

X
sa
ch
an

tY
l’e
xp

re
ss
io
n

(1
.2
.2
.1)

H
(X

∣Y
)=
∑ y

P(
Y
=
y)

H
(X

∣Y
=
y)

.

C’
es

tu
n
élé

m
en

td
e[
0;
+∞

].
A

pr
io

ri,
la
va

ria
bl
ea

léa
to
ire

X
∣Y

=
y
n’e

st
dé
ûn

ie
qu
e
si

P(
Y
=
y)

≠
0;
da

ns
le
ca

sc
on

tr
ai
re
,o

n
en

lè
ve

le
te
rm
e
co

rr
es
po

nd
an

t
de

la
so

m
m
e.
C
et
te

so
m

m
e
es

ti
nû

ni
e

s’i
le
xi

ste
y

te
lq

ue
P(

Y
=

y)
>
0
et

H
(X

∣Y
=
y)

=
+∞

;s
’il

n’e
xi

ste
pa

sd
e
te
ly
,i
le

st
au

ss
ip

os
sib

le
qu
e
la

sé
rie

di
ve

rg
e.

Q
uo

iq
u’
il
en

so
it,

si
X
et
Y

ne
pr
en

ne
nt

qu
’u
n
no

m
br
eû

ni
de

va
le
ur

s,
ce

tte
ex

pr
es

sio
n
es

tû
ni
e.

Si
la
va

ria
bl
ea

léa
to
ire

Y
es

tc
er

ta
in
e,
c’e

st-
à-
di

re
s’i

le
xi

ste
y
te
lq

ue
P(

Y
=
y)

=
1,
al
or

sH
(X

∣Y
)=

H
(X

∣Y
=
y)

=
H
(X

).

Pr
op

os
iti

on
(1
.2
.3
).
—

So
it
X
et
Y
de

sv
ar

ia
bl
es
al
éa

to
ire

sd
isc

rè
te
s.

O
n
a

(1
.2
.3
.1)

H
(X
,Y

)=
H
(Y

)+
H
(X

∣Y
).

D
ém

on
str
at
io
n.
—

Pa
rt
on

sd
el
ad
éû

ni
tio

n
de

l’e
nt

ro
pi
ec

on
di

tio
nn
el
le
:

H
(X

∣Y
)=
∑ y

P(
Y
=
y)

H
(X

∣Y
=
y)

.
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Pourtouty
telque

P(Y
=
y)>

0,on
aalors

H
(X

∣Y
=
y)=

−
∑x

P(X
=
x
∣Y

=
y)logP(X

=
x
∣Y

=
y)

=
−
∑x

P(X
=
x,Y

=
y)

P(Y
=
y)

log
P(X

=
x,Y

=
y)

P(Y
=
y)

=
−
∑x

P(X
=
x,Y

=
y)

P(Y
=
y)

log(P(X
=
x,Y

=
y))

+
∑x

P(X
=
x,Y

=
y)

P(Y
=
y)

log(P(Y
=
y))

=
−
∑x

P(X
=
x,Y

=
y)

P(Y
=
y)

log(P(X
=
x,Y

=
y))+

log(P(Y
=
y))

puisque
∑x

P(X
=
x,Y

=
y)=

P(Y
=
y).

A
lors,

H
(X

∣Y)=
−
∑y
∑x

P(X
=
x,Y

=
y)log(P(X

=
x,Y

=
y))

+
∑y

P(Y
=
y)log(P(Y

=
y))

=
H
(X
,Y)−

H
(Y).

C
escalculsontun

senslorsque
l’entropie

H
(Y)

estûnie,avec
la
convention

+∞
−
h
=
+∞

pourtoutnom
breréelh.LorsqueH

(Y)=
+∞

,on
rappellequ’une

entropieestpositiveou
nulle,desortequeH

(X
∣Y

=
y)⩾

0
et

−
∑x

P(X
=
x,Y

=
y)log(P(X

=
x,Y

=
y))⩾

−P(Y
=
y)log(P(Y

=
y)).

Lorsqu’on
som

m
e
surlesvaleurspossiblesde

Y,on
obtientque

l’entropie
de

H
(X
,Y)estinûnie.

C
orollaire(1.2.4).—

SoitX
,Y,Z

desvariablesaléatoiresdiscrètes.O
n
a

H
(X
,Y

∣Z)=
H
(Y

∣Z)+
H
(X

∣Y,Z).

D
ém

onstration.—
SoitzunevaleurdeZ

telleque
P(Z

=
z)>

0.Appliquonsla
proposition

aux
variablesaléatoiresX

∣{Z
=
z}
etY

∣{Z
=
z}
:on

obtient

H
(X
,Y

∣Z
=
z)=

H
(Y

∣Z
=
z)+

H
(X

∣Y,Z
=
z).
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Lasom
m
equiapparaîtestlasom

m
edes(2n

+
1)prem

iersterm
esd’unesuite

géom
étriquederaison

e 2πiu
/T;siu∫

R
TZ,e 2πiu

/T≠
1,desorteque

D
n (u)=

1T
e
−2πinu

/T 1−
e 2πi(2n

+1)u
/T

1−
e 2πiu

/T

=
1T
e
−2πinu

/T e
πi(2n

+1)u
/T(−2isin(π(2n

+
1)u/T))

e
πiu
/T(−2isin(piu/T)

=
1T
exp((−2n

+
(2n

+
1)−

1)πiu/T) sin(π(2n
+
1)u/T)

sin(πu/T)

=
1T
sin(π(2n

+
1)u/T)

sin(πu/T)
.

Lelem
m
eestainsidém

ontré.

u
1

−1
2

−2
3

−3

1 20

D
n (u)

Figure
3.3.4.1.

G
raphedu

noyau
deD

irichlet(T
=

2π),pour1⩽
n
⩽

7

3.3.5.
—

La
représentation

graphique
du

noyau
de
D
irichletsur[−T/2;T/2]

m
ontre

que
lorsque

n
grandit,ilseconcentreautourde

0
(m

odulo
T).Jointe

àlaprem
ièrerelation

du
lem

m
eprécédent,cetteobservation

auraitpu
êtrela

clédeladém
onstration

du
théorèm

edeD
irichletsileschangem

entsdesigne
deD

n n’avaientpaseu
com

m
econséquenceque

1T ∫
T0 ∣D

n (u)∣du
tendevers+∞

,
bien

que
1T ∫

T0
D

n (u)du
soitconstante,égaleà1.

Reprenonsdoncplutôtlarelation
(3.3.3.3).C

om
m
eD

n estpaire,on
a

∫
T
/2

0
D

n (u)du
=
∫

0

−T
/2 D

n (u)du
=

12 ∫
T
/2

−T
/2 D

n (u)du
=

12 ,
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3.
3.
3.
—

La
pr
eu
ve
co

m
m
en
ce

pa
rr
éc

rir
eS

n(
f)

(x
)s

ou
sl
a
fo

rm
ed

’u
ne

in
té
-

gr
al
e.
En

eò
et
,o

n
a

S n
(f

)(
x)

=
n ∑ p=
−
n
c p
(f

)e
2π

ip
x/

T

=
n ∑ p=
−
n

1 T
∫

T

0
f(

t)
e−

2π
ip

t/
T
dt
e2

πi
px
/T

=
1 T
∫

T

0
f(

t)
n ∑ p=
−
n
e2

πi
p(
x−

t)
/T
dt

.

Po
so

ns
ai
ns

i,
po

ur
to

ut
u
∈R

,

(3
.3
.3
.1)

D
n(

u)
=

1 T

n ∑ p=
−
n
e2

πi
pu
/T

;

la
fo
nc

tio
n
D

n
es

tu
n
po

ly
nô

m
et

rig
on

om
ét

riq
ue

qu
’on

ap
pe

lle
no
ya

u
de
D
iri
ch

let
.

Pa
rd
éû

ni
tio

n,
on

a

(3
.3
.3
.2
)

S n
(f

)(
x)

=
∫

T

0
f(

t)
D

n(
x
−

t)
dt

.

Le
ch
an

ge
m
en

td
ev
ar

ia
bl
es

t′
=
x
−

te
tl
ap
ér

io
di
cit
éd
e
f
et
de
D

n
pe

rm
et
te
nt

de
ré
cr
ire

(3
.3
.3
.3
)

S n
(f

)(
x)

=
∫

x

x−
T
f(
x
−
u)
D

n(
u)
du

=
∫

T/
2

−
T/

2
f(
x
−
u)
D

n(
u)
du

.

Le
m
m
e
(3
.3
.4
).
—

a)
O
n
a
∫T 0

D
n(

u)
du

=
1.

b)
Po

ur
to
ut
en

tie
rn

⩾
1e

tt
ou

tu
∈R

TZ
,o

n
a

D
n(

u)
=

1 T
sin

(π
(2

n
+
1)
u/

T)
sin

(π
u/

T)
.

D
ém

on
str
at
io
n.
—

La
pr
em

iè
re

re
lat

io
n
es

ti
m

m
éd

ia
te
.D
ém

on
tro

ns
la

se
co

nd
e.

O
n
pa

rt
de

la
dé
ûn

iti
on

de
D

n(
u)
:

D
n(

u)
=

1 T

n ∑ p=
−
n
e2

πi
pu
/T
=

1 T
e−

2π
in

u/
T

2n ∑ p=
0
e2

πi
pu
/T
.

1.2
.E

N
TR

O
PI
E
CO

N
D
IT

IO
N
N
EL

LE
7

M
ul

tip
lio

ns
ce

tte
ég
al
ité

pa
rP

(Z
=
z)
et
ajo

ut
on

s-
les

;p
ar
dé
ûn

iti
on
de

se
nt

ro
pi
es

H
(X
,Y

∣Z
)e

tH
(Y

∣Z
),

il
vi
en

t:

H
(X
,Y

∣Z
)=

H
(Y

∣Z
)+
∑ z

P(
Z
=
z)

H
(X

∣Y
,Z

=
z)

.

Po
ur
ca

lc
ul
er
ce
de

rn
ie
rt
er

m
e,

re
ve

no
ns
àl
ad
éû

ni
tio

n
de

l’e
nt

ro
pi
ec

on
di

tio
n-

ne
lle

H
(X

∣Y
,Z

=
z)

;o
n
a

H
(X

∣Y
,Z

=
z)

=
∑ y

P(
Y
=
y
∣Z

=
z)

H
(X

∣Y
=
y,
Z
=
z)
,

de
so

rt
eq

ue

∑
P(

Z=
z)
>
0
P(

Z
=
z)

H
(X

∣Y
,Z

=
z)

=
∑ y

∑
P(

Z=
z)
>
0
P(

Z
=
z)

P(
Y
=
y
∣Z

=
z)

H
(X

∣Y
=
y,
Z
=
z)

=
∑ y

∑
P(

Z=
z)
>
0
P(

Y
=
y,
Z
=
z)

H
(X

∣Y
=
y,
Z
=
z)

=
∑

P(
Y=

y,
Z=

z)
>
0
P(

Y
=
y,
Z
=
z)

H
(X

∣Y
=
y,
Z
=
z)

=
H
(X

∣Y
,Z

).

Le
co

ro
lla

ire
es

ta
in

si
dé

m
on

tré
.

Re
m
ar

qu
e(

1.2
.5
).
—

O
n
pe

ut
au

ss
id
ém

on
tre

rs
im

pl
em
en

tc
et
te
ég
al
ité

lo
rs

qu
e

l’e
nt

ro
pi
eH

(Y
,Z

)e
st
ûn

ie
.D
an

sc
ec
as
,H

(Z
)e

st
ég
al
em
en

tû
ni
ee

tl
’on

a

H
(X
,Y

∣Z
)=

H
(X
,Y
,Z

)−
H
(Z

)
=
(H

(X
,Y
,Z

)−
H
(Y
,Z

))
+
(H

(Y
,Z

)−
H
(Z

))
=
H
(X

∣Y
,Z

)+
H
(Y

∣Z
).

C
or

ol
la
ire

(1
.2
.6
).
—

So
it
X 1
,.

..
,X

n
de

sv
ar

ia
bl
es
al
éa

to
ire

sd
isc

rè
te
s.

O
n
a

H
(X

1,
..

.,
X n

)=
n ∑ k=
1H

(X
k
∣X

1,
..

.,
X

k−
1).
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D
ém

onstration.—
En

eòet,on
a

H
(X

1 ,...,X
n )=

H
(X

1 )+
H
(X

2 ,...,X
n ∣X

1 )
=
H
(X

1 )+
H
(X

2 ∣X
1 )+

H
(X

3 ,...,X
n ∣X

1 ,X
2 )

=
...

=
H
(X

1 )+
H
(X

2 ∣X
1 )+

H
(X

3 ∣X
1 ,X

2 )+
...

+
H
(X

n ∣X
1 ,X

2 ,...,X
n
−1 ),

cequ’ilfallaitdém
ontrer

1.3.
Inform

ation
m

utuelle

D
éûnition

(1.3.1).—
Soit

p,q
desloisdiscrètessur

un
ensem

bleA
.O

n
appelle

divergence
de

p
parrapportà

q
l’expression

D
(p

∣q)=
∑a
∈A

p
(a
)
>0 p(a)log(

p(a)
q(a) )

.

Rien
negarantit,apriori,quecettefam

illesoitsom
m
able;d’ailleurs,s’ilexiste

un
élém

ent
a

telque
p(a)

>
0
etq(a)

=
0,on

a
D
(p

∣q)
=
+∞

.O
n
va
en

faitvériûerque
la
fam

ille(p(a)inflog(p(a)/q(a),0))
estsom

m
able,ce

qui
entraînequeD

(p
∣q)estun

élém
entbien

déûnide[0;+∞
].

_
éorèm

e
(1.3.2).—

Soit
p,q

des
lois

discrètes
sur

un
ensem

ble
A
.La

fam
ille

(p(a)inflog(p(a)/q(a),0))
estsom

m
able;on

a
D(p

∣q)⩾
0,avecégalitésiet

seulem
entsip

=
q.

D
ém

onstration.—
Lafonction

logarithm
eeststrictem

entconcave;son
graphe

doncen-dessousdesatangenteen
toutpoint,etnecoupecettetangentequ’un

lepoint.En
particulier,pourtoutx

∈
R
>0 ,on

alog(x)⩽
x
−
1(inégalitéquel’on

peutaussivériûerparanalysedefonction,ou
bien

parlaform
uledeTaylor),et

l’inégalitéeststrictesix
≠
1.O

n
écritplutôt

log
1x
=
−
log

x
⩾
1−

x,
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toutentiern,on
a

cn (f
′)=

1T
∫

T

0
f
′(t)e

−2πint/Tdt

=
1T
[f(t)e

−2πint/T] T0 −
1T
∫

T

0
f(t)(−2πin/T)e

−2πint/Tdt

=
2πin
T

1T
∫

T

0
f(t)e

−2πint/Tdt

=
2πin
T
cn (f).

(3.2.7.1)

Pourlescoeõ
cientsdeFourier

a
n etb

n ,on
obtientalors

(3.2.7.2)
a
n (f

′)=
− 2πnT

b
n (f)

et
b
n (f

′)=
2πnT

a
n (f).

Cesform
ulesvalent,en

fait,sousl’hypothèseun
peu

plusgénéraleque
festde

classe
C

1parm
orceauxetcontinue,etsedém

ontrentparlem
êm
eraisonnem

ent,
grâceàlaform

uled’intégration
parpartiespourlesfonctionsdeclasse

C
1par

m
orceaux

etcontinues.

3.3.
_
éorèm

e
de
D
irichlet

3.3.1.
—

Soit
funefonction

continueparm
orceaux

surR.O
n
note

f
∗lafonc-

tion
déûniesurR

parlaform
ule

f
∗(t)=

12 (f(t
−)+

f(t
+) ),

où
f(t

+)et
f(t

−)désignentleslim
itesàdroiteetàgauchede

fen
t.O

n
ditque

c’estla
régulariséede

fau
sensdeD

irichlet.
SiIestun

intervalleouverttelque
f∣I estcontinue,alors

f
∗=

fsurI.Parsuite,
la

tracedel’ensem
bledespointsoù

f
et
f
∗diòèrentrencontretoutintervalle

com
pacten

un
ensem

bleûni.

_
éorèm

e
(3.3.2).—

Soit
f∶R

→
C

une
fonction

de
classe

C
1parm

orceaux,de
périodeT.Pourtoutx

∈
R
,on

aS
n (f)(x)→

f
∗(x).

D
eplus,siA

estun
intervallecom

pactform
édepointsdecontinuitéde

f,alorsla
convergence

estuniform
e
surA

.
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Ex
em

pl
e
(3
.2
.6
).
—

O
n
di

tq
ue
f
es

tu
n
po

ly
nô

m
e
tr
ig
on

om
ét
ri
qu
e
si
c’e

st
un
e

co
m
bi
na

iso
n
lin
éa

ire
(û

ni
e)
de
fo
nc

tio
ns
de

la
fo

rm
et
↦
e2

iπ
pt
/T
,a

ut
re
m
en

td
it

s’i
le
xi

ste
un

en
tie

rN
⩾
0
et

un
ef
am

ill
e(
c p
) −

N
⩽
p⩽

N
de

no
m
br
es
co

m
pl
ex
es

te
lle

qu
e

f(
t)
=

N ∑ p=
−
N
c p
e2

iπ
pt
/T
.

En
dé
co

m
po

sa
nt

l’e
xp

on
en

tie
lle
en
co

sin
us
et

sin
us
,c
ela

re
vi
en

ta
us

si
àl

’ex
ist
en
ce

de
de

ux
fa
m

ill
es

(a
p)

0⩽
p⩽

N
et

(b
p)

1⩽
p⩽

N
de

no
m
br
es
co

m
pl
ex
es

te
ls

qu
e

f(
t)
=

1 2a
0
+

n ∑ p=
1a

p
co

s(
2π

pt
/T

)+
b p

sin
(2

π
pt

/T
),

le
sa

p,
b p
et
c p
ét
an

tr
eli
és

pa
rl
es
fo

rm
ul
es
a p

=
c p
+
c −

p
et
b p

=
i(
c p
−
c −

p)
.

Se
sc

oe
õ
ci
en

ts
de
Fo

ur
ie
rv
ér

iû
en

tp
ré
cis
ém
en

tc
n(
f)

=
c n
,s
i∣n

∣⩽
N
,a

n(
f)

=
a n

si
0
⩽
n
⩽
N
,b

n(
f)

=
b n

si
1⩽

n
⩽
N
,e

tt
ou

ss
es
au

tre
sc

oe
õ
ci
en

ts
so

nt
nu

ls.
Po

ur
le
dé

m
on

tre
r,
il
su
õ

t,
pa

rl
in
éa

rit
é,
de

tra
ite

rl
ec
as

où
f(

t)
=
e2

iπ
pt
/T
.D
an

s
ce
ca

s,
on

a c n
(f

)=
1 T
∫

T

0
e2

iπ
pt
/T
e−

2i
πn

t/
T
dt

=
1 T
∫

T

0
e2

iπ
(
p−

n)
t/

T
dt

.

Lo
rs

qu
en

=
p,

on
ob

tie
nt

c p
(f

)=
1 T
∫

T

0
1d

t=
1,

ta
nd

is
qu
es

in
≠

p,
on

a

c n
(f

)=
1 T
[

T
2i

π(
p
−
n)
e2

iπ
(
p−

n)
t/

T ]
T 0
=
0.

Le
sf

or
m

ul
es

po
ur
a n

(f
)e

tb
n(
f)

s’e
n
dé
du

ise
nt

.
O
n
ob

se
rv
ea

lo
rs

qu
ep

ou
rt

ou
te

nt
ie
rn

te
lq

ue
n
⩾
N
,o

n
aS

n(
f)

(t
)=

f(
t)
.

Ex
em

pl
e
(3
.2
.7
).
—

Su
pp

os
on

sq
ue
f
so

it
un
ef

on
ct
io
n
de
cl
as

se
C

1
su

rR
,d
e

pé
rio
de

T.
D
an

sc
ec
as
,s
a
dé

riv
ée
f′
es

tu
ne
fo
nc

tio
n
co

nt
in

ue
,é

ga
le
m
en

td
e

pé
rio
de

T,
do

nc
di

sp
os
ed
ec

oe
õ
ci
en

ts
de
Fo

ur
ie
r.
M

on
tro

ns
co

m
m
en

to
n
pe

ut
,

pa
ri

nt
ég

ra
tio

n
pa

rp
ar

tie
s,

le
sc
al
cu

le
re

n
fo
nc

tio
n
de
ce

ux
de
f.
En

eò
et
,p

ou
r

1.3
.I
N
FO

RM
AT

IO
N

M
U

TU
EL

LE
9

av
ec
ég
al
ité

si
et

se
ul
em
en

ts
ix

=
1.
Ap

pl
iq

uo
ns
ce

tte
in
ég
al
ité
à
x
=
q(
a)

/p
(a

),
po

ur
a
∈A

te
lq

ue
p(
a)

>
0.

Il
vi
en

t

lo
g
p(
a)

q(
a)

⩾
1−

q(
a)

p(
a)

=
p(
a)
−
q(
a)

p(
a)

,

d’o
ù

p(
a)

lo
g
p(
a)

q(
a)

⩾
p(
a)
−
q(
a)
,

av
ec
ég
al
ité

si
et

se
ul
em
en

ts
iq

(a
)=

p(
a)

>
0.
En

so
m

m
an

ts
ur

l’e
ns
em
bl
ed
es

va
le
ur

sd
e
a

te
lle

sq
ue

p(
a)

>
0,

on
ob

tie
nt

D
(p

∣q
)⩾

1−
∑ a∈A

p(
a)
>
0

q(
a)

⩾
0.

Il
ya

ég
al
ité

si
et

se
ul
em
en

ts
iq

(a
)=

p(
a)

po
ur

to
ut
a

te
lq

ue
p(
a)

>
0;
co

m
m
e

∑
a∈
A
q(
a)

=
1,
ce

la
sig

ni
ûe

p
=
q.

Re
m
ar

qu
e(

1.3
.3
).
—

D
an

sl
al

itt
ér
at
ur
e,

la
qu
an

tit
éD

(p
∣q

)s
’ap

pe
lle
di
ve

rg
en
ce

de
K
ul
lb
ac

k-
Le

ib
le
r,

ou
au

ss
id

ist
an
ce
de

Ku
llb
ac

k-
Le

ib
le
r.
D
ef
ai
t,
el
le

m
es

ur
e

la
di
òé

re
nc
e
en

tr
e
le
sd
eu
x
lo
is
de

pr
ob
ab

ili
té

p
et

q
:e

lle
es

tp
os

iti
ve
,e

tn
e

s’a
nn

ul
e
qu
e
lo

rs
qu
e
p
=

q.
M
ai
sc
e
n’e

st
pa

st
ou

tà
fa
it

un
e
di

st
an
ce
,c
ar
el
le

n’e
st

pa
ss
ym

ét
riq

ue
et

ne
vé

riû
ep
as

l’i
né

ga
lit
ét

ria
ng

ul
ai
re
.D

’ai
lle

ur
s,
d’a

ut
re

s
ex

pr
es

sio
ns

on
tl
es

m
êm
es

pr
op

rié
té
se

tp
eu
ve

nt
re
nd

re
de

ss
er
vi
ce

ss
im

ila
ire

s;
co

m
m
en

ou
sn
el
es

ut
ili

se
ro

ns
pa

sd
an

sc
ec

ou
rs
,n

ou
sa

vo
ns

pr
éf
ér
él

’ex
pr
es

sio
n

di
ve

rg
en
ce
.M

en
tio

nn
on

sa
us

si
qu
es
an

ot
at
io
n
ha
bi

tu
el
le
es

tD
(p

∣∣q
).

1.3
.4
.
—

So
it
X
et
Y
de

sv
ar

ia
bl
es
al
éa

to
ire

sd
isc

rè
te
s.

Su
rl

’en
se

m
bl
ed
es

va
leu

rs
po

ss
ib
le
sd

u
co

up
le

(X
,Y

),
on

di
sp

os
ea

lo
rs
de
de

ux
lo
is
di

sc
rè

te
s:

a)
La

lo
id

u
co

up
le

(X
,Y

),
c’e

st-
à-
di

re
(x
,y

)↦
P(

X
=
x,
Y
=
y)

;
b)

Le
pr

od
ui

td
es
de

ux
lo
is

m
ar
gi
na

le
sd
e
ce
co

up
le
,c

’es
t-à

-d
ire

(x
,y

)
↦

P(
X
=
x)

P(
Y
=
y)

.

D
éû

ni
tio

n
(1
.3
.5
).
—

So
it
X
et
Y
de

s
va

ri
ab

le
s
al
éa

to
ire

s
di
sc
rè
te
s.

O
n
ap

pe
lle

in
fo

rm
at
io
n

m
ut

ue
lle
de

X
et

Y
la
di
ve

rg
en
ce
de

la
lo
id

u
co

up
le

(X
,Y

)
pa

r
ra

pp
or

tà
la

lo
i(
x,

y)
↦

P(
X
=
x)

P(
Y
=
y)
,p

ro
du

it
de

sd
eu
x
lo
is

m
ar

gi
na

le
sd

u
co

up
le

(X
,Y

).
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C
orollaire(1.3.6).—

SoitX
etY

desvariablesaléatoiresdiscrètes.L’inform
ation

m
utuelleI(X,Y)

estun
élém

entde[0;+∞
];ilestnulsietseulem

entsiX
etY

sont
indépendantes.

D
ém

onstration.—
L’inégalité

I(X
,Y)

⩾
0
estun

casparticulierdu
théorèm

e.
D
eplus,ily

aégalitéI(X
,Y)=

0
sietseulem

entsi

P(X
=
x,Y

=
y)=

P(X
=
x)P(Y

=
y)

pourtoutcouple(x,y),cequisigniûeexactem
entqueX

etY
sontindépendantes.

Corollaire(1.3.7).—
SoitX

etY
desvariablesaléatoiresdiscrètes.O

n
a
leségalités

H
(X)=

I(X
,Y)+

H
(X

∣Y)
(1.3.7.1)

H
(X
,Y)+

I(X
,Y)=

H
(X)+

H
(Y).

(1.3.7.2)

En
particulier,on

a
l’inégalité

(1.3.7.3)
H
(X

∣Y)⩽
H
(X),

avecégalité
sietseulem

entsiX
etY

sontindépendantes.

Sil’entropied’unevariablealéatoireestunem
esured’incertitude,lacondition-

neràunesecondevariablealéatoiredim
inuecetteincertitude.

D
ém

onstration.—
Iln’yarien

àdém
ontrersiH

(X)estinûnie;supposonsdonc
H
(X)ûnie.D

eladéûnition
desentropiesH

(X)etH
(X

∣Y),on
tire

H
(X)−

H
(X

∣Y)=
H
(X)+

H
(Y)−

H
(X
,Y)

=
∑x,y ∑x

P(X
=
x,Y

=
y)log

P(X
=
x)P(Y

=
y)

P(X
=
x,Y

=
y)

=
I(X

,Y).
Laprem

ièrerelation
découleaussitôt,dem

êm
equel’inégalitéûnaleetson

cas
d’égalité.Q

uantàlaseconde,elleresultealorsdeségalitésH
(X
,Y)+

I(X
,Y)=

H
(Y)+

H
(X

∣Y)+
I(X

,Y)=
H
(Y)+

H
(X).

D
éûnition

(1.3.8).—
SoitX

,Y,Z
desvariablesaléatoiresdiscrètes.O

n
ditqueX

etZ
sontindépendantesconditionnellem

entà
Y
,etl’on

noteX
⊥
Y
Z

sil’on
a

P(X
=
x,Z

=
z∣Y

=
y)=

P(X
=
x
∣Y

=
y)P(Z

=
z∣Y

=
y)

pourtousx,y,z.
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Fourier,on
trouve

a
n (f̌)=

a
n (f),

b
n (f̌)=

−b
n (f),

cn (f̌)=
c
−n (f).

En
particulier,sifestpaire(f̌=

f),sescoeõ
cientsb

n sontnuls,tandisquesif
estim

paire(f̌=
−
f),sescoeõ

cientsa
n sontnuls.

3.2.5.
—

Soitencoreunefonction
f,déûniesurR,localem

entintégrableetde
périodeT.Sa

série
de
Fourierestlasérie(illim

itéedanslesdeux
directions)

(3.2.5.1)
∑n
∈Z cn (f)e 2πint/T.

SasériedeFourier«réelle»estlasérie

(3.2.5.2)
12 a

0 (f)+
∞∑n
=1 a

n (f)cos(2πint/T)+
b
n (f)sin(2πint/T).

N
otonsqu’ellesdépendentde

t:cecesontdessériesdefonctions.À
cestadelà

du
cours,on

n’aõ
rm
epasencorequecessériesconvergent,cen’estd’ailleurspas

toujourslecas,etencorem
oinsqu’ellesconvergentvers

f(t).
Pourtoutentiern

⩾
0,on

notera

(3.2.5.3)
S
n (f)(t)=

n∑p
=
−n c

p (f)e 2πipt/T.

Sil’on
exprim

elescoeõ
cientsc

p en
fonction

de
a

p etb
p ,on

obtientl’égalité

(3.2.5.4)
S
n (f)=

12 a
0 (f)+

n∑p
=1 (a

p (f)cos(2πipt/T)+
b
p (f)sin(2πipt/T) ),

quijustiûeladéûnition
(3.2.5.2)delasériedeFourierréelledelafonction

f.En
eòet,on

a:

S
n (f)(t)=

c0 (f)+
n∑p
=1 (c

p (f)(cos(2πipt/T)+
isin(2πipt/T))

+
c
−
p (f)(cos(2πipt/T)−

isin(2πipt/T)) )

=
12 a

0 (f)+
n∑p
=1 ((c

p (f)+
c
−
p (f))cos(2πipt/T)

+
i(c

p (f)−
c
−
p (f))sin(2πipt/T) )

=
12 a

0 (f)+
n∑p
=1 (a

p (f)cos(2πipt/T)+
b
p (f)sin(2πit/T) ).
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3.
ÉC

H
A
N

TI
LL

O
N
AG

E

D
éû

ni
tio

n
(3
.2
.4
).
—

So
it
f
∶R
→
C

un
e
fo
nc

tio
n
lo
ca

le
m
en

ti
nt
ég

ra
bl
e,
de

pé
-

ri
od
e
T
>
0.

Se
sc

oe
õ
ci
en

ts
de
Fo

ur
ie
rs

on
tl
es

no
m
br
es
co

m
pl
ex
es
:

a n
(f

)=
2 T
∫

T

0
f(

t)
co

s(
2π

nt
/T

)d
t,

(3
.2
.4
.1)

b n
(f

)=
2 T
∫

T

0
f(

t)
sin

(2
iπ

nt
/T

)d
t,

(3
.2
.4
.2
)

c n
(f

)=
1 T
∫

T

0
f(

t)
e−

2i
πn

t/
T
dt
,

(3
.2
.4
.3
)

po
ur

n
∈Z

.

C
om

m
el
es
fo
nc

tio
ns

in
té
gr
ée

ss
ur
de

pé
rio
de

T,
on

pe
ut
en
fa
it
in

té
gr
er

su
r

n’
im

po
rt
e
qu
el

in
te
rv
al
le
de

lo
ng

ue
ur

T
;e

n
pa

rt
ic
ul
ie
r,

il
es

tp
ar
fo
is

ut
ile
de

co
ns

id
ér
er

l’i
nt
er
va

lle
[−

T/
2;

T/
2]

.
C
es
co
eõ
ci
en

ts
ne

so
nt

pa
si

nd
ép
en
da

nt
s.

La
pa

rit
éd
el
af

on
ct
io
n
co

sin
us
et

l’i
m
pa

rit
éd
el
af

on
ct
io
n

sin
us
en

tra
în
en

tq
ue

l’o
n
a
a −

n(
f)

=
a n

(f
)e

tb
−
n(
f)

=
b n

(f
)p

ou
rt

ou
te

nt
ie
rn

;e
n
pa

rt
ic
ul
ie
r,
b 0

(f
)=

0.
D
em

êm
e,
en
dé
co

m
po

sa
nt

l’e
xp

on
en

tie
lle
co

m
pl
ex
e

e−
2i

πn
t/

T
=
co

s(
2π

nt
/T

)−
is

in
(2

πn
t/

T)
,

on
ob

tie
nt

le
sf

or
m

ul
es

c n
(f

)=
1 2(a

n(
f)
−

ib
n(
f)

)
et

c −
n(
f)

=
1 2(a

n(
f)
+

ib
n(
f)

),

qu
el

’on
pe

ut
in
ve

rs
er
en

a n
(f

)=
c n

(f
)+

c −
n(
f)

et
b n

(f
)=

i(
c n

(f
)−

c −
n(
f)

).

A
in

si,
da

ns
la

pr
at
iq

ue
,i
ls

uõ
ra
de

tr
av
ai
lle

ra
ve
c
le
sc

oe
õ
ci
en

ts
c n

;I
ls

so
nt

lin
éa

ire
se

n
f
: c n

(λ
f)

=
λc

n(
f)
,

c n
(f

+
g)

=
c n

(f
)+

c n
(g

),

et
de

m
êm
ep

ou
rl
es
co
eõ
ci
en

ts
a n
et
b n

.
Le

sf
on
ct
io
ns
co

sin
us
et

sin
us

so
nt
àv
al
eu

rs
ré
ell
es
,t
an
di

sq
ue

la
co

nj
ug
ai
so

n
co

m
pl
ex
ec

ha
ng
e
e−

2i
πn

t/
T
en
e2

iπ
nt
/T
.P
ar

su
ite
,o

n
aa

us
si

a n
(f

)=
a n

(f
),

b n
(f

)=
b n

(f
),

c n
(f

)=
c −

n(
f)

.

N
ot
on

s
f̌
la
fo
nc

tio
n
t↦

f(
−t

);
ell
ee

st
ég
al
em
en

td
ep
ér

io
de

T.
En

fa
isa

nt
le

ch
an

ge
m
en

td
ev
ar

ia
bl
es

t′
=
−t
da

ns
l’i
nt
ég

ra
le

qu
id
éû

ni
ts
es
co
eõ
ci
en

ts
de

1.3
.I
N
FO

RM
AT

IO
N

M
U

TU
EL

LE
11

Ex
em

pl
e
(1
.3
.9
).
—

S’
il
ex

ist
eu

ne
fo
nc

tio
n
f
te
lle

qu
eZ

=
f(
Y)
,a

lo
rs
X
⊥ Y

Z.
En

pa
rt
ic
ul
ie
r,
X
et
Y

so
nt

in
dé

pe
nd
an

te
sc

on
di

tio
nn
el
le
m
en

tà
Y.

So
it
en

eò
et

x,
y,
z
te
ls

qu
e
P(

Y
=
y)

>
0.

Si
z
≠
f(
y)
,o

n
a
P(

X
=
x,
Z
=

z
∣Y

=
y)

=
0
et

P(
Z
=
z

∣Y
=

y)
=
0.
En

re
va

nc
he
,s

iz
=
f(
y)
,o

n
a

P(
X

=
x,
Z
=
z

∣Y
=

y)
=

P(
X

=
x

∣Y
=

y)
et

P(
Z
=
z

∣Y
=

y)
=

1.
P(

X
=
x,
Z
=
z
∣Y

=
y)

=
0.

1.3
.10

.
—

Po
ur
ét
ud

ie
rc
et
te

no
tio

n
d’
in
dé

pe
nd
an
ce
co

nd
iti

on
ne

lle
de

X,
Z

re
la
-

tiv
em
en

tà
la
va

ria
bl
ea

léa
to
ire

Y,
il
es

tu
til
ed

’in
tro
du

ire
la

no
tio

n
d’
in
fo

rm
at
io
n

m
ut

ue
lle
de

X
,Z

re
la
tiv
em
en

tà
Y,
dé
ûn

ie
pa

r

I(
X
,Z

∣Y
)=
∑ y

P(
Y
=
y)

I(
X

∣Y
=
y,
Z

∣Y
=
y)

.

C
’es

tu
n
élé

m
en

td
e[

0;
+∞

],
nu

ls
ie

ts
eu

le
m
en

ts
iX
⊥ Y

Z.
Pa

ra
ill
eu

rs
,

I(
X
,(
Y,

Z)
)=
∑ x,
y,
z
P(

X
=
x,
Y
=
y,
Z
=
z)

lo
g

P(
X
=
x,
Y,

y,
Z
=
z)

P(
X
=
x)

P(
Y
=
y,
Z
=
z)

=
∑ x,
y,
z
P(

X
=
x,
Y
=
y,
Z
=
z)

lo
g
P(

X
=
x,
Y
=
y,
Z
=
z)

P(
Y
=
y)

P(
X
=
x,
Y
=
y)

P(
Y
=
y,
Z
=
z)

+
∑ x,
y,
z
P(

X
=
x,
Y
=
y,
Z
=
z)

lo
g

P(
X
=
x,
Y
=
y)

P(
X
=
x)

P(
Y
=
y)

)
=
∑ y

P(
Y
=
y)
×

×
( ∑ x,

z
P(

X
=
x,
Z
=
z
∣Y

=
y)

lo
g

P(
X
=
x,
Z
=
z
∣Y

=
y)

P(
X
=
x
∣Y

=
y)

P(
Z
=
z
∣Y

=
y)

)

+
∑ x,
y
P(

X
=
x,
Y
=
y)

lo
g

P(
X
=
x,
Y
=
y)

P(
X
=
x)

P(
Y
=
y)

)
=
I(
X
,Z

∣Y
)+

I(
X
,Y

).

Pa
rs
ym

ét
rie
,o

n
aé

ga
le
m
en

t

I(
X
,(
Y,

Z)
)=

I(
X
,Y

∣Z
)+

I(
X
,Z

),

de
so

rt
eq

ue
I(
X
,Y

∣Z
)⩾

0,
et

I(
X
,(
Y,

Z)
)⩾

I(
X
,Z

).
D
an

sl
’h
yp

ot
hè

se
où

X
et
Z

so
nt
co

nd
iti

on
ne

lle
m
en

ti
nd
ép
en
da

nt
es

re
la
tiv
e-

m
en

tà
Y,

on
aI

(X
,Z

∣Y
)=

0.
Ce

sd
eu
xe

xp
re

ss
io
ns

po
ur

I(
X,

(Y
,Z

))
en

tra
în
en

t
al
or

sl
et

hé
or
èm
es

ui
va

nt
.
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_
éorèm

e
(1.3.11).—

SoitX
,Y,Z

des
variables

aléatoires
discrètes.SiX

⊥
Y
Z,

alorsI(X
,Y)⩾

I(X
,Z).

D
ém

onstration.—
Puisque,par

hypothèse,X
etZ

sontconditionnellem
ent

indépendantesrelativem
entàY,on

aI(X
,Z

∣Y)=
0,d’où

I(X
,(Y,Z))=

I(X
,Y

∣Y)+
I(X

,Y)=
I(X

,Y).
O
n
aaussi

I(X
,(Y,Z))=

I(X
,Y

∣Z)+
I(X

,Z)⩾
I(X

,Z).
Toutesdeux,cesinégalitésentraînentdonc

que
I(X

,Y)
⩾

I(X
,Z),com

m
e
il

fallaitdém
ontrer.

C
orollaire

(1.3.12).—
SoitX

,Y
des

variables
aléatoires

discrètes
etsoit

f
une

fonction.O
n
a
I(X

,f(Y))⩽
I(X

,Y).

D
ém

onstration.—
PosonsZ

=
f(Y).O

n
avudansl’exem

ple1.3.9queX
etZ

sont
conditionnellem

entindépendantesrelativem
entàY.D

’aprèslethéorèm
e1.3.11,

on
adoncI(X

,f(Y))=
I(X

,Z)⩾
I(X

,Y).

1.4.
Taux

d’entropie

U
nesuite(X

n )devariablesaléatoiresestaussiappelée
processusstochastique.

D
éûnition

(1.4.1).—
O
n
appelletaux

d’entropie
d’un

processusstochastiqueX
=

(X
n )

l’expression
H
(X)=

limn
→
∞

1
n
+
1 H

(X
0 ,...,X

n ),
pourvu

que
la

lim
ite
existe.

En
rem

plaçantla
lim

ite
pardeslim

itessupérieure
etinférieure,on

déûnit
lestaux

d’entropiesupérieur,H
(X),etinférieur,H

(X).O
n
al’inégalitéH

(X)⩽
H
(X);letauxd’entropieexistesietseulem

entsicesdeuxexpressionscoïncident,
etilleurestalorségal.

Exem
ple

(1.4.2).—
Soit(X

n )
un

processusstochastique.O
n

suppose
que

les
variablesaléatoiresX

n sontindépendantes.A
lors,

1
n
+
1 H

(X
0 ,...,X

n )=
1

n
+
1

n∑k
=0 H

(X
k );

letaux
d’entropieestalorslalim

iteau
sensdeC

esáro
delasuite(H

(X
n )).
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Sifestunefonction
declasse

C
kparm

orceaux,on
noteraabusivem

ent
f
(k
)

sadérivée
k-ièm

e;elleestdéûnieseulem
entpresquepartout,plusprécisém

ent
saufsurun

ensem
bledontlatracesurtoutintervallecom

pactestûnie.

Lem
m
e(3.2.3).—

a)
Soit

f∶[a;b]→
C

une
fonction

de
classe

C
1par

m
or-

ceaux
etcontinue.O

n
a

∫
b

a
f
′(t)dt=

f(b)−
f(a).

b)
Soitu,v∶[a;b]→

C
desfonctionsde

classe
C

1parm
orceaux

etcontinues.
O
n
a
la
form

ule
d’intégration

parparties:

∫
b

a
u
′(t)v(t)dt=

[u(t)v(t)] ba −
∫

b

a
u(t)v

′(t)dt.

D
ém

onstration.—
a)Soit(a

0 ,...,a
n )unesuiteûnie,croissante,telleque

a
=

a
0 ,b

=
a
n ,ettelleque

f
soitdeclasse

C
1surchaqueintervalle]a

k
−1 ,a

k [.Six
ety

sontdesélém
entsde]a

k
−1 ,a

k [telsque
a
k
−1 <

x
⩽
y<

a
k ,on

a

∫
y

x
f
′(t)dt=

f(y)−
f(x),

parla
form

ule
fondam

entale
du

calculdiòérentieletintégral.Lorsqu’on
fait

tendre
x
vers

a
k
−1 parvaleurssupérieuresety

vers
a
k parvaleursinférieures,

f(x)tend
vers

f(a
k
−1 )et

f(y)tend
vers

f(a
k ),parceque

festcontinue.O
n

obtientalors

∫
a
k

a
k
−
1 f

′(t)dt=
f(a

k )−
f(a

k
−1 ).

Finalem
ent,on

a

∫
b

a
f
′(t)dt=

n∑k
=1 ∫

a
k

a
k
−
1 f

′(t)dt=
n∑k
=1 (f(a

k )−
f(a

k
−1 ))=

f(b)−
f(a).

b)La
preuvedela

secondeform
uleestanalogue.Plussim

plem
ent,on

peut
observerquelafonction

fdéûniepar
f(t)=

u(t)v(t)estégalem
entdeclasse

C
1

parm
orceaux

etcontinue,etquel’on
a
f
′(t)=

u
′(t)v(t)+

u(t)v
′(t)pourtout

t∈[a;b],saufpourun
nom

breûnid’exceptions.En
appliquantlaform

ule
a)à

cettefonction
f,on

retrouvelaform
ule

b).
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C
k
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r
m
or
ce
au

x
s’i

le
xi
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e
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ss
an

te
(a

0,
a 1
,.

..
,a

n)
de

no
m
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es

ré
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te
lle

qu
e
a 0

=
a,
a n

=
b,
et

te
lle

qu
e

po
ur

to
ut
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tie
rp

∈{
1,
..

.,
n}
,l
a
fo
nc

tio
n
f
so

it
de
cl
as

se
C

k
su

r]
a p

−
1,
a p

[e
t

ai
t,
ai
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iq
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ut
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se
sd
ér

iv
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sd
’or
dr
es
⩽

k,
un
el
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ite
àd

ro
ite
en
a p

−
1
et

un
e

lim
ite
àg
au
ch
ee

n
a p

.
Si
f
es

td
éû

ni
es

ur
un

in
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rv
al
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R
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Su
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va
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ss
on
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iq
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m
en

td
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.

A
lo

rs
,H

(X
k)
=
H
(X

0)
po

ur
to

ut
k,
et

l’o
n
aH

(X
)=

H
(X

0)
.

Le
m
m
e
(1
.4
.3
)(
C
es
ár
o)

.—
So

it
(a

n)
un
e
su

ite
de

no
m
br
es

ré
el
s;

po
ur

to
ut
en

-
tie

rn
⩾
0,

po
so

ns
A

n
=
(a

0
+
⋅⋅⋅
+
a n

)/
(n

+
1)
.O

n
a
le
si

né
ga

lit
és

lim
a n

⩽
lim

A
n
⩽
lim

A
n
⩽
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a n
.

En
pa
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si
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∞
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ég
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sℓ
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⩽
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n
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1
n
+
1

n ∑ k=
0
a k

=
1

n
+
1N

−
1
∑ k=

0
a k
+

1
n
+
1

n ∑ k=
N
a k

⩽
1
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−
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1
=
x 1
,.

..
,X

n+
m
=
x m

)=
P(
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—
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∞
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D
ém

onstration.—
Pourtoutentiern,posons

H
′(X)

n =
H
(X

n ∣X
n
−1 ,...,X

0 ).

Puisquel’entropiedim
inueparconditionnem

ent,on
a,pourtoutentiern,l’in-

égalité

H
′(X)

n
+1 =

H
(X

n
+1 ∣X

n ,...,X
0 )⩽

H
(X

n
+1 ∣X

n ,...,X
1 ).

PuisqueleprocessusX
eststationnaire,

H
(X

n
+1 ∣X

n ,...,X
1 )=

H
(X

n ∣X
n
−1 ,...,X

0 )=
H
′(X)

n .

A
insi,lasuite(H

′(X))
n estdécroissante.Com

m
eelleestpositive,elleconverge

doncversun
élém

entde[0;+∞
]quenousnotonsH

′(X).
A
lors,pourtoutentiern,on

a

H
(X

0 ,...,X
n )=

H
(X

0 )+
H
(X

1 ∣X
0 )+

⋅⋅⋅+
H
(X

n ∣X
n
−1 ,...,X

0 )

=
n∑k
=0 H

′(X)
k ,

desortequelasuite(
1n
+1 H

(X
0 ,...,X

n ))estlam
oyenneau

sensdeCesáro
dela

suite(H
′(X)

n ).Elleconvergedoncverssalim
ite,cequ’ilfallaitdém

ontrer.

1.5.
Taux

d’entropie
desprocessusm

arkoviens

D
éûnition

(1.5.1).—
O
n
ditqu’un

processusstochastique(X
n )
estm

arkovien
(ou

estun
processusde

M
arkov,ou

estunechaînedeM
arkov)sipourtoutentiern,

(X
0 ,...,X

n
−1 )
etX

n
+1 sontconditionnellem

entindépendantesrelativem
entà

X
n .

C
elasigniûequepourtoutentiern

ettoutesuite(x
0 ,...,x

n
+1 ),on

a

P(X
n
+1 =

x
n
+1 ∣X

n =
x
n ,...,X

0 =
x
0 )=

P(X
n
+1 =

x
n
+1 ∣X

n =
x
n ).

1.5.2.
—

SoitX
=

(X
n )

un
processusm

arkovien.O
n
faitl’hypothèse

supplé-
m
entairequ’ilesthom

ogènec’est-à-direquepourtoutcouple(a,b),on
a

P(X
n
+1 =

b
∣X

n =
a)=

P(X
1 =
b
∣X

0 =
a).

Supposonsquel’ensem
bleA

desvaleurspossiblesde(X
n )soitûni;pourtout

couple(a,b)d’élém
entsdeA

,posons
p
a,b =

P(X
1 =
b
∣ X

0 =
a) etnotonsP

la
m
atrice(p

a,b ).
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X
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existentégalem
ent,m

aisdansuneproportion
bien

plusfaible.(D
anscertains

instrum
ents,telslestom

sd’unebatterie,lesfréquencesanharm
oniquessonttrès

présentes,sibien
qu’on

peutdiõ
cilem

entleurattribuerunenote,m
aislafaçon

dontl’instrum
entestjoué,labaguetteutiliséeparexem

ple,in�uebeaucoup
sur

leson
etm

êm
esursahauteur.)

piano
27,5H

z
4186

H
z

saxophonesoprano
233H

z
1480

H
z

alto
139

H
z

831H
z

ténor
104

H
z

659
H
z

baryton
65H

z
440

H
z

batterie–
cym

bales
200

H
z

10
000

H
z

caisseclaire
240

H
z

6000
H
z

tom
s

120
H
z

5000
H
z

grossecaisse
60

H
z

4000
H
z

voix
–

soprano
261H

z
1047H

z
ténor

123H
z

440
H
z

basse
82H

z
300

H
z

violon
196

H
z

2794
H
z

Figure
3.1.0.1.

D
om

ainesdefréquencesdequelquesinstrum
entsdem

usique

La
perception

dessonsdépend
ensuite

du
fonctionnem

entde
notre

oreille,
du

tym
pan

quitransform
elesoscillationsdela

pression
del’airen

vibrations
m
écaniquesqu’iltransm

etàlacochlée,un
petitosen

form
edelim

açon
rem

pli
d’un

liquideoù
desm

illiersdecellulesciliéesréagissentaux
diversesfréquences

du
son

etlestransform
enten

signalnerveux.Ainsi,l’oreillehum
aineestsensible

auxsignauxdefréquencesvariantde20
H
zà20

000
H
z;selon

H
earing

range
(2005),desconditionsidéalesperm

ettentd’observerunesensibilitépluslarge,
de12H

zà28000
H
z,etlapartieoù

l’audition
estlepluseõ

caceestentre2000
et5000

H
z.

En
conclusion,pourlesapplicationsaux

signaux
sonores,on

peutprendre
pourfréquencedeN

yquisttoutefréquencesupérieureà40
000

H
z.Cellechoisie

parlanorm
eAudio-CD

est44,1kH
zperm

etdonc,en
théorie,derecréertoutle

spectreaudibled’un
signal.Sil’on

secontented’un
signaldem

oindrequalité,on
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n
co

nn
ue
de

H
.N

yq
ui

st.
C’
es

tp
ou

rq
uo

io
n

tro
uv
ea

us
si

l’a
pp
el
la
tio

n
th
éo

rè
m
e
de

N
yq

ui
st
–S

ha
nn

on
.

La
pr
eu
ve
de
ce

th
éo

rè
m
er
ep

os
es

ur
la

th
éo

rie
de

ss
ér

ie
se

td
el
at

ra
ns
fo

rm
at
io
n

de
Fo

ur
ie
rq

ui
pe

rm
et
de
dé
co

m
po

se
rt

ou
ts

ig
na

le
n
un
ec

om
bi
na

iso
n
de

sig
na

ux
tr
ig
on

om
ét

riq
ue

s«
pu

rs
».
C
’es

ta
us

si
ce

tte
th
éo

rie
qu

if
ou

rn
ira

un
ed
éû

ni
tio

n
pr
éc

ise
de

l’e
ns
em
bl
ed
es
fré

qu
en
ce
sq

ui
ap

pa
ra

iss
en

td
an

su
n

sig
na

ld
on

né
—
ce

se
ra

le
su

pp
or

td
es
at

ra
ns
fo

rm
ée
de
Fo

ur
ie
r.

La
co

ns
id
ér
at
io
n
d’
un

te
ls

ig
na

lt
rig

on
om

ét
riq

ue
pu

re
xp

liq
ue
dé

jà
la

né
ce

ss
ité

de
l’é
ch
an

til
lo
nn
ag
eà

la
fré

qu
en
ce
de

N
yq

ui
st.

Si
la
fo
nc

tio
n
F
dé
ûn

ie
pa

rF
(t
)=

sin
(ω

t)
(d
e
pé

rio
de

2π
/ω
,d
e
fr
éq

ue
nc
e
f
=

ω
/2

π)
es

té
ch
an

til
lo
nn
ée
à
la

fr
éq

ue
nc
ed

ou
bl
e
ω
/π
,o

n
ob

tie
nt

le
sd

on
né
es
F(

nπ
/ω

)=
sin

(n
π)

=
0.

O
n
ne

pe
ut
do

nc
di

sti
ng

ue
rl
es

ig
na

lF
du

sig
na

ln
ul
!

N
ou

sp
ou

vo
ns
au

ss
ie
xp

liq
ue

rt
ou

td
es

ui
te

la
fa
ço

n
do

nt
ce

th
éo

rè
m
e,
ap

pl
iq

ué
au
x
sig

na
ux

so
no

re
s,

in
te
rv

ie
nt
da

ns
la
vi
ed
et

ou
sl
es

jo
ur

s.
Le

ss
on

ss
im

pl
es

qu
en

ou
sp
er
ce
vo

ns
,c
eu
xd

’u
ne

vo
ix
ch
an

té
e,
d’
un

in
str

um
en

t
de

m
us

iq
ue
,e

tc
.,
on

tu
ne
fr
éq

ue
nc
e
fo
nd
am
en

ta
le
f 1,

qu
id
ét
er

m
in
el
an

ot
e(
do
,

ré
,..

.)
qu
en

ou
sa

ttr
ib

ue
ro

ns
àc
es

on
.L

or
sq

ue
ce

tte
fré

qu
en
ce
fo
nd
am

en
ta
le
es

t
do

ub
lé
e,

no
us
en

te
nd

on
sl
a«

m
êm
e»

no
te
,à

l’o
ct
av
es

up
ér

ie
ur
,e

tc
eq

ui
fa
it
la

ric
he

ss
ed
ec
es

so
ns
es

tq
u’
ils

«c
on

tie
nn
en

t»
de

sh
ar

m
on

iq
ue

s,
c’e

st-
à-
di

re
de

s
fr
éq

ue
nc
es

m
ul

tip
le
s
f 2
=

2f
1,
f 3
=

3f
1,.

..,
de

la
fr
éq

ue
nc
e
fo
nd
am

en
ta
le
.C

’es
t

no
tre

pe
rc
ep

tio
n
du

so
n

qu
iu

ni
ûe

to
ut
es
ce

ss
ig
na

ux
en

un
so

n
un

iq
ue

.A
u

su
b-

til
ité

s(
fo
nd
am

en
ta
le
s)
de

sg
am

m
es

pr
ès
,l
or

sq
ue

la
fré

qu
en
ce
fo
nd
am

en
ta
le
f 1

co
rr
es
po

nd
à
un

do
,l
es

ha
rm

on
iq

ue
ss

ui
va

nt
es
co

rr
es
po

nd
en

t,
f 2
=

2f
1
au
do

de
l’o
ct
av
e
su

pé
rie

ur
,f

3
=

3f
1
au

so
ld
e
ce

to
ct
ab

le
,f

4
=

4f
1
au
do

de
l’o
ct
av
e

en
co

re
su

pé
rie

ur
,p

ui
s
f 5
=
5f

1
au

m
id
ec
et

oc
ta
ve
et
f 6
=

6f
1
au

so
ld
ec
et

oc
ta
ve
,

un
oc

ta
ve

pl
us

ha
ut

qu
e
la

tr
oi

siè
m
e
ha

rm
on

iq
ue
f 3
=

3f
1.
O
n
de
vi
ne

là
d’o

ù
pr

ov
ie
nt

l’i
m
pr
es

sio
n
de

so
lid

ité
qu
ep

ro
cu

re
l’a
cc

or
d
«p
ar
fa
it
»(
do

-m
i-s

ol
,p
ar

ex
em

pl
e)
en

ha
rm

on
ie
cla

ss
iq

ue
.

N
ou

sa
vo

ns
in
di

qu
é
ûg

ur
e
3.1

.0
.1

le
sp
ec

tr
e
de

sf
ré

qu
en
ce

sf
on
da

m
en

ta
le
s

(a
rr
on
di
es
au

H
z
le

pl
us

pr
oc

he
)d
e

qu
el
qu
es

in
st
ru

m
en

ts
de

m
us

iq
ue

.E
lle

ne
tie

nt
pa

sc
om

pt
e
de

sh
ar

m
on

iq
ue

sq
ui
,n

ou
sl

’av
on

sd
it,

so
nt

re
sp

on
sa
bl
es

de
la

na
tu

re
du

so
n;
di

so
ns

qu
el
es

10
pr
em

iè
re

sh
ar

m
on

iq
ue

so
nt

un
ei

m
po

r-
ta
nc
e.
Ce

tte
ûg

ur
et

ie
nt
en
co

re
m

oi
ns
co

m
pt
ed
es
fré

qu
en
ce

sa
nh
ar

m
on

iq
ue

sq
ui
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C
’es

tu
ne

m
at
ric
e
ca

rr
ée
à
in
di
ce

s
da

ns
l’e
ns
em
bl
e
A

;m
êm
e
si
A

n’e
st

pa
s

fo
rc
ém
en

td
el
af

or
m
e{

1,
..

.,
m
},

la
th
éo

rie
es

ti
de

nt
iq

ue
.L
es
co
eõ
ci
en

ts
de

la
m
at
ric
eP

so
nt
de

sp
ro
ba
bi
lit
és
co

nd
iti

on
ne

lle
s;

ils
so

nt
do

nc
po

sit
ifs

ou
nu

ls.
Po

ur
to

ut
a,

on
a

∑ b∈
A
p a

,b
=
∑ b∈
A
P(

X 1
=
b
∣X

0
=
a)

=
1.

Au
tre

m
en

td
it
la

so
m

m
ed
es
co
eõ
ci
en

ts
de
ch
aq

ue
lig

ne
de

P
es

té
ga

le
à1

.O
n

di
tq

ue
P
es

tu
ne

m
at
ri
ce

sto
ch
as

tiq
ue

.
La

m
at
ric
eP

es
ta

pp
elé
el
am

at
ri
ce
de

tr
an

sit
io
n
du

pr
oc
es
su

sm
ar

ko
vi
en

X.
D
an

sl
e
vo
ca
bu

la
ire

de
sc

ha
în
es
de

M
ar
ko
v,

le
sé

lé
m
en

ts
de
A

so
nt
ap

pe
lé
s

ét
at
s,
et

p a
,b
es

tl
a
pr

ob
ab

ili
té
de

pa
ss
ag
e
de

l’é
ta
ta

à
l’é

ta
tb

.O
n

re
pr
és
en

te
so

uv
en

tu
ne

te
lle
ch
aî
ne

pa
ru

n
ca

rq
uo

is
(g

ra
ph
eo

rie
nt
é)
do

nt
les

so
m

m
et
ss

on
t

le
sé

ta
ts
de

la
ch
aî
ne
,m

un
ip

ou
rc

ha
qu
e
co

up
le
d’é

ta
ts

(a
,b

),
d’
un
e
�è
ch
e
de

l’é
ta
ta

àl
’ét
at
b
ét
iq

ue
té
ed
el
ap

ro
ba
bi
lit
é
p a

,b
.

A
in

si,
le

gr
ap

he
de

la
ûg

ur
e1

.5.
2.
1r
ep

ré
se
nt
eu

ne
ch
aî
ne
de

M
ar
ko
v
à
de

ux
ét
at
s{
a,
b}

.L
ap

ro
ba
bi
lit
éd
ep
as

se
rd
e
a
à
b
es

té
ga

le
à
p,
ce

lle
de

pa
ss
er
de
b

à
a
es

té
ga

le
à
q.

Sa
m
at
ric
ed
et

ra
ns

iti
on

es
ta

in
si
do

nn
ée

pa
r

P
=
(1−

p
p

q
1−

q).

a
b1−
q

q

1−
p

p

Fi
gu

re
1.5

.2.
1.

U
ne
ch
aî
ne
de

M
ar
ko
v
àd
eu
x
ét
at
s.

Si
M

=
(µ

a)
es

tl
al

oi
de

X
n,
co

ns
id
ér
ée
co

m
m
eu

n
ve
ct
eu

r-
lig

ne
,l
al

oi
M

′
=

(µ
′ a)
de

X n
+
1
es

td
on

né
ep
ar

µ′ a
=
P(

X n
+
1
=
a)

=
∑ b∈
A
P(

X n
=
b)
⋅P

(X
n+

1
=
a
∣X

n
=
b)

=
∑ b∈
A
µ b

p b
,a
.

Au
tre

m
en

td
it,

on
aM

′
=
M

P.
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Parrécurrence,silevecteurM
représentela

loideX
0 ,la

loideX
n estrepré-

sentéeparlevecteurM
P

n.

Proposition
(1.5.3).—

SoitX
=
(X

n )
un

processusm
arkovien

hom
ogène.SoitA

l’ensem
ble
desvaleursdeX

0 ,soitP
=
(p

a,b )
la

m
atrice

de
transition

deX
etsoit

M
=
(µ

a )
la

loideX
0 .PourqueX

soitstationnaire,ilfautetilsuõ
tque

l’on
ait

M
=
M

P.D
ansce

cas,on
aH
(X)=

−
∑a,b µ

a p
a,b log(p

a,b ).

D
ém

onstration.—
SiX

eststationnaire,alors
X
0
etX

1 ontm
êm
e
loi,donc

M
=

M
P.Supposons

inversem
entque

M
=

M
P
etprouvons

que
X
estun

processus
stationnaire.O

n
saitdéjà

que
pour

toutentier
n,la

loide
X

n
est

donnéeparM
.D
ém

ontronsparrécurrencesurm
que

P(X
n =

x
0 ,...,X

n
+m

=
x
m )=

P(X
0 =

x
0 ,...,X

m
=
x
m )pourtoutentierm

,tousx
0 ,...,x

m
∈A

ettout
n
∈
N
.Pardéûnition

d’un
processusm

arkovien
hom

ogène,on
a

P(X
n =

x
0 ,...,X

n
+m

=
x
m )

=
P(X

n
+m

=
x
m

∣X
n =

x
0 ,...,X

n
+m

−1 =
x
m
−1 )⋅P(X

n =
x
0 ,...,X

n
+m

−1 =
x
m
−1 )

=
P(X

n
+m

=
x
m

∣X
n
+m

−1 =
x
m
−1 )⋅P(X

n =
x
0 ,...,X

n
+m

−1 =
x
m
−1 )

=
P(X

1 =
x
m

∣X
0 =

x
m
−1 )⋅P(X

n =
x
0 ,...,X

n
+m

−1 =
x
m
−1 ).

Parl’hypothèsederécurrence,on
a

P(X
n =

x
0 ,...,X

n
+m

−1 =
x
m
−1 )=

P(X
0 =

x
0 ,...,X

m
−1 =

x
m
−1 ).

A
insi

P(X
n =

x
0 ,...,X

n
+m

=
x
m )

=
P(X

1 =
x
m

∣X
0 =

x
m
−1 )⋅P(X

0 =
x
0 ,...,X

m
−1 =

x
m
−1 )

=
P(X

0 =
x
0 ,...,X

m
−1 =

x
m
−1 ,X

m
=
x
m )

en
utilisantunefoisdeplusl’hypothèsequeleprocessusX

estm
arkovien.C

ela
prouvequeX

estun
processusstationnaire.

Supposonsm
aintenantqueX

eststationnaire.Pourtoutentiern,on
aH

(X
n ∣

X
n
−1 ,...,X

0 )=
H
(X

n ∣X
n
−1 ),parlapropriétém

arkovienne,puisH
(X

n ∣X
n
−1 )=

H
(X

1 ∣ X
0 ) parstationarité.O

n
aainsiH

(X
n ∣ X

n
−1 ,..., X

0 )=
H
(X

1 ∣ X
0 ) ,d’où

laform
uleH

(X)=
H
(X

1 ∣X
0 )en

vertu
delaproposition

1.4.5.

C
H
A
PIT

R
E

3

ÉC
H
A
N
T
ILLO

N
A
G
E

3.1.
Signaux

continusetsignaux
discrets

C
onsidérons

un
signal;ce

peutêtre
le
chantd’une

artiste,représenté
par

exem
ple

parla
pression

d’airexercée
au
coursdu

tem
pssurun

m
icrophone,

ou
un

signalvisuel,telune
im
age

à
photographier,alors

représentée
par

la
lum

inositéém
iseparchaquepointdelascène.Échantillonnercesignal,c’estle

m
esureràdiversinstants,ou

àdiverslieux,souventrégulièrem
entespacés;cela

transform
eainsiun

signalcontinu
(unefonction

du
tem

ps)en
un

signaldiscret
(unesuitedevaleurs).Laquestion

del’échantillonnageestapparuetrèstôten
théorie

de
la
com

m
unication.Lesingénieursl’ontparexem

ple
utilisée

dèsle
m

ilieu
du

xix
esièclepourfairepasserplusieurssignauxsurun

m
êm
ecanal.Elle

estaujourd’huifondam
entalepourletraitem

entnum
ériquedu

signalpuisque
lesordinateursnem

anipulentqu’unequantitéûnied’inform
ation.

D
’ailleurs,lesordinateursdoiventfaire

plusqu’échantillonner
:ilsdoivent

égalem
entquantiûerlesignalc’est-à-diretransform

erunevaleurcontinue(la
pression,unetension

électrique)en
unevaleurdiscrète,quel’on

peutreprésen-
tersur8

bitsou
16
bits,parexem

ple...).C
’estcette

com
binaison

échantillon-
nage/quantiûcation,etlareconstruction

ultérieuredu
signal,quiestau

cœ
urde

l’ingéniériedu
traitem

entdu
signal.

C
om

m
e
l’indique

son
titre,nousnouscontenteronsdansce

chapitre
de

la
question

del’échantillonnageen
dém

ontrantquel’on
peutreconstruireun

signal
échantillonné

s’ilne
contenait

pas
de
fréquences

supérieures
à

la
m
oitié

de
la

fréquenced’échantillonnage.D
itautrem

ent,sil’on
échantillonneun

signalàune
fréquence

au
m

oinsdeux
foissupérieure

à
cellesqu’ilcontient,on

pourra
le

reconstruireexactem
ent,au

m
oinsthéoriquem

ent.Cethéorèm
em

athém
atique

estleplussouventattribuéàShannon,carilapparaîtsem
ble-t-il,pourlaprem

ière
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Pa
ra

ill
eu

rs
,l
ad
éû

ni
tio

n
de

l’e
nt

ro
pi
ec

on
di

tio
nn
el
le
en

tr
aî
ne

H
(X

1
∣X

0)
=
∑ a

P(
X 0

=
a)

H
(X

1
∣X

0
=
a)

=
−
∑ a

µ a
∑ b

p a
,b
lo
g(

p a
,b
),

ai
ns

iq
u’
il
fa
lla

it
dé

m
on

tre
r.

Ex
em

pl
e
(1
.5
.4
).
—

Re
pr
en

on
s
l’e
xe

m
pl
e
d’
un
e
ch
aî
ne

de
M
ar
ko
v
X
à
de

ux
ét
at
s{
a,
b}

re
pr
és
en

té
ep
ar

le
gr
ap

he
de

la
ûg

ur
e1

.5.
2.1

.
Le

sl
oi

sd
eX

0
po

ur
le
sq

ue
lle

sc
et
te
ch
aî
ne
es

ts
ta
tio

nn
ai
re

so
nt
do

nn
ée

sp
ar

un
ve
ct
eu

r(
µ,

ν)
te
lq

ue

{
µ(

1−
p)
+
νq

=
µ

µp
+
ν(

1−
q)

=
ν

O
n
ob

tie
nt

l’é
ga

lit
é
pµ

=
qν

.J
oi
nt
à
la
co

nd
iti

on
µ
+

ν
=

1,
on

vo
it

qu
’il
ex

ist
e

un
eu

ni
qu
et
el
le

lo
i,
do

nn
ée

pa
r

(µ
,ν

)=
(

q
p
+
q,

p
p
+
q).

A
lo

rs
,l
et
au
x
d’e

nt
ro

pi
ed
eX

es
té

ga
là

H
(X

)=
q

p
+
q
(−

(1
−

p)
lo
g(

1−
p)
−

p
lo
g(

p)
)

+
p

p
+
q
(−

q
lo
g(

q)
−
(1
−
q)

lo
g(

1−
q)

)

=
q

p
+
qh(

p)
+

p
p
+
qh(

q)
,

où
h
es

tl
af

on
ct
io
n
en

tro
pi
er
ep

ré
se

nt
ée
da

ns
la
ûg

ur
e1

.1.
5.2

.
Pa

ra
ill
eu

rs
,l
a
lo
id
e
X

n
es

t,
po

ur
to

ut
en

tie
rn
,d

on
né
e
pa

r(
µ,

ν)
,d
e
so

rt
e

qu
el

’en
tro

pi
ed
eX

n
es

té
ga

le
à

H
(X

n)
=
−

q
p
+
q
lo
g(

q
p
+
q)

−
p

p
+
q
lo
g(

p
p
+
q)

=
h(

p
p
+
q) .

1.5
.5
.
—

So
it
X
=
(X

n)
un

ch
aî
ne
de

M
ar
ko
v
ho

m
og
èn
eà

en
se
m
bl
ed

’ét
at
sA

ûn
i;

so
it
P
=
(p

a,
b)

sa
m
at
ric
ed
et

ra
ns

iti
on

.O
n
di

tq
ue

la
ch
aî
ne

X,
ou

qu
el
a

m
at
ric
es

to
ch
as

tiq
ue

P,
es

tp
ri
m
iti
ve

s’i
le
xi

ste
un

en
tie

rm
⩾
1t
el

qu
et

ou
sl
es

co
eõ
ci
en

ts
de

la
m
at
ric
eP

m
so

ie
nt

str
ic
te
m
en

tp
os

iti
fs
.
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_
éorèm

e(1.5.6)(O
.Perron,1907).—

SoitP
unem

atricestochastiqueprim
itive.

La
suite

de
m
atrices(P

n)
converge;sa

lim
iteQ

estune
m
atrice

stochastique
de

rang1.

D
ém

onstration.—
O
n
m

unitR
A
delanorm

edéûniepar∥X∥=
∑
a
∈A ∣x

a ∣,pour
X
=
(x
a );on

poseaussif(X)=
∑
a
∈A
x
a .

Ladém
onstration

du
théorèm

erequiertplusieursétapes.O
n
noteΣ

l’ensem
ble

desX
∈
R
A+

telsque
f(X)=

1;c’estunepartieconvexeetcom
pactedeR

A.Soitm
un

entier⩾
1telque

touslescoeõ
cients(p

′a,b )
de

la
m
atrice

P
′=

P
m

soient
strictem

entpositifs;notonscleurborneinférieure.
a)

PourtoutX
∈
R
A,on

a∥XP∥⩽
∥X∥

et
f(XP)=

f(X).
SoitX

∈
R
A.PosonsY

=
XP

;on
a
Y
=

(y
b ),avec

y
b
=
∑
a x

a p
a,b .G

râce
à

l’inégalitétriangulaire,on
a

∥Y∥=
∑b
∈A ∣y

b ∣⩽
∑a,b ∣x

a ∣p
a,b =
∑a ∣x

a ∣∑b
p
a,b =
∑a ∣x

a ∣=
∥X∥,

cequiprouvel’inégalitévoulue.
D
em

êm
e,

f(Y)=
∑b

y
b =
∑a,b x

a p
a,b =
∑a

x
a =

f(X).

b)
Pour

toutX
∈
R
A+ ,lescoeõ

cientsde
XP

sontpositifs,etceux
de

XP
′sont

supérieursà
c∥X∥.

SoitX
∈
R
A+ .PosonsY

=
XP

etnotonsY
=
(y
b ).O

n
a
y
b =
∑
a x

a p
a,b ;on

voit
doncque

y
b ⩾

0
pourtoutb.

D
em

êm
e,posonsZ

=
XP

′=
(z
b ).Puisque

p
′a,b ⩾

cetx
a ⩾

0
pourtous

a,b,
on

a
z
b =
∑a

x
a p

′a,b ⩾
∑a

x
a c=

c.

c)
SoitX

∈
R
A
telque

f(X)=
0.A

lors,∥XP
′∥⩽

(1−
cCard(A))∥X∥.

SoitZ
=
XP

′;notonsZ
=
(z
b ),desorteque

z
b =
∑
a x

a p
′a,b .C

om
m
e∑

x
a =

0,
on

aaussiz
b =
∑
a x

a (p
′a,b −

c),desorteque

∣z
b ∣⩽
∑a ∣x

a ∣(p
′a,b −

c)⩽
∑a ∣x

a ∣p
′a,b −

c∥X∥.

En
som

m
antsurb,on

obtient

∥Z∥⩽
∥X∥−

cCard(A)∥X∥=
(1−

cCard(A))∥X∥.
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SoitM
′l’ensem

ble
desélém

ents
m

∈
M

telsque
λ
m (Φ

)
⩽

2λ
m

oy (Φ
).Appli-

quonsl’inégalitédeM
arkov

àlafonction
m
↦

λ
m (Φ

)surl’universM
m

unide
lam

esuredeprobabilitéuniform
e;son

espéranceestλ
m

oy (Φ
).O

n
adonc

P(λ
m (Φ

)>
2λ

m
oy (Φ

))⩽
12 ,

c’est-à-direCard(M
M

′)⩽
12 Card(M

),soitencoreCard(M
′)⩾

12 Card(M
).

Soit
f
′∶M

′→
A

nla
restriction

à
M

′de
la
fonction

de
codage

f.O
n
choisit

unefonction
g
′∶B

n→
M

′telleque
g
′(b)=

g(b)sig(b)∈M
′.A

lors,(f
′,g

′)est
un

codeΦ
′surl’ensem

bleM
′adaptéau

canalC.Pourm
∈M

′,on
a

λ
m (Φ

′)=
P(g

′(Y)≠
m

∣X
=
f
′(m

))
⩽
P(g(Y)≠

m
∣X

=
f(m

))
=

λ
m (Φ

)⩽
2λ

m
oy (Φ

),
donc

λ
m
ax (Φ

′)⩽
2λ

m
oy (Φ

).Enûn,letaux
detransm

ission
dececodeΦ

′vériûe

τ(Φ
′)=

log(Card(M
′))

n
⩾

log(Card(M
))−

log(2)
n

⩾
τ(Φ

)−
log(2)

n
.

2.6.11.
C
onclusion

de
la
dém

onstration
du

théorèm
e
2.6.4.

—
Rappelons

qu’ils’agitdeprouverqu’ilexiste,pourtoutnom
breréelρ

telque
ρ
<
I(C),tout

nom
breréelα

>
0
ettoutentiern

assezgrand,un
codedelongueurn

adaptéau
canalC,detauxdetransm

ission
au

m
oinsρ

etdeprobabilitéd’erreurm
axim

ale<
α.Soitρ

′un
nom

breréeltelque
ρ
<

ρ
′<

I(C).D
’aprèslecorollaire2.6.9,ilexiste,

pourtoutentier
n
assez

grand,un
code

Φ
de

longueur
n,adapté

au
canalC

,
detaux

detransm
ission

⩾
ρ
′etdeprobabilitéd’erreurm

oyenne<
α/2.SoitΦ

′

un
code

telque
construitdansle

lem
m
e
2.6.10.Son

taux
de

transm
ission

est
au

m
oinségalà

ρ
′−

log
(2
)

n
,donc

τ(Φ
′)
⩾

ρ
sin

estassez
grand,précisém

ent,
sin

⩾
log(2)/(ρ

′−
ρ),etsa

probabilité
d’erreur

m
axim

ale
estau

plus
α.Le

théorèm
eestainsidém

ontré.



50
CH

A
PI

TR
E

2.
CO

D
AG

E

C
om

m
e
ρ
<
I(
C
),

il
ex

ist
e
ε
>
0

te
lq

ue
ρ
−
I(
C
)+

3ε
<
0.

La
m
aj
or
at
io
n
de

P(
U
=
1)

te
nd

al
or

sv
er

s0
qu
an
d
n

te
nd

ve
rs
+∞

;p
ou

rn
as

se
zg

ra
nd
,o

n
ad

on
c

P(
U
=
1)
<
α.

Co
ro

lla
ire

(2
.6
.9
).
—

So
it
C

un
ca

na
ls
an

sm
ém

oi
re
.S

oi
tα

>
0.

Po
ur

to
ut

no
m
br
e

ré
el

ρ
<
I(
C)
et

to
ut
en

tie
rn
as

se
zg

ra
nd
,i
le
xi
ste

un
co
de

Φ
de

lo
ng

ue
ur

n
ad
ap

té
au
ca

na
lC

do
nt

le
ta
ux
de

tr
an

sm
iss

io
n
es
ta

u
m
oi
ns

ρ
et
do

nt
la

pr
ob
ab

ili
té

d’e
rr
eu

rm
oy
en

ne
λ m

oy
(Φ

)e
st

in
fé
ri
eu

re
à
α.

D
ém

on
str
at
io
n.
—

C
ho

isi
ss
on

sn
as

se
zg

ra
nd

de
so

rt
eq

ue
P(

U
=
1)
<
α
(p

ro
-

po
sit

io
n

2.6
.8
).
En

co
nd

iti
on

na
nt

su
rt

ou
sl
es
co
de

sp
os

sib
le
s,

on
a

P(
U
=
1)
=

1
Ca

rd
({

Φ
})
∑ Φ

P(
U
=
1∣
f
=
f Φ

).

Pa
r
su

ite
,i
le
xi

ste
Φ

te
lq

ue
P(

U
=

1
∣
f
=
f Φ

)
<
α.

Pa
r
ai
lle

ur
s,
co

m
m
e
la

va
ria
bl
ea

lé
at
oi

re
W
es

ti
nd
ép
en
da

nt
ed
eΦ

es
tu

ni
fo

rm
ed
an

sM
,o

n
a

P(
U
=
1∣
f
=
f Φ

)=
1

Ca
rd

(M
)
∑ m
∈
M
P(

U
=
1∣
f
=
f Φ
,W

=
m
).

Pa
rd
éû

ni
tio

n,
P(

U
=

1∣
f
=
f Φ
,W

=
m
)
=

λ m
(Φ

),
la

pr
ob
ab

ili
té
d’e

rr
eu

rd
e

tra
ns

m
iss

io
n
lo

rs
qu
el
em

ot
m
es

tt
ra

ns
m

is
da

ns
le
ca

na
lC

au
m

oy
en
du

co
de

Φ
.

A
in

si,
λ m

oy
(Φ

)=
P(

U
=
1∣
f
=
f Φ

)<
α.

En
ûn
,l
et
au
x
de

tr
an

sm
iss

io
n
du

co
de

Φ
vé

riû
e

τ(
Φ
)=

lo
g(
Ca

rd
(Φ

))
n

⩾
ρ,

ce
qu

ic
on
clu

tl
ad
ém

on
str
at
io
n
du

co
ro

lla
ire

.

Le
m
m
e
(2

.6
.10

).
—

So
it

Φ
un
co
de
de

lo
ng

ue
ur

n
ad
ap

té
à
un
ca

na
ls
an

sm
é-

m
oi
re
C.

Il
ex

ist
e
un
co
de

Φ
′
de

m
êm
e
lo
ng

ue
ur

te
lq

ue

τ(
Φ
′ )
⩾
τ(

Φ
)−

lo
g(

2)
n

et
λ m

ax
(Φ

′ )
⩽

2λ
m

oy
(Φ

).

D
ém

on
str
at
io
n.
—

So
it
M

le
do

m
ai
ne
du

co
de

Φ
,s

oi
tf

sa
fo
nc

tio
n
de
co
da

ge
et

g
sa
fo
nc

tio
n
de
dé
co
da

ge
.

1.5
.T
AU

X
D
’E
N

TR
O
PI
E
D
ES

PR
O
CE

SS
U

S
M
A
RK

O
V
IE

N
S

19

d)
L’e

ns
em
bl
e
Σ
es
ts

ta
bl
e
pa

r
l’a

pp
lic
at
io
n
X
↦

XP
′ ,
et
ce
tte
ap

pl
ic
at
io
n
es
t

co
nt

ra
ct
an

te
po

ur
la

no
rm
e
∥⋅∥

.
La

st
ab

ili
té
de

Σ
dé
co

ul
ed
ec
eq

ui
a
ét
éd

it
pl

us
ha

ut
.P
ar
ai
lle

ur
s,

so
it
X
,X

′

de
sé

lém
en

ts
de

Σ
;p

os
on

sY
=
XP

′
et
Y′

=
X′

P′
.O

n
a
f(
X′
−
X)

=
0
et
Y′
−
Y
=

(X
′
−
X)

P′
;a

lo
rs

∥Y
′
−
Y∥

⩽
(1
−
cC
ar
d(
A
))

∥X
′
−
X∥

,

d’o
ù
l’a

ss
er

tio
n
pu

siq
ue

1−
cC
ar
d(
A
)<

1.
e)

La
su

ite
de

m
at
ri
ce
s(

(P
′ )n

) c
on
ve

rg
e;

sa
lim

ite
es
tu

ne
m
at
ri
ce

sto
ch
as

tiq
ue

de
ra

ng
1.

D
’ap

rè
sl
e
th
éo

rè
m
e
du

po
in

tû
xe
de

Pi
ca

rd
,l
’ap

pl
ic
at
io
n
X
↦

XP
′
po

ss
èd
e

un
un

iq
ue

po
in

tû
xe

M
da

ns
Σ
et
,p

ou
rt

ou
tv
ec

te
ur

X
∈

Σ,
la

su
ite

(X
(P

′ )n
)

co
nv
er
ge

ve
rs

M
.

L’e
sp
ac
eΣ

co
nt

ie
nt

le
sv
ec

te
ur

sX
a
de

la
ba

se
ca

no
ni

qu
e.

Po
ur
ch
ac

un
d’e

nt
re

eu
x,

on
a
do

nc
X
a(

P′
)n
→

M
.C
el
a
pr

ou
ve

qu
e
la

lig
ne
a
de

la
su

ite
de

m
a-

tri
ce

s(
(P

′ )n
) c

on
ve

rg
ev
er

sM
.L
as

ui
te

((
P′
)n

) c
on

ve
rg
ed

on
cv
er

sl
am

at
ric
eQ

do
nt

to
ut
es

le
sl

ig
ne

ss
on

té
ga

le
sà

M
;c

’es
tu

ne
m
at
ric
es

to
ch
as

tiq
ue
de

ra
ng

1.
f)

La
su

ite
de

m
at
ri
ce
s(

Pn
)c

on
ve

rg
e
ve

rs
Q
.

En
éc

riv
an

tl
ad

iv
isi

on
eu
cli
di
en

ne
de

n
pa

rm
,n

=
m

k
+
d,

où
0
⩽
d
⩽
m
−
1,

on
aP

n
=
Pd

(P
′ )k

.S
up

po
so

ns
qu
en

te
nd
ev
er

sl
’in
ûn

ie
n

re
sta

nt
da

ns
la
cla

ss
e

de
d
m

od
ul
o
m

;o
n
ad

on
cP

n
→

Pd
Q
.O

r,
co

m
m
et

ou
te
sl
es
ve
ct
eu

rs
-li

gn
ed
eP

d

ap
pa

rt
ie
nn
en

tà
Σ,

on
a
Pd

Q
=

Q
.P
ar

su
ite
,t
ou

te
sc
es

so
us

-s
ui

te
so

nt
m
êm
e

lim
ite
,Q
,c
eq

ui
en

tr
aî
ne

qu
eP

n
co

nv
er
ge

ve
rs

Q
.

Re
m
ar

qu
e
(1
.5
.7
).
—

To
ut
es

le
sl

ig
ne

sd
el
a
m
at
ric
eQ

so
nt
ég
al
es
à
un

m
êm
e

ve
ct
eu

rM
à
co
eõ
ci
en

ts
po

sit
ifs
,d
e
so

m
m
e
ég
al
e
à
1.

O
n
a
M

P
=

M
,c
e
qu

i
pr

ou
ve

qu
eM

es
tu

n
«v
ec

te
ur

pr
op

re
»à

ga
uc

he
de

P,
po

ur
la
va

le
ur

pr
op

re
1.

So
it
N

un
ve
ct
eu

rp
ro

pr
eà

ga
uc

he
de

P
po

ur
un
ev
al
eu

rp
ro

pr
e
λ.

O
n
ad

on
c

N
P
=

λN
pu

is,
pa

r
ité

ra
tio

n,
N
Pn

=
λn

N
po

ur
to

ut
n.

Lo
rs

qu
e
n

te
nd

ve
rs

l’i
nû

ni
,l
em

em
br
ed
eg
au
ch
et
en
d
ve

rs
N

Q
.C

om
m
eN

≠
0,
ce

la
en

tra
în
eq

ue
la

su
ite

(λ
n )
co

nv
er
ge
:o

n
ad

on
c
λ
=
1o

u
∣λ
∣<

1.
Su

pp
os

on
s
λ
=

1.
So

it
X
=

N
−
f(

N
)M

,d
e
so

rt
e
qu
e
f(
X)

=
0.
D
’ap

rè
sl
e

po
in

tc
)d
el
ap

re
uv
e,

on
ad

on
c∥

XQ
∥⩽

(1
−
cC
ar
d(
A
))

∥X
∥.

O
r,
X
=
XP

=
XQ

,
ce

qu
ie

nt
ra

în
eX

=
0
et

N
=
f(

N
)M

.
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Sous
les

conditions
du

théorèm
e,la

m
atrice

P
possède

une
unique

valeur
propre

de
m

odule
⩾

1;cette
valeur

propre
estégale

à
1etl’espace

propre
(à

gauche)correspondantestdedim
ension

1,engendréparM
.

_
éorèm

e(1.5.8).—
SoitX

une
chaîne

de
M
arkov

hom
ogène,à

ensem
ble
d’états

ûni,prim
itive.SoitP

=
(p

a,b )
sa

m
atrice

de
transitions

etsoitM
=

(µ
a )

son
unique

loistationnaire.A
lors,le

taux
d’entropie

existe
etestdonné

par

H
(X)=

limn
→
∞

H
(X

n ∣X
n
−1 )=

−
∑a,b µ

a p
a,b log(p

a,b ).

D
ém

onstration.—
SoitA

l’ensem
bledesétatsdeX

etsoitM
0 =

(m
(0
)

a
)levecteur

de
R
A
décrivantlaloideX

0 .Pourtoutentiern,laloideX
n estreprésentéepar

levecteurM
n =

M
0 P

n=
(m
(n
)

a
).Parsuite,

H
(X

n ∣X
n
−1 )=

∑a
m
(n
−1)

a
H
(X

n ∣X
n
−1 =

a)=
−
∑a,b m

(n
−1)

a
p
a,b log(p

a,b ).

Puisque
m
(n
)

a
→

µ
a pourtouta,on

adonc

H
(X

n ∣X
n
−1 )→

−
∑a,b µ

a p
a,b log(p

a,b ).

N
otonsH

′(X)cetteexpression.
Parailleurs,on

a

H
(X

1 ,...,X
n )=

H
(X

1 )+
H
(X

2 ∣X
1 )+

⋅⋅⋅+
H
(X

n ∣X
n
−1 ,...,X

1 ).
C
om

m
eX

estun
processurm

arkovien,on
al’égalité

H
(X

n ∣X
n
−1 ,...,X

1 )=
H
(X

n ∣X
n
−1 ),

sibien
que

H
(X

1 ,...,X
n )=

H
(X

1 )+
n∑k
=2 H

(X
k ∣X

k
−1 ).

D
’aprèslelem

m
edeC

esáro,on
adonc

1n H
(X

1 ,...,X
n )→

H
′(X),

cequiprouvequeletaux
d’entropiedeX

existeetestégalàH
′(X).
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O
n
choisitaussialéatoirem

entle
m

ot
m

∈
M

quiesttransm
is,au

m
oyen

d’unevariablealéatoireW
uniform

edansM
,indépendantedu

codeΦ
.Lem

ot
transm

isdanslecanalestX
=
f(W

),celuiquiestreçu
estY,etlem

otdécodé
estW

′=
g(Y).N

otonsU
la
variable

aléatoire
quivaut1lorsque

W
′≠

W
et0

sinon;ils’agitpourcom
m
encerdem

ontrerquel’espérancedeU
estpetite.

Proposition
(2.6.8).—

Soitα
>
0.Ilexisteε>

0
telque,dèsquen

estassezgrand,
on
a
P(U

=
1)⩽

α.

D
ém

onstration.—
Puisque

P(W
=
m
)=

1/Card(M
)pourtoutm

∈M
,on

a

P(U
=
1)=

∑m
∈M

P(W
=
m
)P(U

=
1∣W

=
m
)=

1
Card(M

)
∑m
∈M

P(U
=
1∣W

=
m
).

Fixonsun
élém

entm
∈M

etconditionnonsla
situation

à
W

=
m

;on
a
erreur

lorsque,soit(f(m
),Y)n’appartientpasàC

nε (événem
entE

;rappelonsqueX
=

f(W
)),soitilexiste

m
′≠

m
telque(f(m

′),Y)appartientàC
nε (événem

entE
m
′),

desortequeP(U
=
1∣W

=
m
)⩽

P(E
∣W

=
m
)+
∑m
′≠m

P(E
m
′∣W

=
m
).

A
lors,

P(U
=
1)⩽

P((X
,Y)/∈C

nε )+
1

Card(M
)
∑m
≠m

′ P((f(m
′),Y)∈C

nε ∣X
=
f(m

)).

Introduisonsune
variable

aléatoire
X
′à

valeursdansA
n,de

m
êm
e
loique

X
m
ais

indépendante
de

X
;alors

X
′etY

sontindépendantes.Soit
m
′∈

M
tel

que
m
′≠

m
;conditionnée

à
X
=

m
,la

variable
aléatoire

f(m
′)

se
com

porte
com

m
eX

′,desortequequelecouple(f(m
′),Y)am

êm
eloique(X

′,Y).A
insi,

1
Card(M

)
∑m
≠m

′ P((f(m
′),Y)∈C

nε ∣X
=
f(m

))

⩽
Card(M

)P((X
′,Y)∈C

nε ∣X
=
f(m

)),

desorteque

P(U
=
1)⩽

P((X
,Y)/∈C

nε )+
P((X

′,Y)∈C
nε .

Le
prem

ierterm
e
estm

ajoré
par(c(X)+

c(Y)+
c(Z))/2nε 2,etle

second
est

m
ajoréparCard(M

)e
−n
(I(X

1 ,Y
1 )
)
−3ε=

⌈e
nρ⌉e

−n
(I(C
)
−3ε)∼

e
n
(ρ
−I(C

)
+3ε).
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pl
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uo
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tte
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ég
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àd
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sd
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gu
eu
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itr
ai
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tg
ra
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n
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nd
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)e
td
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a
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ob
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d’e

rr
eu

re
st
ar
bi

tr
ai
re
m
en

tp
et
ite

(π
te
nd

ve
rs
0,
do

nc
h(

π)
te
nd

ve
rs
0)

;l
e
m
em
br
e
de
dr

oi
te
de

l’i
né

ga
lit
é
pr
éc
éd
en

te
te
nd

ve
rs

I(
C)
,d

on
ca

lim
ite

su
pé

rie
ur
ed
es

ta
ux
de

tr
an

sm
iss

io
n
τ(

Φ
)s
er
aa

u
pl

us
ég
al
eà

I(
C)

.
C
el
ap

ro
uv
eq

ue
to

ut
ta
ux
de

tr
an

sm
iss

io
n
at
te
ig
na
bl
ep
ar

le
ca

na
lC

es
ti
nf
é-

rie
ur

ou
ég
al
àI

(C
).

2.
6.
7.
—

D
ém

on
tro

ns
m
ai
nt
en
an

tl
ap
ar

tie
«p

os
iti
ve

»d
ut

hé
or
èm
ed
eS

ha
nn

on
,

c’e
st
-à
-d

ire
qu
et

ou
tn

om
br
er
ée

lρ
te
lq

ue
ρ
<
I(
C)

es
ta

tte
ig
na
bl
e.

O
n
ûx
eu

n
en

tie
rn

⩾
1e

tu
n
en

se
m
bl
eM

de
ca

rd
in
al

⌈e
xp

(n
ρ)

⌉;
il

s’a
gi
td
ep

ro
uv
er

qu
’il

ex
ist
e,

po
ur
vu

qu
e
n

so
it
as

se
zg

ra
nd
,u

n
co
de
de

lo
ng

ue
ur

n
su

rM
ad
ap

té
au

ca
na

lC
do

nt
la

pr
ob
ab

ili
té

m
ax

im
al
ed

’er
re

ur
es

tp
et
ite

.O
n
va
co

m
m
en
ce

rp
ar

pr
ou

ve
rq

u’
il
ex

ist
eu

n
te
lc

od
ed

on
tl
ap

ro
ba
bi
lit
ém

oy
en

ne
d’e

rr
eu

re
st

pe
tit
e,

on
ve

rr
ae

ns
ui

te
co

m
m
en

te
n
dé
du

ire
un

co
de
de

m
êm
el

on
gu
eu

re
td
et
au
x
de

tr
an

sm
iss

io
n

un
pe

u
pl

us
fa
ib
le.

La
m
ét
ho
de

su
iv
ie

pa
r
Sh
an

no
n

(1
94
8)
,e

tp
eu

m
od

iû
ée
de

pu
is,
co

ns
ist
e,

no
n
pa

sà
co

ns
tr
ui

re
ex

pl
ic
ite

m
en

tu
n
co
de
ad
ap

té
au
ca

na
lC
,m

ai
sà

év
al
ue

r
l’e

sp
ér
an
ce
de

la
pr

ob
ab

ili
té
d’e

rr
eu

rl
or

sq
ue

le
co
de

Φ
es

tc
ho

isi
al
éa

to
ire

m
en

t.
A
in

si,
po

ur
to

ut
m

∈
M
,f

(m
)e

st
un
e
va

ria
bl
e
al
éa

to
ire

su
rA

n
;o

n
su

pp
os
e

qu
ec
es

va
ria
bl
es
f(

m
)s

on
ti
nd
ép
en
da

nt
es
et

on
tt

ou
te
sp

ou
rl

oi
la

lo
is

ur
A

n

qu
ir
éa

lis
el
ac
ap
ac

ité
du

ca
na

lC
.(

Ra
pp
el
on

sq
ue

I(
C)

es
tl
ab

or
ne

su
pé

rie
ur
e,

po
ur

to
ut
es

les
lo
is

su
rA

,d
el

’in
fo

rm
at
io
n
m

ut
ue

lle
I(
X,

Y)
,o

ù
X
et
Y

so
nt
de

s
va

ria
bl
es
al
éa

to
ire

sà
va

le
ur

sd
an

sA
et
B

re
sp
ec

tiv
em
en

t,
lié
es

pa
rl
a
re
la
tio

n
P(

Y
=
b
∣X

=
a)

=
p(
b
∣a

),
p(
⋅∣
⋅)
dé

sig
na

nt
la

pr
ob
ab

ili
té
de

tr
an

sm
iss

io
n
du

ca
na

lC
.C
et
te
bo

rn
es

up
ér

ie
ur
ee

st
ré
al
isé
ep
ar

un
el

oi
;s

ie
lle

ne
l’a
va

it
pa

sé
té
,

on
au

ra
it
ch

oi
si

un
el

oi
qu

il
’ap

pr
oc

he
.)

La
fo
nc

tio
n
de
dé
co
da

ge
g Φ

n’e
st

pa
sa

léa
to
ire
,m

ai
se

st
dé
ûn

ie
pa

rl
as

tra
té
gi
e

de
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«c
or

re
ct
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n

ty
pi

qu
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.S
ie

lle
n’e

st
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se
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,c
et
te

str
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al

’av
an

ta
ge

de
pe

rm
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eé

va
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at
io
n

re
lat

iv
em
en

ts
im

pl
ed
el
ap

ro
ba
bi
lit
éd

’er
re

ur
.D
an

s
Cn

=
A

n
×B

n ,
so

it
Cn ε

l’e
ns
em
bl
et
yp

iq
ue
ad
ap

té
àu

n
pa

ra
m
èt

re
ε
>
0;
au

tre
m
en

t
di

t,
(a
,b

)
∈
C

n ε
si
et

se
ul
em
en

ts
iP

(X
=
a,
Y
=
b)
es

td
e
l’o

rd
re
de
e−

nH
(
X
,Y
)
,

P(
X
=
a)
es

td
e
l’o

rd
re
de
e−

nH
(
X)
et

P(
Y
=
b)
es

td
e
l’o

rd
re
de
e−

nH
(
Y)
.P
ar

dé
ûn

iti
on
,l
af

on
ct
io
n
de
dé
co
da

ge
g
ap

pl
iq

ue
un

élé
m
en

tb
∈B

n
su

ru
n
élé

m
en

t
m

∈
M

te
lq

ue
(f

(m
),
b)

∈
C

n ε,
s’i

le
xi

ste
un

te
lé

lé
m
en

te
tu

n
se

ul
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ts
ur
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élé

m
en

tn
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pr
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isé
sin
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bo

rd
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sm
ai
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en
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tl
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tr
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n
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Sh
an

no
n
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co
da
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2.
1.
C
od
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2.
1.1

.
A
lp

ha
be

ts
et

m
ot

s.
—

So
it
A

un
en

se
m
bl
e.

O
n
co

ns
id
èr
el
es
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en

ts
de
A
co

m
m
e
le
sl
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d’
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e
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n
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éc
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sy
m
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le
s.

Pa
rd
éû
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m
ot
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ite
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ie
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..

.,
a n

)
d’é

lé
m
en

ts
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A
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’en
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tl
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n
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l’e
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sé
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l’a
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;c

’es
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m
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A

n
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y
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c’e
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m
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L’e
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∗
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er

ne
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at
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a n
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..

.,
a n
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.,
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C
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ot
vi
de
es

ts
on

un
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m
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eu
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.

O
n
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ra
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m
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1.2
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U
n
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C
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at
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2.1.3.
—

SoitC
un

code
sur

l’alphabetA
.En

pratique,on
ne

code
pas

uni-
quem

entdes
sym

boles
de

l’alphabetA
m
ais

des
m

ots
dans

cetalphabet:si
(a

1 ,...,a
n )estun

m
ot,son

codeestlem
otconcaténéC(a

1 )...C(a
n ).O

n
no-

teraC
∗,ou

parfoisencoreC,l’application
deA

∗dansB
∗ainsidéûnie.Ellevériûe

C
∗(ab)=

C(a)C(b)pourtousa,b
dansA

∗.
O
n
ditque

le
code

C
estuniquem

entdécodable
sicette

application
C
∗
est

injective,c’est-à-diresideux
m

otsdistinctsontdescodesdistincts.

Exem
ple

(2.1.4).—
O
n
ditqu’un

codeC
surun

alphabetA
estpréûxesi,pour

tous
a,b

∈A
telsque

a
≠
b,aucun

desdeux
m

otsC(a),C(b)n’estledébutde
l’autre.
D
ém

ontrons
qu’un

telcode
estuniquem

entdécodable.Soiten
eòet

a
=

(a
1 ,...,a

n )
etb

=
(b

1 ,...,b
m )

desm
otsdansl’alphabetA

telsque
C
∗(a)

=
C
∗(b),c’est-à-direC(a

1 )...C(a
n )=

C(b
1 )...C(b

m );dém
ontronsque

a
=
b.

Sia
=
ε,alorsC(a)

=
ε,donc

lesm
otsC(b

1 ),...,C(b
m )

sontvides,ce
qui

im
pose

m
=
0.A

insia
=
ε=

b.D
em

êm
e,sib

=
ε,alorsa

=
ε.

Supposons
m
aintenant

n
⩾

1,d’où
m

⩾
1
d’après

ce
quiprécède.Posons

p
=
ℓ(a

1 )etsupposons,quitteà
échanger

a
etb,que

p
⩽
ℓ(b

1 ).Pardéûnition
desm

otsC(a)etC(b),lem
otdeB

∗form
édes

p
prem

ierssym
bolesdeC(a)est

égalàC(a
1 ).C

om
m
eC(a

1 )C(a
2 )...C(a

n )=
C(a)=

C(b)=
C(b

1 )...C(b
m )

etℓ(b
1 )
⩾

p,c’estaussile
m

otform
é
des

p
prem

ierssym
bolesde

C(b
1 ).Par

suite,C(a
1 )estledébutdu

m
otC(b

1 ).PuisqueC
estun

codepréûxe,on
adonc

a
1 =
b
1 .Lesm

otsform
ésà

partirde
C(a)

etC(b)
en
enlevantles

p
prem

iers
sym

bolessontaussiégaux;on
a
doncC(a

2 )...C(a
n )=

C(b
2 )...C(b

m ).Par
récurrence,celaentraîne

m
=
n
eta

2 =
b
2 ,...,a

n =
b
n .

N
ousavonsainsidém

ontréque
a
=
b.

Rem
arque

(2.1.5).—
O
n
ditégalem

entqu’un
codepréûxeestinstantaném

ent
décodable.En

eòet,sia
∈A

∗,iln’estpasbesoin
deparcourirtoutlem

otC
∗(a)

pourdéterm
inerleprem

iersym
boledea,ilsuõ

tdereconnaître,en
têtedeC

∗(a),
l’un

desm
otsC(x),pour

x
∈A

.A
lors,x

estleprem
iersym

bolede
a,on

peut
écrire

a
=
xa

′,pour
a
′∈

A
∗,etilreste

à
décoder

le
m

otC
∗(a

′)
obtenu

en
enlevantdelatêtedeC

∗(a)lem
otC(x).
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variablealéatoireàvaleursdansA
,doncestau

pluségalàl’entropielog(Card(A))
d’uneloiuniform

esurA
.En

fait,conditionnéàl’événem
entU

=
0,c’est-à-dire

X
≠
Z,cettevariablealéatoireéviteunevaleur,doncson

entropieestm
ajorée

parlog(Card(A)−
1).Laproposition

en
résulte.

2.6.6.
—

C
om

m
ençons

par
dém

ontrer
que

touttaux
de

transm
ission

attei-
gnableest⩽

I(C).
SoitdoncΦ

un
codedelongueurn

surun
ensem

bleM
pourlecanalC

;soit
f

et
g
lesapplicationsde

codage
etde

décodage.SoitW
une

variable
aléatoire

à
valeursdansM

,deloiuniform
e;son

entropieestlog(Card(M
)).A

lorsX
=

f(W
)
estune

variable
aléatoire

à
valeursdansA

n,transm
ise

parle
canal,et

le
m

otY
reçu

à
l’autre

extrém
ité
du

canalestune
variable

aléatoire
à
valeurs

dans
B

n.Le
sym

bole
décodé

estalors
W

′=
g(Y),qu’ilfautcom

parer
à
W

.
Posonsπ

=
P(W

≠
W

′).LavariablealéatoireW
estuniform

edansl’ensem
bleM

,
doncH

(W
)=

log(Card(M
)).L’inégalitédeFano

appliquéeauxvariablesW
,W

′

entraîneaussiH
(W

∣W
′)⩽

h(π)+
π
log(Card(M

)).En
écrivantl’égalité

H
(W

)=
H
(W

∣W
′)+

I(W
,W

′),
on

obtientdonc

log(Card(M
))⩽

h(π)+
π
log(Card(M

))+
I(W

,W
′),

d’où
(1−

π)log(Card(M
))⩽

h(π)+
I(W

,W
′).

D
ans

la
chaîne

de
variables

aléatoires
W
→

X
→

Y
→

W
′,W

etY
sont

indépendantesconditionnellem
entàX

(lecanalneconnaîtpaslem
otW

d’où
est

issu
X),etW

etW
′sontconditionnellem

entindépendantesconditionnellem
ent

àY
(carW

′estcertaineconditionnellem
entàY).D

’aprèslethéorèm
e1.3.11,on

a
donc

I(W
,W

′)⩽
I(W

,Y)=
I(Y,W

)⩽
I(Y,X)=

I(X
,Y).

Pardéûnition
delacapacitéd’un

canalrépété,on
aenûn

I(X,Y)⩽
nI(C),d’où

l’inégalitéI(W
,W

′)⩽
nI(C).

O
n
adonc

(1−
π)log(Card(M

))⩽
h(π)+

nI(C),
d’où

l’inégalité

τ(Φ
)=

log(Card(M
))

n
⩽

I(C)+
h(π)/n

1−
π

.
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C
ela

m
on

tre
qu
ec
es

pr
ob
ab

ili
té
sd

’er
re

ur
ne
dé

pe
nd
en

tq
ue
de

sp
ro
ba
bi
lit
és
de

tr
an

sm
iss

io
n
du

ca
na

lC
et

pa
sd

u
ch

oi
x
de

va
ria
bl
es
al
éa

to
ire

sX
et
Y
ad
ap

té
es

au
ca

na
l.

O
n
dé
ûn

it
au

ss
il
ap

ro
ba
bi
lit
éd

’er
re

ur
m
ax

im
al
e:

λ m
ax
(Φ

)=
su

p
m
∈
M

λ m
(Φ

)

et
la

pr
ob
ab

ili
té
d’e

rr
eu

rm
oy
en

ne
:

λ m
oy
(Φ

)=
1

Ca
rd

(M
)
∑ m
∈
M

λ m
(Φ

).

D
éû

ni
tio

n
(2

.6
.3
).
—

So
it
C

un
ca

na
ld
e
tr
an

sm
iss

io
n
d’
un
al
ph
ab
et
A
à

un
al
ph
ab
et
B.

O
n
di
tq

u’
un

no
m
br
e
ré
el

ρ
es
tu

n
ta
ux
de

tr
an

sm
iss

io
n
at
te
ig
na
bl
e

pa
rl
e
ca

na
lC

s’i
le
xi
ste
,p

ou
rt

ou
tn

om
br
e
ré
el
ε
>
0
et

to
ut
en

tie
rn
as

se
z
gr
an
d,

un
co
de

Φ
de

lo
ng

ue
ur

n
de

ta
ux
de

tr
an

sm
iss

io
n
⩾

ρ
et
de

pr
ob
ab

ili
té
d’e

rr
eu

r
m
ax

im
al
e
⩽
ε.

_
éo

rè
m
e(

2.
6.
4)

(S
ha

nn
on

).
—

So
it
C

un
ca

na
ld
et

ra
ns

m
iss

io
n
d’u

n
al
ph
ab
et
A

à
un
al
ph
ab
et
B.

To
ut

ta
ux
de

tr
an

sm
iss

io
n
at
te
ig
na
bl
ep
ar

le
ca

na
lC
es
ti
nf
ér
ie
ur

ou
ég
al
à
I(
C)

;i
nv
er
se
m
en

t,
to
ut

no
m
br
er
ée
lρ

<
I(
C)
es
tu

n
ta
ux
de

tr
an

sm
iss

io
n

at
te
ig
na
bl
e
pa

rl
e
ca

na
lC

.

Pr
op

os
iti

on
(2

.6
.5
)(

In
ég
al
ité
de
Fa

no
).
—

So
it
X
,Z
de

sv
ar

ia
bl
es
al
éa

to
ire

sd
is-

cr
èt
es
à
va

le
ur

sd
an

su
n
en

se
m
bl
e
ûn

iA
.P

os
on

sπ
=
P(

X
≠
Z)

;a
lo
rs
,

H
(X

∣Z
)⩽

h(
π)

+
π
lo
g(
Ca

rd
(A

)−
1)
.

D
ém

on
str
at
io
n.
—

So
it

U
la
va

ria
bl
ea

léa
to
ire

qu
iv
au

t1
si
Z
=
X
et
0

sin
on

.O
n

a
H
(X
,U

∣Z
)=

H
(X

∣Z
)+

H
(U

∣X
,Z

)=
H
(U

∣Z
)+

H
(X

∣U
,Z

).
C
om

m
eU

es
tc
er

ta
in
ec

on
di

tio
nn
ée
à(

X
,Z

),
on

aH
(U

∣X
,Z

)=
0.

L’e
nt

ro
pi
e

dé
cr
oi

tp
ar
co

nd
iti

on
ne

m
en

t,
do

nc

H
(U

∣Z
)⩽

H
(U

)=
h(

π)
,

pu
isq

ue
U

su
it

un
el

oi
de
Be

rn
ou

lli
de

pa
ra

m
èt

re
π.

Pa
rd
éû

ni
tio

n
de

l’e
nt

ro
pi
e

co
nd

iti
on

ne
lle
,o

n
aa

us
si

H
(X

∣U
,Z

)=
(1
−
π)

H
(X

∣Z
,U

=
1)
+
πH

(X
∣Z
,U

=
0)

.

Le
pr
em

ie
rt
er

m
ee

st
nu

l,
ca

rs
iU

=
1,
X
=
Z
es

tc
er

ta
in
ec

on
di

tio
nn
ell
em
en

tà
Z.

D
an

sl
es
ec

on
d

te
rm
e,

le
fa
ct
eu

rH
(X

∣Z
,U

=
0)
es

tm
ajo

ré
pa

rl
’en

tro
pi
ed

’u
ne
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2.
2.

L’
in
ég
al
ité
de

K
ra

�
–M

cM
ill
an

Pr
op

os
iti

on
(2

.2
.1)

(K
ra

�,
M
cM

ill
an

).
—

So
it
A

un
en

se
m
bl
e
et

so
it
C

un
co
de

su
rA

à
va

le
ur

sd
an

sl
es

m
ot
ss

ur
un
al
ph
ab
et
ûn

iB
.P

os
on

sD
=
Ca

rd
(B

).
Si

le
co
de
C
es
tu

ni
qu
em
en

td
éc
od
ab

le
,o

n
a
l’i
né

ga
lit
é

∑ a∈A
D
−
ℓ(
C(
a)
)
⩽
1.

D
ém

on
str
at
io
n.
—

Po
ur

pr
ou

ve
rl

’in
ég
al
ité
,o

n
pe

ut
su

pp
os
er

qu
el

’en
se

m
bl
eA

es
tû

ni
.S

oi
tN

un
en

tie
rt
el

qu
eN

⩾
ℓ(
C(
a)

)p
ou

rt
ou

ta
∈A

.
So

it
k

un
en

tie
r⩾

1.
O
n
a

( ∑ a
∈
A
D
−
ℓ(
C(
a)
)
)k

=
∑

(
a 1
,..

.,a
k)
∈
A

k

D
−
ℓ(
C(
a 1
)
)
..

.D
−
ℓ(
C(
a k
)
)
=
∑ a∈
A

k

D
−
ℓ(
C(
a)
)
.

Po
ur

to
ut
en

tie
rm

,s
oi

tc
m

le
no

m
br
ed

’él
ém
en

ts
a
∈A

k
te
ls

qu
eC

(a
)s

oi
td
el

on
-

gu
eu

rm
.P
ar

hy
po

th
ès
e,

l’a
pp

lic
at
io
n
de
A

k
da

ns
B∗
do

nn
ée

pa
r(
a 1
,.

..
,a

k)
↦

C
(a

1)
..

.C
(a

k)
es

t
in
je
ct
iv
e.
A
in

si,
c m

es
t
le

no
m
br
e
de

m
ot

s
de

Bm
de

la
fo

rm
e
C
(a

),
po

ur
a
∈A

k ,
si
bi
en

qu
e
c m

⩽
D

m
.O

n
a
au

ss
ic

m
=
0

si
m

>
kN

.
A
lo

rs
,

∑ a∈
A

k

D
−
ℓ(
C(
a)
)
=
∑ m
c m
D
−
m
⩽

kN ∑ m
=
1D

m
D
−
m
=

kN
.

Pa
rs

ui
te
,

∑ a∈A
D
−
ℓ(
C(
a)
)
⩽
(k

N
)1/

k .

Lo
rs

qu
’on

fa
it

te
nd

re
k
ve

rs
+∞

,o
n
ob

tie
nt

l’i
né

ga
lit
év

ou
lu
e.

_
éo

rè
m
e
(2

.2
.2
)(

Sh
an

no
n)

.—
So

it
X

un
e
va

ri
ab

le
al
éa

to
ire
di
sc
rè
te
à
va

le
ur

s
da

ns
un
en

se
m
bl
eA

.S
oi
tC

un
co
de

su
ru

n
al
ph
ab
et
A
,à

va
le
ur

sd
an

su
n
al
ph
ab
et

ûn
iB
de
ca

rd
in
al
D
⩾

2.
Si
C
es
tu

ni
qu
em
en

td
éc
od
ab

le
,l
a
lo
ng

ue
ur

m
oy
en

ne
de
C(

X)
vé

ri
ûe

l’i
né

ga
lit
é

E(
ℓ(
C(

X)
))

⩾
H
D
(X

),

où
H
D
(X

)e
st

l’e
nt

ro
pi
ee

n
ba

se
D
de

X.
Il
y
a
ég
al
ité

si
et

se
ul
em
en

ts
iℓ

(C
(a

))
=

−
lo
g D

(P
(X

=
a)

)p
ou

rt
ou

ta
∈A

.

D
ém

on
str
at
io
n.
—

D
éd

ui
so

ns
l’i
né

ga
lit
é
de

Sh
an

no
n
de

l’i
né

ga
lit
é
de

K
ra

�–
M
cM

ill
an

.P
ar
dé
ûn

iti
on

de
la

lo
ng

ue
ur

m
oy
en

ne
de
C(

X)
et
de

l’e
nt

ro
pi
ed
eX

,
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on
a

E(ℓ(C(X)))−
H
D (X)=

∑a
∈A P(X

=
a)ℓ(C(a))+

∑a
∈A P(X

=
a)logD (P(X

=
a))

=
−
∑a
∈A P(X

=
a)logD (

D
−ℓ(C

(a
)
)

P(X
=
a) )

.

C
om

m
elafonction

logarithm
eestconcave,on

a

∑a
∈A P(X

=
a)logD (

D
−ℓ(C

(a
)
)

P(X
=
a) )

⩽
logD (∑a

∈A P(X
=
a) D

−ℓ(C
(a
)
)

P(X
=
a) )

=
logD (∑a

∈A D
−ℓ(C

(a
)
))

.

D
’aprèsl’inégalitédeKra�,l’argum

entdu
logarithm

eest⩽
1;puisquelafonction

logarithm
eestcroissante,on

adonc

∑a
∈A P(X

=
a)logD (

D
−ℓ(C

(a
)
)

P(X
=
a) )

⩽
0.

A
insi,E(ℓ(C(X)))−

H
D ( X)⩾

0,d’où
l’inégalitédeShannon.Lafonction

loga-
rithm

eeststrictem
entconcaveetstrictem

entcroissante.Pourqu’ily
aitégalité,

ilfautdonc,etilsuõ
t,d’unepartque∑

D
−ℓ(C

(a
)
)=

1,etd’autrepartquetousles
term

esD
−ℓ(C

(a
)
)/P(X

=
a)soientégaux.Puisque∑

P(X
=
a)=

1,cela
signiûe

queD
−ℓ(C

(a
)
)=

P(X
=
a)pourtouta,autrem

entdit,ℓ(C(a))=
−
logD (P(X

=
a))pourtouta.

2.2.3.
C
odeseõ

caces.
—

SoitA
un

alphabetetsoitp
une

loide
probabilité

surA
.SoitB

un
alphabetûnidecardinalD

⩾
2.

D
’aprèsl’inégalitédeShannon,on

aE(ℓ(C(X)))⩾
H
D ( X),pourtoutevariable

aléatoire
X
à
valeurs

dans
A
:l’entropie

fournitune
lim

ite
irrém

édiable
à
la

com
pression

d’un
m
essage.N

ousallonsm
aintenantvoirquecettelim

itepeut
essentiellem

entêtreatteinte,quiplusest,parun
codepréûxe!N

ouscom
m
ençons

paruneréciproqueàl’inégalitédeKra�-M
cM

illan.

Proposition
(2.2.4).—

SoitA
un
ensem

ble,soitD
un
entier⩾

1etsoitℓ∶A
→

N
∗

une
application

telle
que

l’inégalité∑a
∈A D

−ℓ(a
)⩽

1

2.6.CO
D
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E
A
D
A
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O
n
obtientdoncd’unepartl’inégalitéI(X

,Y)⩽
nI(C),d’où

I(C
n)⩽

nI(C).
D
’autre

part,siles
X

p
sontindépendantes

etvériûentI(X
p ,Y

p )
=

I(C),on
obtientI(X

,Y)=
nI(C).Finalem

ent,I(C
n)=

nI(C).

2.6.
C
odage

adapté
à
un

canalavec
bruit

2.6.1.
—

À
m

oinsqu’ilne
soiten

faitsansbruit,iln’estpaspossible
de

trans-
m
ettre,dansun

canalavec
bruit,un

m
essage

avec
certitude.Le

théorèm
e
de

Shannon
(1948)quenousallonsm

aintenantdém
ontreraõ

rm
equec’esttou-

tefoispossible
de

le
transm

ettre
de

sorte
que

la
probabilité

d’erreursoitaussi
petitequedésirée,etquelavitessedetransm

ission
n’estalorslim

itéequeparla
capacitédu

canal.
Pourcela,ilvaêtrenécessairedepréparerlesm

essagesqu’on
envoie.

D
éûnition

(2.6.2).—
SoitC

un
canalde

transm
ission

d’un
alphabetA

à
un

alphabetB.SoitM
un
ensem

ble
ûni;un

code
Φ
de

longueur
n

surM
pour

le
canalC

estla
donnée

de
deux

applications
f∶M

→
A

n
etg∶B

n→
M

.

Explicitem
ent,les

sym
boles

qu’on
souhaite

transm
ettre

sontceux
de

l’en-
sem

bleM
;l’application

flescodeen
desm

otsdelongueurn
surl’alphabetA

.
C
esontcesm

otsquisonttransm
isparlecanalavecbruit,puisdécodésen

des
m

otsdeM
au

m
oyen

del’application
g.

Le
taux

de
transm

ission
d’un

telcodeestlequotient

τ(Φ
)=

log(Card(M
))

n
.

Laprobabilitéd’erreurlorsqu’on
transm

etun
sym

bole
m
∈M

estdonnéepar

λ
m (Φ

)=
P(g(Y)≠

m
∣X

=
f(m

)),

où
X
etY

sontdes
variables

aléatoires
à
valeurs

dans
A

n
etB

n
liées

par
les

probabilitésdetransm
ission

déûniesparlecanalC.C
om

m
eils’agitd’un

canal
sansm

ém
oire,on

a,sif(m
)=

a
1 ...a

n ,

λ
m (Φ

)=
∑

b
=
(b

1 ,...,b
n
)
∈B

n

g
(b
)
≠m

n∏i=1 p(b
i ∣a

i ).
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Lo
rs

qu
el
al

oi
de

X
es

tu
ni
fo

rm
e,

la
co

nd
iti

on
su

rl
as

om
m
ed
es
co
eõ
ci
en

ts
de

ch
aq

ue
co

lo
nn
ee

nt
ra

în
eq

ue
la

lo
id
eY

es
té

ga
lem

en
tu

ni
fo

rm
e:

po
ur

to
ut
b
∈B

,
on

ae
n
eò
et

P(
Y
=
b)

=
∑ a∈A

P(
Y
=
b
∣X

=
a)

P(
X
=
a)

=
1

Ca
rd

(A
)∑ a

∈
A
p(
b
∣a

),

ex
pr
es

sio
n
in
dé

pe
nd
an

te
de
b.
D
an

sc
e
ca

s,
on

a
do

nc
H
(Y

)=
lo
g(
Ca

rd
(B

))
.

Pu
iq

ue
I(
X
,Y

)=
H
(Y

)−
H
(Y

∣X
),
ce

qu
ip

ré
cè
de
en

tr
aî
ne
ai
ns

il
af

or
m

ul
e

I(
C)

=
lo
g(
Ca

rd
(B

))
−
H
(Y

∣X
=
a)
,

où
a
es

tu
n
élé

m
en

tq
ue

lc
on

qu
ed
eA

.
d)

Co
ns

id
ér
on

su
n
ca

na
lC

d’
un

alp
ha
be

tA
àu

n
alp

ha
be

tB
,s

oi
tn

un
en

tie
r⩾

2
et
dé
ûn

iss
on

s
un

ca
na

lC
n
de

l’a
lp
ha
be

tA
n
à
l’a

lp
ha
be

tB
n
de

pr
ob
ab

ili
té
s

de
tr
an

sm
iss

io
n
d’
un

ca
na

ls
an

sm
ém

oi
re
:p

(b
∣a

)
=
∏

n i=
1
p(
b i

∣a
i),

po
ur

a
=
(a

1,
..

.,
a n

)∈
A

n
et
b
=
(b

1,
..

.,
b n

)∈
Bn

.D
ém

on
tro

ns
qu
eI

(C
n )

=
nI

(C
).

So
it
X
=

(X
1,
..

.,
X

n)
et
Y
=

(Y
1,
..

.,
Y n

)d
es

va
ria
bl
es
al
éa

to
ire

sà
va

le
ur

s
da

ns
A

n
et
Bn

re
sp
ec

tiv
em
en

tv
ér

iû
an

tP
(Y

=
b
∣X

=
a)

=
p(
b
∣a

)p
ou

ra
∈A

n

et
b
∈B

n .
O
n
a

I(
X
,Y

)=
H
(Y

)−
H
(Y

∣X
).

Le
pr
em

ie
rt
er

m
es
ec
al
cu

le
pa

rr
éc

ur
re
nc
e:

H
(Y

)=
H
(Y

1)
+
H
(Y

2
∣Y

1)
+
⋅⋅⋅
+
H
(Y

n
∣Y

1,
..

.,
Y n

−
1)

⩽
H
(Y

1)
+
H
(Y

2)
+
⋅⋅⋅
+
H
(Y

n)
,

pu
isq

ue
l’e
nt

ro
pi
e
di
m

in
ue

pa
rc

on
di

tio
nn
em
en

t;
on

a
m
êm
e
ég
al
ité

lo
rs

qu
e

le
sX

i
so

nt
in
dé

pe
nd
an

te
s.
En
co

re
pa

rr
éc

ur
re
nc
e,

on
a

H
(Y

∣X
)=

H
(Y

1
∣X

)+
H
(Y

2
∣Y

1,
X)

+
⋅⋅⋅
+
H
(Y

n
∣Y

1,
..

.,
Y n

−
1,
X)

.

So
it

p
∈{

1,
..

.,
n}

.P
ar
dé
ûn

iti
on

du
ca

na
lC

n ,
la
va

ria
bl
ea

lé
at
oi

re
Y

p
es

ti
nd
é-

pe
nd
an

te
de

sY
i
et
de

sX
i
(p

ou
ri

≠
p)
co

nd
iti

on
ne

lle
m
en

tà
X

p
;a

in
si,

H
(Y

p
∣Y

1,
..

.,
Y

p−
1,
X)

=
H
(Y

p
∣X

p)
.

A
in

si,
on

a

I(
X
,Y

)⩽
n ∑ p=
1H

(Y
p)
−

n ∑ p=
1H

(Y
p
∣X

p)
=

n ∑ p=
1I(

X
p,
Y

p)
,

av
ec
ég
al
ité

si
le
sX

p
so

nt
in
dé

pe
nd
an

te
s.
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so
it
vé

ri
ûé
e.

Il
ex

ist
e
un
co
de

pr
éû
xe
C

su
r
A
à
va

le
ur

s
da

ns
un
al
ph
ab
et
de

ca
rd

in
al
D

te
lq

ue
ℓ(
C(
a)

)=
ℓ(
a)

po
ur

to
ut
a
∈A

.

D
ém

on
str
at
io
n.
—

N
um

ér
ot
on

sl
es
él
ém
en

ts
de
A
en

un
e
su

ite
a 1
,a

2,
..

.,
de

so
rte

qu
eℓ

(a
1)
⩽
ℓ(
a 2

)⩽
..

..
C’
es

té
vi
de

m
m
en

tp
os

sib
le

lo
rs

qu
el

’en
se

m
bl
eA

es
t

ûn
i.
Lo

rs
qu

’il
es

ti
nû

ni
,o

n
ob

se
rv
eq

ue
po

ur
to

ut
en

tie
rn
,l
’en

se
m
bl
ed
es
a
∈A

te
ls

qu
e
ℓ(
a)

=
n
es

tû
ni
,c
ar

sin
on

la
so

m
m
e
∑
a
D
−
ℓ(
a)

se
ra

it
in
ûn

ie
.I

ls
uõ

t
al
or

sd
en

um
ér
ot
er
d’a
bo

rd
le
sé

lé
m
en

ts
a
de
A

te
ls

qu
eℓ

(a
)=

1,
pu

is
ce

ux
te
ls

qu
eℓ

(a
)=

2,
et
c.

O
n
dé
ûn

it
al
or

su
ne

su
ite

st
ric

te
m
en

tc
ro

iss
an

te
de

no
m
br
es

ra
tio

nn
el
se

n
po

sa
nt

z n
=
∑ m
<
n
D
−
ℓ(
a m
)
,

po
ur

to
ut
en

tie
r
n

te
lq

ue
n
⩽
Ca

rd
(A

).
Pu

isq
ue
∑
a∈
A
D
−
ℓ(
a)

⩽
1,

on
a
z n

⩽
1−

D
−
ℓ(
a n
)
<
1p

ou
rt

ou
te

nt
ie
rn

⩽
Ca

rd
(A

).
Co

ns
id
ér
on

sl
ed
év
elo

pp
em
en

te
n

ba
se
D
de

z n
:i
le

st
de

la
fo

rm
ez

n
=
0,
y 1
y 2

..
.y

p,
où

l’e
nt

ie
rp

vé
riû
e
p
⩽
ℓ(
a n

−
1).

A
ss
oc

io
ns
al
or

sa
u

sy
m
bo

le
a n

le
co
de
C
(a

n)
=
y 1

..
.y

p0
..

.0
da

ns
l’a

lp
ha
be

t
{0

;1
;.

..
;D

−
1}
,c

om
pl
ét
é
pa

rℓ
(a

n)
−

p
sy

m
bo

le
s0

de
so

rt
e
qu
e
ℓ(
C
(a

n)
)=

ℓ(
a n

).
So

it
m
,n
de

se
nt

ie
rs

te
ls

qu
em

<
n
⩽
Ca

rd
(A

).
O
n
a

z n
−
z m

=
n−

1
∑ q=

m
D
−
ℓ(
a q
)
⩾
D
−
ℓ(
a m
)
.

Pa
rs

ui
te
,l
es
dé
ve

lo
pp
em
en

ts
en
ba

se
D
de

z m
et

z n
di
òè

re
nt
au

m
oi
ns

pa
rl
e

ℓ(
a m

)-
iè
m
ec

hi
òr
e,
de

so
rt
eq

ue
C(
a m

)n
’es

tp
as

pr
éû
xe
de
C(
a n

).
M
ai
sC

(a
n)

n’e
st

pa
sn

on
pl

us
pr
éû
xe
de
C
(a

m
):
c’e

st
év

id
en

ts
iℓ

(a
n)

>
ℓ(
a m

),
et
da

ns
le

ca
so

ù
ℓ(
a m

)=
ℓ(
a n

),
ce

la
sig

ni
ûe

ra
it

qu
eC

(a
m
)=

C(
a n

).
L’a

pp
lic
at
io
n
C
∶A
→

{0
;.

..
;D
−1

}∗
es

tu
n
co
de

pr
éû
xe

te
lq

ue
ℓ(
C(
a)

)=
ℓ(
a)

po
ur

to
ut
a.

Ex
em

pl
e
(2

.2
.5
).
—

Su
pp

os
on

sq
ue
A
=
{a
,b
,c
,d
,e

}e
ts

up
po

so
ns

qu
el

’on
ai
t

ℓ(
a)

=
ℓ(
b)

=
1,
ℓ(
c)

=
2,
ℓ(
d)

=
ℓ(
e)

=
3;

on
nu

m
ér
ot
e
A

pa
r
a 1

=
a,
a 2

=
b,

..
.,
a 5
=
e.

Pr
en

on
sD

=
3.

Le
sn

om
br
es

ré
els

z 1
,.

..
,z

5
co

ns
tr
ui

ts
pa

rl
ap

re
uv
e

de
la

pr
op

os
iti

on
so

nt
(e
n
ba

se
3)
z 1
=
0,
z 2
=
0,

1,
z 3
=
0,

2,
z 4
=
0,

21
et
z 5
=
0,

21
1.

O
n
po

se
al
or

sC
(a

)=
0,
C(
b)

=
1,
C(
c)

=
20
,C

(d
)=

21
0
et
C(
e)

=
21
1.
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(2.2.6)(Shannon).—

SoitX
une

variable
aléatoire

discrète
à
valeurs

dansun
alphabetA

.SoitB
un
ensem

ble
ûnide

cardinalD
⩾

2.Ilexiste
un
code

préûxeC
surA

,à
valeursdansB,telque

H
D (X)⩽

E(ℓ(C(X)))<
H
D (X)+

1.

Pourqu’ilexiste
un

telcodeC
vériûantl’égalité

E(ℓ(C(X)))=
H
D (X),ilfautet

ilsuõ
tque

pour
toutélém

enta
∈
A
,P(X

=
a)

soitde
la
form

e
D
−m

pour
un

entierm
⩾
0
;on

a
alorsℓ(C(a))=

−
logD (P(X

=
a)).

D
ém

onstration.—
Pour

tout
a
∈
A

telque
P(X

=
a)

>
0,posons

λ(a)
=

⌈−
logD (P( X

=
a))⌉,le

pluspetitentiersupérieurou
égalà

logD (P(X
=
a)),

de
sorte

que
D
−
λ
(a
)⩽

P(X
=
a).O

n
a
donc∑

a
∈A D

−
λ
(a
)⩽
∑
a
∈A

P(X
=
a)

=
1.

D
’aprèslaproposition

2.2.4,ilexisteainsiun
codepréûxeC

∶A
→

{0;1;...,D
−

1}
∗telque

ℓ(C(a))=
λ(a)pourtouta

∈A
.D
ém

ontronsquececodevériûela
conclusion

du
théorèm

e.
L’inégalité

H
D (X)

⩽
E(ℓ(C(X)))

estun
cas

particulier
du

théorèm
e
2.2.2.

D
’autrepart,on

a

E(ℓ(C(X)))=
∑a
∈A P(X

=
a)ℓ(C(a))=

∑a
∈A P(X

=
a)⌈logD (P(X

=
a))⌉

<
∑a
∈A P(X

=
a)(logD (P(X

=
a))+

1)

=
H
D (X)+

∑a
∈A P(X

=
a)=

H
D (X)+

1.

C
elaconclutladém

onstration.
La

dernière
assertion

résulte
de
cela

etdu
théorèm

e
2.2.2

:d’aprèsce
théo-

rèm
e,lecasd’égalitéseproduitsietseulem

entsiℓ(C(a))=
−
logD (P(X

=
a))

pourtouta
∈
A
.D

’autre
part,siP(X

=
a)
estde

la
form

e
D
−m,on

a
λ(a)

=
−
logD (P(X

=
a))etlecodeconstruitvériûe

E(ℓ(C(X))=
H
D (X).

2.3.
C
odesoptim

aux

2.3.1.
—

Bien
quesalongueurm

oyennesoitprochedel’optim
um

(lim
itépar

l’entropie),lecodepréûxeconstruitparlam
éthodedelapreuveduthéorèm

e2.2.6
n’estpastoujoursoptim

al.Parexem
ple,lorsqueX

suituneloideBernoullide
param

ètre
p
∈

]0;1[
etque

l’alphabet-buta
deux

sym
boles,les

m
ots

codés
ontlongueur⌈−

log2 (p)⌉et⌈−
log2 (1−

p)⌉,alorsqu’on
pourraitsecontenterde

recopierX
!Cecodetrivialalongueurm

oyenne1,alorsquelalongueurm
oyenne

2.5.CA
PACITÉ

D
E

TRA
N

SM
ISSIO

N
D
’U

N
CA

N
A
L

43

de
Bernoullide

param
ètre

p,de
m
êm
e
que

conditionnée
à
l’événém

ent(E
=

0)∩
(X

=
1)quiestdeprobabilité(1−

q)(1−
u).A

insi,

H
(Y

∣E,X)=
qH

(Y
∣E

=
1)+

(1−
q)uH

(Y
∣E

=
0,X

=
0)

+
(1−

q)(1−
u)H

(Y
∣E

=
0,X

=
1)

=
q⋅0+

(1−
q)u

⋅h(p)+
(1−

q)(1−
u)⋅h(p)

=
(1−

q)h(p).

O
n
adonc

H
(Y

∣X)=
h(q)+

(1−
q)h(p).

Finalem
ent,

I(X
,Y)=

(1−
q)(h(t)−

h(p)).
C
etteexpression

estm
axim

alelorsque
h(t)estm

axim
ale.Lorsquelabasedes

logarithm
esest2,on

a
h(t)⩽

1,desortequeI(X
,Y)⩽

(1−
q)(1−

h(p)).O
n
a

aussih(t)=
1pourt=

1/2.O
r,rappelonsque

t=
u(1−

p)+(1−
u)p;on

constate
quepouru

=
1/2,on

aégalem
entt=

1/2,d’où

I(C)=
(1−

q)(1−
h(p))bits.

(Sion
n’avaitpassu

faire
cette

constatation,ilrestaità
calculer

u
en
fonction

de
t:on

trouve
u
=
(t−

p)/(1−
2p)=

1/2sit=
1/2.)

c)
U
n
canalestditfaiblem

entsym
étriquesileslignesdesam

atricedeprobabi-
litésdetransm

ission
diòèrentuniquem

entl’unedel’autrepardesperm
utations

etsila
som

m
e
descoeõ

cientsde
chaque

colonne
estconstante.O

n
parle

de
canalsym

étriquesi,deplus,lescolonnesdesam
atricedeprobabilitésdetrans-

m
ission

diòèrentparperm
utationsl’unedel’autre.C’estlecasdesdeux

canaux
précédents.U

nefaçon
d’obtenirun

canalsym
étriqueconsisteà

prendrepour
alphabetsA

=
B
=
Z/dZ

età
poser

p(b
∣a)

=
q(b

−
a),où

q
estune

loide
probabilitésurA

.O
n
peutbien

sûrrem
placerZ/dZ

parun
groupeûniarbitraire.

SoitC
un

telcanaletsoitX,Y
desvariablesaléatoiressurA

,B
respectivem

ent,
liéesparlacondition

P(Y
=
b)=

p(b
∣a)P(Y

=
a).Pourtouta

∈A
,

H
(Y

∣X
=
a)=

−
∑b

p(b
∣a)log(p(b

∣a)),

expression
indépendante

de
a

par
la
condition

de
sym

étrie
des

lignes
de

la
m
atricedeprobabilitésdetransm

ission
du

canal.D
’autrepart,

H
(Y)⩽

log(Card(B)).
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pr
at
iq

ue
de
ûx
er
à2

la
ba

se
de

sl
og
ar

ith
m
es
,c
eq

ui
m
es

ur
el
es
en

tro
pi
es
en
bi
ts
.

A
lo

rs
,l
ac
ap
ac

ité
du

ca
na

ls
ym

ét
riq

ue
àb

ru
it
es

t1
−

h(
p)

.
Lo

rs
qu
e
p
=
0,

la
ca

pa
ci
té
de
ce
ca

na
le

st
1;

lo
rs

qu
e
p
=

1/
2,
el
le
es

tn
ul
le
.

Lo
rs

qu
e
p
=
1,
on

tro
uv
ee

nc
or
eI

(C
)=

1:
ce
ca

na
lm

od
iû
es
ys
té
m
at
iq
ue

m
en

tl
e

sy
m
bo

le
re
çu
—

il
n’y

ae
n
fa
it
pa

sd
ep
er

te
d’
in
fo

rm
at
io
n!

b)
U
ne

va
ria

nt
ed

u
ca

na
lp

ré
cé
de

nt
ut

ili
se

l’a
lp
ha
be

tA
=
{0
,1
}m

ai
sa

po
ur

bu
tl

’al
ph
ab
et
B
=
{0
,1
,e

},
où
e
es

tu
n

sy
m
bo

le
au
xi
lia

ire
in
di

qu
an

tu
ne
er

re
ur

de
tr
an

sm
iss

io
n,
co

m
m

ise
av
ec

pr
ob
ab

ili
té

q,
ta
nd

is
qu
el
ap

ro
ba
bi
lit
éd
et

ra
ns

-
m
et
tr
e
un

sy
m
bo

le
er

ro
né
es

t(
1−

q)
p.

O
n
a
p(

1∣
0)

=
p(
0
∣0

)=
(1
−

q)
q
et

p(
e
∣1
)=

p(
e
∣0

)=
q.

La
m
at
ric
ed
ep

ro
ba
bi
lit
és
de

tr
an

sm
iss

io
n
de
ce
ca

na
l

es
t

((1
−
q)

(1
−

p)
(1
−
q)

p
q

(1
−
q)

p
(1
−
q)

(1
−

p)
q).

N
ot
on

se
nc

or
eP

(X
=
0)

=
u.
A
lo

rs
,e

n
po

sa
nt

t=
u(

1−
p)
+
(1
−
u)

p,
on

a

P(
Y
=
0)

=
u(

1−
q)

(1
−

p)
+
(1
−
u)

(1
−
q)

p
=
(1
−
q)

t,
P(

Y
=
1)
=
(1
−
u)

(1
−
q)

(1
−

p)
+
u(

1−
q)

p
=
(1
−
q)

(1
−

t)
P(

Y
=
e)

=
q.

So
it
E
la
va

ria
bl
ea

léa
to
ire

qu
iv
au

t1
si
Y
=
ee

t0
sin

on
.P

ui
sq

ue
E
es

tc
on

sé
qu
en
ce

de
Y,

on
aH

(Y
)=

H
(Y
,E

);
al
or

s,

H
(Y

)=
H
(Y
,E

)=
H
(E

)+
H
(Y

∣E
).

D
’au

tr
e
pa

rt
,P

(E
=

1)
=

q
et

P(
E
=
0)

=
1−

q,
de

so
rt
e
qu
e
H
(E

)=
h(

q)
.D
e

pl
us
,c

on
di

tio
nn
ée
àl

’év
én
em
en

tY
=
e,

la
va

ria
bl
ea

léa
to
ire

Y
es

tc
er

ta
in
e,
do

nc
d’e

nt
ro

pi
en

ul
le

;c
on
di

tio
nn
ée
àl

’év
én
em
en

tc
om

pl
ém
en

ta
ire
,e

lle
ap

ou
rl

oi
un
e

lo
id
eB

er
no

ul
li
de

pa
ra

m
èt

re
t,
de

so
rt
eq

ue

H
(Y

∣E
)=

qH
(Y

∣Y
=
e)
+
(1
−
q)

H
(Y

∣Y
≠
e)

==
(1
−
q)

h(
t)
,

de
so

rt
eq

ue
H
(Y

)=
h(

q)
+
(1
−
q)

h(
t)

.
O
n
ap

pl
iq

ue
un

ar
gu

m
en

ts
im

ila
ire

po
ur

le
te
rm
eH

(Y
∣X

).
O
n
at

ou
td

’ab
or
d

H
(Y

∣X
)=

H
(Y
,E

∣X
)=

H
(E

∣X
)+

H
(Y

∣E
,X

).
Le

pr
em

ie
rt
er

m
ee

st
de

no
uv
ea

u
ég
al
à
h(

q)
.C

on
di

tio
nn
ée
àl

’év
én
em
en

tY
=
e,

de
pr

ob
ab

ili
té

q,
la
va

ria
bl
ea

lé
at
oi

re
Y
es

tc
er

ta
in
e;
co

nd
iti

on
né
eà

l’é
vé

ne
m
en

t
(E

=
0)

∩
(X

=
0)
,d
e
pr

ob
ab

ili
té

(1
−

q)
u,
el
le

se
co

m
po

rt
e
co

m
m
e
un
e
lo
i

2.3
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du
co
de

pr
op

os
ép
ar

Sh
an

no
n
es

té
ga

le
àS

(p
)=

p⌈
−
lo
g 2
(p

)⌉
+(

1−
p)

⌈−
lo
g 2
(1
−

p)
⌉ ;

il
n’y

aé
ga

lit
éq

ue
si

p
=
1/

2,
qu

ie
st
d’a

ill
eu

rs
le

se
ul
ca

so
ù
les

pr
ob
ab

ili
té
sp

et
1−

p
so

nt
to

ut
es
de

ux
de

la
fo

rm
e
2−

m
.E

n
fa
it,

lo
rs

qu
e
2−

m
−
1
⩽

p
<

2−
m
,

av
ec

m
⩾

1,
on

a
⌈−

lo
g 2
(p

)⌉
=

m
+

1,
ta
nd

is
qu
e
1−

p
>

1/
2,
de

so
rt
e

qu
e

⌈−
lo
g 2
(1
−

p)
⌉=

1.
A
lo

rs
,S

(p
)=

p(
m
+
1)
+
(1
−

p)
=

m
p
+
1<

1+
m
/2

m
<
1,5

.
Et

lo
rs

qu
e
p
→

1/
2p
ar

va
le
ur

si
nf
ér

ie
ur
es
,S

(p
)c

on
ve

rg
ev
er

s1
,5.

D
éû

ni
tio

n
(2

.3
.2
).
—

So
it
C

un
co
de

un
iq
ue

m
en

td
éc
od
ab

le
su

ru
n
al
ph
ab
et
A
à

va
le
ur

sd
an

su
n
un
al
ph
ab
et
B.

So
it

p
un
el

oi
de

pr
ob
ab

ili
té

su
rA

.O
n
di
tq

ue
C
es
t

op
tim
al

(p
ar

ra
pp

or
tà

p)
si

le
co
de
C

m
in
im

is
e
l’e
xp

re
ss
io
n
∑
a∈
A
p(
a)
ℓ(
C
(a

))
pa

rm
it
ou

sl
es
co
de

su
ni
qu
em
en

td
éc
od
ab

le
sà

va
le
ur

sd
an

sl
’al

ph
ab
et
B.

L’e
xp

re
ss
io
n
ℓ p

(C
)=
∑
a∈
A
p(
a)
ℓ(
C(
a)

)e
st

la
va

le
ur

m
oy
en

ne
du

co
de
d’
un

sy
m
bo

le
de
A
,l
or

sq
ue
ce

ss
ym

bo
le
ss

on
tp

ris
av
ec

la
lo
ip

.

Le
m
m
e
(2

.3
.3
).
—

So
it
A

un
al
ph
ab
et
ûn

ie
ts

oi
tp

un
e
lo
id
e
pr

ob
ab

ili
té

su
rA

.
So

it
B

un
al
ph
ab
et
ûn

i

a)
Il
ex

ist
e
un
co
de

pr
éû
xe

su
rA

à
va

le
ur

sd
an

sB
qu

ie
st

op
tim
al
.

b)
Si
C
es
tu

n
co
de

op
tim
al
,e
ts

ia
,b

so
nt
de

sé
lé
m
en

ts
de
A

te
ls
qu
ep

(a
)<

p(
b)
,

al
or

sℓ
(C

(a
))

⩾
ℓ(
C(
b)

)—
les

sy
m
bo

les
m
oi
ns

pr
ob
ab

les
on

td
es
co
de

sp
lu
sl
on

gs
;

c)
Si
C
es
tu

n
co
de

pr
éû
xe

qu
ie

st
op

tim
al
,a

lo
rs

po
ur
ch
aq

ue
sy
m
bo

le
a
∈A

te
l

qu
e
C
(a

)s
oi
td
e
lo
ng

ue
ur

m
ax

im
al
e,

il
ex

ist
e
b
∈A

te
lq

ue
C
(b

)s
oi
td
e
m
êm
e

lo
ng

ue
ur

qu
e
C(
a)
et
en
di
òè

re
un

iq
ue

m
en

tp
ar

le
de

rn
ie
rs
ym
bo

le
.

D
ém

on
str
at
io
n.
—

a)
Le

sé
lé
m
en

ts
a
∈A

te
ls

qu
e
p(
a)

=
0
n’
in

te
rv

ie
nn
en

t
pa

sd
an

sl
ad
éû

ni
tio

n
de

la
lo
ng

ue
ur

m
oy
en

ne
d’
un

co
de

;q
ui

tte
àr
em

pl
ac
er
A

pa
rl

’en
se
m
bl
ed
es
élé

m
en

ts
a

te
ls

qu
e
p(
a)

>
0,

on
su

pp
os
eq

ue
p(
a)

>
0
po

ur
to

ut
a
∈A

.
So

it
C 1

un
co
de

un
iq

ue
m
en

td
éc

od
ab

le
et

so
it
C

un
au

tre
co
de

un
iq

ue
m
en

td
é-

co
da
bl
et
el

qu
eℓ

p(
C)

⩽
ℓ p

(C
1) .

O
n
ae

n
pa

rt
ic
ul
ie
rp

(a
)ℓ

(C
(a

))
<
ℓ p

(C
1)

po
ur

to
ut
a
∈A

,d
on
c
ℓ(
C
(a

))
<
ℓ p

(C
1)/

p(
a)

.A
in

si,
le
co
de
C
es

tu
ne
ap

pl
ic
at
io
n

de
A
da

ns
l’e
ns
em
bl
eû

ni
de

sm
ot

sd
el

on
gu
eu

rs
<
ℓ p

(C
1)/

in
f(

p)
.L

’en
se
m
bl
e

de
ce

sa
pp

lic
at
io
ns
ét
an

tû
ni
,i
ln

’y
a
qu

’u
n
no

m
br
eû

ni
de
co
de

su
ni

qu
em
en

t
dé
co
da
bl
es
de

lo
ng

ue
ur

m
oy
en

ne
in
fé
rie

ur
eo

u
ég
al
eà

ce
lle
de
C 1

.O
n

tro
uv
er
a

da
ns
ce

te
ns
em
bl
eû

ni
un

co
de

un
iq

ue
m
en

td
éc

od
ab

le
de

lo
ng

ue
ur

m
oy
en

ne
m

in
im
al
e,
c’e

st-
à-
di

re
op

tim
al
.
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SoitalorsC
un

codeoptim
al.Leslongueursℓ(C(a))vériûentl’inégalitéde

K
ra�
∑
D
−ℓ(C

(a
)
)
⩽

1.Ilexiste
alors

un
code

préûxe
C
′telque

ℓ(C
′(a))

=
ℓ(C(a))pourtouta

∈A
.LecodeC

′a
m
êm
elongueurm

oyennequeC
,donc

estun
codeoptim

al.
b)

SoitC
un

codeoptim
aletsoita,b

desélém
entsdeA

telsque
p(a)<

p(b)
etℓ(C(a))<

ℓ(C(b)).ConsidéronslecodeC
′quicoïncideavecC

surA
{a,b}

m
aisquiéchangelescodesde

a
etb

:C
′(a)=

C(b)etC
′(b)=

C(a).O
n
a

ℓ
p (C)−

ℓ
p (C

′)=
∑x
∈A

p(x)ℓ(C(x))−
∑x
∈A
ℓ(C

′(x))

=
p(a)ℓ(C(a))+

p(b)ℓ(C(b))−
p(a)ℓ(C

′(a))−
p(b)ℓ(C

′(b))
=

p(a)ℓ(C(a))+
p(b)ℓ(C(b))−

p(a)ℓ(C(b))−
p(b)ℓ(C(a))

=
(p(a)−

p(b))(ℓ(C(a))−
ℓ(C(b)))

>
0.

C
elacontreditl’hypothèsequeC

estun
codeoptim

al.
c)

SoitC
un

codepréûxeoptim
al.Soita

un
élém

entdeA
dontlecodeestde

longueurm
axim

ale;écrivonsC(a)=
m
x,où

m
∈
B
∗etx

∈
B.Supposonsque

m
n’estpaspréûxed’un

m
otdecode.SoitalorsC

′lecodequicoïncideavecC
surA

{a}
ettelqueC

′(a)=
m

.C
’estencoreun

codepréûxe:C
′(a)n’estpas

hypothèsepaspréûxed’un
autrem

ot,etun
autrem

ot,disonsC
′(b)=

C(b),ne
peutêtrepréûxedeC

′(a),puisqu’ilseraitalorspréûxedeC(a).En
particulier,

lecodeC
′estuniquem

entdécodable,m
aissalongueurm

oyenneeststrictem
ent

pluspetitequecelledeC,cequicontreditl’hypothèsequeC
estoptim

al.D
onc

m
estpréûxed’un

autrem
otdecode,disonsC(b);écrivonsC(b)=

m
p,avec

p
∈
B
∗.C

om
m
e
C(a)

=
m
x
estde

longueurm
axim

ale,égale
à
ℓ(m

)+
1,on

a
ℓ(p)

=
ℓ(C(b))−

ℓ(m
)
⩽
ℓ(C(a))−

ℓ(m
)
=

1,c’est-à-dire
que

p
estsoitle

m
otvide,soitréduità

un
seulsym

bole.Sip
estvide,C(b)=

m
estpréûxede

C(a)
=

m
x,ce

quicontreditl’hypothèse
que

C
estun

code
préûxe.Ilexiste

donc
y
∈
B

telque
p
=
(y).Lesm

otsC(a)=
m
x
etC(b)=

m
y
diòèrentdonc

uniquem
entparleurderniersym

bole.

2.3.4.
C
ode

de
H
uòm

an.
—

SoitA
un

ensem
ble

ûnietsoit(p(a))
a
∈A

une
loide

probabilité
sur

A
.Lorsque

l’alphabetd’arrivée
B
est{0,1},le

code
de

H
uòm

an
estconstruitexplicitem

entparrécurrencesurlecardinaldeA
,dela

façon
suivante.

2.5.CA
PACITÉ

D
E

TRA
N

SM
ISSIO

N
D
’U

N
CA

N
A
L

41

com
m
e
m
esure

de
cette

inform
ation

m
anquante.»

C
’estcequeditlatroisièm

e
égalitédanslaform

uleprécédente:on
obtientl’inform

ation
m

utuelleI(X,Y)en
partantdelaquantitéd’inform

ation
danslem

essageenvoyéX,m
esuréeparson

entropieH
(X),eten

luisoustrayantl’incertitudeH
(X

∣Y)quem
esurel’entropie

deX
conditionnellem

entàY.Lasecondeégalitéprésentecettequantitécom
m
e

laquantitéd’inform
ation

H
(Y)du

m
essagereçu

m
inoréedu

bruitquem
esure

l’entropieconditionnelleH
(Y

∣X).
Le

faitde
prendre

la
borne

supérieure
sur

toutes
les

lois
possibles

sur
les

sym
bolesX

re�ètelapossibilitépourl’ém
etteurd’adapterlafaçon

dontilécrit
le

m
essage

pour
tenir

com
pte

des
problèm

es
du

canal.Par
exem

ple,sitous
lessym

bolesétaientenvoyéssanserreur,saufun
quiétaitsystém

atiquem
ent

corrom
pu,ilseraitm

alin
d’utiliserun

codagequiperm
ettedenejam

aisl’utiliser.
C
ontinuonsavecquelquesexem

plesdecapacitédetransm
ission.

Exem
ple(2.5.3).—

a)
Prenons

pour
alphabets

A
=
B
=

{0,1};soit
p

un
élém

entde[0;1].Lecanalavecbruitdeparam
ètre

ptransm
etlem

auvaissym
bole

avec
probabilité

p.Lorsque
p
=

1,ce
canalretransm

etexactem
entle

sym
bol

ém
is:on

parle
de
canalsans

bruit.Lorsque
p
=

1/2,ce
canalenvoie

chaque
sym

boleavecprobabilité1/2,indépendam
m
entdu

sym
boleém

is;on
com

prend
bien,eton

verra,qu’un
telcanaln’estpastrèsutile.

Sam
atricedeprobabilitésdetransm

ission
estdonc

( 1−
p

p
p

1−
p )

.

SoitX
etY

desvariablesaléatoiressurA
etB

respectivem
enttellesque

P(Y
=

b
∣X

=
a)

=
p(b

∣a)
pour

a
∈
A
etb

∈
B.N

otons
u
=

P(X
=
0);on

a
donc

P(X
=
1)=

1−
u,puis

H
(Y

∣X)=
uH

(Y
∣X

=
0)+

(1−
u)H

(Y
∣X

=
1)

=
uh(p)+

(1−
u)h(1−

p)=
h(p).

D
’autre

part,Y
étantune

variable
aléatoire

binaire,on
a
H
(Y)

⩽
log(2).Par

suite,
I(X

,Y)⩽
log(2)−

h(p).
LorsqueX

suituneloiuniform
e(u

=
1/2),ilen

estdem
êm
edela

loiY
—

on
peutlejustiûerparsym

étriedesprobabilités,ou
bien

fairelecalcul.Celam
ontre

que
la
capacité

de
ce
canalestlog(2)−

h(p).À
ce

stade,ilestvraim
entplus
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D
éû

ni
tio

n
(2

.5
.2
).
—

So
it
C

un
ca

na
ld
e
m
at
ri
ce
de

pr
ob
ab

ili
té
sd
e
tr
an

sm
iss

io
n

(p
(b

∣a
))

.O
n
ap

pe
lle
ca

pa
ci
té
de

tr
an

sm
iss

io
n
de
ce
ca

na
ll
’ex

pr
es
sio

n

I(
C)

=
su

pI
(X
,Y

)
où

X
pa

rc
ou

rt
l’e
ns
em
bl
ed
es
va

ri
ab

les
al
éa

to
ire

ss
ur
A
et
Y

pa
rc
ou

rt
l’e
ns
em
bl
ed
es

va
ri
ab

les
al
éa

to
ire

ss
ur
B

te
lle

sq
ue

P(
Y
=
b
∣X

=
a)

=
p(
b
∣a

)p
ou

rt
ou

ta
∈A

et
to
ut
b
∈B

.

Ra
pp
elo

ns
qu
el

’on
a

I(
X
,Y

)=
H
(X

)+
H
(Y

)−
H
(X
,Y

)=
H
(Y

)−
H
(Y

∣X
)=

H
(X

)−
H
(X

∣Y
).

Po
ur

to
ut
co

up
le

(X
,Y

),
on
a0

⩽
I(
X,

Y)
⩽
m
ax

(lo
g(
Ca

rd
(A

))
,lo

g(
Ca

rd
(B

))
),

de
so

rt
eq

ue

0
⩽
I(
C)

⩽
m
ax

(lo
g(
Ca

rd
(A

))
,lo

g(
Ca

rd
(B

))
).

Ex
pl
iq

uo
ns

to
ut
d’a
bo

rd
ce

tte
dé
ûn

iti
on

en
re
pr
en
an

t,
co

m
m
eS

ha
nn

on
(19

48
,

§1
2)
,l
e
ca

so
ù
il
n’y

a
qu
e
de

ux
sy

m
bo

le
s0

et
1à

tr
an

sm
et
tr
e
«à

un
dé
bi
td
e

10
00

sy
m
bo

le
sp
ar

se
co

nd
e
av
ec

le
sp

ro
ba
bi
lit
és

p 0
=

p 1
=

1/
2.
A
in
si,
co

nt
in

ue
Sh
an

no
n,

no
tr
e
so

ur
ce

pr
od

ui
td
e
l’i
nf
or

m
at
io
n
av
ec

un
dé
bi
td
e
10
00
bi
ts

pa
r

se
co

nd
e.

Lo
rs
de

la
tr
an

sm
iss

io
n,

le
br

ui
ti

nt
ro
du

it
de

se
rr
eu

rs
,d
e
so

rt
e
qu
e,
en

m
oy
en

ne
,u

n
sy
m
bo

le
su

r1
00
es
tr
eç
u
in
co

rr
ec
te
m
en

t(
0
po

ur
1,

ou
1p

ou
r0

).
Q
ue

l
es
tl
ed
éb

it
d’
in
fo
rm
at
io
n
tr
an

sm
is
?C
er
ta
in
em
en

tm
oi
ns
de

10
00
bi
ts

pa
rs
ec
on
de

pu
is
qu
e
1%
en
vi
ro

n
de

ss
ym
bo

le
sr
eç
us

so
nt

in
co

rr
ec
ts
.N

ot
re

pr
em

iè
re

ré
ac

tio
n

po
ur

ra
it
êt
re
de
di
re

qu
ec
ed
éb

it
es
td
e9

90
bi
ts

pa
rs
ec
on
de
,p
ar

sim
pl
es

ou
str
ac

tio
n

du
no

m
br
e
d’e

rr
eu

rs
pr
év

ue
s.
C
el
a
n’e

st
pa

s
sa

tis
fa
is
an

t,
pu

is
qu

’on
ne

tie
nt

pa
s

co
m
pt
e
du
fa
it
qu
e
le
de

st
in
at
ai
re

ne
sa

it
pa

so
ù
se

tr
ou
ve

nt
le
se

rr
eu

rs
.P

re
no

ns
le
ca

s
ex

tr
êm
e
où

le
br

ui
te

st
si

gr
an
d
qu
e
le
s
sy
m
bo

le
s
re
çu

s
so
nt
en

tiè
re
m
en

t
in
dé

pe
nd
an

ts
de

ss
ym
bo

le
st

ra
ns

m
is.

La
pr

ob
ab

ili
té
de

re
ce
vo

ir
1e

st
1/

2
qu
el

qu
e

so
it
ce

qu
ie

st
tr
an

sm
is,
et
de

m
êm
e
po

ur
0.
A
lo
rs
,e

nv
iro

n
la

m
oi
tié
de

ss
ym
bo

le
s

re
çu

ss
on

tc
or

re
ct
s,
du

se
ul
fa
it
du

ha
sa

rd
,e

to
n
po

ur
ra

it
de

la
m
êm
e
fa
ço

n
di
re

qu
e
le

sy
st
èm
e
tr
an

sm
et

50
0
bi
ts

pa
rs
ec
on
de
,a

lo
rs

qu
’au
cu

ne
in
fo
rm
at
io
n
n’e

st
tr
an

sm
ise
en

ré
al
ité

.»
Sh
an

no
n
co

nt
in

ue
:«

La
co

rr
ec
tio

n
ad
éq

ua
te
à
ap

pl
iq
ue

rà
la

qu
an

tit
éd

’in
fo
rm
a-

tio
n
tr
an

sm
ise
es
té
vi
de

m
m
en

tl
a
qu
an

tit
éd
ec
et
te

in
fo
rm
at
io
n
qu

ie
st

m
an

qu
an

te
da

ns
le

sig
na

lr
eç
u,

ou
,c
e
qu

ir
ev

ie
nt
au

m
êm
e,

l’i
nc
er
tit

ud
e
lo
rs
de

la
ré
ce
pt
io
n

du
sig

na
ls

ur
ce

qu
ia
ét
ér
ée
lle

m
en

té
m
is.

Vu
no

tr
ed

isc
us

sio
n
an

té
ri
eu

re
,i
ls
em
bl
e

ra
iso

nn
ab

le
d’u

til
ise

rl
’en

tr
op

ie
co

nd
iti

on
ne

lle
du

m
es
sa

ge
co

nn
ai
ss
an

tl
es

ig
na

lr
eç
u

2.3
.C

O
D
ES

O
PT

IM
AU

X
29

Si
Ca

rd
(A

)=
2,

le
co
de

H
p
as

so
ci
ea

ux
de

ux
m

ot
sd
eA

le
sm

ot
s0

et
1,

to
us

de
ux

de
lo
ng

ue
ur

1.
Su

pp
os

on
sC

ar
d(
A
)
>

2
et

so
it
a,
b
de

ux
él
ém
en

ts
de
A

m
in

im
isa

nt
p
:e
xp

lic
ite

m
en

t,
on

a
p(
a)
,p

(b
)⩽

in
f c
≠
a,
b
p(
c)

.S
oi

tA
′
la

ré
un

io
n

de
l’e
ns
em
bl
eA

{a
,b

}e
td

’u
n
él
ém
en

ta
ux

ili
ai
re

no
té
ab

;o
n
dé
ûn

it
un
el

oi
de

pr
ob
ab

ili
té

su
rA

′
pa

rp
′ (c

)=
p(
c)

si
c
∈A

{a
,b

},
et

p(
ab

)=
p(
a)
+

p(
b)

.
So

it
H

p′
le
co
de
de

H
uò

m
an
as

so
ci
ép
ar

ré
cu

rr
en
ce
àl
al

oi
p′

su
rA

′ .
Le
co
de

H
p

as
so
ci
eà

un
sy

m
bo

le
c
∈A

{a
,b

}l
em

ot
H

p′
(c

) ;
si

m
es

tl
ec

od
eH

p′
(a
b)
,o

n
po

se
H

p(
a)

=
m
0
et

H
p(
b)

=
m

1.

Ex
em

pl
e
(2

.3
.5
).
—

Su
pp

os
on

sA
=
a,
b,
c,
d,
e,
av
ec

le
sp

ro
ba
bi
lit
és
do

nn
ée

s
pa

rl
et
ab

le
au

a
b

c
d

e

0,
25

0,
25

0,
20

0,
15

0,
15

La
m
ét
ho
de
co

m
m
en
ce

pa
rc

om
bi
ne

rd
et
e
et

le
ur
as

so
ci
er

la
pr

ob
ab

ili
té

p′
(d
e)

=
0,

30
,l
es
au

tre
ss
ym

bo
le
sé

ta
nt
a,
b,
c,
av
ec

le
ur

sp
ro
ba
bi
lit
és

in
iti
al
es
,

d’o
ù
le

ta
bl
ea

u

a
b

c
de

0,
25

0,
25

0,
20

0,
30

Pu
is
el
le
co

m
bi
ne
,d

iso
ns
a
et
c
et

le
ur
as

so
ci
e
la

pr
ob
ab

ili
té

p′
′ (a
c)

=
0,
45
,

le
sa

ut
re

ss
ym

bo
le
sé

ta
nt
b,
de

de
pr

ob
ab

ili
té
s0
,2
5e

t0
,30

:

ac
b

de

0,
45

0,
25

0,
30

En
su

ite
,e

lle
co

m
bi
ne
b
et
de
,d

’où
les

de
ux

sy
m
bo

les
bd
e
et
ac
,a
ve
cp

ro
ba
bi
-

lit
és

0,
55
et
0,
45

.

ac
bd
e

0,
45

0,
55

O
n
pa

rc
ou

rt
m
ai
nt
en
an

tl
ec

he
m

in
en

se
ns

in
ve

rs
e.
À

la
de

rn
iè
re
ét
ap
e,

on
co
de
ac

pa
r0
,b
de

pa
r1

.À
l’a
va

nt
de

rn
iè
re
,o

n
co
de
ac

pa
r0
,b

pa
r1
0
et
de

pa
r1

1.
Pu

is
on

co
de
c
pa

r0
0,
a
pa

r0
1,
b
pa

r1
0
et
de

pa
r1

1.
Fi
na

lem
en

t,
le
co
de
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obtenu
est

a
b

c
d

e

01
10

00
110

111
L’entropie(en

base2)d’unevariablealéatoireX
deloip

estégaleà

H
2 (X)=

−2⋅0,25log2 (0,25)−
0,20

log2 (0,20)−
2⋅0,15log2 (0,15)≈

2,285.

Lalongueurm
oyennedu

codeci-dessusestalors

E(ℓH (X))=
(2⋅0,25+

0,20)⋅2+
(2⋅0,15)⋅3=

2,3.

Pourcom
paraison,leslongueursdu

codeconstruitparlam
éthodedeShannon

sont2,2,3,3,3,desortequesalongueurm
oyenneest

E(ℓS (X))=
(2⋅0,25)⋅2+

(0,20)+
2⋅0,15)⋅3=

2,5.

Voicid’ailleursun
telcode:

a
b

c
d

e

00
01

100
110

101

Proposition
(2.3.6)(D

.H
uòm

an,1952).—
SoitA

un
ensem

ble
ûnietsoitp

une
loideprobabilitésurA

.LecodedeH
uòm

an
H

p estun
codepréûxe;ilestoptim

al
(relativem

entà
la

loip).

D
ém

onstration.—
ProuvonsparrécurrencesurlecardinaldeA

quelecodeH
p

est
un

code
préûxe.C

’est
évident

siCard(A)
⩽

2;supposons
m
aintenant

Card(A)
⩾

3.Reprenons
les

notations
de

la
construction

:
a,b

sont
deux

élém
ents

de
A
de

probabilités
m

inim
ales,l’ensem

ble
A
′est

la
réunion

de
A

{a,b}
etd’un

sym
bole

ab,etla
loide

probabilité
p
′surA

′attache
à
tout

c≠
a,b

laprobabilitéqu’ilavaitpour
p,età

ab
lasom

m
edesprobabilitésde

a
etb.Parrécurrence,lecodeH

′associéàA
′etàlaloip

′estun
codepréûxe.Lesm

ots
deH

sontlesH
(c)=

H
′(c),pourc≠

a,b,etlesdeux
m

otsH
(a)=

H
′(ab)0

et
H
(b)=

H
′(ab)1.Parrécurrence,H

(c)etH
(c

′)nesontpaspréûxesl’un
del’autre

sic,c
′sontdesélém

entsdistincts,distinctsde
a,b.Lesm

otsH
(a)=

H
′(ab)0

et
H
(b)=

H
′(ab)1nesontpaspréûxesl’un

del’autre,puisqu’ilsontm
êm
elongueur

etsontdistincts.Pour
c
≠
a,b,le

m
otH

(c)
=

H
′(c)

n’estpaspréûxe
du

m
ot

H
′(ab),parl’hypothèsederécurrence.S’ilestpréûxedel’un

desm
otsH

′(ab)0
ou

H
′(ab)1,c’estqu’illeurestégal,m

aisalorsH
′(ab)estpréûxedeH

′(c),une
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Pardéûnition
deC

nε etlam
ajoration

deCard(C
nε ),on

adonc

P(Z
′∈C

nε )⩽
Card(C

nε )e
−n
(H
(X

1 )
−ε)e

−n
(H
(Y

1 )
−ε)

⩽
e
−n
(H
(X

1 )
+H
(Y

1 )
−H
(X

1 ,Y
1 )
−3ε)

=
e
−n
(I(X

1 ,Y
1 )
−3ε).

Lapreuvedelam
inoration

estanalogue:

P(Z
′∈C

nε )⩾
Card(C

nε )e
−n
(H
(X

1 )
+ε)e

−n
(H
(Y

1 )
+ε)

⩾
(1−

c(X)+
c(Y)+

c(Z)
2nε 2

)
e
−n
(H
(X

1 )
+H
(Y

1 )
−H
(X

1 ,Y
1 )
+3ε)

=
(1−

c(X)+
c(Y)+

c(Z)
2nε 2

)
e
−n
(I(X

1 ,Y
1 )
+3ε).

C
eciconclutlapreuvedu

théorèm
e.

2.5.
C
apacité

de
transm

ission
d’un

canal

Lesdeux
thèm

esétudiésjusqu’àprésent—
entropied’unevariablealéatoireet

codage—
concernaientuniquem

entlesdeux
prem

ièresétapesdu
diagram

m
e

decom
m

unication
présentédansl’introduction.N

ousallonsm
aintenantfaire

intervenirlatroisièm
e:lecanaldetransm

ission
et,en

particulier,leproblèm
edu

bruitàcauseduquelun
sym

bolereçu
necoïncidepasforcém

entaveclesym
bole

ém
is.

D
éûnition

(2.5.1).—
SoitA

etB
desalphabets.U

n
canaldetransm

ission
sans

m
ém

oire
del’alphabetA

à
l’alphabetB

estdonnéparunefam
ille(p(⋅∣a))

delois
de

probabilitéssurB,indexée
parl’ensem

bleA
.

Pour
a
∈
A
et
b
∈
B,

p(b
∣
a)

estla
probabilité

que
le
canaltransm

ette
le

sym
bole

b
sachantque

le
sym

bole
ém

isétait
a.La

m
atrice

(p(b
∣
a))

de
typeA

×
B
estla

m
atrice

de
probabilitésde

transm
ission

du
canal.

Lefaitquelecanalsoitsansm
ém

oiresigniûequelatransm
ission

dessym
boles

d’un
m

ot(a
1 ,...,a

n )
estfaite

sym
bole

parsym
bole,de

façon
indépendante.

Autrem
entdit,laprobabilitéquelem

ot(a
1 ,...,a

n )soittransm
isen(b

1 ,...,b
n )

estdonnéeparP(b
1 ...b

n ∣a
1 ...a

n )=
p(b

1 ∣a
1 )...p(b

n ∣a
n ).
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So
it
ε
un

no
m
br
e
ré
el
>
0;
dé
ûn

iss
on

su
ne

pa
rt
ie
C

n ε
de
C

n
pa

r:
C

n ε
es

tl
’en

-
se

m
bl
ed
es

(a
,b

)∈
C

n ε
te
ls

qu
e

e−
n(

H
(
X 1
)
+
ε)
⩽
P(

X
=
a)

⩽
e−

n(
H
(
X 1
)
−
ε)

e−
n(

H
(
Y 1
)
+
ε)
⩽
P(

Y
=
b)

⩽
e−

n(
H
(
Y 1
)
−
ε)

e−
n(

H
(
X 1
,Y

1)
+
ε)
⩽
P(

X
=
a,
Y
=
b)

⩽
e−

n(
H
(
X 1
,Y

1)
−
ε)
.

_
éo

rè
m
e
(2

.4
.6
).
—

O
n
a

P(
Z
∈C

n ε)
⩾
1−
c(
X)

+
c(
Y)

+
c(
Z)

2n
ε2

et
Ca

rd
(C

n ε)
⩽
en
(
H
(
X
,Y
)
+
ε)
.

En
ûn
,s
iX

′ 1,
..

.,
X′ n
d’u

ne
pa

rt
,Y

′ 1,
..

.,
Y′ n
d’a

ut
re

pa
rt
,s
on

td
es
va

ri
ab

les
al
éa

to
ire

s
de

m
êm
es

lo
is

qu
e
X 1
,.

..
,X

n
et
Y 1
,.

..
,Y

n,
m
ai
si

nd
ép
en
da

nt
es
,a

lo
rs

(1
−
c(
X)

+
c(
Y)

+
c(
Z)

2n
ε2

)e
−
n(

I(
X
,Y
)
+
3ε
)
⩽
P(

(X
′ ,Y

′ ))
∈C

n ε)
⩽
e−

n(
I(
X
,Y
)
−
3ε
)
.

D
ém

on
str
at
io
n.
—

O
n

m
un

it
l’e
ns
em
bl
e
C

n
de

la
lo
id
e
Z.

So
it

φ Z
∶C
→

R
+

la
va

ria
bl
e
al
éa

to
ire

dé
ûn

ie
pa

r
φ Z

(c
)
=
−
lo
g(

P(
Z
=
c)

)s
iP

(Z
=
c)

>
0,
et

φ Z
(c

)
=
0

sin
on

.D
éû

ni
ss
on

sφ
X
∶A
→

R
+
et

φ Y
∶B
→

R
+
de
fa
ço

n
an
al
og

ue
.

C
om

m
ed
an

sl
ad
ém

on
str
at
io
n
du

th
éo

rè
m
e.

..,
on

pr
ou

ve
qu
e

P(
∁
C

n ε)
<
c(
X)

2n
ε2
+
c(
Y)

2n
ε2
+
c(
Z)

2n
ε2
,

d’o
ù
la

m
in

or
at
io
n
vo

ul
ue

po
ur

P(
Cn ε

).
O
n
pr

ou
ve
au

ss
i,
pa

rl
em

êm
ea

rg
um

en
t

qu
e

(1
−
c(
X)

+
c(
Y)

+
c(
Z)

2n
ε2

)e
n(

H
(
X 1
,Y

1)
−
ε)
⩽
Ca

rd
(C

n ε)
⩽
en
(
H
(
X 1
,Y

1)
+
ε)
.

C
on

sid
ér
on

sa
lo

rs
de

sv
ar

ia
bl
es
al
éa

to
ire

sX
′ ,Y

′ ,
in
dé

pe
nd
an

te
se

td
em

êm
es

lo
is

qu
eX

,Y
,e

tp
os

on
sZ

′
=
(X

′ ,Y
′ ).

O
n
a

P(
Z′

∈C
n ε)

=
∑

(
a,
b)
∈
C

n ε

P(
Z′

=
(a
,b

))

=
∑

(
a,
b)
∈
C

n ε

P(
X′

=
a)

P(
Y′

=
b)

=
∑

(
a,
b)
∈
C

n ε

P(
X
=
a)

P(
Y
=
b)

.

2.3
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D
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co
nt

ra
di
ct
io
n.
En
ûn
,s

iH
(a

)=
H
′ (a
b)
0
es

tp
ré
ûx
ed
eH

(c
),

po
ur
c
≠
a,
b,
al
or

s
H
′ (a
b)
es

tp
ré
ûx
e
de

H
′ (c

)
=

H
(c

),
un
e
co

nt
ra
di
ct
io
n
ég
al
em
en

t.
D
e
m
êm
e,

H
(b

)n
’es

tp
as

pr
éû
xe
de

H
(c

),
po

ur
au
cu

n
c
≠
a,
b.
C
ela

pr
ou

ve
qu
el
ec

od
eH

es
tu

n
co
de

pr
éû
xe

.
D
ém

on
tro

ns
m
ai
nt
en
an

tq
u’
il
es

to
pt

im
al

re
lat

iv
em
en

tà
la

lo
ip

.S
oi

tC
un

co
de

bi
na

ire
un

iq
ue

m
en

td
éc

od
ab

le
op

tim
al

;p
ar
dé
ûn

iti
on
,l
a
lo
ng

ue
ur

m
oy
en

ne
de
C
es

ti
nf
ér

ie
ur
eà

ce
lle
de

H
,c

’es
t-à

-d
ire

qu
el

’on
a

∑ x∈
A
p(
x)
ℓ(
C(

x)
)⩽
∑ x∈
A
p(
x)
ℓ(

H
(x

))
.

D
ém

on
tro

ns
qu
el

’on
ae

n
fa
it
ég
al
ité

.
O
n
pe

ut
dé

jà
su

pp
os
er

qu
eC

es
tu

n
co
de

pr
éû
xe

.
So

it
x
∈A

un
élé

m
en

tt
el

qu
eC

(x
)s

oi
td
el

on
gu
eu

rm
ax

im
al
e.

Si
l’o

n
éc

ha
ng
e

C(
a)
et
C(

x)
,o

n
ob

tie
nt

un
co
de
C 1
do

nt
la

lo
ng

ue
ur

m
oy
en

ne
vé

riû
e

ℓ p
(C

1)
−
ℓ p

(C
)=

p(
a)
ℓ(
C(

x)
)+

p(
x)
ℓ(
C(
a)

)−
p(
a)
ℓ(
C(
a)

)−
p(
x)
ℓ(
C(

x)
)

=
(p

(a
)−

p(
x)

)(
ℓ(
C(

x)
)−

ℓ(
C(
a)

))
⩽
0

pu
isq

ue
p(
a)
es

tm
in

im
al
.L
e
no

uv
ea

u
co
de
es

td
on
c
de

lo
ng

ue
ur

m
oy
en

ne
in
fé
rie

ur
eo

u
ég
al
eà

ce
lle
du

co
de
C,
do

nc
ég
al
ep

ui
sq

ue
le
co
de
C
ét
ait

su
pp

os
é

op
tim

al
.C

’es
ta

us
si

un
co
de

pr
éû
xe

.O
n
pe

ut
do

nc
su

pp
os
er

qu
e
C
(a

)e
st
de

lo
ng

ue
ur

m
ax

im
al
e.

Pu
isq

ue
le
co
de
C
es

tu
n
co
de

pr
éû
xe

op
tim

al
,i
le
xi

ste
un

sy
m
bo

le
y
≠
a

te
ls

qu
eC

(a
)e

tC
(y

)n
ed

iò
èr
en

tq
ue

pa
rl
eu

rd
er

ni
er

sy
m
bo

le.
Si

l’o
n
éc

ha
ng
eC

(b
)

et
C(

y)
,o

n
ob

tie
nt

un
co
de
C 2
do

nt
la

lo
ng

ue
ur

m
oy
en

ne
vé

riû
e

ℓ p
(C

2)
−
ℓ p

(C
)=

p(
b)
ℓ(
C(

y)
)+

p(
y)
ℓ(
C(
b)

)−
p(
b)
ℓ(
C(
b)

)−
p(

y)
ℓ(
C(

y)
)

=
(p

(b
)−

p(
y)

)(
ℓ(
C(

y)
)−

ℓ(
C(
b)

))
⩽
0

pu
isq

ue
p(
b)

⩽
p(

y)
et
ℓ(
C(

y)
)=

ℓ(
C(
a)

)⩾
ℓ(
C(
b)

).
D
em

êm
e,

le
co
de
C 2
es

t
de

lo
ng

ue
ur

m
oy
en

ne
in
fé
rie

ur
eo

u
ég
al
eà

ce
lle
du

co
de
C,
do

nc
ég
al
e,

pu
isq

ue
C
es

to
pt

im
al
.O

n
pe

ut
do

nc
re
m
pl
ac
er
C

pa
rC

2,
ce

qu
ip
er

m
et
de

su
pp

os
er

qu
e

C(
b)
di
òè

re
de
C(
a)

pa
rs

on
de

rn
ie
rs
ym

bo
le

un
iq

ue
m
en

t.
Q

ui
tte

àé
ch
an

ge
rC

(a
)e

tC
(b

),
on

su
pp

os
ea

us
si

qu
eC

(a
)s
et
er

m
in
ep
ar

0
et
C(
b)

se
te
rm

in
ep
ar

1.
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LecodagedeH
uòm

an
aintroduitl’alphabetA

′=
A

{a,b}∪
{ab},m

unide
la

loideprobabilité
p
′quicoïncideavec

p
surA

{a,b}ettelleque
p
′(ab)=

p(a)+
p(b).D

éûnissonsun
codeC

′surcetalphabeten
posantC

′(x)=
C(x)si

x
∈A

{a,b},eten
prenantpourC

′(ab)lem
otdéduitdeC(a)(ou

deC(b))
en
enlevantlederniersym

bole.Salongueurm
oyenneest

ℓ
p
′(C

′)=
∑x
≠a,b p

′(x)ℓ(C
′(x))+

p
′(ab)ℓ(C

′(ab))

=
∑x
≠a,b p(x)ℓ(C(x))+

(p(a)+
p(b))(ℓ(C(a)−

1)

=
ℓ
p (C)−

(p(a)+
p(b)),

carℓ(C(a))=
ℓ(C(b)).Lem

êm
ecalculpourlecodedeH

uòm
an

H
p
′m

ontre
qu’ilestdelongueurm

oyenne

ℓ
p (H

)−
(p(a)+

p(b)).
Parrécurrence,lecodedeH

uòm
an

H
′estoptim

al,desortequeℓ
p
′(C

′)⩾
ℓ
p
′(H

′).
O
n
adonc

ℓ
p (C)⩾

ℓ
p (H

),d’où
l’égalité,com

m
eilfallaitdém

ontrer.

2.4.
Loidesgrandsnom

bresetcom
pression

D
ansson

articleoriginel,Shannon
(1948)utilisaituneautredescription

de
l’entropie,liéeàlaloidesgrandsnom

bresen
théoriedesprobabilités.

C
om

m
ençonsparrappelerdeux

inégalitésim
portantes.

Proposition
(2.4.1).—

SoitX
une

variable
aléatoire

possédantune
espérance.

a)
Pourtoutnom

bre
réelt>

0,on
a
l’inégalitédeM

arkov
:

P(∣X∣>
t)⩽

E(∣X∣)/t.
b)

Supposons,de
plus,que

X
possède

une
variance

V(X).A
lors,pour

tout
nom

bre
réelt>

0,on
a
l’inégalitédeBienaym

é–Tchebitcheò
:

P(∣X
−
E(X)∣>

t)⩽
V(X)/t 2.

D
ém

onstration.—
a)

SoitA
l’ensem

bledesélém
entsω

del’universtelsque
∣X(ω)∣>

t;ils’agitdem
ajorerP(A).O

bservonsquesurA
,lavariablealéatoire

∣X∣/testsupérieureà1;surson
com

plém
entaire∁

A
,elleestpositiveou

nulle.O
n

adonc
E(∣X∣/t)⩾

1⋅P(A)+
0⋅P(∁

A).C
om

m
e
E(∣X∣/t)=

E(∣X∣)/t,l’inégalité
deM

arkov
en

résulte.
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Ensuite,
en

utilisant
la

m
ajoration

de
P(X

1
=
a
1 ,...,X

n
=
a
n )

pour
(a

1 ,...,a
n )∈A

nε ,

1⩾
P(A

nε )⩾
Card(A

nε )e
−n
(H
(X

1 )
+ε),

d’où
lam

ajoration
donnéepourCard(A

nε ).En
utilisantlam

inoration
analogue,

on
obtientaussi

1−
c

2nε 2 ⩽
P(A

nε )⩽
Card(A

nε )e
−n
(H
(X

1 )
−ε),

cequidonnelam
inoration

deCard(A
nε ).

2.4.4.
—

Com
m
entShannon

en
déduit-illapossibilitédecom

prim
erun

signal
(dansla

lim
iteperm

iseparl’entropie)?Fixonsun
param

ètre
εetconsidérons

l’«ensem
bletypique»A

nε deA
ndéûnidanslethéorèm

e2.4.3.Ilestdecardinal
au

plus2
n
(H

2 (X
1 )
+ε);doncon

num
érotantsesélém

ents,chacun
nerequiertque

⌈n(H
2 ( X

1 )+
ε)⌉ bits.Lesautresvontchacun

requérirCard(A)
nsym

boles,soit
n
log2 (Card(A))bits,m

aisn’apparaissentqu’avecuneprobabilitéfaible,m
ajorée

parc/2nε 2.A
insi,lalongueurm

oyennedu
coded’unesuitede

n
sym

bolesest
m
ajoréepar

⌈n(H
2 (X

1 )+
ε)⌉+

c
2nε 2 n

log2 (Card(A)).

Lorsqu’on
ladiviseparn,on

obtient

1n ⌈n(H
2 (X

1 )+
ε)⌉+

c
2nε 2 log2 (Card(A)),

quantitém
ajoréeparH

2 (X
1 )+

1lorsque
n
estassezgrand.

2.4.5.
—

L’inform
ation

m
utuelle,com

m
el’entropie,disposed’uneinterpréta-

tion
statistique.SoitA

etB
desensem

blesûnis,soitC
=
A
×
B

l’ensem
bleproduit

etsoitZ
1 =

(X
1 ,Y

1 ),...,Z
n =

(X
n ,Y

n )desvariablesaléatoiresindépendanteset
dem

êm
eloiàvaleursdansC.Posonsenûn

X
=
(X

1 ,...,X
n ),Y

=
(Y

1 ,...,Y
n )

etZ
=

(Z
1 ,...,Z

n )
=

(X
,Y)

sil’on
identiûe

l’élém
ent(a,b)

de
A

n×
B

n
avec

l’élém
ent((a

1 ,b
1 ),...,(a

n ,b
n ))deC

n.O
n
pose

c(Z)=
∑
a,b

∈C
P(Z

1 =
a)P( Z

1 =
b)log(P(Z

1 =
a)/P(Z

1 =
b)) 2eton

déûnitc(X)etc(Y)dem
anièreanalogue.
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Le
sv
ar

ia
bl
es
al
éa

to
ire

sU
1,
..

.,
U

n
so

nt
in
dé

pe
nd
an

te
s.
El

le
so

nt
m
êm
el

oi
:

po
ur

to
ut
a
∈A

,o
n
a

P(
U

k
=
φ(
a)

)=
P(

X 1
=
a)
,

et
P(

U
k
=

t)
=
0

si
t/∈

φ(
A
).
El

les
so

nt
d’e

sp
ér
an
ce
et
de

va
ria

nc
eû

ni
es
ca

re
lle

s
ne

pr
en

ne
nt

qu
’u
n
no

m
br
eû

ni
de

va
le
ur

s.
D
ep

lu
s,

on
a

H
(X

1)
=
−
∑ a∈A

P(
X 1

=
a)

lo
g(

P(
X 1

)=
a)

)=
E(

U
1).

D
’ap

rè
sl

’in
ég
al
ité
de
Bi
en
ay

m
é–

Tc
he
bi

tc
he
ò,

on
a

P
(∣
H
(X

1)
−

1 n

n ∑ k=
1U

k∣
>
ε)

<
V
(U

1)/
nε

2 .

O
n
a

1 n

n ∑ k=
1U

k(
a 1
,.

..
,a

n)
=
−
1 n
lo
g(

P(
X 1

=
a 1
,X

2
=
a 2
,.

..
,X

n
=
a n

))
.

Il
re

ste
àc
al
cu

le
rl
av
ar

ia
nc
eV

(U
1)
de

U
1.
Pa

rd
éû

ni
tio

n,
on

a

V
(U

1)
=
E(

(U
1−
E(

U
1))

2 )
=
E(

U
2 1)
−
E(

U
1)2
,

de
so

rt
eq

ue

V
(U

1)
=
∑ a∈A

P(
X 1

=
a)

lo
g(

P(
X 1

=
a)

)2

−
∑ a,
b∈
A
P(

X 1
=
a)

P(
X 1

=
b)

lo
g(

P(
X 1

)=
a)

lo
g(

P(
X 1

=
b)

=
∑ a,
b∈
A
p a

p b
(lo

g(
p a

)2
−
lo
g(

p a
)l

og
(p

b)
)

=
∑ a,
b∈
A
p a

p b
lo
g(

p a
)l

og
(p

a/
p b

).

Pa
rs
ym

ét
rie
,o

n
aa

us
si

V
(U

1)
=
∑ a,
b∈
A
p a

p b
lo
g(

p b
)l

og
(p

b/
p a

),

d’o
ù,
en
ad
di

tio
na

nt
ce

sd
eu
x
fo

rm
ul
es
,l
’ég
al
ité

2V
(U

1)
=
∑ a,
b∈
A
p a

p b
lo
g(

p b
/p

a)
2
=
c.

C
el
ac

on
clu

tl
ap

re
uv
ed
el
ap

re
m

iè
re

in
ég
al
ité

.
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b)
O
n
co

ns
id
èr
em

ai
nt
en
an

tl
av
ar

ia
bl
ea

lé
at
oi

re
Y
=
X
−
E(

X)
.C

om
m
eX

a
un
ev
ar

ia
nc
e,
Y2

po
ss
èd
eu

ne
es
pé

ra
nc
e,
ég
al
eà

V
(X

)p
ar
dé
ûn

iti
on

.A
pp

liq
uo

ns
do

nc
à
Y2

l’i
né

ga
lit
é
de

M
ar
ko
v
:o

n
tr
ou

ve
P(

Y2
>

t2
)⩽

E(
Y2

)/
t2
=
V
(X

)/
t2
.

Pu
isq

ue
Y2

>
t2
éq

ui
va

ut
à∣
X
−
E(

X)
∣>

t,
ce

la
pr

ou
ve

l’i
né

ga
lit
éd
eB

ie
na
ym

é–
Tc

he
bi

tc
he
ò.

N
ou

su
til

ise
ro

ns
di

re
ct
em
en

tc
es

in
ég
al
ité

s,
m
ai
si

le
st

in
té
re

ss
an

td
’en

dé
du

ire
to

ut
de

su
ite

la
lo
id
es

gr
an
ds

no
m
br
es
.

_
éo

rè
m
e
(2

.4
.2
)(

Lo
if
ai
bl
ed
es

gr
an
ds

no
m
br
es
).
—

So
it
(X

n)
un
e
su

ite
de

va
-

ri
ab

les
in
dé

pe
nd
an

te
se

ti
de

nt
iq
ue

m
en

td
ist

rib
ué
es
,d

’es
pé

ra
nc
eû

ni
e.

Po
ur

to
ut

n
⩾

1,
on

po
se

S n
=
(X

1+
⋅⋅⋅
+
X n

)/
n.

Po
ur

to
ut

no
m
br
e
ré
el

t>
0,

on
a

P(
∣S n

−
E(

X 1
)∣
>

t)
→

0

qu
an
d
n
te
nd

ve
rs
+∞

.

D
an

sl
el
an

ga
ge
de

la
th
éo

rie
de

sp
ro
ba
bi
lit
és
,o

n
di

tq
ue

S n
co

nv
er
ge
en

pr
ob
a-

bi
lit
é
ve

rs
E(

X 1
).

D
ém

on
str
at
io
n.
—

C
om

m
e
to

ut
es

le
sX

n
on

tm
êm
e
lo
i,
el
le
so

nt
m
êm
e
es
pé

-
ra

nc
e,
en

re
m
pl
aç
an

tX
n
pa

rX
n
−
E(

X 1
),

on
re
m
pl
ac
eS

n
pa

rS
n
−
E(

X 1
).

Il
su
õ

t
al
or

sd
ed
ém

on
tre

rq
ue

P(
∣S n

∣>
t)

te
nd

ve
rs
0

so
us

l’h
yp

ot
hè

se
E(

X 1
)=

0.
Co

m
m
en
ço

ns
pa

rd
ém

on
tre

ru
ne

m
ajo

ra
tio

n
pr
éc

ise
de
ce

tte
pr

ob
ab

ili
té

so
us

l’h
yp

ot
hè

se
su

pp
lém

en
ta
ire

qu
el
es

va
ria
bl
es
al
éa

to
ire

sX
n
so

nt
de

va
ria

nc
eû

ni
e.

D
an

sc
ec
as
,S

n
es

td
ev
ar

ia
nc
e

V
(S

n)
=
E(

S2 n)
=

1 n2
E(

(X
1+

⋅⋅⋅
+
X n

)2
)=

1 n2
∑ i,

j
E(

X
iX

j).

Po
ur

i
≠

j,
l’i
nd
ép
en
da

nc
e
de

X
i
et

X
j
en

tr
aî
ne
E(
X

iX
j)
=
E(
X

i)E
(X

j)
=
0;

po
ur

i
=

j,
on

a
E(
X2

i)
=
V
(X

i)
=
V
(X

1)
pu

isq
ue

le
sX

i
on

tm
êm
e
lo
i,
do

nc
m
êm
ev
ar

ia
nc
e.
A
in

si,
V
(S

n)
=
V
(X

1)/
n.

(P
lu

sg
én
ér
al
em
en

t,
la
va

ria
nc
ed

’u
ne

so
m

m
ed
ev
ar

ia
bl
es
al
éa

to
ire

si
nd
ép
en
da

nt
es
es

tl
as

om
m
ed
el
eu

rs
va

ria
nc
es
.)

Ap
pl
iq

uo
ns

m
ai
nt
en
an

tl
’in
ég
al
ité
de
Bi
en
ay

m
é–

Tc
he
bi

tc
he
ò
:p

ou
rt

ou
tn

om
br
e

ré
el

t>
0,

on
a

P(
∣S n

∣>
t)
⩽
E(

(S
n/

t)
2 )
⩽
V
(S

n)
/t

2 .

Pa
rs

ui
te
,P

(∣S
n∣
>

t)
⩽
V
(X

1)/
nt

2 ,
d’o

ù
le

ré
su

lta
tv

ou
lu
.
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Le
cas

généralestplus
diõ

cile
etse

dém
ontre

par
une

m
éthode

classique
de

troncation.
Introduisonsun

param
ètre

δ
>
0
etposonsX

′k =
X

k si∣X
k ∣⩽

δn,etX
′k =

0
sinon;posonsaussi

X
′
′

k =
X

k −
X
′k .O

n
vam

ajorerlesprobabilités

P(∣X
′1 +

⋅⋅⋅+
X
′n ∣>

nt/2)
et

P(∣X
′
′

1 +
⋅⋅⋅+

X
′
′

n ∣>
nt/2).

La
som

m
e
de

ces
probabilités

fournira
une

m
ajoration

de
P(∣X

1 +
⋅⋅⋅+

X
n ∣>

nt)
quisera

arbitrairem
entpetitepourtoutn

assezgrand.L’idéesous-jacenteàcettem
éthodeestquelesX

′k
sontm

ajorées,doncdevarianceûnie,etserontjusticiablesdu
prem

iercas,tandisquelesX
′
′

k
serontrares,carX

′
′

k
estnullelorsqueX

k n’estpastrop
grande.

Toutd’abord,les∣X
′j ∣sontde

m
êm
e
loi,m

utuellem
entindépendantes,etm

ajoréespar
δn.

Ellesontdoncunevariancecom
m

une,laquellevériûe

V(X
′j )=

V(X
′1 )⩽

E((X
′1 ) 2)⩽

δE(∣X
′1 ∣)n

⩽
δE(∣X

1 ∣)n.

Parsuite,
V(X

′1 +
⋅⋅⋅+

X
′n )=

nV(X
′1 )⩽

δE(∣X
1 ∣)n

2.
O
n
aaussi

E(X
′1 +

⋅⋅⋅+
X
′n ) 2=

E(X
′1 ) 2n

2.
Lorsque

n
tend

versl’inûni,X
′1 tend

versX
1 presquesûrem

ent,touten
étantm

ajoréeen
valeur

absoluepar∣X
1 ∣;lethéorèm

edeconvergencedom
inéeentraînedoncqueE(X

′1 )tend
versE(X

1 )=
0.En

particulier,pourn
assezgrand,E(X

′1 +
⋅⋅⋅+

X
′n ) 2⩽

δn
2,et

E((X
′1 +

⋅⋅⋅+
X
′n ) 2)⩽

2δE(∣X
1 ∣)n

2.

L’inégalitédeBienaym
é–Tchebitcheò

entraînealorsque

(2.4.2.1)
P(∣X

′1 +
⋅⋅⋅+

X
′n ∣>

nt/2)⩽
8δE(∣X

1 ∣)t
−2

pourtoutentiern
assezgrand.Fixonsun

nom
breréelε>

0
etchoisissonsδ

desorteque

8δE(∣X
1 ∣)t

−2<
ε/2.

O
n

retientalorsdel’inégalité(2.4.2.1)quepourtoutn
assezgrand,on

a
P(∣X

′1 +
⋅⋅⋅+

X
′n ∣)⩽

ε/2.
Parailleurs,

P(∣X
′
′

1 +
⋅⋅⋅+

X
′
′

n ∣>
nt/2)⩽

P(X
′
′

1 +
⋅⋅⋅+

X
′
′

n ≠
0)⩽

nP(X
′
′

1 ≠
0),

puisquelesX
′
′j sontdem

êm
eloi.O

r,

P(X
′
′

1 ≠
0)=

P(∣X
′
′

1 ∣>
δn)⩽

E(∣X
′
′

1 ∣/δn)=
E(∣X

′
′

1 ∣)δ
−1n

−1,

d’où
l’inégalité

(2.4.2.2)
P(∣X

′
′

1 +
⋅⋅⋅+

X
′
′

n ∣>
nt/2)⩽

E(∣X
′
′

1 ∣)δ
−1.

Q
uand

n
tend

vers+∞
,X

′
′

1
tend

presquepartoutvers0,etl’on
a∣X

′
′

1 ∣⩽
∣X

1 ∣,desorteque
E(∣X

′
′

1 ∣)
tend

vers0.A
lors,pourn

assezgrand,l’inégalité(2.4.2.2)assureque
P(∣X

′
′

1 +
⋅⋅⋅+

X
′
′

n ∣>
nt/2)<

ε/2.En
com

binantcesdeux
m
ajorations,on

en
déduitquepourtoutn

assezgrand,l’événem
ent

{∣X
1 +

⋅⋅⋅+
X

n ∣>
nt}

estdeprobabilité<
ε,cequiconclutladém

onstration.
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_
éorèm

e(2.4.3)(Shannon).—
Soit(X

n )unesuitedevariablesaléatoiresprenant
leursvaleursdansun

ensem
ble
ûniA

,indépendantesetde
m
êm
e
loip;posons

c=
∑
a,b

∈A
p
a p
b (log(p

a /p
b )) 2.Pourtoutentier

n
⩾
1,m

unissonsl’ensem
bleA

n

de
la

loiproduit.Soitε
un

nom
bre

réel>
0
etsoitA

nε
l’ensem

ble
des(a

1 ,...,a
n )

telsque
e
−n
(H
(X

1 )
+ε)⩽

P(X
1 =
a
1 ,...,X

n =
a
n )⩽

e
−n
(H
(X

1 )
−ε).

O
n
a

P(A
nε )>

1−
c

2nε 2 ,

et
(1−

c
2nε 2 )e

n
(H
(X

1 )
−ε)⩽

Card(A
nε )⩽

e
n
(H
(X

1 )
+ε).

Reform
ulonsun

peu
ceténoncé:1−

P(A
nε )estlaprobabilitédu

com
plém

en-
tairedeA

nε ,etestm
ajoréeparc/2nε 2;lorsque

n
estgrand,elleestarbitrairem

ent
petite.Autrem

entdit,lorsque
n
estgrand,laplupartdestirages(a

1 ,...,a
n )ont

une
probabilité

voisine
de
e
−nH
(X

1 ),etily
a
environ

e
nH
(X

1 )telstirages.Autre-
m
entditencore,lorsqu’on

eòectueun
grand

nom
bre

n
detirages,toutsepasse

com
m
esil’on

avaiteòectuéun
tirageau

sortéquitableparm
ie

nH
(X

1 )valeurs—
c’estl’interprétation

statistiquedel’entropie.

D
ém

onstration.—
Q

uitteàm
odiûerl’universen

luienlevantun
ensem

blede
probabilité0,puisl’ensem

bleA
parl’ensem

bledesvaleursdesX
k ,on

suppose
que

P(X
k =

a)>
0
pourtouta

∈
A
ettoutk

∈{1,...,n}.Soitalors
φ
∶A
→

R
l’application

déûnieparφ(a)=
−
log(P(X

1 =
a)).

C
om

m
elesX

k sontindépendantesetdem
êm
eloi,on

a

P(X
1 =
a
1 ,...,X

n =
a
n )=

P(X
1 =
a
1 )...P(X

n =
a
n )

=
P(X

1 =
a
1 )...P(X

1 =
a
n ),

soitencore

−
1n
log(P(X

1 =
a
1 ,...,X

n =
a
n ))=

−
1n

n∑k
=1 log(P(X

1 =
a
k ))=

1n

n∑k
=1 φ(a

k ).

O
n

m
unitl’ensem

ble
A
de

la
loide

X
1 ;quitte

à
le

rem
placer

par
l’ensem

ble
desa

∈A
telsque

P(X
1 =
a)>

0,on
supposeque

P(X
1 =
a)>

0
pourtouta

∈A
.

O
n
m

unitalorsl’ensem
bleA

ndelaloiproduit.O
n
aP(a

1 ,...,a
n )=
∏

nk
=1 P(X

1 =
a
k ).SurcetespaceprobabiliséA

n,on
poseU

k (a
1 ,...,a

n )=
φ(a

k ).


