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3.6. THEOREME D’ECHANTILLONNAGE 71

Cest une formule analogue a la formule de reconstruction (3.6.1.1) que lon
retrouve formellement en prenant W = W, et pour fonction v la fonction indi-
catrice de [-W,; W, ]. Toutefois, lorsque W > W, (il y a alors suréchantillonnage
par rapport a la fréquence de Nyquist 2W,,), on peut prendre pour y une fonction
de classe . Sa transformée de Fourier ¥ décroit alors rapidement a l'infini si
bien que la série donnée dans la proposition converge trés vite.

Démonstration. — On note encore ¢ la fonction de période W qui coincide
avec f sur [-W; W]; elle est 6" par morceaux et ses coeflicients de Fourier sont
donnés par
cn(@) = f(=n/2W)/2W,
comme dans la démonstration du théoréme 3.6.1. Pour tout y € R, on peut alors
écrire
FO) =90y (),
puisque cette égalité devient f(y) = f(y)w(y) si y € [-W; W], égalité vraie
car y(y) =1si f(y) # o, et quelle se réduit 2 0 = o0 si y ¢ [-W; W]. Ainsi, en
écrivant ¢ comme la somme de sa série de Fourier, on a
f»=% \?\Nir-iii )-
nez 2
Appliquons maintenant la formule d’inversion de Fourier a cette égalité; on
trouve
()= ¥ o fonfaw) [ ety )i dy.
nez 2

Cette derniére intégrale vaut ¥(—x + n/2W), dou la proposition. 0O

La démontration du théoréme déchantillonnage est en fait trés proche de celle
d’une formule importante en mathématiques, la formule sommatoire de Poisson.

Théoréme (3.6.5) (Formule de Poisson). — Soit f : R — C une fonction décrois-
sant assez vite, de méme que sa transformée de Fourier f. Alors, pour tout nombre
réela > o,o0na
(3.6.5.1) Y flam) = M., f(nfa).

meZ a nez

Plus généralement, pour tout nombre réel a > o et tout nombre réel x, on a

(3.6.5.2) >, f(x+am) M\A:\mv%si\a

meZ a nez



‘Touuonrodoid anbrnoop [eusis un us spurIofSUEI) JIe)9 910U0Ss UorssaId e[ op
opmyrdure] orduroxs xed ‘ouoydygy np seo of suep ¢onbrdofeue JusANOS JTEID
UOISSIwISue) e ‘uouueys 9p anbody] y UOISIA[P) 9 NO OIPERI 3 INSPIW] ‘UOn
-BULIOJUT 9)322 19910 suof[e snou [onbay red anbisAyd [roredde] 159 unagpouz 1 —
‘sduray np
juepuadop N0} 9] ‘uos np sajuesoduwrod Xnap s 39 ‘ueIdY] op Jutod anbeyd us
(n3[q/3124/38n01) sopnjrdue SI01) S3] 2133oWISUL} AP BIIFES I INI[NOD UOTSIAI[D)
B] 9p SBO o[ SUEp ¢ 091935 [eudrs un 1nod suonouoj so[a3 xnap Jed no ‘sdway np
uorouoy aun Jed 99juasyrdar e1os apmyrpdure] Juop 10U0S [eUSIS UN BIIS 2D
‘OTpeI B 9p No auoyda[9) np sed I SUB(] TO-XNID dP UOSTBUIQUIOD dUN DIOUOS
Teusrs un oryderdojoyd sun 9)x9) un a1j9-Jnad UOTIRULIOUT T "33 O[0AINS A[2Nb
sajaueld sap sojoyd sap jueuaid s[ereds apuos aun ‘onbruorospp 1o11mMod JRd
no suoyd[9] Ne S[[ANOU ISTEANBU JUN JIDUOUUE JURIISIP [OUW NO SNOA ‘QoMm
9)1S UN ‘[RUINO[ UN ‘UOISIAY[9] 9P NO OIPLI Ip UOTIRS SUN 2119-1nad 30 auvyvu
-1js9p UOS B 2I339WISUEI) © uorjewriojur apassod mb oiyuay 350 aounos ey -

9ITRJRUTISIP 1n33dadar ¢ [eued g IN3PIUID ¥ 90$INn0S

3

ymniq

s Jueamns surwrerderp 91 red gsippour 159
3P IN3JBPUO] S1IR] SUR(]

“9)1[1qey oyfonb saae 39 @ssayra sfjonb

® 1or[nonred us ‘soguuop sap anjowsuen) nad uo suonrpuod saffonb suep sanbn
-BWYJBUI UOIR] 9P IATPNIQ B ISIA UOLDIIUNIUIULO) D] dp anbipiugyivus 2140911 e

UOTJROTUNUIWIOD 3P SWRISAS Un (gh671)

NOILLONAOYLNI

Z3u

(x - mefu)p(me/u)f = () f

v uo ° 3 X jnoy 4nod ‘si01y [° M M~ ] afjpaiagus ] ins
1 v 9|32 juawianbyuapt 12 [ M M- ] ap sioy ajpnu uoygouof aun Oy < Y : /h 10s 12
°M £ M anb 127 [99.4 21quiou un pA 7108 “[° M ©° M~ 2][patajur unp sioy anu jsa
J anb asoddns uo <31qvidarur uoouofaun D « g : f 10§ — “(¥*9°€) uoyisodoiq

“I21JUOWIP B[R] [I SWUIOD

73U

‘(Mz/u - x)ous (me/u) £

M- Y T
\ﬁ% xﬁgm\:lesm?«\, Agﬂ\tv.ﬁw ﬂ

(S

‘uouts 0 = (4) 319 [MM—] 3 4 mod (£)d = (£) f snbsind 9ruinoy mb 2o
QUIID) B 9WLIS) 10139JUT 33 ISLINO,] 9P UOISISAUIL P J[NULIOJ e[ SUep 19}10da1 B oUOp
nad uQ “JUsWIUIIONIUN SZIFAUOD JTIFS 91190 QUIOq 153 (MT/U) [ u dwwo))

Zu ZN Zu

.3~\A:.~h~\mﬁ>\/ﬂ\:v.\.w w = EN\AthNMA&v:u N = A\dv\v
ISUTe 159 ¢ op ISLIMNO] 9p 2119s ud JuawaddoPagp a1
MT
CSN\:lv&ﬂ
00— MT
\mﬁ gu\a:wtulmﬁmv/w. «\, ﬂ

M- MT
\:u >>~\A:E~|NARVA‘V «\, 1
M

(8)*

e U0 “Z > u anod

: JOLINO,] 3P SJUSILPI0D $3$ SUO[NOR)) *dNUNU0 183 32 ‘0 = (M—)f = (M) S
awwo) [ M M—] Ins f 2aae apourod mb p aporiad sp uonouog Mﬁ ) tom(
N "3[qRALIDP JUdWITUpUI 383 [ Jarmonred ug

\QQ ARENNARv&\NMfR = ARV‘\

I31INOJ 9P UOISISAUL P S[NULIOJ ] B UO
‘(M ‘M —] 9u10q a[[eAISUI | BP SI10YDP Ud J[nu Js3 J anb 15 ‘9[qeiSayur ‘onunuod
19 [ onbsmng — -aSeuuoqmueypyp swRI0dY np uopensuowrdq ‘€9°€

ADVNOTILLNVHOY € TULLIdVHD oL



vi INTRODUCTION

De nos jours, la transmission est aujourd’hui essentiellement numérique() : le
signal est transformé en une suite de nombres qu’il sagit de transmettre.

— Le récepteur est lappareil par lequel le destinataire recoit cette information,
un poste de radio ou de télévision, éventuellement associé a un « décodeur »
dans le cas de la télévision numérique terrestre ou de la télévision par Internet,
un téléphone, un ordinateur relié au réseau Internet, etc.

- Le canal est le medium physique par lequel I'information est transmise de
[émetteur au récepteur : lair pour la transmission de la radio/télévision par
voie hertzienne, la fibre optique du fournisseur Internet, les cébles en cuivre du
réseau de téléphone, etc. Comme tout objet physique, ce canal est sujet a des
perturbations — du bruit — par lesquelles le signal qui parvient au récepteur
différe de celui envoyé par Iémetteur.

La théorie mathématique de la communication vise a analyser dans quelles
conditions un canal donné, soumis a un certain bruit, peut, ou pas, transmettre
I'information voulue. Deux théorémes de ( ) répondent ainsi aux
questions suivantes :

a) A quelle vitesse est-il possible de transmettre cette information ?
b) En présence de bruit, est-il possible de transmettre cette information de
manieére fiable?

Sile canal permet de diffuser ¢ symboles par unité de temps, il semble évident
quon peut transmettre un message de N symboles pendant un temps N/ ¢, mais
peut-on faire mieux ? Ensuite, comment détecter une mauvaise transmission de
certains symboles et, éventuellement, les corriger ?

Le présupposé de base de la théorie est que les messages a transmettre, du
fait-méme de leur origine, ne sont pas arbitraires. Si cest un texte, certaines
lettres seront plus fréquentes que d’autres; si cest lenregistrement d’'une voix ou
d’'un morceau de musique certaines fréquences seront absentes du signal, sans
méme tenir compte du fait que loreille humaine ne les pergevra pas.

Dans son article, (1948) propose une mesure de la « quantité d’infor-
mation » contenue dans un signal, qu’il appelle entropie. Plus exactement, il sagit
de la quantité d'information contenue dans lensemble des signaux susceptibles
détres transmis. Sa définition est de nature probabiliste.

() A Texception notable de la radio FM, la radio numérique terrestre (DAB) peinant a décoller.
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sinc(u)

) < u

FIGURE 3.5.2.2. Graphe du sinus cardinal

3.6. Théoréme d’échantillonnage

Théoréme (3.6.1). — Soit f : R — C une fonction continue telle que x* f (x) soit
borné, lorsque x varie. Alors f est intégrable sur R, et on suppose qu’il existe un
nombre réel W tel que f(y) = o pour tout y € R tel que |y| > W. Alors, pour tout
x € R, on a la formule,

n

(3.6.1.1) f(x) = MU \A%v sinc(x — W

Autrement dit, en échantillonnant le signal donné par f a la fréquence 2W,
on peut le reconstituer exactement!

3.6.2. — Selon ( ), l'idée que lon puisse reconstruire un signal en
léchantillonnant a une fréquence au moins double de la plus grande fréquence
intervenant dans un signal était bien connue des spécialistes de la théorie de la
communication — « common knowledge in the communication art ». Lapport de
cet article est ainsi de donnner une formule explicite pour cette reconstruction.
(1949) admet aussi que cette formule avait déja été démontrée, sous
une forme ou sous une autre, par divers mathématiciens; citons par exemple
E. Whittaker (1915), Oguro (1920), KoteI'nikov (1933). Il insiste cependant que
cest la premiére fois quelle est explicitée dans le contexte de la théorie de la
communication.
Cette histoire un peu balbutiante explique peut-étre pourquoi ce théoréme
déchantillonnage est parfois dénommé théoréme de Nyquist-Shannon.
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2 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

est donc strictement croissante sur l'intervalle [ 0;1/e] et strictement décroissante
sur 'intervalle [1/e;1]. Comme sa dérivée seconde est la fonction x — —1/x, de
valeur strictement négative sur ]o;1], cette fonction est strictement concave.

—xlog(x) 4
0,3+
0,2+
0,1+
o ”of”oﬁ.pﬁoﬁ,w”of”omm”o”,m”omu”owm”oﬁbﬁw x
FIGURE 1.1.1.4. Graphe de la fonction x —~ —xlog(x)
1.1.2. — Si g est un nombre réel > o, le « logarithme en base a » est la fonction
donnée par
log(x
log,(x) = |mA v
log(a)

Elle vérifie des propriétés similaires au logarithme néperien, qui est le cas ol
a = e =2,718... Le cas a = 10 est courant en physique; en théorie de 'information,
nous verrons qu’il est naturel de prendre a = 2.

Définition (1.1.3). — Lentropie dune variable aléatoire discréte X est définie par

(1.1.3.1) H(X) = > (-P(X = x)log(P(X = x))).

Lentropie est donc définie comme la somme d’une série, indexée par les valeurs
possibles x de la variable aléatoire X. Dans cette définition, on utilie la convention
olog(o) = o; on peut donc ne considérer, si lon veut, que les valeurs x pour
lesquelles P(X = x) est strictement positive. Cette série est & termes positifs car
une probabilité appartient & [0;1], donc son logarithme est négatif. Il en résulte
donc que la somme de cette série est bien définie, en tant quélément de [o0; +00].
Elle est finie si X ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

On peut bien siir la définir dans toute base a > o.

(1.1.3.2) H,(X) = ) (-P(X = x)log,(P(X = x))) = _MMMMWV.

3.3. THEOREME DE DIRICHLET 67

Pour tout nombre réel r tel que o < r < 1, posons

(o]

(3.3.7.1) P(f)(x)= O cx(f)rkeamikelT,

k=—co
Comme les coefficients de Fourier de f sont bornés, le facteur supplémentaire r/
entraine une majoration des termes de cette série (infinie dans les deux sens) par
les termes d’une série géométrique, si bien que cette série converge normalement
et sa limite est une fonction continue de x. On peut exprimer P,(f) de facon
analogue a la formule (3.3.3.3) :

o T
P(f)(x)= ) %\ F(£)e 2T gkl gamke/T
k=—00 0
T 1 X .
H\ \vaﬂ MU ﬁ_imnn%AxlD\H&w
° k=—00

- \%\SH@@' ) dt,

ou la fonction K, noyau de Poisson, est défini par

(o)

K, () n% M 7Kl g2kt /T
k

=—00

On peut, en fait, calculer précisément K, :

(o) (o]
Hﬁwﬁwv =1+ MU \wmnnlﬁ\ﬁ + MU ﬁ»m\paﬁ\ﬁ
k=1 k=1
re2mit[T re—2mit/T
=1+

+
1—re2mit/T 1 _ pe—2mit/T
1-1r*

1—2rcos(2mt/T) + r?

Cette formule permet de constater que le noyau de Poisson est positif et converge
uniformément vers o sur tout intervalle [§; T — §]; sa définition montre aussi
qu’il est pair et d'intégrale 1. Alors, un argument de convolution démontre que
K, (t)(x) converge vers la régularisée f*(x) de f en tout point x tel que f ait
des limites a droite et a gauche.

Un autre procédé consiste & introduire les moyennes, au sens de Cesdro, des
sommes partielles S, (f)(x), et de poser

1

$5,() ().

n+1i

(3.3.7.2) Ta(f)(x) =



15 d ampurered op yjnousag ap 107 dun s X 2I10je9[e d[qeLres sun nb suod
-dey *[1¢0] op Juowde un d j10§ — ‘INOUIdg Ip dqerrea : dfduraxyg ‘ST'T

“T1 B T 9p SIANUR s3 Juareranbrpur saoej saf Juop 91qmbo 9p un p a8eimn o
suep anb spp Xnap op sururos e[ 9p 1eI[NSI 9 suep presey ap surowr nad un e £ |1

"0€££9819TEV6SHE ~ (1T)“Bo]

e oresa1ss {e1¢- ¢}
rwred a9nqrnsip Juswanbruapr s1rojese sjqerrea sunp srdonjua] anb siofe

¢ ¢ ¢ ¢
L£38T61610V VLTS Aolv Gop 2 .. - Aolv Bor - - ()1
T T T T

© o[e39 389 T aseq uod ardonjud uos 32

9€/T 9fjT 9€/€ 9y 9€/S 9€/9 9E/S oty 9f/€ 9tjT 9f T
<t 1 o1 6 8 L 9 S 14 ¢ T

: neapqe) 9 Ted S99WINSI ISUTE JUOS X = X
SIUSWAUIAY $IP sN[Iqeqoid sa7 239 “(1°2) 19 (T ‘1) saSear) xnap 1nod jreredde
€ morea e[ (1 1) a8eimn) o 1nod anb sqrssod 1sau T InoTRA B] ST ¢** € ‘T sINJfRA
so[ axpuaid nad a[[7 "s90B] XNOP SIP SINS[RA SIP SWITHOS B X JI10Je[e J[qeLI
-ea 1od suouaid 39 ‘s21qIbs ‘sa0e] 9 ® 9P XNap JuBUIUTEW SUOIIPISUO))
“Je)[Ns9I Uos a1jreuuod 1219dss mod 19sod ey [1.nb sarreurq
suonsanb op uaowr axquiou a7 (s31d PITUN SUN B) 353 2IT0JLIE J[QRIILA JUN P
z aseq ud ardonua] anb e11oA wo quawareIuds snid ‘u = (N)“So] = (X)°H ©
U0 ‘sed 90 sue(J "X 9p 2reulq juawraddo[oadp np saIgIyd ST Ju0s s[anb Iroses
® “« sa1TRUIq » suonsanb u Juauralssadons juesod us X op 18I[NSII A IIBUTOD
nad uo ‘s1ofy *{1— N ‘" 0o} ruured smajea sas suuaid ¥ anb 15 ¢,z = N ‘T ap
aouessmd sun 310s N anb suourdewy (N )3o] srdonyua 1nod e N/t 91171qRq01d
29AL SUNOEYD ‘SINdfeA N Jueuald Y 2110Je9[e 9[qRLIBA UN QUIWA[RIUIS S]]
"(9)801 = ((2)8012-) - 9 & 2787 15uUTE )59 AUEPUOSILIOD IIOJEI[E J[QELIEA
e op a1donua] ¢ 9/1 oUOP 153 s30eJ sap aundeyod ap uonrreddep iiqeqord e
"21qIIby ‘sa0ey 9 © 9p UN suOIPPISUO) — P un p Jduel : Adwaxy T I

"Je}[nsa1 Uos axreuuod 119dss anod 1asod jnej [1.nb saireurq suonsanb op
U2A0oT 2IqUIOT 3 159 2IT0JETE S[qeLIeA dun p T aseq ud ardonua] anb e1rea uQ

€ HIIOLVITY dTIVIIVA INNA FIdOYLNAT TT

“IOLINOJ 3P SILIYS SIP
311091 e © s93depe JuswaIRImorred JUOS ‘SUIOW NE XNd d1JUdP XNJ(J "sopdoid
SOIINE SISNIIqUIOU JP © A [T STRW ‘sa[[oriTed sOUIMIOS $3s JUBIIPISUOD UD JTIPS
aun « owrwos » & puaidde uo 9ouadrT 9p sINod I sueq — (£°€°€) anbuvuay

m *99UIULIS}
Isure 1so uonensuowdp e (v — g + €)3 > |(®)y| ouop e uo ‘® [31 un INog
‘M Z |m| ag11a m oanb s3p 3 > |(m)3] anb 21 Y 5> M 91sTX4 |1 JormonIed ug

COF<«Mm

0= ()3

anb aanoid mb snuriog

< AHVN 3
A_ius.ﬁlm - §3.TNVA«&VN\\.N N ﬂ

—ip =
Wi, [ (@ = (@)3
e uo .w.MBD:MN Ied ' > ® Ino} Imod

(-4 3 |()1-8_ [ 54002 (-0)9) [1=1(@)y-(m)3

uoryeIOfeW B JINPYP UO 9I[e3UT 91330 2(]

& 14 00— 00—
(r-q+7)3s |y -3 \+ \.+ ‘\u_¢|m_ ,\
o0 &N 14 [oe)

© UO]J 13 I91[BIS3 Ud UOT}OUOJ dUN 1S3
‘[q¢v] a[reatsyur ] 9p s10y SN 153 19 | ¥v '~ Ip[ J[[eAIs)UL] INS ¥ d9AL IPIOUIOD
“y o} mod ‘mb y s worouoy aun 3§ j10§ (v — )z > [Ty — «M_MM@.\ Blicliiel]
-eur *(1)23 Ted sg10few 355 [Yy — 15| ap ] ans syerdayur] ouop 3 > |(x) ¥y — (x)¥3|
® UO T Sa[[RAISIUI $30 9p Undeyd Ing z/(*¥v + Ip) = ¥g narrua may us Ty 29Ae
aprouzoo mb 19 sa[[eAILUT $30 9P UNDRYD 9P INJLIJIUL [ INS JJUBISUOD WOT)OUOJ
©[ ¥5 suojou 15 ¢ > ININIUO] AP SI[[BAISIUI-SNOS U [¥p " ¥p] d[[eAIS)UL ] SIOfE
suosIAIpqng '3 > |(4) ¥y — (x)¥y| e uo ‘@ > |4 — x| anb sp3y [¥v v ] 5 4 “x snoOY
1mod anb 31 0 < ¢ [991 2IqUIOU UN SUOP 3ISIX [T : INUNUOD JUSUIPULIONUN 1S3 3[[F
‘]*v ¥p[ 110AN0 3[[RAINUIL ] INS Y DAL dp1OUID b [¥p I ] Ins snuruod uorn
-duoj e[ 1y SUOJON “¥v U o&us_mw ©19 “"Yp U2 3)10IP B AIWI] dUN JIe J9 ﬁc IAp ﬁ ns
anunuod J10s ¢y uonouoj e ‘{u "1} 3 y no) mnod anb 931 35 9 = “v 15
°p = p anb a[pa) (¥p <~ ** °p) JUBSSIOID ATUY J)INS SUN JJINSUI SUOSSISIOY))
'3 B SOINALIPJUT JUTOS

ADVNOTILLNVHOY € TULLIdVHD 929



4 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

elle prend la valeur 1 avec probabilité p et la valeur o avec la probabilité 1 - p.
Lentropie d’une telle variable aléatoire est donc égale a

-plog(p) - (1-p)log(1-p) sio<p<y,

0 sip=ooup=1

(1.1.5.1) h(p) =

h(p)

log(2)F---------===m-mmmmozs

0,6
0,5+
0,4+

0,3+

o] 01 02 03 04 05 0,6 07 08 09 1 p

FIGURE 1.1.5.2. Graphe de la fonction « entropie »

Puisque la fonction x — —xlog(x) est continue sur [0;1], indéfiniment déri-
vable sur ]o;1[, de dérivée x — —log(x) — 1, la fonction h est continue, indéfini-
ment dérivable sur ]o; 1[, de dérivée

W (p) = ~log(p) +log(1 - p).
Sa dérivée seconde, donnée par
1
W(p) =
p 1-p
est strictement négative sur Jo;1[, si bien que la fonction h est strictement
concave. On a h'(1/2) = o, ce qui entraine que h'(p) > o pour p € Jo;1/2[
et h'(p) < o pour p € ]1/2;1[. La fonction h est donc strictement croissante
sur [0;1/2] et strictement décroissante sur [1/2;1]. Elle atteint son maximum en
le point p = 1/2, de valeur h(1/2) = log(2).

1

3.3. THEOREME DE DIRICHLET 65

Soit A une partie de R formée de points de continuité de f; en particulier,
f(x) = f*(x) pour tout x € A, et on peut écrire, comme précédemment,
T/2
S (1)) =1 = [T =0) - F)ID, (0 d.
De plus, on peut appliquer I'inégalité des accroissements finis, dou une majo-
ration |f(x - t) — f(x)| < M|t|, avec M = sup|f’|, de sorte que la fonction h,
introduite plus haut est majorée par M, pour tout x € A. (...)

Lemme (3.3.6) (« Lemme de Riemann-Lebesgue »). — Soit h: R - C une
fonction localement intégrable telle que [, |h(t)|dt < +c0. Ona:

+

lim b h(t)e “'dt =o.

Ww—+00 J _oo

Ce lemme vaut en particulier pour toute fonction continue par morceaux qui
est nulle hors d’un intervalle compact de R. Nous allons dailleurs essentiellement
nous contenter de le prouver dans ce cas particulier.

Démonstration. — Pour alléger lécriture, posons, pour toute fonction h qui est
localement intégrable et telle que [ |h(t)|dt < +oo,

w) = \ H h(f)e " dt.

Supposons tout d'abord que h soit de classe €™ sur un intervalle compact [a; b],
et nulle en dehors. Alors, on peut intégrer par parties dans la définition de h(w),

dou :
() = T:vk-g% _ m\@w\:r-gﬂ&
w o wJa ’
Cette expression montre que lon a

(wh(w)| < (a)| + (o) + [ (D]t

si bien que [h(w)| = O(1/w). En particulier, lim, ., (@) = o.

Si h est seulement intégrable, cet argument ne suffit pas car la formule d’in-
tégration par parties ne sera pas valable. On peut, en revanche, l'approcher
« en moyenne » par une fonction en escalier, nulle hors d’un intervalle bornée.
Expliquons comment faire lorsque h est continue par morceaux. Soit € > 0;
choisissons des nombres réels a et b tels que a < b et tels que les deux intégrales

[om@lan [ ine)ar



e
U=xX)HA =2)d {=(X|X)H

: mﬁﬂwﬂﬁoﬁuﬂuﬁOu oﬁn_o.bﬂun_ oﬁ EOE_Qﬂwﬁ .ﬂ oﬁ suojred — .:otﬁtwtosmg
(XA X)H+ (A)H = (A X)H (rez)
D UQ SJ4ISIP SAL0IVI]D Sa]QVIIVA SAp X 12 X 110§ — *(€T'T) uoysodoid

"(X)H= (£ =X[X)H = (X | X)H s10[e T
= (4 = x)d anb 91 4 9151X3 [1.s 21TP-©-159 OUTL}ID JSI X SITOJI[E S[QBLIRA B[ IS
"a1uT 152 UOIssaIdxa 93390
‘s1naTeA op Tuy axquiou un nb jusuuaid su x 10 X 15 9108 UL [1.nb 10N *9519ATP
a119s e[ anb aqrssod 1ssne 153 [1 ‘A [91 op sed aysIXU 15 foo+ = (4 = X | X)H
190 < (4 = x)d anb 191 £ 2)SIX0 [1s STUYUT 159 SWUIOS 3)390) "SWWIOS B[ AP
JuepUOdSaII0d SULIS) I SAI[US UO DITRIIUOD B 3] suep <0 # (4 = x)d 1s anb
arunp1saU A4 = X | X 2110je3Te d[qerreA o] ‘LIotid v [ oo+ f0] 9P JUSTUI? UN 1S9

{
U=x|X)HA =2)d {=(X|X)H (rTen)
uoissaidxa] X juviavs X ap [puuonIpuod a1dosjus
ap12ddp uQ 's214951p S4101VI]D SIQVLIVA SAP X 32 X 110§ — *(T°TT) U0

"V | X 9910U 121 ‘Y € UOTOLIISAI BS JUBIIPISUOD
Ud Y ® Jouuoiipuod e siofe Inad o 91I0SIp 2I10)eI[ J[qRIIRA dUN 153 X IS

(v)d
@a - VIDd
‘Vop
g 9[qeansawr anged aynoy mod 9sod uonbsior 93s11qeqOId SI9ATUN UN SUIIOD
na a9 Mad swuw-m[ y ‘sI0[y "0 < (y)d anb 31191 ¢y a1s111qRqO1d S1oATUn | 9p

anred aun aI1p--1$32 O[[NU UOU I[IqeqoId 9p JUSWAUAY UN Y JI0§ — ‘T'T'T

s[puuonIpuod dgrdonuy ‘1

‘[1¢0] a8ewr mnod e
(d -1)Boy(d - 1) - (d)Bord- = (¢)3o1/(d)y = (d)*y
Ted aTumop “y UOTOUOJ e : T aseq B[ AP J2IAIUL ] B JI0A UQ

s HTTIANNOILLIANOD HIdOY.LNH 2T

“JA[YILIIJ 9P dwRI0y} np anred a191wald B[ 9p UOIIRNSUOWIIP B[ JN[OUOD B[D))

00+ X

(¥).4 = () () s
SUOP © UO ‘O SIdA pUd}
9317e39 91390 9P 2)I0IP P IqUIW 3] (9°€"€ SWIIA]) SNOSSIP-I0 S 3 sAIde (g

wperRnus@y @@ Esen
/L
© UOJ 39 ‘0 ud 9ynunuod red sduoord as [z/1[ 51 mod

(L/1x)us ,

; (1)8=(1)"y

Ted aruysp [/ ], ‘0] Ins *y uonouoj e[ ‘sI0[y *[¢/] ‘0] Ins
aNUNUOD UOT)OUO0J Sun ud yrmurjuod red aduojord as of[s $0 ud (1/]) Aruu] sun
® 19 Onunuod 153 [¢/1,¢0[ 5 7 mod (I,/7x)uts /3 < 7 1ed srugep uonouoy ey

. (L/H)WSL vee O _ ) [ (x)( )
e L ORI CIOR
sIo[e 1109 uQ ‘[z/ ‘0] 5 7 n0) anod

(181 = () - +x) ) + (X)) - (1-%)f)

anb a1 [/ ‘0] Ins
¥ 9NUTITOD UWOTOUOJ SUN I)STXI [T NP JUSWAINY "0 SIdA pud) J puenb ajruury
dUN JUO wctc 7® 7 NQLQ 7 “Xnesdzow 1ed | 9, assep ap 159 [ awwro))

32 (N*a(((x)f - G+ %))+ ((x)f ;T%vso\ -

AN

w0 al(x)f-0-x4) |+
waya(xf-a-0h_ [ -

woracas J-weracorf -
ORI O WEOIHE

anb 23108 9p

ADVNOTILLNVHOY € TULLIdVHD ¥9



6 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Pour tout y tel que P(Y = y) > o, on a alors

HX[Y=y)=-3P(X=x|Y=y)logP(X=x|Y=y)
_ o PX=xY=y) o P(X=x,Y=y)
TLTRE-) Ry
_ ¢ PX=xY=-y)
||MU P =) log(P(X=x,Y=y))
P(X=x,Y=y)
P By s(®(Y=y)
- 3 P g - x,Y = )+ og(P(¥ = )
puisque
Y P(X=x,Y=y)=P(Y=y).
Alors,
H(X[Y) ==Y P(X=x,Y=y)log(P(X=x,Y = y))
y X
+ 2 P(Y = y)log(P(Y = y))
y
= H(X,Y) - H(Y).

Ces calculs ont un sens lorsque lentropie H(Y) est finie, avec la convention
+00 —h = +0o pour tout nombre réel h. Lorsque H(Y) = +o0, on rappelle quune
entropie est positive ou nulle, de sorte que H(X | Y = y) > o et

=Y P(X=x,Y=y)log(P(X=x,Y =y)) > -P(Y = y) log(P(Y = y)).

Lorsquon somme sur les valeurs possibles de Y, on obtient que lentropie de
H(X,Y) est infinie. O

Corollaire (1.2.4). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. On a
H(X,Y|Z)=H(Y|Z)+H(X|Y,Z).

Démonstration. — Soit z une valeur de Z telle que P(Z = z) > o. Appliquons la
proposition aux variables aléatoires X | {Z =z} et Y | {Z = z} : on obtient

H(X,Y|Z=2)=H(Y|Z=z)+H(X|Y,Z = 2).

3.3. THEOREME DE DIRICHLET 63

La somme qui apparait est la somme des (21 + 1) premiers termes d’'une suite
géométrique de raison e>™/T; siu [ R=TZ, e>™/T # 1, de sorte que

D, (u) = e ! —aminu/T! |Hm|smNMMM§
1 anp €O (aisin(n(an +1)u/T))
T eu/T(—2isin(piu/T)
= %mﬁ%?n: +(2n+1) —1)wiu/T) mEAMMNA“M\%V:\HV
_ 1sin(m(2n +1)u/T)
T  sin(mu/T)
Le lemme est ainsi démontré. O

D, (u)

FIGURE 3.3.4.1. Graphe du noyau de Dirichlet (T = 27), pour1< n <7

3.3.5. — La représentation graphique du noyau de Dirichlet sur [-T/2;T/2]
montre que lorsque # grandit, il se concentre autour de o (modulo T). Jointe
a la premiere relation du lemme précédent, cette observation aurait pu étre la
clé de la démonstration du théoréme de Dirichlet si les changements de signe
de D, mavaient pas eu comme conséquence que = |, oa_UsA:z du tende vers +oo,
bien que .\oq D,,(u) du soit constante, égale a 1.

Reprenons donc plutdt la relation (3.3.3.3). Comme D, est paire, on a

\oe\ncizvm:n\o D,(u)du =~ \e\ncizv&:nw

-T/2 T/2 2
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8 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Démonstration. — En effet, on a

H(Xp...,X,) = HX,) + H(Xs ..., X, | X))
H(X,) +H(X, | X)) + H(X,, ..., X, | X6 X,)

H(X,) + H(X, [ X)) + H(X; [ X, X,) + ...
+ :Avﬂ: _ Vﬂuvxnv e vxxlﬂvv

ce qu’il fallait démontrer [l

1.3. Information mutuelle

Définition (1.3.1). — Soit p, q des lois discrétes sur un ensemble A. On appelle
divergence de p par rapport a q lexpression

D(ple)- T playlog( 453).
p(a)>o

Rien ne garantit, a priori, que cette famille soit sommable; dailleurs, sl existe
un élément a tel que p(a) > oetg(a) = o,onaD(p | q) = +o0. On va en
fait vérifier que la famille (p(a) inflog (p(a)/q(a),0)) est sommable, ce qui
entraine que D(p | q) est un élément bien défini de [0;+o0].

Théoréme (1.3.2). — Soit p, q des lois discrétes sur un ensemble A. La famille
(p(a)inflog(p(a)/q(a),0)) est sommable; on a D(p | q) > o, avec égalité si et
seulement si p = q.

Démonstration. — La fonction logarithme est strictement concave; son graphe
donc en-dessous de sa tangente en tout point, et ne coupe cette tangente qu'un
le point. En particulier, pour tout x € R,,, on alog(x) < x — 1 (inégalité que lon
peut aussi vérifier par analyse de fonction, ou bien par la formule de Taylor), et
I'inégalité est stricte si x # 1. On écrit plutot

1
w |H|_ W A
0g ogx21-x

3.3. THEOREME DE DIRICHLET 61

tout entier n, on a

Q:A.\Qv _ %«\O/H.Nlﬁwvmwnii\ﬁ dt

1

u mTA vm\Nii\Jm|%\oa\ADTNS:\HVw&iS\H &

. H .
H NNM: %\ .\vam|nu§w\% &N
27in

(3.2.7.1) =7 cu(f)-

Pour les coefficients de Fourier a, et b,,, on obtient alors

27TH 27TH
(3.2.7.2) ay(f') = —— b.(f) et bu(f') = o ay(f).

Ces formules valent, en fait, sous I'hypothése un peu plus générale que f est de
classe € par morceaux et continue, et se démontrent par le méme raisonnement,
grace a la formule d’intégration par parties pour les fonctions de classe ™ par
morceaux et continues.

3.3. Théoréme de Dirichlet

3.3.1. — Soit f une fonction continue par morceaux sur R. On note f* la fonc-
tion définie sur R par la formule

£ =(fE) + £(1),

ou f(t*) et f(t~) désignent les limites & droite et & gauche de f en f. On dit que
cest la régulariséede f au sens de Dirichlet.

SiIest un intervalle ouvert tel que f|; est continue, alors f* = f sur L. Par suite,
la trace de lensemble des points ol f et f* different rencontre tout intervalle
compact en un ensemble fini.

Théoréme (3.3.2). — Soit f : R - C une fonction de classe €* par morceaux, de
période T. Pour tout x € R, on a

Su(f)(x) = f(x).

De plus, si A est un intervalle compact formé de points de continuité de f, alors la
convergence est uniforme sur A.
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10 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Corollaire (1.3.6). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. Linformation
mutuelle 1(X,Y) est un élément de [0; +00]; il est nul si et seulement si X et Y sont
indépendantes.

Démonstration. — Linégalité [(X,Y) > o est un cas particulier du théoréme.
De plus, il y a égalité I(X,Y) = o si et seulement si

P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y=y)

pour tout couple (x, ), ce qui signifie exactement que X et Y sont indépendantes.

O
Corollaire (1.3.7). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On a les égalités
(1.3.7.1) H(X) =I(X,Y) + H(X|Y)
(1.3.7.2) H(X,Y) +I(X,Y) = H(X) + H(Y).

En particulier, on a I'inégalité
(1.3.7.3) H(X|Y) < H(X),
avec égalité si et seulement si X et Y sont indépendantes.

Si lentropie d’une variable aléatoire est une mesure d’incertitude, la condition-
ner a une seconde variable aléatoire diminue cette incertitude.

Démonstration. — Ilny arien & démontrer si H(X) est infinie; supposons donc
H(X) finie. De la définition des entropies H(X) et H(X | Y), on tire
H(X) - H(X | Y) = H(X) + H(Y) - H(X, Y)
P(X=x)P(Y =
5 S R(X=x,Y = y) log B XP( =)
P(X=x,Y=y)

X,y X

- 1(X,Y).

La premiere relation découle aussitdt, de méme que 'inégalité finale et son cas
dégalité. Quant a la seconde, elle resulte alors des égalités H(X,Y) + I(X,Y) =
H(Y) + H(X| Y) +I(X,Y) = H(Y) + H(X). O

Définition (1.3.8). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. On dit que X
et Z sont indépendantes conditionnellement a Y, et lon note X Ly Z silon a
P(X=x,Z2=2z|Y=y)=PX=x|Y=y)P(Z=2z|Y=y)

pour tous x, y, z.

3.2. SERIE DE FOURIER D’'UNE FONCTION PERIODIQUE 59

Fourier, on trouve

Qxcmvnmxcmv, v:Cmvnlw:CJ, m:CJHméCJ.

En particulier, si f est paire (f = f), ses coefficients b, sont nuls, tandis que si
est impaire (f = —f), ses coefficients a, sont nuls.

3.2.5. — Soit encore une fonction f, définie sur R, localement intégrable et de
période T. Sa série de Fourier est la série (illimitée dans les deux directions)
(3.2.5.1) > cu(f)ermmiT,

neZ

Sa série de Fourier « réelle » est la série
(3-2.5.2) wmoqv + Y au(f) cos(2mint[T) + b, (f) sin(2mint/T).
2 n=1

Notons quelles dépendent de £ : ce ce sont des séries de fonctions. A ce stade 1a
du cours, on naffirme pas encore que ces séries convergent, ce nest d’ailleurs pas
toujours le cas, et encore moins quelles convergent vers f(t).

Pour tout entier n > o, on notera

n

(3.2.5.3) Su(F)() = Y cp(f)er /T,

p=—n

Si lon exprime les coefficients ¢, en fonction de a, et b, on obtient Iégalité

(3-2.5.4) S,(f) = WQOCJ + M Am@CJ cos(2mipt/T) + b, (f) &:Aniww\dv ,
p=1

qui justifie la définition (3.2.5.2) de la série de Fourier réelle de la fonction f. En
effet,ona:

Sa(f) (1)

e (f) + W (cp(f)(cos(amipt/T) + i sin(2mipt/T))

+ c_p(f)(cos(amipt/T) - isin(2mipt/T)))
2000+ (o) ) cosCamiptT)

¢ i(cp(f) - c-p(f)) sin(aript/T))
Lao() MSS cos(2mipt/T) + by(f) sin(2mit/T))
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12 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Théoréme (1.3.11). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. Si X 1y Z,
alors I(X,Y) 2 (X, Z).

Démonstration. — Puisque, par hypothéese, X et Z sont conditionnellement
indépendantes relativement a Y, ona I(X,Z|Y) = o, dou
(X, (Y,2)) = I(X, Y| Y) + (X, Y) = [(X, ).
On a aussi
I(X, (Y, 2)) = I(X, Y | Z2) + (X, Z) > (X, Z).
Toutes deux, ces inégalités entrainent donc que I(X,Y) > I(X,Z), comme il

fallait démontrer. O

Corollaire (1.3.12). — Soit X, Y des variables aléatoires discrétes et soit f une
fonction. On a I(X, f(Y)) < I(X,Y).

Démonstration. — PosonsZ = f(Y).Onavudanslexemple1.3.9 que X et Zsont
conditionnellement indépendantes relativement a Y. D’apreés le théoréme 1.3.11,
onadoncI(X, f(Y)) =1I(X,Z) 2 (X, Y). O

1.4. Taux d’entropie
Une suite (X,,) de variables aléatoires est aussi appelée processus stochastique.
Définition (1.4.1). — On appelle taux dentropie d’un processus stochastique X =

(X,,) lexpression
1

H(X) = lim

n—00 1 + 1

H(X,,-..>X,),

pourvu que la limite existe.

En remplagant la limite par des limites supérieure et inférieure, on définit
les taux dentropie supérieur, H(X), et inférieur, H(X). On a I'inégalité H(X) <
H(X); le taux dentropie existe si et seulement si ces deux expressions coincident,
et il leur est alors égal.

Exemple (1.4.2). — Soit (X,,) un processus stochastique. On suppose que les
variables aléatoires X,, sont indépendantes. Alors,
1 1

H(X,,...,X,) = H(Xk);
n+1 ( ) :+;Mﬂw (X)

le taux dentropie est alors la limite au sens de Cesaro de la suite (H(X,,)).

3.2. SERIE DE FOURIER D’'UNE FONCTION PERIODIQUE 57

Si f est une fonction de classe €’* par morceaux, on notera abusivement f(*)
sa dérivée k-iéme; elle est définie seulement presque partout, plus précisément
sauf sur un ensemble dont la trace sur tout intervalle compact est finie.

Lemme (3.2.3). — a) Soit f: [a;b] — C une fonction de classe €* par mor-
ceaux et continue. On a

[ = 1) - f(a).

b) Soitu,v: [a;b] — C des fonctions de classe €* par morceaux et continues.
On a la formule d’intégration par parties :

\%i%:v&” FSE:N-\C:?S&.

a
Démonstration. — a) Soit (ao, . .., a,) une suite finie, croissante, telle que a =

ao, b = ay,, et telle que f soit de classe " sur chaque intervalle Jay_,, a[. Si x
et y sont des éléments de ag_,, ax[ tels que ax_, < x < y < ap,ona

[ rwyde= 50 - £,

par la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral. Lorsquon fait
tendre x vers ay_, par valeurs supérieures et y vers gy par valeurs inférieures,
f(x) tend vers f(ay_,) et f(y) tend vers f(ay), parce que f est continue. On
obtient alors

\55 () dt = f(ax) - f(ar).

Finalement, on a
[ a3 [* =3 () - fla) = £0) - f(@).

b) La preuve de la seconde formule est analogue. Plus simplement, on peut
observer que la fonction f définie par f(t) = u(t)v(t) est également de classe €™
par morceaux et continue, et que lon a f'(t) = u/(t)v(¢t) + u(t)v'(t) pour tout
t € [a; b], sauf pour un nombre fini dexceptions. En appliquant la formule a) &
cette fonction f, on retrouve la formule b). O
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14 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Démonstration. — Pour tout entier n, posons
H'(X), = H(X, | Xp-1>- - > Xo)-
Puisque lentropie diminue par conditionnement, on a, pour tout entier n, I'in-
égalité
H' (X) i = HX e | X -5 Xo) S HXK i | Xy -1 X))
Puisque le processus X est stationnaire,
HXp | Xy -+ > X)) = HX | Xy - -5 Xo) = H(X)

Ainsi, la suite (H'(X)), est décroissante. Comme elle est positive, elle converge
donc vers un élément de [0; +00] que nous notons H'(X).
Alors, pour tout entier #, on a

H(Xo,...,X,) = H(Xo) + HX, | Xo) + - + H(X, | Xpps - o0 Xo)
n
= > H'(X)s
k=0

de sorte que la suite (2-H(X,,...,X,)) est la moyenne au sens de Ceséro de la

suite (H'(X),,). Elle converge donc vers sa limite, ce qu’il fallait démontrer. [J

1.5. Taux d’entropie des processus markoviens

Définition (1.5.1). — On dit qu'un processus stochastique (X,,) est markovien (ou
est un processus de Markov, ou est une chaine de Markov) si pour tout entier n,
(Xos -+ » Xyoy) et Xy, sont conditionnellement indépendantes relativement a X,,.

Cela signifie que pour tout entier 7 et toute suite (%o, ..., %X+, ), ona
P(Xpi1 = Xna | X = Xy o5 Xo = %0) = P(Xptr = X [ X = %)
1.5.2. — Soit X = (X,,) un processus markovien. On fait I’hypothése supplé-
mentaire qu’il est homogéne cest-a-dire que pour tout couple (a,b), on a
P(Xyn=b|X,=a)=P(X,=b|X,=a).

Supposons que lensemble A des valeurs possibles de (X,,) soit fini; pour tout
couple (a,b) déléments de A, posons p,, = P(X, = b | X, = a) et notons P la
matrice (p,p)-

3.1. SIGNAUX CONTINUS ET SIGNAUX DISCRETS 55

existent également, mais dans une proportion bien plus faible. (Dans certains
instruments, tels les toms d’une batterie, les fréquences anharmoniques sont tres
présentes, si bien quon peut difficilement leur attribuer une note, mais la facon
dont I'instrument est joué, la baguette utilisée par exemple, influe beaucoup sur
le son et méme sur sa hauteur.)

piano 27,5 Hz 4186 Hz

saxophone soprano 233 Hz 1480 Hz
alto 139Hz 831 Hz
ténor 104 Hz 659 Hz

baryton 65Hz 440 Hz

batterie — cymbales 200 Hz 10000 Hz
caisse claire 240 Hz 6000 Hz
toms 120 Hz 5000 Hz
grosse caisse 6o Hz 4000 Hz

VOix — soprano 261 Hz 1047 Hz
ténor 123 Hz 440 Hz
basse 82Hz 300Hz

violon 196 Hz 2794 Hz

FIGURE 3.1.0.1. Domaines de fréquences de quelques instruments de musique

La perception des sons dépend ensuite du fonctionnement de notre oreille,
du tympan qui transforme les oscillations de la pression de l'air en vibrations
mécaniques qu’il transmet a la cochlée, un petit os en forme de limagon rempli
d’un liquide ot des milliers de cellules ciliées réagissent aux diverses fréquences
du son et les transforment en signal nerveux. Ainsi, loreille humaine est sensible
aux signaux de fréquences variant de 20 Hz a 20 ooo Hz; selon
( ), des conditions idéales permettent dobserver une sensibilité plus large,
de 12 Hz 4 28 000 Hz, et la partie ou l'audition est le plus efficace est entre 2 000
et 5000 Hz.

En conclusion, pour les applications aux signaux sonores, on peut prendre
pour fréquence de Nyquist toute fréquence supérieure a 40 ooo Hz. Celle choisie
par la norme Audio-CD est 44,1 kHz permet donc, en théorie, de recréer tout le
spectre audible d’'un signal. Si lon se contente d’'un signal de moindre qualité, on



"dIN = ,JAL ® UO JIp Juduanny
V39 v
-v'qday] “W =(q="X|v=""x)d- (9= :Nvmw =(v="ux)g="1
1ed sguuop 350 ¥y ap (911)
= ,JN 10] B[ OUSI[-IN9)29A UN SWWIOD 39IPPISUOD Y 9P 10] B[ 183 (V1) = A IS

‘S1e)9 XNap € AOYNICJA 9p auleyd aun TTST HINOI

d

b-1 b ~
d d-1)7d

Ted aguuop 1sure 359 UOT)ISURI) op JdLIjew ©S b v oed9 150 v ®
q ap 1assed ap 37190 “d ® 37e39 159 g ® v op 1assed ap fiqeqoid v {q ‘v} s1eID
XN9P & AONIBJA 9p dureyd aun uas9rdor 1S 1 21ndy ey op aydess of sury
“1d oumiqeqoxd ey ap 9919mb1d q ye1d v v 119
ap 3y aunp (q ‘v) sye1xp a[dnod anbeyd mod runw ‘Gureyd By ap sILIP I
JU0s sjoururos saf yuop (juario ayderd) sronbres un sed sureyp o7[a) sun JusANOS
ayuasordar uQ *q 1391 © v 1eIY[ op d3essed ap yIqeqoid e 359 10d 39 ‘spvy
sofodde JU0s 7 9p SIUSUIP]Y S3] ‘AOMIRIA] OP SIUTRYD SIP JITR[NQEI0A 3] SUB(
"X Ua140y4vUL s1ss2204d np uowisuviy ap 214gvus ] d9fadde 359 J sornewr e
"anbiysvyoogs 22143y dun 353 J anb 31p
uQ 'T & 21e39 159 g op 2ud1[ anbeyp 9p SJULIOFO0D SIP JWIWIOS B[ JIP JUSWIINY
v3q v2q
1= ="x[q="x)d ="
® UO ‘D JN0} INOJ
*S[NU No sJ131sod SUOP JUOS S[T ¢ SI[[PUUONIPUOD SAIqeqoId sap JU0s J doLIjew
] 9P SJUIIDLJI0D ST -anbriuapt 159 o1109Y) B ‘{14 < * T} SULIOJ ] 9P JUIWPOI0J
sed 159U Y IS WQUI ¢ S[qUIASUI] SUBP SIOIPUT B 99118D 9OTNEUT JUN 153D

st SNATAOMYVIN SNSSADOUd SHA AIdOYINIA XAVL ‘ST

mb sanbruowivyuy sa>uanbaig sap 91dwod sutowr 9105U JULT 21N 93397) OUE)
-1odwr aun juo sanbruourrey sasdruaid o1 s3] anb suoSIp ¢UOS Np sanjeu B 9P
sa[qesuodsai juos p suoae] snou ‘mb sanbruowrrey sap 93dwoo sed juany su
o onbisnwr op syuswmasur sanbjonb op (sypoid snid o7 z[ ne sarpuoire)
sa[euaurepuoj saduanbaiy sop axyoads of T'o°1°€ a3y onbrpur suoae snoN
-anbisse sruourrey ud (s[duroxs
1ed qos-1w-op) «Jrejred » prosoe] aaodoixd anb 9y1p1jos op uorssaxduur | jusraoxd
nop e[ dumdp uQ "Y€ = ¢ onbruowrrey swrstor; e[ anb jney snyd aaeyoo un
‘9AB100 190 9p J0s ne '[9 = 9/ 19 2A€}20 320 op Twr ne f'S = ¢ std “moaradns a100Ud
aA€100] 9p op ne Y = ¥f o1qe3oo 300 ap [os ne Y€ = £ anarzpdns aae3d0] P
op ne [z = % quapuodsaiiod sajueams sanbruourrey sy ‘op un e puodsariod
I sreyuswrepuoj souanbaig ef onbsiof s31d sowrured sop (sspeyudUIEPUO]) ST
-qns ny ‘onbrun uos un us Xneudrs $30 s23n0) dyTun b uos np uorydsosad anou
183D "a[ejudWEpUO] dduanbay e[ op <Y€ = ¢f Y = Y sodnmuw soouonboiy
SOp IIP-B-159D ‘Sanbiuousipy SIp « JUIUUI[UOD » S[1.Nb 153 SUOS 530 op 3sSAYILI
e[ ey b 22 39 “marradns 2ALIO0] B OJ0U « WU » B SUOPUIIUI SNOU 99[qNOP
159 STEjUdWEPUOJ 9oUINbYIJ 91390 anbsioT ‘uos 9o & sworanqrre snou onb (** 91
‘op) 210U B[ auTwIRp b Y aypguawwpuof aouanbaif sun juo <39 onbrsnw op
JUSTUNIISUT UN. P “99JUBTYD XIOA UM, P XN ‘su0Add1ad snou anb sajduuts suos sa
*$IN0( 3 SNO) 3P JTA B] SUEP JUSTAISUT ‘SITOUOS XNBUSIS XNe
onbrpdde owa1091)) 90 Juop uodey e[ 9ms op 1noj 1onbrdxa 1ssne suoanod snoN
i (nu reusis np  reudis 9f zondunsip ouop nad
suuQ ‘o = (xu)uis = (m/1u)J s9UUOP 3] JUINGO UO ‘1 /m [qnop d0uanbaay
B[ B 9QUUO[UBYD? 153 (xz/m = [ 9ouanbaxy ap ‘m/uz apouad ap) (1m)urs
= ()4 Ted aruyap J uoryouog ey 1§ IsmMbAN ap souanbaiy e € adeuuomueyd9] op
93155209 e elop anbrydxs md anbrnywouodin reusis 23 un p UONELIIPISUOD BT
“I9LIMO,] 9p d9uLIojsuer) es ap 3roddns oy eI9S
95 — guuop 1euds un suep juassreredde mb saouanbaif sop syquuasus] op as1o91d
UOTIIUYP dUN eITWINOJ b 9110913 93390 18sne 3537 "« sand » sanbrnguwouodin
xneusIs op UosTeuIquiod aun ud [eusis no} asoduwrodgp op jourrad mb 1aumog ap
UOIJRULIOJSURI) B 3P 13 SALIPS SIP 911091} B] Ins 350da1 9WI091) 90 op aanaxd e
‘uouuvyS—3simbAN ap awia.Lo2yy uonjerpdde] 1ssne aanoxy
uo 1onbinod 3597 "3smbAN "H op anuuoo usiq jusweresdy yre3p a[qnop ouanbaiy
aun & 93eUUO[[IURYDY] 9P PP 14V UOLVIIUNIUULOD dY] Ul 2TPI]MOUY UOULULO0D
Jre}? Jey[nsa1 20 anb aystsur £ uouueys quepuada)) (6761) Ssuep s10J

IOVNOTILLNVHOY ‘€ TYLIdVHO vs



16 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Par récurrence, si le vecteur M représente la loi de X,, la loi de X, est repré-
sentée par le vecteur MP”.

Proposition (1.5.3). — Soit X = (X,,) un processus markovien homogene. Soit A
lensemble des valeurs de X, soit P = (p,,) la matrice de transition de X et soit
M = (y,) la loi de X,,. Pour que X soit stationnaire, il faut et il suffit que lon ait
M = MP. Dans ce cas, on a

H(X) = - MU HaPaplog(pay)-

a,b

Démonstration. — Si X est stationnaire, alors X, et X, ont méme loi, donc
M = MP. Supposons inversement que M = MP et prouvons que X est un
processus stationnaire. On sait déja que pour tout entier n, la loi de X,, est
donnée par M. Démontrons par récurrence sur m que P(X,, = Xq, ..., Xppym =
xXm) = P(Xo = Xo, - - . » Xjn = Xy ) poOUr tout entier m, tous xo, . .., X, € A et tout
n € N. Par définition d’un processus markovien homogene, on a
P(X, = %o+ Xyem = Xm)

= MUAVA:J{: =Xm _ Xy =Xosee s Xy = XE\HV . ﬂUAVﬂ: = Xor e o> Xpmer = R§lv

= mucmxts =Xm _ Xoimor = kslv : WAN: = Xos e vs Xptmo1 = k:ﬁlv

= HVAVAH =Xm _ Xo = X:THV : H.AVAx = Xos - o> Kpamor = X§|_v.
Par I'hypotheése de récurrence, on a

HVAN: = Xos v o> Kpsmor = X§\~v = HVAVAO = Xosevos X = R.:\_\_v.
Ainsi
Huﬁvwz = Xoreoo» Kpem = X§v
=P(X, = x| Xo = %m—1) - P(Xo = Xos -+ o> Xipy = X )
= mumvmo = Xos e v o> XK1 = Xy Xon = X§v

en utilisant une fois de plus hypothése que le processus X est markovien. Cela
prouve que X est un processus stationnaire.

Supposons maintenant que X est stationnaire. Pour tout entier #, on a H(X,, |
Xp-rs -+ > Xo) = H(X,, | X;1-1), par la propriété markovienne, puis H(X,, | X,,—,) =

H(X, | X,) par stationarité. On a ainsi H(X,, | X,—, ..., X,) = H(X, | X, ), dou
la formule H(X) = H(X, | X, ) en vertu de la proposition 1.4.5.

CHAPITRE 3

ECHANTILLONAGE

3.1. Signaux continus et signaux discrets

Considérons un signal; ce peut étre le chant d’une artiste, représenté par
exemple par la pression d’air exercée au cours du temps sur un microphone,
ou un signal visuel, tel une image a photographier, alors représentée par la
luminosité émise par chaque point de la scéne. Echantillonner ce signal, cest le
mesurer a divers instants, ou a divers lieux, souvent réguliérement espacés; cela
transforme ainsi un signal continu (une fonction du temps) en un signal discret
(une suite de valeurs). La question de Iéchantillonnage est apparue trés tot en
théorie de la communication. Les ingénieurs lont par exemple utilisée dés le
milieu du x1x¢ siécle pour faire passer plusieurs signaux sur un méme canal. Elle
est aujourd’hui fondamentale pour le traitement numérique du signal puisque
les ordinateurs ne manipulent qu'une quantité finie d’information.

Diailleurs, les ordinateurs doivent faire plus quéchantillonner : ils doivent
également quantifier le signal cest-a-dire transformer une valeur continue (la
pression, une tension électrique) en une valeur discrete, que lon peut représen-
ter sur 8 bits ou 16 bits, par exemple...). Cest cette combinaison échantillon-
nage/quantification, et la reconstruction ultérieure du signal, qui est au cceur de
Iingéniérie du traitement du signal.

Comme I'indique son titre, nous nous contenterons dans ce chapitre de la
question de échantillonnage en démontrant que 'on peut reconstruire un signal
échantillonné s’il ne contenait pas de fréquences supérieures a la moitié de la
[fréquence déchantillonnage. Dit autrement, si lon échantillonne un signal & une
fréquence au moins deux fois supérieure a celles qu’il contient, on pourra le
reconstruire exactement, au moins théoriquement. Ce théoréme mathématique
estle plus souvent attribué a Shannon, car il apparait semble-t-il, pour la premiére
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18 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Théoréme (1.5.6) (O. Perron, 1907). — Soit P une matrice stochastique primitive.
La suite de matrices (P") converge; sa limite Q est une matrice stochastique de
rang 1.

Démonstration. — On munit R* de la norme définie par |X|| = 3 calx4/, pour
X =(x,); 0on pose aussi f(X) = Y ,ca Xq-

La démonstration du théoreme requiert plusieurs étapes. On note X lensemble
des X € R tels que f(X) = 1; cest une partie convexe et compacte de R*. Soit m
un entier > 1 tel que tous les coefficients (p/, ) de la matrice P’ = P soient
strictement positifs; notons ¢ leur borne inférieure.

a) Pour tout X € R, ona |XP| < [X| et f(XP) = f(X).
Soit X € RA. Posons Y = XP;onaY = (), avec yp, = ¥, XaPap- Grace &
linégalité triangulaire, on a

11 = X lyel < Yolxalpas = Dolxal 32 pas = Xlxal = IX],
a b a

beA a,b

ce qui prouve I'inégalité voulue.
De méme,

f(Y) = Mwuv\w = mexaﬁi = Mauka = f(X).

b) Pour tout X € R4, les coefficients de XP sont positifs, et ceux de XP' sont
supérieurs a ¢ |X|.

Soit X € R2. Posons Y = XP et notons Y = (¥;,). Ona y, = ¥, XaPap; ON vOit
donc que y;, > o pour tout b.

De méme, posons Z = XP' = (z;). Puisque ho“fw > cetx, > o pour tous a, b,
ona

2= ) XaPlhy 2 ), XaC = C.
a a

c) Soit X € RA tel que f(X) = o. Alors, | XP| < (1- cCard(A)) [X].
Soit Z = XP’; notons Z = (z;), de sorte que zj, = 3, x,p/, ,- Comme ¥ x, = o,
onaaussizy = X, x4(p), , — ¢), de sorte que

|2 < Do lxal (Pl =€) < Dolxalply — ¢ X
a a
En sommant sur b, on obtient

1Z] <

X[ = ¢ Card(A) [X] = (1= ¢ Card(A)) [X] .

2.6. CODAGE ADAPTE A UN CANAL AVEC BRUIT 51

Soit M’ lensemble des éléments m € M tels que 1,,(P) < 2Ap0y(P). Appli-
quons l'inégalité de Markov & la fonction m ~ A,,(®) sur I'univers M muni de
la mesure de probabilité uniforme; son espérance est Aoy (®). On a donc

P(An (D) > 2Amoy (D)) < W

cest-a-dire Card(M = M’) < J Card(M), soit encore Card(M’) >  Card(M).
Soit f': M' — A" la restriction a M’ de la fonction de codage f. On choisit
une fonction g’ : B* — M’ telle que g'(b) = g(b) si g(b) € M". Alors, (f', g') est
un code @’ sur lensemble M’ adapté au canal C. Pour m € M’, on a
An(®) =P(g'(Y) # m [ X = f'(m))
<P(g(Y) # m|X= f(m))
= An(@) < 2Amey (D),

donc Apmay (@) < 2Amoy(P). Enfin, le taux de transmission de ce code @’ vérifie

1 M 1 M)) -1 1
() - 108(Card(M) _ log(Card(M)) “log(2) | _ o log(2)
n n n
O
2.6.11. Conclusion de la démonstration du théoréme 2.6.4. — Rappelons

qu’il sagit de prouver qu’il existe, pour tout nombre réel p tel que p < I(C), tout
nombre réel a > o et tout entier n assez grand, un code de longueur » adapté au
canal C, de taux de transmission au moins p et de probabilité derreur maximale <
a. Soit p’ un nombre réel tel que p < p’ < I(C). D’aprés le corollaire 2.6.9, il existe,
pour tout entier n assez grand, un code ® de longueur n, adapté au canal C,
de taux de transmission 3 p’ et de probabilité derreur moyenne < a/2. Soit @’
un code tel que construit dans le lemme 2.6.10. Son taux de transmission est
au moins égal a p’ — Hom:Ev donc 7(®@’) > p si n est assez grand, précisément,
sin 2 log(2)/(p’ - p), et sa probabilité derreur maximale est au plus a. Le
théoréme est ainsi démontré.
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20 CHAPITRE 1. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

Sous les conditions du théoréme, la matrice P posséde une unique valeur
propre de module > 1; cette valeur propre est égale a 1 et lespace propre (a
gauche) correspondant est de dimension 1, engendré par M.

Théoréme (1.5.8). — Soit X une chaine de Markov homogéne, a ensemble détats
fini, primitive. Soit P = (p,;,) sa matrice de transitions et soit M = (y,) son
unique loi stationnaire. Alors, le taux dentropie existe et est donné par

H(X) = lim H(X, | Xp-1) = = D HaPap 108(Pap)-

n—o00
a,b

Démonstration. — Soit A lensemble des états de X et soit M, = A:;ov ) le vecteur
de R? décrivant la loi de X,,. Pour tout entier #, la loi de X,, est représentée par
le vecteur M,, = M,P" = C:aiv. Par suite,

H(X, | X)) = M§Mx GIAN: | Xy =a) = MU§§ :ﬁavw_omﬁws.wv.
a,b

n)

Puisque m, ° — y, pour tout 4, on a donc

H(X, | Xp) = - MU HaPa,b _OWQVS@V.
a,b

Notons H'(X) cette expression.
Par ailleurs, on a

H(X,,....X,) =H(X,) +H(X, | X)) + - + H(X,, | Xppops - - -, X))
Comme X est un processur markovien, on a Iégalité
H(X, | Xuop .- X)) = H(X, | Xm0)s
si bien que

n
H(X,,...,Xy) = H(X,) + > H(Xk | Xg—s).
k=2
D’apres le lemme de Cesaro, on a donc

TH(X, ..., X)) > H'(X),
n

ce qui prouve que le taux dentropie de X existe et est égal a H'(X). O
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On choisit aussi aléatoirement le mot m € M qui est transmis, au moyen
d’une variable aléatoire W uniforme dans M, indépendante du code ®. Le mot
transmis dans le canal est X = f(W), celui qui est recu est Y, et le mot décodé
est W' = g(Y). Notons U la variable aléatoire qui vaut 1 lorsque W' # W et o
sinon; il sagit pour commencer de montrer que lespérance de U est petite.

Proposition (2.6.8). — Soit o > o. Il existe € > o tel que, dés que n est assez grand,
onaP(U=1)<

Démonstration. — Puisque P(W = m) =1/ Card(M) pour tout m € M, on a

1
Eclc|§M>E<<|§VEGL_<<|§T%‘Wicl_élé.
Fixons un élément m € M et conditionnons la situation 8 W = m; on a erreur
lorsque, soit (f(m),Y) nappartient pas a C? (événement E; rappelons que X =
F(W)), soitil existe m’ # m tel que (f(m’),Y) appartient a C? (événement E,,,),
de sorte que
P(U=1|W=m)<PE|W=m)+ > P(E,|W=m).
m'=m

Alors,

P(U=1) <P((X,Y) f C}) + o—s > P((f(m'),Y) € CI | X = f(m)).

m#m’

Omaﬁ,\c

3

Introduisons une variable aléatoire X’ a valeurs dans A", de méme loi que X
mais indépendante de X; alors X’ et Y sont indépendantes. Soit m’ € M tel
que m’ + m; conditionnée & X = m, la variable aléatoire f(m’) se comporte
comme X', de sorte que que le couple (f(m’),Y) a méme loi que (X', Y). Ainsi,

> P((f(m'),Y) e C{[X = f(m))

m#m’

Qacé
< Card(M)P((X,Y) € C! | X = f(m)),
de sorte que
P(U=1) <P((X,Y) § C") + P((X,Y) € CI.

Le premier terme est majoré par (c(X) + ¢(Y) + ¢(Z))/2ne?, et le second est
majoré par

Card(M)e "1XY))=3e _ [gnp]g=n(1(C)-3¢) o, on(p-1(Ch+3e)
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22 CHAPITRE 2. CODAGE

2.1.3. — Soit C un code sur lalphabet A. En pratique, on ne code pas uni-
quement des symboles de l'alphabet A mais des mots dans cet alphabet : si
(a,,...,a,) est un mot, son code est le mot concaténé C(a,)...C(a,). On no-

tera C*, ou parfois encore C, I'application de A* dans B* ainsi définie. Elle vérifie
C*(ab) = C(a)C(b) pour tous a, b dans A*.

On dit que le code C est uniquement décodable si cette application C* est
injective, cest-a-dire si deux mots distincts ont des codes distincts.

Exemple (2.1.4). — On dit qu'un code C sur un alphabet A est préfixe si, pour
tous a, b € A tels que a # b, aucun des deux mots C(a), C(b) nest le début de
lautre.

Démontrons qu’un tel code est uniquement décodable. Soit en effet a =
(ay,...,a,) etb = (b,...,b,) des mots dans l'alphabet A tels que C*(a) =
C*(b), cest-a-dire C(a,)...C(a,) = C(b,)...C(b,,); démontrons que a = b.

Sia = ¢, alors C(a) = ¢, donc les mots C(b,),...,C(b,,) sont vides, ce qui
impose m = 0. Ainsia = ¢ = b. Deméme, si b = ¢, alors a = ¢.

Supposons maintenant n > 1, dott m > 1 d'aprés ce qui précéde. Posons
p = £(a,) et supposons, quitte a échanger a et b, que p < €(b,). Par définition
des mots C(a) et C(b), le mot de B* formé des p premiers symboles de C(a) est
égal a C(a,). Comme C(a,)C(a,)...C(a,) =C(a) =C(b) =C(b,)...C(bnm)
et £(b,) > p, cest aussi le mot formé des p premiers symboles de C(b,). Par
suite, C(a,) est le début du mot C(b,). Puisque C est un code préfixe, on a donc
a, = b,. Les mots formés a partir de C(a) et C(b) en enlevant les p premiers
symboles sont aussi égaux; on a donc C(a,)...C(a,) = C(b,)...C(b,,). Par
récurrence, cela entrainem =neta, =b,,...,a, = b,,.

Nous avons ainsi démontré que a = b.

Remarque (2.1.5). — On dit également qu'un code préfixe est instantanément
décodable. En effet, si a € A*, il nest pas besoin de parcourir tout le mot C*(a)
pour déterminer le premier symbole de a, il suffit de reconnaitre, en téte de C*(a),
I'un des mots C(x), pour x € A. Alors, x est le premier symbole de a, on peut
écrire a = xa’, pour a’ € A*, et il reste & décoder le mot C*(a’) obtenu en
enlevant de la téte de C*(a) le mot C(x).
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variable aléatoire a valeurs dans A, donc est au plus égal a lentropie log(Card(A))
d’une loi uniforme sur A. En fait, conditionné a Iévénement U = o, cest-a-dire
X # Z, cette variable aléatoire évite une valeur, donc son entropie est majorée

par log(Card(A) —1). La proposition en résulte. O
2.6.6. — Commencons par démontrer que tout taux de transmission attei-
gnable est < I(C).

Soit donc ® un code de longueur 7 sur un ensemble M pour le canal C; soit f
et g les applications de codage et de décodage. Soit W une variable aléatoire
a valeurs dans M, de loi uniforme; son entropie est log(Card(M)). Alors X =
f(W) est une variable aléatoire a valeurs dans A", transmise par le canal, et
le mot Y recu a l'autre extrémité du canal est une variable aléatoire a valeurs
dans B". Le symbole décodé est alors W/ = ¢(Y), qu’il faut comparer a W.
Posons 7w = P(W # W'). La variable aléatoire W est uniforme dans lensemble M,
donc H(W) = log(Card(M)). Linégalité de Fano appliquée aux variables W, W’
entraine aussi H(W | W') < h(m) + mlog(Card(M)). En écrivant légalité

H(W) =H(W | W) + (W, W'),
on obtient donc

log(Card(M)) < h(m) + mlog(Card(M)) + I(W, W'),

(1-m)log(Card(M)) < h(m) + (W, W").

Dans la chaine de variables aléatoires W — X - Y — W', W et Y sont
indépendantes conditionnellement a X (le canal ne connait pas le mot W dou est
issu X), et W et W’ sont conditionnellement indépendantes conditionnellement
a’Y (car W’ est certaine conditionnellement a Y). D’apreés le théoréme 1.3.11, on a
donc

I(W,W') <I(W,Y) =I(Y,W) <I(Y,X) = (X, Y).
Par définition de la capacité d’'un canal répété, on a enfin I(X,Y) < nI(C), dou
linégalité I(W, W’) < nI(C).

On a donc

(1-m)log(Card(M)) < h(m) + nI(C),

ol 'inégalité

log(Card(M)) . I(C)+h(m)/n

ﬂAevH n 1-7
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24 CHAPITRE 2. CODAGE

on a

E(£(C(X))) - Hp(X) = ¥ P(X = a)€(C(a)) + Y P(X = a) log,(P(X = a))

acA acA

D-¢(C(a))

=-> P(X=a)lo —

&mM\w A v m_u HVAN — Qv

Comme la fonction logarithme est concave, on a

D-¢(C(a)) D-¢(C(a))
P(X=a)logy| ————= ] <lo P(X=a)——
ameU/ A v &p HVAVAHQV &D W A vmVAva&v

= log,, M D—4(C(a))
aeA

Diapres I'inégalité de Kraft, l'argument du logarithme est < 1; puisque la fonction
logarithme est croissante, on a donc

N

-¢(C(a))
Y P(X =a)log, D

——— ] S O.
acA @ANH Qv

Ainsi, E(£(C(X))) - Hp(X) > o, dou I'inégalité de Shannon. La fonction loga-
rithme est strictement concave et strictement croissante. Pour qu’il y ait égalité,
il faut dong, et il suffit, d'une part que Y. D~#(¢(2)) = 1, et d'autre part que tous les
termes D=¢(C(2)) /P(X = a) soient égaux. Puisque ¥ P(X = a) = 1, cela signifie
que D~4C(0) = P(X = a) pour tout 4, autrement dit, £(C(a)) = —log, (P(X =
a)) pour tout a. O

2.2.3. Codes efficaces. — Soit A un alphabet et soit p une loi de probabilité
sur A. Soit B un alphabet fini de cardinal D > 2.

Diapres 'inégalité de Shannon, on a E(£(C(X))) > Hp(X), pour toute variable
aléatoire X a valeurs dans A : lentropie fournit une limite irrémédiable a la
compression d’'un message. Nous allons maintenant voir que cette limite peut
essentiellement étre atteinte, qui plus est, par un code préfixe ! Nous commengons
par une réciproque a I'inégalité de Kraft-McMillan.

Proposition (2.2.4). — Soit A un ensemble, soit D un entier > 1 et soit £: A - N*
une application telle que I'inégalité

M O\mﬁnu <1

acA
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On obtient donc d’une part I'inégalité I(X,Y) < nI(C), dou I(C*) < nI(C).
Dautre part, si les X, sont indépendantes et vérifient I(X,,Y,) = I(C), on
obtient I(X,Y) = nI(C). Finalement, [(C") = nI(C).

2.6. Codage adapté a un canal avec bruit

2.6.1. — A moins qu’il ne soit en fait sans bruit, il nest pas possible de trans-
mettre, dans un canal avec bruit, un message avec certitude. Le théoréme de
(1948) que nous allons maintenant démontrer affirme que cest tou-
tefois possible de le transmettre de sorte que la probabilité derreur soit aussi
petite que désirée, et que la vitesse de transmission nest alors limitée que par la
capacité du canal.
Pour cela, il va étre nécessaire de préparer les messages quon envoie.

Définition (2.6.2). — Soit C un canal de transmission dun alphabet A a un
alphabet B. Soit M un ensemble fini; un code © de longueur n sur M pour le
canal C est la donnée de deux applications f: M — A" et g: B" - M.

Explicitement, les symboles quon souhaite transmettre sont ceux de len-
semble M ; I'application f les code en des mots de longueur n sur l'alphabet A.
Ce sont ces mots qui sont transmis par le canal avec bruit, puis décodés en des
mots de M au moyen de l'application g.

Le taux de transmission d’un tel code est le quotient

(®) = _omAOwaC/\Cv.
n
La probabilité derreur lorsquon transmet un symbole m € M est donnée par
An(®@) = P(g(Y) # m | X = f(m)),

ou X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans A" et B" liées par les
probabilités de transmission définies par le canal C. Comme il sagit d'un canal
sans mémoire, on a, si f(m) = a,...ay,

An(®) = [1p(bi| ).
b=(byby)eB" i=1
g(b)xm
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Théoréme (2.2.6) (Shannon). — Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs
dans un alphabet A. Soit B un ensemble fini de cardinal D > 2. 1l existe un code
préfixe C sur A, a valeurs dans B, tel que

Hp(X) < E(¢(C(X))) < Hp(X) +1.

Pour qu’il existe un tel code C vérifiant légalité E(£(C(X))) = Hp(X), il faut et
il suffit que pour tout élément a € A, P(X = a) soit de la forme D™ pour un
entier m > o; on a alors €(C(a)) = —log, (P(X = a)).

Démonstration. — Pour tout a € A tel que P(X = a) > o, posons A(a) =
[-log,(P(X = a))], le plus petit entier supérieur ou égal a log,(P(X = a)),
de sorte que D44 < P(X =a).Onadonc Y, , D) <Y A P(X=a) =1
Diaprés la proposition 2.2.4, il existe ainsi un code préfixe C: A - {0;1;...,D -
1}* tel que £(C(a)) = A(a) pour tout a € A. Démontrons que ce code vérifie la
conclusion du théoreme.

Linégalité Hp(X) < E(¢(C(X))) est un cas particulier du théoréme 2.2.2.
D’autre part, on a

E(¢(C(X)))

> P(X=a)e(C(a)) = ), P(X = a)[log,(P(X =a))]

< Mwwﬁm =a) (logy(P(X=a)) +1)
= Hp(X) + M\U,Ex =a)=Hp(X) +1.

Cela conclut la démonstration.

La derniére assertion résulte de cela et du théoréme 2.2.2 : d’apres ce théo-
réme, le cas dégalité se produit si et seulement si £(C(a)) = —log,(P(X = a))
pour tout a € A. Dautre part, si P(X = a) est de la forme D, on a A(a) =
—log,(P(X = a)) et le code construit vérifie E(¢(C(X)) = Hp(X). O

2.3. Codes optimaux

2.3.1. — Bien que sa longueur moyenne soit proche de loptimum (limité par
entropie), le code préfixe construit par la méthode de la preuve du théoréme 2.2.6
nest pas toujours optimal. Par exemple, lorsque X suit une loi de Bernoulli de
paramétre p € |o;1[ et que lalphabet-but a deux symboles, les mots codés
ont longueur [-log,(p)] et [-log,(1 - p)], alors quon pourrait se contenter de
recopier X! Ce code trivial a longueur moyenne 1, alors que la longueur moyenne
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de Bernoulli de parameétre p, de méme que conditionnée a Iévénément (E =
0) N (X =1) qui est de probabilité (1 - q) (1 — u). Ainsi,
H(Y|E,X)=qH(Y|E=1)+(1-q)uH(Y |E=0,X=0)
+(1-9)-u)H(Y|E=0,X=1)
=q-0+(-q)u-h(p)+(1-q)(a-u)-h(p)
=(-g)h(p).
On a donc
H(Y [ X) = h(q) + (1= q)h(p).
Finalement,
I(X,Y) = (1-q)(h(2) - h(p)).
Cette expression est maximale lorsque h(t) est maximale. Lorsque la base des
logarithmes est 2, on a h(t) <1, de sorte que I(X,Y) < (1-¢q)(1 - h(p)).Ona
aussi h(t) = 1 pour ¢ = 1/2. Or, rappelons que ¢ = u(1-p) + (1—u) p; on constate
que pour u = 1/2, on a également f = 1/2, dout

I(C) = (1—¢q)(1—h(p)) bits.

(Si on nmavait pas su faire cette constatation, il restait & calculer u en fonction
de t:ontrouveu = (t—p)/(1-2p) =1/2si t = 1/2.)

¢) Un canal est dit faiblement symétrique si les lignes de sa matrice de probabi-
lités de transmission différent uniquement 'une de l'autre par des permutations
et si la somme des coefficients de chaque colonne est constante. On parle de
canal symétrique si, de plus, les colonnes de sa matrice de probabilités de trans-
mission different par permutations 'une de l'autre. Cest le cas des deux canaux
précédents. Une facon dobtenir un canal symétrique consiste a prendre pour
alphabets A = B = Z/dZ et a poser p(b | a) = q(b - a), ou g est une loi de
probabilité sur A. On peut bien stir remplacer Z/dZ par un groupe fini arbitraire.

Soit C un tel canal et soit X, Y des variables aléatoires sur A, B respectivement,
liées par la condition P(Y = b) = p(b | a)P(Y = a). Pour tout a € A,

H(Y[X=a) = |M%@€ | a)log(p(b]a)),

expression indépendante de a par la condition de symétrie des lignes de la
matrice de probabilités de transmission du canal. Dautre part,

H(Y) <log(Card(B)).
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Soit alors C un code optimal. Les longueurs £(C(a)) vérifient I'inégalité de
Kraft > D-4(C(2)) < 1. 1l existe alors un code préfixe C' tel que £(C'(a)) =
£(C(a)) pour tout a € A. Le code C' a méme longueur moyenne que C, donc
est un code optimal.

b) Soit C un code optimal et soit a, b des éléments de A tels que p(a) < p(b)
et £(C(a)) < £(C(b)). Considérons le code C’ qui coincide avec C sur A—{a, b}
mais qui échange les codesde aetb: C'(a) = C(b) et C'(b) =C(a).Ona

€,(C) = £,(C) = 3 p(x)e(C(x)) - . &(C'(x))

xeA x€eA

= p(a)e(C(a)) + p(b)€(C(D)) - p(a)e(C'(a)) - p(b)€(C'(b))
= p(a)e(C(a)) + p(b)€(C(b)) - p(a)e(C(b)) - p(b)e(C(a))
= (p(a) - p(b))(€(C(a)) - £(C(b)))

> 0.

Cela contredit I'hypothése que C est un code optimal.

¢) Soit C un code préfixe optimal. Soit a un élément de A dont le code est de
longueur maximale; écrivons C(a) = mx, ou m € B* et x € B. Supposons que
m nest pas préfixe d'un mot de code. Soit alors C’ le code qui coincide avec C
sur A—{a} et tel que C'(a) = m. Cest encore un code préfixe : C'(a) nest pas
hypothése pas préfixe d’'un autre mot, et un autre mot, disons C'(b) = C(b), ne
peut étre préfixe de C'(a), puisqu’il serait alors préfixe de C(a). En particulier,
le code C’ est uniquement décodable, mais sa longueur moyenne est strictement
plus petite que celle de C, ce qui contredit I'hypothese que C est optimal. Donc
m est préfixe d’un autre mot de code, disons C(b); écrivons C(b) = mp, avec
p € B*. Comme C(a) = mx est de longueur maximale, égale a £(m) + 1, on
af(p) = €(C(b)) - £(m) < £(C(a)) — €(m) =1, cest-a-dire que p est soit le
mot vide, soit réduit a un seul symbole. Si p est vide, C(b) = m est préfixe de
C(a) = mx, ce qui contredit 'hypothése que C est un code préfixe. Il existe
donc y € B tel que p = (y). Les mots C(a) = mx et C(b) = my différent donc
uniquement par leur dernier symbole. O

2.3.4. Code de Huffman. — Soit A un ensemble fini et soit (p(a))ges une
loi de probabilité sur A. Lorsque lalphabet d’arrivée B est {0,1}, le code de
Huffman est construit explicitement par récurrence sur le cardinal de A, de la
facon suivante.
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comme mesure de cette information manquante. » Cest ce que dit la troisieme
égalité dans la formule précédente : on obtient I'information mutuelle I(X, Y) en
partant de la quantité d’information dans le message envoyé X, mesurée par son
entropie H(X), et en lui soustrayant I'incertitude H(X | Y) que mesure lentropie
de X conditionnellement & Y. La seconde égalité présente cette quantité comme
la quantité d’information H(Y) du message recu minorée du bruit que mesure
lentropie conditionnelle H(Y | X).

Le fait de prendre la borne supérieure sur toutes les lois possibles sur les
symboles X refléte la possibilité pour Iémetteur d’adapter la fagon dont il écrit
le message pour tenir compte des problémes du canal. Par exemple, si tous
les symboles étaient envoyés sans erreur, sauf un qui était systématiquement
corrompu, il serait malin d’utiliser un codage qui permette de ne jamais l'utiliser.

Continuons avec quelques exemples de capacité de transmission.

Exemple (2.5.3). — a) Prenons pour alphabets A = B = {0,1}; soit p un
élément de [0;1]. Le canal avec bruit de paramétre p transmet le mauvais symbole
avec probabilité p. Lorsque p = 1, ce canal retransmet exactement le symbol
émis : on parle de canal sans bruit. Lorsque p = 1/2, ce canal envoie chaque
symbole avec probabilité 1/2, indépendamment du symbole émis; on comprend
bien, et on verra, qu’un tel canal nest pas trés utile.

Sa matrice de probabilités de transmission est donc

1-p P
p 1-p
Soit X et Y des variables aléatoires sur A et B respectivement telles que P(Y =
b|X=a)=p(b|a)pourac AetbeB.Notons u = P(X = 0); on adonc
P(X=1) =1-u, puis

H(Y|X)=uH(Y |X=0)+(1-u)H(Y |X=1)

uh(p) + (1= u)h(1-p) = h(p).

D’autre part, Y étant une variable aléatoire binaire, on a H(Y) < log(2). Par
suite,

I(X,Y) <log(2) - h(p).
Lorsque X suit une loi uniforme (u = 1/2), il en est de méme delaloi Y — on

peut le justifier par symétrie des probabilités, ou bien faire le calcul. Cela montre
que la capacité de ce canal est log(2) — h(p). A ce stade, il est vraiment plus
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30 CHAPITRE 2. CODAGE

obtenu est

a b ¢ d e

01 10 00 110 111

Lentropie (en base 2) d’'une variable aléatoire X de loi p est égale &
H,(X) = —2-0,2510g,(0,25) — 0,20log,(0,20) — 2 0,1510g,(0,15) ~ 2,285.
La longueur moyenne du code ci-dessus est alors
E(¢u(X)) =(2-0,25+0,20) -2+ (2:0,15) - 3 = 2,3.

Pour comparaison, les longueurs du code construit par la méthode de Shannon
sont 2,2,3,3,3, de sorte que sa _osmsmsa moyenne est

E(¢5(X)) =(2-0,25) -2+ (0,20) +2-0,15) -3 = 2,5.

Voici d7ailleurs un tel code :

a b ¢ d e

OO0 O1 100 110 101

Proposition (2.3.6) (D. Huffman, 1952). — Soit A un ensemble fini et soit p une
loi de probabilité sur A. Le code de Huffman H,, est un code préfixe; il est optimal
(relativement a la loi p).

Démonstration. — Prouvons par récurrence sur le cardinal de A que le code H,,
est un code préfixe. Cest évident si Card(A) < 2; supposons maintenant
Card(A) > 3. Reprenons les notations de la construction : a,b sont deux
éléments de A de probabilités minimales, lensemble A’ est la réunion de
A ={a,b} et dun symbole ab, et la loi de probabilité p’ sur A’ attache a tout
¢ # a, b la probabilité qu’il avait pour p, et a ab la somme des probabilités de a
etb.

Par récurrence, le code H' associé a A’ etalaloi p’ est un code préfixe. Les mots
de H sont les H(c) = H'(¢), pour ¢ # a, b, et les deux mots H(a) = H'(ab)o et
H(b) = H'(ab)1. Par récurrence, H(c) et H(¢’) ne sont pas préfixes I'un de l'autre
si ¢, ¢’ sont des éléments distincts, distincts de a, b. Les mots H(a) = H'(ab)o et
H(b) = H'(ab)1ne sont pas préfixes 'un de lautre, puisqu’ils ont méme longueur
et sont distincts. Pour ¢ # 4, b, le mot H(c¢) = H'(¢) nest pas préfixe du mot
H'(ab), par Thypothése de récurrence. Sil est préfixe de 'un des mots H'(ab)o
ou H'(ab)1, cest qu'il leur est égal, mais alors H'(ab) est préfixe de H'(¢), une
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Par définition de C? et la majoration de Card(C”), on a donc

P(Z' € C") < Card(C!)e "(HX)=¢) g=n(H(Y,)=¢)
< N\:AEAN_V+IA<_V\IAM:<L\.§V
_ mlxﬁﬁm:ﬁvlwmv.
La preuve de la minoration est analogue :

_MAN\ c AUMV > ON&QAOM_VW\:AEAN_V:VQ\:AIA%_V:V
> AH (X)) +e(Y) + mAva o~ (H(X)+H(Y,)-H(X,.Y,) +3¢)

2ne?
_ AH _ mOAv + hmﬂv + ﬁAva ®|:CA%:5V+W$
2ne? )
Ceci conclut la preuve du théoréme. O]

2.5. Capacité de transmission d’un canal

Les deux themes étudiés jusqu’a présent — entropie d’une variable aléatoire et
codage — concernaient uniquement les deux premiéres étapes du diagramme
de communication présenté dans I'introduction. Nous allons maintenant faire
intervenir la troisiéme : le canal de transmission et, en particulier, le probleme du
bruit a cause duquel un symbole recu ne coincide pas forcément avec le symbole
émis.

Définition (2.5.1). — Soit A et B des alphabets. Un canal de transmission sans
mémoire de lalphabet A a lalphabet B est donné par une famille (p(- | a)) de lois
de probabilités sur B, indexée par lensemble A.

Poura € Aetb € B, p(b | a) est la probabilité que le canal transmette
le symbole b sachant que le symbole émis était a. La matrice (p(b | a)) de
type A x B est la matrice de probabilités de transmission du canal.

Le fait que le canal soit sans mémoire signifie que la transmission des symboles
d’un mot (a,...,a,) est faite symbole par symbole, de fagon indépendante.
Autrement dit, la probabilité que le mot (a,, .. ., a,,) soit transmisen (b,, ..., b,)
est donnée par

P(b,...b,|a,...a,) =p(b,|a)...p(b, | an).
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32 CHAPITRE 2. CODAGE

Le codage de Huffman a introduit l'alphabet A’ = A= {4, b} u {ab}, muni de
la loi de probabilité p’ qui coincide avec p sur A = {a, b}et telle que p’(ab) =
p(a) + p(b). Définissons un code C’ sur cet alphabet en posant C'(x) = C(x) si
x € A={a, b}, et en prenant pour C’(ab) le mot déduit de C(a) (ou de C(b))
en enlevant le dernier symbole. Sa longueur moyenne est

€y (C) = 3 p'(x)e(C'(x)) + p'(ab)e(C'(ab))

x#a,b

>, p(x)e(C(x)) + (p(a) + p(b))(£(C(a) - 1)

x#a,b

¢(C) = (p(a) + p(b)),

car £(C(a)) = £(C(b)). Le méme calcul pour le code de Huffman H, montre
quil est de longueur moyenne

¢ (H) = (p(a) + p(b)).
Par récurrence, le code de Huffman H' est optimal, de sorte que £,,(C") > €,/(H’).
On a donc ¢,(C) > ¢,(H), dou Iégalité, comme il fallait démontrer. O

2.4. Loi des grands nombres et compression

Dans son article originel, ( ) utilisait une autre description de
lentropie, liée a la loi des grands nombres en théorie des probabilités.
Commengons par rappeler deux inégalités importantes.

Proposition (2.4.1). — Soit X une variable aléatoire possédant une espérance.

a) Pour tout nombre réel t > o, on a I'inégalité de Markov :
P(|X| > t) <E(|X])/t.
b) Supposons, de plus, que X posséde une variance V(X). Alors, pour tout
nombre réel t > o, on a I'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff :

P(X-EX)|>1t) < V(X)/t.

Démonstration. —  a) Soit A lensemble des éléments w de 'univers tels que
|X(w)| > t; il sagit de majorer P(A). Observons que sur A, la variable aléatoire
|X|/t est supérieure & 1; sur son complémentaire C A, elle est positive ou nulle. On
adonc E(|X|/t) >1-P(A) + 0-P(CA). Comme E(|X|/t) = E(|X])/t, 'inégalité
de Markov en résulte.
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Ensuite, en utilisant la majoration de P(X, = a,,...,X, = a,) pour
(ay,...,a,) € AP,

1> P(A”) > Card(A)e "(HX)*e),

ou la majoration donnée pour Card(A?”). En utilisant la minoration analogue,
on obtient aussi

- < P(A") < Card(Al")e "(HX)-8),
2ne?
ce qui donne la minoration de Card(A?"). 0O
2.4.4. — Comment Shannon en déduit-il la possibilité de comprimer un signal

(dans la limite permise par lentropie) ? Fixons un paramétre ¢ et considérons
I'« ensemble typique » A de A" défini dans le théoréme 2.4.3. Il est de cardinal
au plus 2"(H:(X)+¢) ; donc on numérotant ses éléments, chacun ne requiert que
[n(H,(X,) + ¢)] bits. Les autres vont chacun requérir Card(A)" symboles, soit
nlog, (Card(A)) bits, mais Wapparaissent quavec une probabilité faible, majorée
par ¢/2ne?. Ainsi, la longueur moyenne du code d’une suite de # symboles est
majorée par
c

[n(H,(X,) +¢€)] + nlog,(Card(A)).
2ne*
Lorsquon la divise par n, on obtient
1 c
=[n(H,(X, log (Card(A)),
[n(H.(X,) + €)] + —— log, (Card(4))

quantité majorée par H,(X,) + 1 lorsque # est assez grand.

2.4.5. — Linformation mutuelle, comme lentropie, dispose d’une interpréta-
tion statistique. Soit A et B des ensembles finis, soit C = A x B lensemble produit
etsoitZ, = (X, Y,),...,Z, = (X,,, Y,,) des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi 4 valeurs dans C. Posons enfin X = (X,,...,X,), Y= (Y,,...,Y,)
etZ=(Z,...,Z,) = (X,Y) silon identifie [élément (a, b) de A" x B" avec
Iélément ((a,, b,), ..., (an, by)) de C*.On pose c(Z) = Y., pec P(Z, = a)P(Z, =
b)log(P(Z, = a)/P(Z, = b))? et on définit c(X) et c(Y) de maniére analogue.
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Le cas général est plus difficile et se démontre par une méthode classique de troncation.

Introduisons un paramétre 8 > o et posons X = X si [Xi| < 81, et X}, = o sinon; posons aussi
X} = Xy = Xj. On va majorer les probabilités

P(IX] +---+X;| > nt/2) et P(X! +---+X)| > nt/2).

La somme de ces probabilités fournira une majoration de P(|X, + --- + X,,| > nt) qui sera
arbitrairement petite pour tout n assez grand. Lidée sous-jacente a cette méthode est que les X;,
sont majorées, donc de variance finie, et seront justiciables du premier cas, tandis que les X}/
seront rares, car X} est nulle lorsque X nest pas trop grande.

Tout d’abord, les _vﬁ_ sont de méme loi, mutuellement indépendantes, et majorées par dn.

Elles ont donc une variance commune, laquelle vérifie
V(X)) = V(X)) < B((X])?) < OE(|X][)n < SE([X,[)n.
Par suite,
V(X[ +---+ X)) =nV(X]) <SE(|X,|)n.
On a aussi
E(X/+---+X))*=EX))*n*.
Lorsque 7 tend vers l'infini, X! tend vers X, presque sirement, tout en étant majorée en valeur

absolue par |X,|; le théoréme de convergence dominée entraine donc que E(X!) tend vers E(X,) =
o. En particulier, pour 7 assez grand, E(X] + -+ + X/,)> < dn?, et

E((X[+---+ X)) <20B([X,[)n’.
Linégalité de Bienaymé-Tchebitcheff entraine alors que
(2-4.2.1) P(IX!+--- +X]| > nt/2) <8FE(|X,]) ¢
pour tout entier # assez grand. Fixons un nombre réel € > o et choisissons & de sorte que

8OE(|X,|)t7* < ¢/2.

On retient alors de l'inégalité (2.4.2.1) que pour tout 7 assez grand, on a P(|X! + -+ + X/|) < ¢/2.

Par ailleurs,
P(X! +---+X}j| >nt/2) <P(X! +---+ X #0) < nP(X] #0),
puisque les X7/ sont de méme loi. Or,
P(X[" # 0) = P([X]| > 8n) < E(|X[|/n) = E(X[[)d™'n ™",
dou I'inégalité
(2.4.2.2) P(X!"+---+XJI| > nt/2) <E(X!])d7.

Quand 7 tend vers +oo, X! tend presque partout vers o, et lon a |X!| < |X,|, de sorte que E(|X”|)
tend vers o. Alors, pour n assez grand, l'inégalité (2.4.2.2) assure que P(|X! +--- + X| > nt/2) <
/2.

En combinant ces deux majorations, on en déduit que pour tout n assez grand, 1événement
{|X, + -+ X,| > nt} est de probabilité < ¢, ce qui conclut la démonstration. O
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Théoréme (2.4.3) (Shannon). — Soit (X,,) une suite de variables aléatoires prenant
leurs valeurs dans un ensemble fini A, indépendantes et de méme loi p; posons
¢ = Y apea PaPr(log(pa/pp))?. Pour tout entier n > 1, munissons lensemble A"
de la loi produit. Soit € un nombre réel > o et soit Al lensemble des (a,, ..., a,)
tels que

e M) < P(X, = a,..., X, = a,) < eI,

Ona

P(A")>1- —<

bl
2ne?
et
c

vN:AEAN_V\mv < ONH&TPM_V < w:ﬁix_v:v.

(- 2ne?

Reformulons un peu cet énoncé : 1 — P(A”) est la probabilité du complémen-
taire de A?, et est majorée par c/2ne?; lorsque n est grand, elle est arbitrairement
petite. Autrement dit, lorsque n est grand, la plupart des tirages (a, ..., a,) ont
une probabilité voisine de e="H(X:), et il y a environ e"(X) tels tirages. Autre-
ment dit encore, lorsquon effectue un grand nombre # de tirages, tout se passe
comme si Ion avait effectué un tirage au sort équitable parmi ") valeurs —
cest 'interprétation statistique de lentropie.

Démonstration. — Quitte & modifier l'univers en lui enlevant un ensemble de
probabilité o, puis lensemble A par lensemble des valeurs des Xy, on suppose
que P(Xy =a) >opourtouta € Aettoutk € {1,...,n}. Soitalorsp: A > R
lapplication définie par ¢(a) = —log(P(X, = a)).

Comme les X sont indépendantes et de méme loi, on a

HVANH =dy .. .VVW: = &:v = HVANH
- P(X,

a,)...P(X, =ay,)
a,)...P(X, = ay,),

soit encore

~Z10g(P(Xy = @y Xy = ) = —— > log(P(X, = ax)) = — " p(ay).
n = =
On munit lensemble A de la loi de X, ; quitte a le remplacer par lensemble
des a € A tels que P(X, = a) > o, on suppose que P(X; = a) > o pour tout a € A.
On munit alors lensemble A" de laloi produit. OnaP(ay, ..., a,) = [T}, P(X, =
a). Sur cet espace probabilisé A", on pose Uy (ay, ..., a,) = ¢(ax).



