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INTRODUCTION

La théorie mathématique de la communication vise a étudier de facon mathéma-
tiques dans quelles conditions on peut transmettre des données, en particulier a
quelle vitesse, et avec quelle fiabilité.

Dans l'article fondateur de ( ), un systéme de communication
est modélisé par le diagramme suivant :

bruit

-

destinataire

~
h

émetteur canal —— récepteur

~

source

— La source est lentité qui posseéde I'information a transmettre a son desti-
nataire; ce peut-étre une station de radio ou de télévision, un journal, un site
web, vous ou moi désirant annoncer une mauvaise nouvelle au téléphone ou
par courrier électronique, une sonde spatiale prenant des photos des planeétes
quelle survole, etc. Linformation peut-étre un texte, une photographie, un signal
sonore, une combinaison de ceux-ci. Dans le cas du téléphone ou de la radio,
ce sera un signal sonore dont l'amplitude sera représentée par une fonction
du temps, ou par deux telles fonctions pour un signal stéréo; dans le cas de la
télévision couleur, il sagira de transmettre les trois amplitudes (rouge/vert/bleu)
en chaque point de écran, et les deux composantes du son, le tout dépendant
du temps.

— L'émetteur est l'appareil physique par lequel nous allons créer cette informa-
tion, I'émetteur de radio ou de télévision. A 1époque de Shannon, la transmission
était souvent analogique; dans le cas du téléphone, par exemple, I'amplitude
de la pression sonore était transformée en un signal électrique proportionnel.
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De nos jours, la transmission est aujourd’hui essentiellement numérique(") : le
signal est transformé en une suite de nombres qu’il sagit de transmettre.

— Le récepteur est l'appareil par lequel le destinataire recoit cette information,
un poste de radio ou de télévision, éventuellement associé a un « décodeur »
dans le cas de la télévision numérique terrestre ou de la télévision par Internet,
un téléphone, un ordinateur relié au réseau Internet, etc.

— Le canal est le medium physique par lequel I'information est transmise de
Iémetteur au récepteur : l'air pour la transmission de la radio/télévision par
voie hertzienne, la fibre optique du fournisseur Internet, les cables en cuivre du
réseau de téléphone, etc. Comme tout objet physique, ce canal est sujet a des
perturbations — du bruit — par lesquelles le signal qui parvient au récepteur
differe de celui envoyé par [émetteur.

La théorie mathématique de la communication vise a analyser dans quelles
conditions un canal donné, soumis a un certain bruit, peut, ou pas, transmettre
I'information voulue. Deux théorémes de ( ) répondent ainsi aux
questions suivantes :

a) A quelle vitesse est-il possible de transmettre cette information ?
b) En présence de bruit, est-il possible de transmettre cette information de
maniere fiable ?

Si le canal permet de diffuser ¢ symboles par unité de temps, il semble évident
quon peut transmettre un message de N symboles pendant un temps N/c, mais
peut-on faire mieux ? Ensuite, comment détecter une mauvaise transmission de
certains symboles et, éventuellement, les corriger?

Le présupposé de base de la théorie est que les messages a transmettre, du
fait-méme de leur origine, ne sont pas arbitraires. Si cest un texte, certaines
lettres seront plus fréquentes que d'autres; si cest lenregistrement d’une voix ou
d’'un morceau de musique certaines fréquences seront absentes du signal, sans
méme tenir compte du fait que loreille humaine ne les percevra pas.

Dans son article, (1948) propose une mesure de la « quantité d’infor-
mation » contenue dans un signal, qu’il appelle entropie. Plus exactement, il sagit
de la quantité d'information contenue dans lensemble des signaux susceptibles
détres transmis. Sa définition est de nature probabiliste.

(1) A Texception notable de la radio ¥m, la radio numérique terrestre (DAB) peinant a décoller.



CHAPITRE 1

ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

1.1. Entropie d’'une variable aléatoire

1.1.1. — On désigne ici par log: R,, - R la fonction logarithme usuelle, fonc-
tion réciproque de la fonction exponentielle, autrement dit le logarithme népe-
rien. Cest une fonction de classe 6>, concave, strictement croissante.

FIGURE 1.1.1.1. Graphe de la fonction «logarithme néperien »

On ales limites :

(1.1.1.2) lim log(x) = —oo, lim log(x) = +oo0.

—ot X—>+00

On a aussi les limites, pour tout nombre réel « > o :

(1.1.1.3) lim x“log(x) = o, lim x *log(x) = o.

X—>+00
La fonction x — —x log(x) de Jo; 1] dans R esta valeurs positives ou nulles. Elle
a pour limite o en o, ce qui permet de la prolonger par continuité en o, de valeur o.
Cela justifie aussi la convention décriture o x log(o) = o. Cette fonction est aussi
indéfiniment dérivable sur ]o;1[, de dérivée x — —log(x) —1 = —log(ex); elle
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est donc strictement croissante sur 'intervalle [0;1/e] et strictement décroissante
sur I'intervalle [1/e;1]. Comme sa dérivée seconde est la fonction x — —1/x, de
valeur strictement négative sur Jo;1], cette fonction est strictement concave.

—xlog(x) 4

013”

0.6 07 0,8 09 1 X

FIGURE 1.1.1.4. Graphe de la fonction x — —xlog(x)

1.1.2. — Si a est un nombre réel > o, le «logarithme en base a » est la fonction
donnée par
log(x)
1 = .
°8.(¥) = Ioa(a)

Elle vérifie des propriétés similaires au logarithme néperien, qui est le cas ou
a = e =2,718... Le cas a = 10 est courant en physique; en théorie de I'information,
nous verrons qu’il est naturel de prendre a = 2.

Définition (1.1.3). — Lentropie d'une variable aléatoire discréte X est définie par

(1.1.3.1) H(X) = > (-P(X =x)log(P(X =x))).

Lentropie est donc définie comme la somme d’une série, indexée par les valeurs
possibles x de la variable aléatoire X. Dans cette définition, on utilie la convention
olog(o) = 0; on peut donc ne considérer, si lon veut, que les valeurs x pour
lesquelles P(X = x) est strictement positive. Cette série est a termes positifs car
une probabilité appartient a [0;1], donc son logarithme est négatif. Il en résulte
donc que la somme de cette série est bien définie, en tant quélément de [o; +o0].
Elle est finie si X ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

On peut bien sir la définir dans toute base a > o.

(1.1.3.2) Ha(X) =) (—P(X =x)log, (P(X = x))) = II;Ié(}iz))'
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On verra que lentropie en base 2 d'une variable aléatoire est le nombre moyen
de questions binaires qu’il faut poser pour espérer connaitre son résultat.

1.1.4. Exemple : lancer d’un dé. — Considérons un dé a 6 faces, équilibré.
La probabilité d’apparition de chacune des faces est donc 1/6; lentropie de la
variable aléatoire correspondante est ainsi égale a 6 - (—¢log(¢)) =log(6).

Plus généralement, une variable aléatoire X prenant N valeurs, chacune avec
probabilité 1/N, a pour entropie log(N). Imaginons que N soit une puissance
de 2, N = 2", et que X prenne ses valeurs parmi {o,...,N —1}. Alors, on peut
connaitre le résultat de X en posant successivement n questions « binaires », a
savoir quels sont les chiffres du développement binaire de X. Dans ce cas, on
a H,(X) = log,(N) = n. Plus généralement, on verra que lentropie en base 2
d’'une variable aléatoire est (a une unité preés) le nombre moyen de questions
binaires qu’il faut poser pour espérer connaitre son résultat.

Considérons maintenant deux dés a 6 faces, équilibrés, et prenons pour va-
riable aléatoire Y la somme des valeurs des deux faces. Elle peut prendre les
valeurs 2,3, ...,12; la valeur 2 nlest possible que pour le tirage (1,1), la valeur 3
apparait pour deux tirages (1,2) et (2,1), etc. Les probabilités des événements
X = x sont ainsi résumées par le tableau :

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

et son entropie en base 2 est égale a

H(Y) = —clog, () = ooms () s
=——I1o - — e — — 10 _— R ,2 0101902
. sloa 16108 5 | © 327440191928877

alors que lentropie d'une variable aléatoire identiquement distribuée parmi
{2,...,12} est égale a

log (11) ~ 3,45943161863730.

Il y a un peu moins de hasard dans le résultat de la somme de deux dés que dans
le tirage d'un dé équilibré dont les faces indiqueraient les entiers de 2 a 12.

1..5. Exemple : variable de Bernoulli. — Soit p un élément de [o;1]. Rap-
pelons qu'une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parametre p si
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elle prend la valeur 1 avec probabilité p et la valeur o avec la probabilité 1 — p.
Lentropie d’'une telle variable aléatoire est donc égale a

—plog(p) - (1-p)log(1-p) sio<p<y,

0 sip=ooup=1

(1.1.5.1) h(p) =

FIGURE 1.1.5.2. Graphe de la fonction « entropie »

Puisque la fonction x — —xlog(x) est continue sur [0;1], indéfiniment déri-
vable sur ]o;1[, de dérivée x — —log(x) — 1, la fonction h est continue, indéfini-
ment dérivable sur ]o;1[, de dérivée

h'(p) = —log(p) +log(1-p).
Sa dérivée seconde, donnée par
1
W ()= -
p 1-p
est strictement négative sur Jo;1[, si bien que la fonction h est strictement
concave. On a h'(1/2) = o, ce qui entraine que h'(p) > o pour p € Jo;1/2]
et h'(p) < o pour p € ]1/2;1[. La fonction h est donc strictement croissante
sur [0;1/2] et strictement décroissante sur [1/2;1]. Elle atteint son maximum en
le point p = 1/2, de valeur h(1/2) = log(2).

1
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On voit la I'intérét de la base 2 : la fonction h, définie par

h,(p) = h(p)/log(2) = —plog,(p) - (1 - p)log,(1 - p)

a pour image [0;1].

1.2. Entropie conditionnelle

1.2.1. — Soit A un événement de probabilité non nulle, cest-a-dire une partie
de l'univers probabiliste Q telle que P(A) > o. Alors, A lui-méme peut étre vu
comme un univers probabiliste, lorsquon pose, pour toute partie mesurable B

de A,
P(B
P(B|A) = P(B)
P(A)
Si X est une variable aléatoire discrete, on peut alors la conditionner a A en

considérant sa restriction a A, ici notée X | A.

Définition (1.2.2). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On appelle
entropie conditionnelle de X sachant Y lexpression

(1.2.2.1) H(X|Y)=> P(Y=y)H(X|Y=y).
Y

Cest un élément de [0; +00]. A priori, la variable aléatoire X | Y = y nest définie
que si P(Y = y) # o; dans le cas contraire, on enléve le terme correspondant
de la somme. Cette somme est infinie s’il existe y tel que P(Y = y) > o et
H(X | Y = y) = +00; s’il nexiste pas de tel y, il est aussi possible que la série
diverge. Quoi qu’il en soit, si X et Y ne prennent quun nombre fini de valeurs,
cette expression est finie.

Si la variable aléatoire Y est certaine, cest-a-dire il existe y tel que P(Y = y) =
t,alors H(X|Y) =H(X|Y = y) = H(X).

Proposition (1.2.3). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On a
(1.2.3.1) H(X,Y) = H(Y) + H(X| Y).
Démonstration. — Partons de la définition de lentropie conditionnelle :

H(X|Y) = ) P(Y = y)H(X|Y = ).
Y
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Pour tout y tel que P(Y = y) > o, on a alors
HX|Y=y)=->PX=x|Y=y)logP(X=x|Y=y)

P(X=x,Y=y) P(X=x,Y=y)

:_zx: P(Y=y) o8 P(Y=y)
) PO; :;:Yy; M log(P(X = x,Y = 7))

ey PO og(e(y - )

X

_ P(X=x,Y=y) B _ _
- _ zx: P =) log(P(X=x,Y=y))+log(P(Y =y))
puisque
Y. P(X=x,Y=y)=P(Y=y).
Alors,

H(X|Y)=-> Y P(X=x,Y=y)log(P(X=x,Y = y))
y X
+ 3 P(Y = y)log(P(Y = y))
Y

= H(X,Y) - H(Y).

Ces calculs ont un sens lorsque lentropie H(Y) est finie, avec la convention
+00 — h = +o0 pour tout nombre réel h. Lorsque H(Y) = +o0, on rappelle qu'une
entropie est positive ou nulle, de sorte que H(X | Y = y) > o et

- > P(X=xY=y)log(P(X=xY =y)) > -P(Y = y) log(P(Y = »)).

Lorsquon somme sur les valeurs possibles de Y, on obtient que lentropie de
H(X,Y) est infinie. O

Corollaire (1.2.4). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. On a
H(X,Y|Z)=H(Y|Z)+H(X|Y,Z).

Démonstration. — Soit z une valeur de Z telle que P(Z = z) > o. Appliquons la
proposition aux variables aléatoires X | {Z =z} et Y | {Z = z} : on obtient

H(X,Y|Z=2)=H(Y|Z=2) + H(X|Y,Z = 2).
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Multiplions cette égalité par P(Z = z) et ajoutons-les; par définition des entropies
H(X,Y|Z) et H(Y | Z), il vient :

H(X,Y|Z)=H(Y|Z)+) P(Z=2)H(X|Y,Z=2z).

Pour calculer ce dernier terme, revenons a la définition de lentropie condition-
nelle H(X|Y,Z=z);0na

H(X|Y,Z=2)=)P(Y=y|Z=2)HX|Y=y,Z=2z),
Y

de sorte que

Y P(Z=z)H(X|Y,Z=2z)

P(Z=z)>0
=> Y P(Z=2)P(Y=y|Z=2)H(X|Y=y,Z=%2)
Yy P(Z=z)>o
=), ), P(Y=yZ=2)HX|Y=y,Z=2)
Y P(Z=z)>o0
= ). P(Y=yZ=2)H(X|Y=yZ=2)
P(Y=y,Z=z)>0
=H(X|Y,Z).
Le corollaire est ainsi démontré. O]
Remarque (1.2.5). — On peut aussi démontrer simplement cette égalité lorsque

lentropie H(Y, Z) est finie. Dans ce cas, H(Z) est également finie et lon a

H(X,Y|Z) = H(X,Y,Z) - H(Z)
- (H(X,Y,Z) - H(Y,Z)) + (H(Y,Z) - H(Z))
“H(X|Y,Z)+ H(Y|Z).

Corollaire (1.2.6). — Soit X,, ..., X,, des variables aléatoires discrétes. On a

n
H(Xy .. X)) = > HXk | Xos -+ o5 Xg)-
k=1
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Démonstration. — En effet, on a

H(X,,...,X,) = H(X,) + H(X,, ..., X, | X))
=H(X,) + H(X, | X)) + H(Xs,. .., X, | X1, X,)

=H(X,) +H(X, | X,) + H(X, | X, X,) + . ..
+HX, | X0 Xar o> X))

ce qu’il fallait démontrer ]

1.3. Information mutuelle

Définition (1.3.1). — Soit p, q des lois discrétes sur un ensemble A. On appelle
divergence de p par rapport a q lexpression

D)= T poiog( X))
p(a)>o

Rien ne garantit, a priori, que cette famille soit sommable; d’ailleurs, s’il existe
un élément a tel que p(a) > oetg(a) = o,onaD(p | g) = +o0. On va en
fait vérifier que la famille (p(a)inflog (p(a)/q(a),0)) est sommable, ce qui
entraine que D(p | g) est un élément bien défini de [0; +o0].

Théoréme (1.3.2). — Soit p, q des lois discrétes sur un ensemble A. La famille
(p(a)inflog(p(a)/q(a),0)) est sommable; on a D(p | q) > o, avec égalité si et
seulement si p = q.

Démonstration. — La fonction logarithme est strictement concave; son graphe
donc en-dessous de sa tangente en tout point, et ne coupe cette tangente qu'un
le point. En particulier, pour tout x € R.,, on alog(x) < x — 1 (inégalité que lon
peut aussi vérifier par analyse de fonction, ou bien par la formule de Taylor), et
I'inégalité est stricte si x # 1. On écrit plutot

1
log—=-1 21-X,
0g 0gxX>21-X
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avec égalité si et seulement si x = 1. Appliquons cette inégalité a x = g(a)/p(a),
pour a € A tel que p(a) > o. Il vient

ng(a) 5,-4@) _pla)-a(a)
q(a) = p(a) p(a)

dou

p(@)log 2% > pla) - a(a),

avec égalité si et seulement si g(a) = p(a) > o. En sommant sur lensemble des
valeurs de a telles que p(a) > o, on obtient

D(plq)>1- ), q(a)>o.

aecA
p(a)>o

Il y a égalité si et seulement si g(a) = p(a) pour tout a tel que p(a) > o; comme
> aea q(a) =1, cela signifie p = gq. O]

Remarque (1.3.3). — Dans la littérature, la quantité D(p | q) sappelle divergence
de Kullback-Leibler, ou aussi distance de Kullback-Leibler. De fait, elle mesure
la différence entre les deux lois de probabilité p et g : elle est positive, et ne
sannule que lorsque p = g. Mais ce nest pas tout a fait une distance, car elle
nest pas symétrique et ne vérifie pas I'inégalité triangulaire. Dailleurs, d’autres
expressions ont les mémes propriétés et peuvent rendre des services similaires;
comme nous ne les utiliserons pas dans ce cours, nous avons préféré lexpression
divergence. Mentionnons aussi que sa notation habituelle est D(p || q).

1.3.4. — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. Sur lensemble des valeurs
possibles du couple (X, Y), on dispose alors de deux lois discrétes :

a) Laloi du couple (X,Y), cest-a-dire (x,y) » P(X=x,Y = y);
b) Le produit des deux lois marginales de ce couple, cest-a-dire (x, y) —
P(X=x)P(Y=y).

Définition (1.3.5). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On appelle
information mutuelle de X et Y la divergence de la loi du couple (X,Y) par
rapport d la loi (x, y) » P(X = x)P(Y = y), produit des deux lois marginales du
couple (X,Y).
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Corollaire (1.3.6). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. Linformation
mutuelle 1(X,Y) est un élément de [0; +00]; il est nul si et seulement si X et Y sont
indépendantes.

Démonstration. — Linégalité I(X,Y) > o est un cas particulier du théoréme.

De plus, il y a égalité I(X,Y) = o si et seulement si
P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y = y)

pour tout couple (x, y), ce qui signifie exactement que X et Y sont indépendantes.

O]
Corollaire (1.3.7). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On a les égalités
(1.3.7.1) H(X) = I(X,Y) + H(X | Y)
(1.3.7.2) H(X,Y) +1(X,Y) = H(X) + H(Y).

En particulier, on a I'inégalité
(1.3.7.3) H(X|Y) <H(X),
avec égalité si et seulement si X et Y sont indépendantes.

Si lentropie d’'une variable aléatoire est une mesure d’incertitude, la condition-
ner a une seconde variable aléatoire diminue cette incertitude.

Démonstration. — Iln’y arien a démontrer si H(X) est infinie; supposons donc
H(X) finie. De la définition des entropies H(X) et H(X | Y), on tire

H(X) - H(X | Y) = H(X) + H(Y) - H(X, Y)

] o P(X=x)P(Y =y)
_;;P(X—X,Y—)’)log P(X=x,Y=y)

= 1(X, Y).

La premiére relation découle aussitot, de méme que I'inégalité finale et son cas
dégalité. Quant a la seconde, elle resulte alors des égalités H(X,Y) + [(X,Y) =
H(Y) + H(X | Y) + (X, Y) = H(Y) + H(X). 0

Définition (1.3.8). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. On dit que X
et Z sont indépendantes conditionnellement a Y, et lon note X 1y Z silon a

P(X=x,Z=2z|Y=y)=P(X=x|Y=y)P(Z=2z|Y =y)

pour tous x, y, z.
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Exemple (1.3.9). — S’il existe une fonction f telle que Z = f(Y), alors X 1y Z.
En particulier, X et Y sont indépendantes conditionnellement a Y.

Soit en effet x, y,z tels que P(Y = y) >0.Siz # f(y),onaP(X = x,Z =
z|Y=y)=o0etP(Z=2z|Y =y)=o.Enrevanche, siz = f(y), on a
PX=x,2=2z|Y=y)=PX=x|Y=yp)etP(Z=2z]|Y=y)=1
P(X=x,Z=z|Y=y)=o.

1.3.10. — Pour étudier cette notion d'indépendance conditionnelle de X, Z rela-
tivement a la variable aléatoire Y, il est utile d’introduire la notion d’information
mutuelle de X, Z relativement a Y, définie par

I(X,Z]Y)=>P(Y=9)I(X|Y=y,Z|Y=y).
Y

Cest un élément de [0; +00], nul si et seulement si X Ly Z.
Par ailleurs,

P(X=x,Y,y,Z=2)

I(X,(Y,Z2))= Y P(X=x,Y=y,Z=2z)log

P P(X=x)P(Y=y,Z=2)
P(X=x,Y=y,Z=2)P(Y =
=Y P(X=x,Y=y,Z=2z)log (X=xY=-y2=2)P(Y=y)
e PX=x,Y=y)P(Y=y,Z=2)
P(X=x,Y=
+ Y P(X=x,Y=y,Z=2z)log (X=xY=y)
X, )2 P(X = X)P(Y = y))

=2 P(Y =)
J

PX=x,Z=z|Y=y) )

PX=x|Y=y)P(Z=2|Y=y)
P(X=x,Y=y)

P(X=x)P(Y=y))

x(ZP(X:x,Z:z|Y:y)log

+> P(X=x,Y=y)log
X,y
=1(X,Z|Y)+I(X,Y).
Par symétrie, on a également
I(X,(Y,2))=1(X,Y|2) +I(X,2),

desorte que (X, Y |Z) > 0, et (X, (Y,2)) > (X, Z).

Dans I'hypothése ou X et Z sont conditionnellement indépendantes relative-
mentaY,onal(X,Z]|Y) = o.Ces deux expressions pour I(X, (Y, Z)) entrainent
alors le théoréme suivant.
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Théoréeme (1.3.11). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. Si X 1y Z,
alors (X, Y) > I(X, Z).

Démonstration. — Puisque, par hypothése, X et Z sont conditionnellement
indépendantes relativement a Y, ona I(X,Z | Y) = o, dou
I(X,(Y,2)=I(X,Y|Y)+[(X,Y) =I(X,Y).
On a aussi
I(X,(Y,2) = I(X,Y | 2) + (X, Z) > (X, Z).
Toutes deux, ces inégalités entrainent donc que I(X,Y) > I(X,Z), comme il

fallait démontrer. []

Corollaire (1.3.12). — Soit X, Y des variables aléatoires discrétes et soit f une
fonction. On a I(X, f(Y)) < I(X,Y).

Démonstration. — PosonsZ = f(Y).Onavudanslexemple1.3.9 que X et Z sont
conditionnellement indépendantes relativement a Y. D’aprés le théoreme 1.3.11,
onadoncI(X, f(Y)) =1(X,Z) > I(X,Y). O

1.4. Taux d’entropie

Une suite (X,,) de variables aléatoires est aussi appelée processus stochastique.

Définition (1.4.1). — On appelle taux dentropie dun processus stochastique X =
(X,,) lexpression
, 1
H(X) = 11];1;](;10 "+ 1H(XO’ oo ,Xn),

pourvu que la limite existe.

En remplacant la limite par des limites supérieure et inférieure, on définit
les taux dentropie supérieur, H(X), et inférieur, H(X). On a I'inégalité H(X) <
H(X); le taux dentropie existe si et seulement si ces deux expressions coincident,
et il leur est alors égal.

Exemple (1.4.2). — Soit (X,,) un processus stochastique. On suppose que les
variables aléatoires X,, sont indépendantes. Alors,
1 1

n
H(X,,...,X,) = H(X%);
n+1 (Xo ) n+1k§ (Xi)

le taux dentropie est alors la limite au sens de Cesaro de la suite (H(X,,)).
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Supposons de plus que les variables aléatoires sont identiquement distribuées.
Alors, H(Xj) = H(X,) pour tout k, et l'on a H(X) = H(X,).

Lemme (1.4.3) (Cesaro). — Soit (a,) une suite de nombres réels; pour tout en-
tier n > o, posons A, = (ao + -+ + a,)/(n +1). On a les inégalités

lima, <limA, <limA, <lima,.

En particulier, si la suite (a,,) a une limite € dans [—oo; +00 ], la suite (A,) converge
également vers ¢.

Démonstration. — Démontrons inégalité lim A,, < lima,,. Il 0’y a rien a dé-
montrer lorsque lim a,, = +o0; supposons donc que lima, < oo et soit A un
nombre réel tel que lim a,, < A. Alors, par définition de la limite supérieure, il
existe un entier N tel que, pour tout entier #n > N, on ait a,, < A. Pour n > N, on
a alors

n N-1 N

L S e Y S Y g N

I’l+1ko I’l+1k0 I’l+1kN 7’l+1ko n+1

Lorsque 7 tend vers I'infini, le membre de droite tend vers A ; par suite, lim A,, < A.
Comme ) est arbitraire, on a lim A,, < lim a,,.

En remplacant la suite (a,) par la suite (b, ) définie par b,, = —a,, la suite (A,)
est remplacée par la suite (B,,) définie par B, = —A,,, et lon alima, = —lim b,,
etlim A, = —lim B,,. Linégalité de limites supérieures appliquée a la suite (b,,)
entraine alors que lima, <lim A,

Lorsque la suite (a,) converge vers un élément £ de [-oco;+o0], onalima, =

¢ =lima,, et les inégalités précédentes entrainent que lim A, =lim A, = ¢, de

sorte que la suite (A, ) converge vers £. O
Définition (1.4.4). — On dit qu'un processus stochastique (X,,) est stationnaire si
pour tout entier n et toute suite (Xo,...,Xp), ona

P(X, = X0 Xyt1 = Xis o+ o5 Xppam = Xm ) = P(Xo = X0, Xy = Xp5 e w0, X = X ).

Proposition (1.4.5). — Soit X = (X,,) un processus stochastique stationnaire. Alors,
le taux dentropie H(X) existe, et est donné par

H(X) = lim H(X, [ X+, Xo)-
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Démonstration. — Pour tout entier n, posons
H'(X), =H(X, | X1 ..., Xp).
Puisque lentropie diminue par conditionnement, on a, pour tout entier #, 'in-
égalité
H' (X) e = HXpir | Xos -+ > Xo) SHX s | X+ .5 X))
Puisque le processus X est stationnaire,
H(X | Xy .-, X)) = H(X, | X, - 45 Xp) = H (X)),

Ainsi, la suite (H'(X)), est décroissante. Comme elle est positive, elle converge
donc vers un élément de [o; +00] que nous notons H'(X).
Alors, pour tout entier 71, on a

H(X,,...,X,) = HX,) + H(X, | Xo) + -+ H(X,, | Xpots . .5 Xo)
n
= > H'(X)w
k=0

de sorte que la suite (2-H(X,, ..., X)) est la moyenne au sens de Cesaro de la
suite (H'(X),). Elle converge donc vers sa limite, ce qu’il fallait démontrer. [

1.5. Taux d’entropie des processus markoviens

Définition (1.5.1). — On dit qu'un processus stochastique (X,,) est markovien (ou
est un processus de Markov, ou est une chaine de Markov) si pour tout entier n,
(Xos .+ .» Xy et X1, sont conditionnellement indépendantes relativement a X,,.

Cela signifie que pour tout entier n et toute suite (X, . .., X,+;), 0n a
P(Xp = X1 | Xy = X005 Xo = %0) = P(Xpyiy = X0 | Xy = X5).
1.5.2. — Soit X = (X,,) un processus markovien. On fait 'hypothése supplé-
mentaire quil est homogéne cest-a-dire que pour tout couple (a, b), on a
P(Xpn=b|X,=a)=P(X,=b|X, =a).

Supposons que lensemble A des valeurs possibles de (X,,) soit fini; pour tout
couple (a, b) déléments de A, posons p,, = P(X, = b | X, = a) et notons P la
matrice (pgp)-
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Clest une matrice carrée a indices dans lensemble A; méme si A nest pas
forcément de la forme {1,...,m}, la théorie est identique. Les coefficients de la
matrice P sont des probabilités conditionnelles; ils sont donc positifs ou nuls.
Pour tout a, on a

ZPa,bZZP(X1:b|XOZ(Z)=1.

beA beA

Autrement dit la somme des coeflicients de chaque ligne de P est égale a 1. On
dit que P est une matrice stochastique.

La matrice P est appelée la matrice de transition du processus markovien X.

Dans le vocabulaire des chaines de Markov, les éléments de A sont appelés
états, et p,;, est la probabilité de passage de létat a a [état b. On représente
souvent une telle chaine par un carquois (graphe orienté) dont les sommets sont
les états de la chaine, muni pour chaque couple détats (a, b), d'une fleche de
létat a a [état b étiquetée de la probabilité p,, ;.

Ainsi, le graphe de la figure 1.5.2.1 représente une chaine de Markov a deux
états {a, b}. La probabilité de passer de a a b est égale a p, celle de passer de b
a a est égale a g. Sa matrice de transition est ainsi donnée par

P:(l_p p).
g 1-9

p

FIGURE 1.5.2.1. Une chaine de Markov a deux états.

SiM = (y,) estlaloi de X,,, considérée comme un vecteur-ligne, la loi M’ =
(ul) de X, est donnée par
Uy =PXp=0a)=Y P(Xy=b) - PXp=a|Xy=b) =) ppppa-
beA beA
Autrement dit, on a M’ = MP.
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Par récurrence, si le vecteur M représente la loi de X,, la loi de X, est repré-
sentée par le vecteur MP".

Proposition (1.5.3). — Soit X = (X,,) un processus markovien homogéne. Soit A
lensemble des valeurs de X, soit P = (p,,) la matrice de transition de X et soit
M = (u,) la loi de X,,. Pour que X soit stationnaire, il faut et il suffit que lon ait
M = MP. Dans ce cas, on a

H(X) == Z HaPa,b log(pa,b)'
a,b

Démonstration. — Si X est stationnaire, alors X, et X, ont méme loi, donc
M = MP. Supposons inversement que M = MP et prouvons que X est un
processus stationnaire. On sait déja que pour tout entier », la loi de X, est
donnée par M. Démontrons par récurrence sur m que P(X,, = xo, ..., X1 =
Xm) = P(Xo = X0, ... » Xy = X,y) pour tout entier m, tous xo, . .., X, € A et tout
n € N. Par définition d’'un processus markovien homogene, on a
P(Xn = Xo» e v Kpsm = xm)

= P(Xn+m = Xm | Xn =Xos5 .- >Xn+m—1 = xm—l) : P(Xn =Xos5 .- - >Xn+m—1 = xm—l)

= P(Xn+m = Xm | Xn+m—1 = xm—l) ) P(Xn =Xo5--- >Xn+m—1 = xm—l)

= P(Xl =Xm ‘ X5 = xm—l) : P(Xn = Xos e vs Kpsme = xm—l)-
Par I'hypothése de récurrence, on a

P(Xn =Xos oo >Xn+m—1 = xm—l) = P(Xo =Xo5-- >Xm—1 = xm—1)-
Ainsi
P(X, = X0y s Xpom = Xm)
=P(X,=xm | Xo = %m1)  P(Xo = Xo5 e+ s Xy = Xmy)
=P(Xo = Xo» -+ Xino1 = Xpm1s X = Xir)

en utilisant une fois de plus I'hypothése que le processus X est markovien. Cela
prouve que X est un processus stationnaire.

Supposons maintenant que X est stationnaire. Pour tout entier #, on a H(X,, |
Xyis -5 Xo) = H(X, | X,,_y), par la propriété markovienne, puis H(X,, | X,,_,) =

H(X, | X,) par stationarité. On a ainsi H(X,, | X,,_,,...,X,) = H(X, | X,), dou
la formule H(X) = H(X, | X,) en vertu de la proposition 1.4.5.
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Par ailleurs, la définition de lentropie conditionnelle entraine
H(X, [ Xo) = ;P(Xo =a)H(X [ X, =a) = - Ea:ﬂa ;pa,blog(pa,b)’
ainsi qu'’il fallait démontrer. O]

Exemple (1.5.4). — Reprenons lexemple d'une chaine de Markov X a deux
états {a, b} représentée par le graphe de la figure 1.5.2.1.

Les lois de X, pour lesquelles cette chaine est stationnaire sont données par
un vecteur (u, v) tel que

{H(l—P)+Vq =
up+v(i-q) =v

On obtient Iégalité pu = gv. Joint a la condition y + v = 1, on voit qu’il existe
une unique telle loi, donnée par

q p
)v = b .
(t:v) (P+q P+Q)

Alors, le taux dentropie de X est égal a

H(X) = —1— (~(1- p) log(1 - p) - plog(p))

p+q
+ P 0 -(1-¢q)log(1-
p+q(q1 g(q) - (1-q)log(1-q))
I BN
—p+qh(p) p+qh(q),

ou h est la fonction entropie représentée dans la figure 1.1.5.2.
Par ailleurs, la loi de X,, est, pour tout entier #n, donnée par (u, v), de sorte
que lentropie de X,, est égale a

q q p p p
H(X,) = - lo - log|l — | =h .
() p+q g(PJWI) p+q g(f”“]) (P+q)

1.5.5. — Soit X = (X,,) un chaine de Markov homogeéne a ensemble détats A
fini; soit P = (p, ;) sa matrice de transition. On dit que la chaine X, ou que la
matrice stochastique P, est primitive s’il existe un entier m > 1 tel que tous les
coeflicients de la matrice P™ soient strictement positifs.
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Théoréme (1.5.6) (O. Perron, 1907). — Soit P une matrice stochastique primitive.
La suite de matrices (P") converge; sa limite Q est une matrice stochastique de
rang 1.

Démonstration. — On munit R* de la norme définie par |X| = ¥ ca|x4|, pour
X =(x,);on poseaussi f(X) =Y ca Xq-

La démonstration du théoréme requiert plusieurs étapes. On note X lensemble
des X € R% tels que f(X) = 1; cest une partie convexe et compacte de R2. Soit m
un entier > 1 tel que tous les coefficients (p!, ,) de la matrice P’ = P™ soient
strictement positifs; notons ¢ leur borne inférieure.

a) Pour tout X € RA, on a |XP| < |X] et f(XP) = f(X).
Soit X € RA, Posons Y = XP;onaY = (), avec yp = Y5 XaPap- Grace a
I'inégalité triangulaire, on a

1Y = D el < Xl%alpas = D 1%al 30 Pap = Y Ixal = I1X]
a,b a b a

beA

ce qui prouve I'inégalité voulue.
De méme,

f(Y) = zb:)’b = z};xapa,b = Zxa = f(X).

b) Pour tout X € R%, les coefficients de XP sont positifs, et ceux de XP' sont
supérieurs a ¢ | X||.

Soit X € R%. Posons Y = XP et notons Y = (y;). Ona y, = 3, X,Pa; ON VOit
donc que y;, > o pour tout b.

De méme, posons Z = XP’ = (z;). Puisque p/, , > c et x, > o pour tous 4, b,
ona

Zp= ) XaPl, > ) XaC=C.
a a

c) Soit X € RA tel que f(X) = o. Alors, |XP'|| < (1 - cCard(A)) |X].
Soit Z = XP’; notons Z = (z;), de sorte que z,, = Y., xqpl, ,- Comme ¥ x, = o,
onaaussi z, = )., X4(p’ , — c), de sorte que

26l < 2 lxal (PG =€) < Xlxalply, = c X
a a

En sommant sur b, on obtient

|Z] < IX] - ¢ Card(A) |X] = (1~ ¢ Card(A)) |X].
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d) Lensemble X est stable par lapplication X — XP’, et cette application est
contractante pour la norme |-|.

La stabilité de £ découle de ce qui a été dit plus haut. Par ailleurs, soit X, X’
des éléments de X; posons Y = XP et Y/ = X'P'.Ona f(X' -X) =oetY -Y =
(X' = X)P’; alors

Y -Y| <(1-cCard(A)) [ X' -X

bl

dou l'assertion pusique 1 — ¢ Card(A) < 1.

e) La suite de matrices ((P")") converge; sa limite est une matrice stochastique
de rang 1.

D’apres le théoreme du point fixe de Picard, l'application X — XP’ possede
un unique point fixe M dans X et, pour tout vecteur X € X, la suite (X(P’)")
converge vers M.

Lespace Z contient les vecteurs X, de la base canonique. Pour chacun dentre
eux, on a donc X,(P’)" - M. Cela prouve que la ligne a de la suite de ma-
trices ((P’)") converge vers M. La suite ((P’)") converge donc vers la matrice Q
dont toutes les lignes sont égales a M ; cest une matrice stochastique de rang 1.

f) La suite de matrices (P") converge vers Q.

En écrivant la division euclidienne de n par m, n = mk +d,olo <d < m —1,
on a P = P4(P’)k, Supposons que n tende vers I'infini en restant dans la classe
de d modulo m; on a donc P" — P4Q. Or, comme toutes les vecteurs-ligne de P4
appartiennent a ¥, on a PQ = Q. Par suite, toutes ces sous-suites ont méme
limite, Q, ce qui entraine que P” converge vers Q. ]

Remarque (1.5.7). — Toutes les lignes de la matrice Q sont égales a un méme
vecteur M a coefficients positifs, de somme égale a 1. On a MP = M, ce qui
prouve que M est un « vecteur propre » a gauche de P, pour la valeur propre 1.

Soit N un vecteur propre a gauche de P pour une valeur propre A. On a donc
NP = AN puis, par itération, NP” = A"N pour tout n. Lorsque n tend vers
I'infini, le membre de gauche tend vers NQ. Comme N # o, cela entraine que la
suite (A") converge : onadonc A =10u 1| <1.

Supposons A = 1. Soit X = N - f(N)M, de sorte que f(X) = o. Dapres le
point ¢) de la preuve, on a donc [ XQ| < (1-c¢Card(A)) |X|. Or, X = XP = XQ,
ce qui entraine X = o et N = f(N)M.
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Sous les conditions du théoréme, la matrice P possede une unique valeur
propre de module > 1; cette valeur propre est égale a 1 et lespace propre (a
gauche) correspondant est de dimension 1, engendré par M.

Théoréme (1.5.8). — Soit X une chaine de Markov homogeéne, a ensemble détats
fini, primitive. Soit P = (p,,) sa matrice de transitions et soit M = (u,) son
unique loi stationnaire. Alors, le taux dentropie existe et est donné par

H(X) = ’11_)1’1;10 H(Xn | Xn—l) == Z HaPa,b log(pa,b)'
a,b

Démonstration. — Soit A lensemble des états de X et soit M, = (m§,°)) le vecteur
de RA décrivant la loi de X,,. Pour tout entier n, la loi de X,, est représentée par
le vecteur M,, = M P" = (mg”)). Par suite,

H(X, | Xp) = 3 mS VHXK, | X = a) = = S mi ™ paylog(pas)-
a a,b

Puisque mg”) — U, pour tout a, on a donc

H(X, | Xy) = - Z HaPab1og(Pap)-
a,b

Notons H'(X) cette expression.
Par ailleurs, on a

H(X,,...,X,) = H(X,) + HX, | X)) + -+ HXy | Xpons - -5 X0
Comme X est un processur markovien, on a Iégalité
H(X, | X - -5 X0) = H(X, | Xom),
si bien que

n
H(X,,...,X,) =H(X,) + Y H(Xk | Xg-r)-
k=2
D’apres le lemme de Cesaro, on a donc

THX,...,X,) = H'(X),
n

ce qui prouve que le taux dentropie de X existe et est égal a H'(X). ]



CHAPITRE 2

CODAGE

Nous abordons maintenant la contribution de Shannon au codage.

2.1. Codes

2.1.1. Alphabets et mots. — Soit A un ensemble. On considere les éléments
de A comme les lettres d'un alphabet et on considere les mots que lon peut
écrire avec ces symboles. Par définition, un mot est une suite finie (a,, ..., a,)

€léments de A; lentier n est la longueur de ce mot. On notera A* lensemble
des mots écrits dans l'alphabet A ; cest la réunion, lorsque lentier » varie, des
ensembles A” des mots de longueur n.

Il y a un seul mot de longueur o, cest le mot vide, parfois noté ¢. Len-
semble A* est muni d’une loi interne de concaténation. Sia = (a,,...,a,) etb =
(by,...,b,)sontdes mots, le mot ab est donné parlasuite (a,,...,a,, by, ..., b,).
Sa longueur est la somme des longueurs des mots a et b. Cette loi interne est
associative; le mot vide est son un élément neutre.

On notera €(a) la longueur du mot a.

2.1.2. — Un code C est la donnée d’un second alphabet B et d'une application,
également notée C, de A dans B*, telle que £(C(a)) > o pour tout a. Par cette
application, les symboles de A sont représentés par des mots non vides dans
l'alphabet B.

Un exemple représentatif consisterait a prendre pour A un ensemble de sym-
boles assez vaste contenant, par exemple, les lettres de l'alphabet latin et les
symboles de ponctuation, et pour C l'application qui a un tel symbole associe
son code dans le systeme ASCIL.
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2.1.3. — Soit C un code sur lalphabet A. En pratique, on ne code pas uni-
quement des symboles de l'alphabet A mais des mots dans cet alphabet : si
(ay,...,a,) est un mot, son code est le mot concaténé C(a,) ...C(a,). On no-
tera C*, ou parfois encore C, I'application de A* dans B* ainsi définie. Elle vérifie
C*(ab) = C(a)C(b) pour tous a, b dans A*.

On dit que le code C est uniquement décodable si cette application C* est
injective, cest-a-dire si deux mots distincts ont des codes distincts.

Exemple (2.1.4). — On dit qu'un code C sur un alphabet A est préfixe si, pour
tous a, b € A tels que a # b, aucun des deux mots C(a), C(b) nest le début de
l'autre.

Démontrons qu'un tel code est uniquement décodable. Soit en effet a =
(ay,...,a,)etb = (by,...,b,) des mots dans l'alphabet A tels que C*(a) =
C*(b), cest-a-dire C(a,) ...C(a,) = C(b,)...C(b,,); démontrons que a = b.

Sia = ¢, alors C(a) = ¢, donc les mots C(b,),...,C(b,,) sont vides, ce qui
impose m = 0. Ainsi a = ¢ = b. De méme, si b = ¢, alors a = ¢.

Supposons maintenant n > 1, dou m > 1 d’apres ce qui précede. Posons
p = £(a,) et supposons, quitte a échanger a et b, que p < £(b,). Par définition
des mots C(a) et C(b), le mot de B* formé des p premiers symboles de C(a) est
égal a C(a,). Comme C(a,)C(a,)...C(a,) =C(a) =C(b) =C(b,)...C(by)
et £(b,) > p, Cest aussi le mot formé des p premiers symboles de C(b,). Par
suite, C(a,) est le début du mot C(b,). Puisque C est un code préfixe, on a donc
a, = b,. Les mots formés a partir de C(a) et C(b) en enlevant les p premiers
symboles sont aussi égaux; on a donc C(a,)...C(a,) = C(b,)...C(by,). Par
récurrence, cela entrainem=neta,=b,,...,a,=0,.

Nous avons ainsi démontré que a = b.

Remarque (2.1.5). — On dit également qu'un code préfixe est instantanément
décodable. En effet, si a € A*, il nest pas besoin de parcourir tout le mot C*(a)
pour déterminer le premier symbole de a, il suffit de reconnaitre, en téte de C*(a),
I'un des mots C(x), pour x € A. Alors, x est le premier symbole de a, on peut
écrire a = xa’, pour a’ € A*, et il reste a décoder le mot C*(a’) obtenu en
enlevant de la téte de C*(a) le mot C(x).
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2.2. L’inégalité de Kraft-McMillan

Proposition (2.2.1) (Kraft, McMillan). — Soit A un ensemble et soit C un code
sur A a valeurs dans les mots sur un alphabet fini B. Posons D = Card(B). Si le
code C est uniquement décodable, on a l'inégalité

3 DC@) ¢,
acA

Démonstration. — Pour prouver l'inégalité, on peut supposer que lensemble A
est fini. Soit N un entier tel que N > £(C(a)) pour tout a € A.
Soit k un entier > 1. On a

k
(Z D—e<c<a>>) _ Y DEC@) | pUCe) - ¥ prac@),
(a,

acA /T A(ay.., ay)eAk acAk

Pour tout entier m1, soit ¢, le nombre déléments a € A* tels que C(a) soit de lon-
gueur m. Par hypotheése, lapplication de A* dans B* donnée par (a,,...,a;) ~
C(a,)...C(ay) est injective. Ainsi, c,, est le nombre de mots de B™ de la
forme C(a), pour a € Ak, si bien que ¢,, < D™. On a aussi ¢, = 0 si m > kN.
Alors,

S D@ =N e, D g kzNj D"D ™ = kN.
acAk m m=1
Par suite,
> DHC@O) ¢ (kN)YE,
acA
Lorsquon fait tendre k vers +oo, on obtient I'inégalité voulue. [
Théoréme (2.2.2) (Shannon). — Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs

dans un ensemble A. Soit C un code sur un alphabet A, a valeurs dans un alphabet
fini B de cardinal D > 2. Si C est uniquement décodable, la longueur moyenne
de C(X) vérifie I'inégalité

E(¢(C(X))) > Hp(X),

ot Hp(X) est lentropie en base D de X. Il y a égalité si et seulement si £(C(a)) =
—log, (P(X = a)) pour tout a € A.

Démonstration. — Déduisons I'inégalité de Shannon de I'inégalité de Kraft-
McMillan. Par définition de la longueur moyenne de C(X) et de lentropie de X,
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E(£(C(X))) - Hp(X) = Z}J’(X =a)t(C(a)) + Z;WX = a)logn(P(X = a))
D-¢(C(a))
= —%P(X = a)log, (P(X—:a)) :

Comme la fonction logarithme est concave, on a

D-¢(C(a)) D-¢(C(a))
= - < — -
%P(X a)logD(P(X: a)) log, (%P(X a)P(X: a))

= logD (Z D_E(C(“))) .

acA

Diapres I'inégalité de Kraft, l'argument du logarithme est < 1; puisque la fonction
logarithme est croissante, on a donc

D—¢(C(a))
a;\P(X = a)log, (m) <o.
Ainsi, E(¢(C(X))) — Hp(X) > o, dou l'inégalité de Shannon. La fonction loga-
rithme est strictement concave et strictement croissante. Pour qu’il y ait égalité,
il faut dong, et il suffit, d’'une part que 3 D~4(C(4)) = 1, et d’autre part que tous les
termes D~¢(C(4)) /P(X = a) soient égaux. Puisque 3 P(X = a) = 1, cela signifie
que D=C(@)) = P(X = a) pour tout a, autrement dit, £(C(a)) = —log, (P(X =
a)) pour tout a. O

2.2.3. Codes efficaces. — Soit A un alphabet et soit p une loi de probabilité
sur A. Soit B un alphabet fini de cardinal D > 2.

D’apres I'inégalité de Shannon, on a E(#(C(X))) > Hp(X), pour toute variable
aléatoire X a valeurs dans A : lentropie fournit une limite irrémédiable a la
compression d'un message. Nous allons maintenant voir que cette limite peut
essentiellement étre atteinte, qui plus est, par un code préfixe ! Nous commengons
par une réciproque a I'inégalité de Kraft-McMillan.

Proposition (2.2.4). — Soit A un ensemble, soit D un entier > 1 et soit £: A - N*
une application telle que l'inégalité
Z D—E(a) < 1

acA
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soit vérifiée. Il existe un code préfixe C sur A a valeurs dans un alphabet de
cardinal D tel que €(C(a)) = €(a) pour tout a € A.

Démonstration. — Numérotons les éléments de A en une suite a,, a,, ..., de
sorte que €(a,) < £(a,) <....Cestévidemment possible lorsque lensemble A est
fini. Lorsqu’il est infini, on observe que pour tout entier #n, lensemble des a € A
tels que £(a) = n est fini, car sinon la somme Y, D~(@) serait infinie. Il suffit
alors de numéroter d’abord les éléments a de A tels que £(a) = 1, puis ceux tels
que £(a) = 2, etc.

On définit alors une suite strictement croissante de nombres rationnels en
posant

_ —&(an)
Zn ﬂ;}’l D ’

pour tout entier n tel que n < Card(A). Puisque ¥ ,., D %% < 1,0na z, <
1 - D~#ax) <1 pour tout entier n < Card(A). Considérons le développement en
base D de z,, : il est de la forme z, = 0,¥,, ... y,, ou lentier p vérifie p < &(a,-,).
Associons alors au symbole a, le code C(a,) = y,...y,0...0 dans l'alphabet
{o0;15...;D — 1}, complété par £(a,) — p symboles o de sorte que ¢(C(a,)) =
¢(a,).

Soit m, n des entiers tels que m < n < Card(A). On a

Zn—Zm = nzl D~4@a) » p=tan),
q=m

Par suite, les développements en base D de z,, et z,, différent au moins par le
¢(a,, )-iéme chiffre, de sorte que C(a,,) nest pas préfixe de C(a,,). Mais C(a,,)
nest pas non plus préfixe de C(a,,) : cest évident si £(a,) > €(a,,), et dans le
casou £(a,,) = £(a,), cela signifierait que C(a,,) = C(a,).

Lapplication C: A — {0;...;D-1}* estun code préfixe tel que £(C(a)) = £(a)
pour tout a. []

Exemple (2.2.5). — Supposons que A = {a, b, c,d, e} et supposons que lon ait
¢(a) = €(b) =1, €(c) = 2,¢(d) = €(e) = 3; on numérote A par a, = a,a, =
b,...,as=e.Prenons D = 3. Les nombres réels z,, . . . , z; construits par la preuve
de la proposition sont (en base 3) z, = 0, z, = 0,1, z; = 0,2, Z, = 0,21 et Z5 = 0,211.
On pose alors C(a) = 0, C(b) =1, C(¢) =20, C(d) =210 et C(e) = 211.
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Théoréme (2.2.6) (Shannon). — Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs
dans un alphabet A. Soit B un ensemble fini de cardinal D > 2. Il existe un code
préfixe C sur A, a valeurs dans B, tel que

Hp(X) <E(¢(C(X))) < Hp(X) +1.

Pour qu’il existe un tel code C vérifiant légalité E(£(C(X))) = Hp(X), il faut et
il suffit que pour tout élément a € A, P(X = a) soit de la forme D™ pour un
entier m > o; on a alors £(C(a)) = —log,(P(X =a)).

Démonstration. — Pour tout a € A tel que P(X = a) > o, posons A(a) =
[-logy(P(X = a))], le plus petit entier supérieur ou égal a log,(P(X = a)),
de sorte que D*(4) < P(X = a).Onadonc 3, DM < ¥ 4 P(X=4a) = 1.
D’apreés la proposition 2.2.4, il existe ainsi un code préfixe C: A - {0;1;...,D -
1}* tel que £(C(a)) = A(a) pour tout a € A. Démontrons que ce code vérifie la
conclusion du théoreme.

Linégalité Hp(X) < E(£(C(X))) est un cas particulier du théoréme 2.2.2.
D’autre part, on a

E(¢(C(X))) = ) P(X=a)t(C(a)) = ), P(X = a)[log,(P(X = a))]

< Z%P(X =a) (logy(P(X=a)) +1)
= Hp(X) + %P(X =a) =Hp(X) +1.

Cela conclut la démonstration.

La derniére assertion résulte de cela et du théoreme 2.2.2 : dapres ce théo-
réme, le cas dégalité se produit si et seulement si £(C(a)) = —log,(P(X =a))
pour tout a € A. Dautre part, si P(X = a) est de la forme D™, on a A(a) =
—log, (P(X = a)) et le code construit vérifie E(¢(C(X)) = Hp(X). O

2.3. Codes optimaux

2.3.1. — Bien que sa longueur moyenne soit proche de loptimum (limité par
lentropie), le code préfixe construit par la méthode de la preuve du théoréme 2.2.6
nest pas toujours optimal. Par exemple, lorsque X suit une loi de Bernoulli de
parameétre p € ]o;1[ et que lalphabet-but a deux symboles, les mots codés
ont longueur [-log,(p)] et [-1log, (1 - p)], alors quon pourrait se contenter de
recopier X! Ce code trivial a longueur moyenne 1, alors que la longueur moyenne
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du code proposé par Shannon est égalea S(p) = p[-log,(p)]+(1-p)[-1log,(1—-
p)1; il n'y a égalité que si p = 1/2, qui est d’ailleurs le seul cas ot les probabilités p
et 1 — p sont toutes deux de la forme 27". En fait, lorsque 27" < p < 27",
avec m > 1, on a [-log,(p)] = m + 1, tandis que 1 — p > 1/2, de sorte que
[-log (1—p)] =1 Alors, S(p) = p(m+1)+ (1 - p) =mp+1<1+ m/2™ < 1,5.
Et lorsque p — 1/2 par valeurs inférieures, S(p) converge vers 1,5.

Définition (2.3.2). — Soit C un code uniquement décodable sur un alphabet A a
valeurs dans un un alphabet B. Soit p une loi de probabilité sur A. On dit que C est
optimal (par rapport a p) si le code C minimise lexpression Y. . p(a)€(C(a))
parmi tous les codes uniquement décodables a valeurs dans lalphabet B.

Lexpression €,(C) = 3,4 p(a)€(C(a)) est la valeur moyenne du code d’'un
symbole de A, lorsque ces symboles sont pris avec la loi p.

Lemme (2.3.3). — Soit A un alphabet fini et soit p une loi de probabilité sur A.
Soit B un alphabet fini

a) Il existe un code préfixe sur A a valeurs dans B qui est optimal.

b) SiC est un code optimal, et si a, b sont des éléments de A tels que p(a) < p(b),
alors €(C(a)) > €(C(b)) — les symboles moins probables ont des codes plus longs;

c) Si C est un code préfixe qui est optimal, alors pour chaque symbole a € A tel
que C(a) soit de longueur maximale, il existe b € A tel que C(b) soit de méme
longueur que C(a) et en différe uniquement par le dernier symbole.

Démonstration. —  a) Les éléments a € A tels que p(a) = o w’interviennent
pas dans la définition de la longueur moyenne d’'un code; quitte a remplacer A
par lensemble des éléments a tels que p(a) > o, on suppose que p(a) > o pour
tout a € A.

Soit C, un code uniquement décodable et soit C un autre code uniquement dé-
codable tel que £,(C) < €,(C,). On a en particulier p(a)£(C(a)) < €,(C,) pour
tout a € A, donc £(C(a)) < £,(C,)/p(a). Ainsi, le code C est une application
de A dans lensemble fini des mots de longueurs < €,(C,)/inf(p). Lensemble
de ces applications étant fini, il n'y a qu'un nombre fini de codes uniquement
décodables de longueur moyenne inférieure ou égale a celle de C,. On trouvera
dans cet ensemble fini un code uniquement décodable de longueur moyenne
minimale, cest-a-dire optimal.
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Soit alors C un code optimal. Les longueurs ¢(C(a)) vérifient I'inégalité de
Kraft 3 D-¢(C(4)) < 1. Il existe alors un code préfixe C' tel que £(C'(a)) =
¢(C(a)) pour tout a € A. Le code C’' a méme longueur moyenne que C, donc
est un code optimal.

b) Soit C un code optimal et soit a, b des éléments de A tels que p(a) < p(b)
et £(C(a)) < €(C(b)). Considérons le code C’ qui coincide avec C sur A={a, b}
mais qui échange les codesde a et b: C'(a) = C(b) et C'(b) = C(a).Ona

£,(C) = £,(C') = ) p(x)&(C(x)) - ) &(C'(x))

x€A x€A

= p(a)e(C(a)) + p(b)€(C(b)) - p(a)e(C'(a)) - p(b)e(C'(b))
= p(a)e(C(a)) + p(b)e(C(b)) - p(a)€(C(b)) - p(b)€(C(a))
= (p(a) - p(b))(£(C(a)) - £(C(D)))

> 0.

Cela contredit 'hypothese que C est un code optimal.

¢) Soit C un code préfixe optimal. Soit a un élément de A dont le code est de
longueur maximale; écrivons C(a) = mx, ou m € B* et x € B. Supposons que
m nest pas préfixe d'un mot de code. Soit alors C’ le code qui coincide avec C
sur A= {a} et tel que C’(a) = m. Cest encore un code préfixe : C'(a) nest pas
hypothese pas préfixe d'un autre mot, et un autre mot, disons C’'(b) = C(b), ne
peut étre préfixe de C'(a), puisqu’il serait alors préfixe de C(a). En particulier,
le code C’ est uniquement décodable, mais sa longueur moyenne est strictement
plus petite que celle de C, ce qui contredit I'’hypothése que C est optimal. Donc
m est préfixe d’'un autre mot de code, disons C(b); écrivons C(b) = mp, avec
p € B*. Comme C(a) = mx est de longueur maximale, égale a £(m) + 1, on
al(p) =¢€(C(b)) —€t(m) < €(C(a)) — €(m) =1, cest-a-dire que p est soit le
mot vide, soit réduit a un seul symbole. Si p est vide, C(b) = m est préfixe de
C(a) = mx, ce qui contredit lhypothése que C est un code préfixe. 1l existe
donc y € B tel que p = (y). Les mots C(a) = mx et C(b) = my différent donc
uniquement par leur dernier symbole. []

2.3.4. Code de Huffman. — Soit A un ensemble fini et soit (p(a))aes une
loi de probabilité sur A. Lorsque l'alphabet d’arrivée B est {0,1}, le code de
Huffman est construit explicitement par récurrence sur le cardinal de A, de la
fagon suivante.
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Si Card(A) = 2, le code Hj, associe aux deux mots de A les mots o et 1, tous
deux de longueur 1. Supposons Card(A) > 2 et soit a, b deux éléments de A
minimisant p : explicitement, on a p(a), p(b) <inf ., p(c). Soit A’ la réunion
de lensemble A —{a, b} et d'un élément auxiliaire noté ab; on définit une loi
de probabilité sur A’ par p’(c) = p(c) sice A—{a, b}, et p(ab) = p(a) + p(b).
Soit H, le code de Huffman associé par récurrence a la loi p’ sur A’. Le code H,
associe a un symbole c € A= {a, b} le mot Hy/(c); si m estle code Hy/(ab), on
pose H,(a) = mo et Hy(b) = mx.

Exemple (2.3.5). — Supposons A = a,b,c,d, e, avec les probabilités données
par le tableau

a b C d e

0,25 0,25 0,20 0,15 0,15

La méthode commence par combiner d et e et leur associer la probabilité
p'(de) = 0,30, les autres symboles étant a, b, ¢, avec leurs probabilités initiales,
dou le tableau

a b c de

0,25 0,25 0,20 0,30

Puis elle combine, disons a et ¢ et leur associe la probabilité p”(ac) = 0,45,
les autres symboles étant b, de de probabilités 0,25 et 0,30 :

ac b de

0,45 0,25 0,30

Ensuite, elle combine b et de, dou les deux symboles bde et ac, avec probabi-
lités o, 55 et 0,45.

ac bde
0,45 0,55

On parcourt maintenant le chemin en sens inverse. A la derniére étape, on
code ac par o, bde par 1. A l'avant derniére, on code ac par o, b par 10 et de
par 11. Puis on code ¢ par 00, a par o1, b par 10 et de par 11. Finalement, le code



30 CHAPITRE 2. CODAGE

obtenu est

a b ¢ d e

01 10 00O 110 111

Lentropie (en base 2) d’'une variable aléatoire X de loi p est égale a
H,(X) = —2-0,2510g,(0,25) — 0,20lo0g,(0,20) — 2 0,15l0g, (0,15) ~ 2,285.
La longueur moyenne du code ci-dessus est alors
E(¢u(X)) =(2-0,25+0,20) -2+ (2:0,15) -3 = 2,3.

Pour comparaison, les longueurs du code construit par la méthode de Shannon
sont 2,2,3,3, 3, de sorte que sa longueur moyenne est

E(¢5(X)) =(2-0,25) 2+ (0,20) +2:0,15) - 3 = 2,5.

Voici d’ailleurs un tel code :

a b ¢ d e

00 O1 100 110 101

Proposition (2.3.6) (D. Huffman, 1952). — Soit A un ensemble fini et soit p une
loi de probabilité sur A. Le code de Huffman H,, est un code préfixe; il est optimal
(relativement a la loi p).

Démonstration. — Prouvons par récurrence sur le cardinal de A que le code H,,
est un code préfixe. Cest évident si Card(A) < 2; supposons maintenant
Card(A) > 3. Reprenons les notations de la construction : a, b sont deux
éléments de A de probabilités minimales, lensemble A’ est la réunion de
A ={a,b} et d'un symbole ab, et la loi de probabilité p’ sur A’ attache a tout
¢ # a, b la probabilité qu’il avait pour p, et a ab la somme des probabilités de a
et b.

Par récurrence, le code H' associé a A’ etalaloi p’ est un code préfixe. Les mots
de H sontles H(c) = H'(¢), pour ¢ # a, b, et les deux mots H(a) = H'(ab)o et
H(b) = H'(ab)1. Par récurrence, H(c) et H(c¢) ne sont pas préfixes 'un de l'autre
si ¢, ¢’ sont des éléments distincts, distincts de a, b. Les mots H(a) = H'(ab)o et
H(b) = H'(ab)1 ne sont pas préfixes 'un de lautre, puisqu’ils ont méme longueur
et sont distincts. Pour ¢ # a, b, le mot H(c¢) = H'(¢) nest pas préfixe du mot
H'(ab), par I'hypothése de récurrence. S’il est préfixe de 'un des mots H'(ab)o
ou H'(ab)1, cest qu’il leur est égal, mais alors H'(ab) est préfixe de H'(¢), une
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contradiction. Enfin, si H(a) = H'(ab)o est préfixe de H(¢), pour ¢ # a, b, alors
H'(ab) est préfixe de H'(c) = H(¢), une contradiction également. De méme,
H(b) nest pas préfixe de H(c), pour aucun ¢ # a, b. Cela prouve que le code H
est un code préfixe.

Démontrons maintenant qu’il est optimal relativement a laloi p. Soit C un code
binaire uniquement décodable optimal; par définition, la longueur moyenne
de C est inférieure a celle de H, cest-a-dire que lon a

2, p(x)E(C(x)) < 3 p(x)E(H(x)).
x€A x€A
Démontrons que lon a en fait égalité.
On peut déja supposer que C est un code préfixe.
Soit x € A un élément tel que C(x) soit de longueur maximale. Si lon échange
C(a) et C(x), on obtient un code C, dont la longueur moyenne vérifie

€5(C1) = €,(C) = p(a)e(C(x)) + p(x)€(C(a)) - p(a)é(C(a)) - p(x)€(C(x))
= (p(a) - p(x))(€(C(x)) - €(C(a)))

<0

puisque p(a) est minimal. Le nouveau code est donc de longueur moyenne
inférieure ou égale a celle du code C, donc égale puisque le code C était supposé
optimal. Clest aussi un code préfixe. On peut donc supposer que C(a) est de
longueur maximale.

Puisque le code C est un code préfixe optimal, il existe un symbole y # a tels
que C(a) et C(y) ne différent que par leur dernier symbole. Si lon échange C(b)
et C(y), on obtient un code C, dont la longueur moyenne vérifie

€p(C2) = €,(C) = p(b)€(C(y)) + p(¥)€(C(b)) - p(b)€(C(b)) - p(¥)€(C(y))
= (p(6) - p(»))(€(C(y)) - €(C(b)))

<o

puisque p(b) < p(y) et £(C(y)) = €(C(a)) > £(C(b)). De méme, le code C, est
de longueur moyenne inférieure ou égale a celle du code C, donc égale, puisque
C est optimal. On peut donc remplacer C par C,, ce qui permet de supposer que
C(b) differe de C(a) par son dernier symbole uniquement.

Quitte & échanger C(a) et C(b), on suppose aussi que C(a) se termine par o
et C(b) se termine par 1.
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Le codage de Huffman a introduit 'alphabet A’ = A= {a, b} u {ab}, muni de
la loi de probabilité p’ qui coincide avec p sur A — {a, b}et telle que p’(ab) =
p(a) + p(b). Définissons un code C’ sur cet alphabet en posant C'(x) = C(x) si
x € A={a, b}, et en prenant pour C'(ab) le mot déduit de C(a) (ou de C(b))
en enlevant le dernier symbole. Sa longueur moyenne est

£y (C) = )] p'(x)e(C'(x)) + p'(ab)e(C'(ab))

x#a,b

). P(x)e(C(x)) + (p(a) + p(b))(£(C(a) -1)

x#a,b
=€,(C) - (p(a) + p(b)),
car £(C(a)) = £(C(b)). Le méme calcul pour le code de Huffman H,» montre
qu’il est de longueur moyenne

tp(H) - (p(a) + p(b)).
Par récurrence, le code de Huffman H’ est optimal, de sorte que £,/ (C') > £,,(H').
On a donc ¢,(C) > €,(H), dou Iégalité, comme il fallait démontrer. O

2.4. Loi des grands nombres et compression

Dans son article originel, ( ) utilisait une autre description de
lentropie, liée a la loi des grands nombres en théorie des probabilités.
Commengons par rappeler deux inégalités importantes.

Proposition (2.4.1). — Soit X une variable aléatoire possédant une espérance.

a) Pour tout nombre réel t > o, on a I'inégalité de Markov :
P(|X] > t) <E([X])/t.

b) Supposons, de plus, que X posséde une variance V(X). Alors, pour tout
nombre réel t > o, on a I'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff :

P(|X-E(X)|>t) < V(X)/¢t.

Démonstration. —  a) Soit A lensemble des éléments w de 'univers tels que
|X(w)| > t; il sagit de majorer P(A). Observons que sur A, la variable aléatoire
|X|/t est supérieure a 1; sur son complémentaire C A, elle est positive ou nulle. On
adonc E(|X|/t) >1-P(A) +o-P(CA). Comme E(|X|/t) = E(|X])/t, l'inégalité
de Markov en résulte.
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b) On considére maintenant la variable aléatoire Y = X — E(X). Comme X a
une variance, Y2 posséde une espérance, égale a V(X) par définition. Appliquons
donc a Y? I'inégalité de Markov : on trouve P(Y2 > 12) < E(Y?)/#2 = V(X)/t2.
Puisque Y2 > ? équivaut a |X — E(X)| > t, cela prouve I'inégalité de Bienaymé-
Tchebitcheff. O]

Nous utiliserons directement ces inégalités, mais il est intéressant den déduire
tout de suite la loi des grands nombres.

Théoréme (2.4.2) (Loi faible des grands nombres). — Soit (X,,) une suite de va-
riables indépendantes et identiquement distribuées, despérance finie. Pour tout n >
1, on pose S, = (X, +--- + X,,) /n. Pour tout nombre réel t > 0, on a

P(|S, — E(X,)[> ) > o

quand n tend vers +oo.

Dans le langage de la théorie des probabilités, on dit que S,, converge en proba-
bilité vers E(X,).

Démonstration. — Comme toutes les X, ont méme loi, elles ont méme espé-
rance, en remplacant X, par X,, — E(X,), on remplace S, par S,, - E(X,). Il suffit
alors de démontrer que P(|S,| > t) tend vers o sous I'hypothése E(X,) = o.

Commengons par démontrer une majoration précise de cette probabilité sous
I'hypothese supplémentaire que les variables aléatoires X,, sont de variance finie.
Dans ce cas, S, est de variance

V(S)) = E(83) = —E((X+++X,)) = = T E(XX)).
L)

Pour i # j, lindépendance de X; et X; entraine E(X;X;) = E(X;)E(X;) = o;
pour i = j,on a E(X?) = V(X;) = V(X,) puisque les X; ont méme loi, donc
méme variance. Ainsi, V(S,) = V(X,)/n. (Plus généralement, la variance d’une
somme de variables aléatoires indépendantes est la somme de leurs variances.)
Appliquons maintenant I'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff : pour tout nombre
réel t >o0,ona

P(IS4| > t) <E((S4/£)*) < V(Sa)/t*.

Par suite, P(|S,| > t) < V(X,)/nt?, dou le résultat voulu.
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Le cas général est plus difficile et se démontre par une méthode classique de troncation.
Introduisons un parameétre § > o et posons X = X si [Xi| < 07, et X} = o sinon; posons aussi
X} = Xj — X}. On va majorer les probabilités

P(X!+---+X/| > nt/2) et P( X! +---+XI]| > nt/2).
La somme de ces probabilités fournira une majoration de P(|X, + --- + X,,| > nt) qui sera
arbitrairement petite pour tout n assez grand. Lidée sous-jacente a cette méthode est que les X;
sont majorées, donc de variance finie, et seront justiciables du premier cas, tandis que les X}/
seront rares, car X; est nulle lorsque X nest pas trop grande.

Tout dabord, les |X’| sont de méme loi, mutuellement indépendantes, et majorées par dn.
Elles ont donc une variance commune, laquelle vérifie

V(X)) = V(X)) <E((X])?) < SE(IX{)n < SE(|X,|)n.
Par suite,
V(X[ +-+X,) = nV(X]) < SE(|X,|)n.
On a aussi
E(X] +---+X)* = E(X])*n”.

Lorsque 7 tend vers I'infini, X/ tend vers X, presque stirement, tout en étant majorée en valeur
absolue par |X,|; le théoréme de convergence dominée entraine donc que E(X!) tend vers E(X, ) =
o. En particulier, pour n assez grand, E(X! + --- + X/,)> < dn?, et

E((X] +---+X])?*) <20E(]X,|)n”.
Linégalité de Bienaymé-Tchebitcheff entraine alors que
(2.4.2.1) P(IX!+---+X/| > nt/2) < 8SE(|X,|) ¢
pour tout entier n assez grand. Fixons un nombre réel € > o et choisissons § de sorte que
8OE(|X,|)t7 < ¢/2.

On retient alors de I'inégalité (2.4.2.1) que pour tout # assez grand, on a P(|X! +--- + X/|) < ¢/2.
Par ailleurs,

P( X'+ + X' > nt)2) <P(X/ +---+ X! +0) < nP(X # 0),
puisque les X’/ sont de méme loi. Or,
P(X[ #0) = P(IX[| > dn) < E([X|/8n) = B([X[[)67'n ",
dou I'inégalité
(2.4.2.2) P(IX! +---+ XI| > nt/2) <E(X[])7".

Quand 7 tend vers +o00, X" tend presque partout vers o, et lon a |X”| < [X,|, de sorte que E(|X"|)
tend vers o. Alors, pour n assez grand, I'inégalité (2.4.2.2) assure que P(|X! +---+ X!!| > nt/2) <
g/2.

En combinant ces deux majorations, on en déduit que pour tout # assez grand, lévénement
{|X, + -+ X,| > nt} est de probabilité < ¢, ce qui conclut la démonstration. O



2.4. LOI DES GRANDS NOMBRES ET COMPRESSION 35

Théoréme (2.4.3) (Shannon). — Soit (X,,) une suite de variables aléatoires prenant
leurs valeurs dans un ensemble fini A, indépendantes et de méme loi p; posons
¢ = Yapea Papr(log(pa/py))?. Pour tout entier n > 1, munissons lensemble A"
de la loi produit. Soit € un nombre réel > o et soit A" lensemble des (a,, ..., a,)
tels que

e—n(H(X1)+£) < P(){1 =a,... )Xn — an) < e—n(H(Xl)—e)'

Ona

P(A?) >1- ,
(As)>1 2ne>

et

&) en(H)-) ¢ Card(A") < e" (X)),
2ne?

(1-

Reformulons un peu cet énoncé : 1 — P(A”) est la probabilité du complémen-
taire de A7, et est majorée par c/2ne?; lorsque n est grand, elle est arbitrairement
petite. Autrement dit, lorsque # est grand, la plupart des tirages (a,, ..., a,) ont
une probabilité voisine de e-"H(X\), et il y a environ e”H(X\) tels tirages. Autre-
ment dit encore, lorsquon effectue un grand nombre n de tirages, tout se passe
comme si l'on avait effectué un tirage au sort équitable parmi e”(X:) valeurs —
cest l'interprétation statistique de lentropie.

Démonstration. — Quitte a modifier 'univers en lui enlevant un ensemble de
probabilité o, puis lensemble A par lensemble des valeurs des Xy, on suppose
que P(X; = a) > o pourtouta € Aettoutk € {1,...,n}. Soitalors ¢ : A > R
lapplication définie par ¢(a) = —log(P(X, = a)).

Comme les Xj sont indépendantes et de méme loi, on a

P(X,=a,....X,=a,)=PX,=a,)...P(X, =a,)
=P(X,=a,)...P(X,=a,),

soit encore
1 1 & 1 &
——log(P(X,=a,,...,.X,=4a,)) =— Zlog(P(X1 =ag))=— Z ¢(ag).
n n k=1 n k=1

On munit lensemble A de la loi de X,; quitte a le remplacer par lensemble
des a € A tels que P(X, = a) > o, on suppose que P(X, = a) > o pour tout a € A.
On munit alors lensemble A” delaloi produit. OnaP(a,, ..., a,) = [T}, P(X, =
ar). Sur cet espace probabilisé A", on pose Uy (ay, ..., a,) = ¢(ag).
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Les variables aléatoires U, ..., U, sont indépendantes. Elles ont méme loi :
pour touta € A,on a

P(Ui = ¢(a)) = P(X, = a),

etP(Ug=t)=o0sit ¢ @(A). Elles sont despérance et de variance finies car elles
ne prennent quun nombre fini de valeurs. De plus, on a

H(X,) =- ) P(X, =a)log(P(X,) = a)) = E(U,).

aeA

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheft, on a

p (|H(Xl) -2 UL > e) <V(U,)/ne.

k=1
Ona

1< 1
— ZUk(al,...,aH) =——log(P(X;=a,,X,=d,,..., X, =4a,)).
niz n

Il reste a calculer la variance V(U,) de U,. Par définition, on a
V(U,) = E((U, - E(U,))*) = E(U7) - E(U,)%,
de sorte que

V(U,) = Y P(X, =a)log(P(X, =a))’

- > P(X,=a)P(X, =b)log(P(X,) = a)log(P(X, = b)

a,beA
= >, Papy (log(pa)* ~log(pa)log(ps))
a,beA
= Y. papolog(pa)log(pa/py)-
a,beA

Par symétrie, on a aussi

V(U,) = ) papslog(ps)log(ps/pa),

a,beA

dou, en additionant ces deux formules, légalité

2V(U,) = ). papplog(py/pa)® = c.

a,beA

Cela conclut la preuve de la premiere inégalité.
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Ensuite, en utilisant la majoration de P(X, = a,,...,X, = a,) pour
(ay,...,a,) € AL,

1> P(A") » Card(A")e "(HX)+e)

dou la majoration donnée pour Card(A?). En utilisant la minoration analogue,
on obtient aussi

c
_ <P(A") < Card(A” —n(H(Xl)—s),
1= =S <R(AT) < Card(A)e
ce qui donne la minoration de Card(A”). O]
2.4.4. — Comment Shannon en déduit-il la possibilité de comprimer un signal

(dans la limite permise par lentropie) ? Fixons un parametre ¢ et considérons
'« ensemble typique » A” de A" défini dans le théoréme 2.4.3. Il est de cardinal
au plus 2"(M:(X)+¢) ; donc on numérotant ses éléments, chacun ne requiert que
[n(H,(X,) + ¢)] bits. Les autres vont chacun requérir Card(A)" symboles, soit
nlog, (Card(A)) bits, mais mapparaissent quavec une probabilité faible, majorée
par ¢/2ne?. Ainsi, la longueur moyenne du code d’une suite de n symboles est
majorée par

c

[n(H,(X,) +¢)] + Sznlogz(Card(A)).

2n

Lorsquon la divise par #, on obtient

[n(H,(X,) + €)] + —

log,(Card(A)),

1
n 21nE?

quantité majorée par H,(X,) + 1 lorsque n est assez grand.

2.4.5. — Linformation mutuelle, comme lentropie, dispose d’'une interpréta-
tion statistique. Soit A et B des ensembles finis, soit C = A x B lensemble produit
etsoit Z, = (X,,Y,),...,Z, = (X,;, Y,,) des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi a valeurs dans C. Posons enfin X = (X,,...,X,), Y = (Yy,...,Y,)
etZ=(Z,...,Z,) = (X,Y) si lon identifie [élément (a,b) de A" x B" avec
lélément ((ay, b,), ..., (au, b,)) de C".Onpose c(Z) =, pec P(Z, = a)P(Z, =
b)log(P(Z, = a)/P(Z, = b))? et on définit ¢(X) et c(Y) de maniére analogue.
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Soit € un nombre réel > o; définissons une partie C” de C” par : C? est len-
semble des (a, b) € C” tels que
e—n(H(X1)+s) < P(X — a) < e—”(H(Xl)_S)
e_n(H(Y1)+5) g P(Y — b) < e_n(H(Yl)_S)

e M(HX,Y))e) o P(X=a,Y=b)< o M(HXLY,)—¢)

Théoréme (2.4.6). — Ona
c(X)+¢(Y)+c¢(Z)

P(ZeCl')>1-
(ZeCy) poes

et

Card(C?) < e"(HEY)+e),
Enfin,siX!,..., X! dunepart, Y!, ..., Y dautre part, sont des variables aléatoires
de mémes lois que X,, ..., X, et Yy, ..., Y,, mais indépendantes, alors

(1 c(X) +c(Y) +¢(2) Ve

2ne?
Démonstration. — On munit lensemble C” de la loi de Z. Soit ¢ : C - R,
la variable aléatoire définie par ¢z(c) = —log(P(Z = ¢)) siP(Z = ¢) > o, et
¢z(c) = o sinon. Définissons ¢x: A - R, et ¢y : B - R, de facon analogue.

—nIXY)+38) < P((X',Y")) € CF) < e IKY)=3¢)

Comme dans la démonstration du théoréme ..., on prouve que

b < S0, <) e2)

dot la minoration voulue pour P(C”). On prouve aussi, par le méme argument
que

(1 ~ c(X)+c(Y) + c(Z)) eM(HXY)-8) ¢ Card(C1) < e (HY)+e),
2ne?
Considérons alors des variables aléatoires X', Y/, indépendantes et de mémes
lois que X, Y, et posons Z' = (X', Y’). On a
P(Z'eCl)= > P(Z =(a,b))
(a,b)eCr
= > PX'=a)P(Y=D)
(a,b)eCr
= > P(X=a)P(Y=b).
(a,b)eCr
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Par définition de C” et la majoration de Card(C”), on a donc

P(Z’ € C?) < Card(cg)e_”(H(Xl)_s)e—n(H(Yl)—e)
< e_”(H(Xl)+H(Y1)—H(X1,Yl)—33)

_ e—n(I(Xl,Yl)—3s).

La preuve de la minoration est analogue :
P(Zl c Cg) > Card(cg)e—n(H(X1)+s)e—n(H(Y1)+£)
S (1 (X)) +c(Y) +¢(2) ) ¢~ (H(X,)+H(Y,)-H(X,.Y,)+3¢)

2ne?
_ (1 X)) +ce(Y)+ce(2) ) o n(1(X,Y,)43¢)
2ne> '
Ceci conclut la preuve du théoréeme. O]

2.5. Capacité de transmission d’un canal

Les deux theémes étudiés jusqu’a présent — entropie d’une variable aléatoire et
codage — concernaient uniquement les deux premieres étapes du diagramme
de communication présenté dans I'introduction. Nous allons maintenant faire
intervenir la troisiéme : le canal de transmission et, en particulier, le probleme du
bruit a cause duquel un symbole recu ne coincide pas forcément avec le symbole
émis.

Définition (2.5.1). — Soit A et B des alphabets. Un canal de transmission sans
mémoire de lalphabet A a lalphabet B est donné par une famille (p(- | a)) de lois
de probabilités sur B, indexée par lensemble A.

Pour a € Aetb € B, p(b | a) est la probabilité que le canal transmette
le symbole b sachant que le symbole émis était a. La matrice (p(b | a)) de
type A x B est la matrice de probabilités de transmission du canal.

Le fait que le canal soit sans mémoire signifie que la transmission des symboles
d’'un mot (a,,...,a,) est faite symbole par symbole, de facon indépendante.
Autrement dit, la probabilité que le mot (ay, . .., a,) soit transmisen (b,, ..., b,)
est donnée par

P(b,...b,|a,...a,)=p(b,|a)...p(b,|a,).
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Définition (2.5.2). — Soit C un canal de matrice de probabilités de transmission
(p(b| a)). On appelle capacité de transmission de ce canal lexpression

I(C) =supI(X,Y)

ou X parcourt lensemble des variables aléatoires sur A et Y parcourt lensemble des
variables aléatoires sur B telles que P(Y = b | X =a) = p(b | a) pour tout a € A et
tout b € B.

Rappelons que lon a
I(X,Y) = H(X) + H(Y) - H(X, Y) = H(Y) - H(Y | X) = H(X) - H(X | Y).

Pour tout couple (X,Y),onao <I(X,Y) < max(log(Card(A)),log(Card(B))),
de sorte que

0 <I(C) < max(log(Card(A)),log(Card(B))).

Expliquons tout d’abord cette définition en reprenant, comme (1948,
§12), le cas ol il n’y a que deux symboles o et 1 a transmettre « d un débit de
1000 symboles par seconde avec les probabilités p, = p, = 1/2. Ainsi, continue
Shannon, notre source produit de I'information avec un débit de 1000 bits par
seconde. Lors de la transmission, le bruit introduit des erreurs, de sorte que, en
moyenne, un symbole sur 100 est re¢u incorrectement(o pour 1, ou 1 pour o). Quel
est le débit d’information transmis ? Certainement moins de 1000 bits par seconde
puisque 1% environ des symboles recus sont incorrects. Notre premiére réaction
pourrait étre de dire que ce débit est de 990 bits par seconde, par simple soustraction
du nombre derreurs prévues. Cela nest pas satisfaisant, puisquon ne tient pas
compte du fait que le destinataire ne sait pas ou se trouvent les erreurs. Prenons
le cas extréme o1 le bruit est si grand que les symboles recus sont entiérement
indépendants des symboles transmis. La probabilité de recevoir 1 est 1/2 quel que
soit ce qui est transmis, et de méme pour o. Alors, environ la moitié des symboles
regus sont corrects, du seul fait du hasard, et on pourrait de la méme fagon dire
que le systéme transmet 500 bits par seconde, alors quaucune information nest
transmise en réalité. »

Shannon continue : « La correction adéquate a appliquer a la quantité d’'informa-
tion transmise est évidemment la quantité de cette information qui est manquante
dans le signal recu, ou, ce qui revient au méme, Uincertitude lors de la réception
du signal sur ce qui a été réellement émis. Vu notre discussion antérieure, il semble
raisonnable d utiliser lentropie conditionnelle du message connaissant le signal regu
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comme mesure de cette information manquante. » Cest ce que dit la troisieme
égalité dans la formule précédente : on obtient I'information mutuelle I(X,Y) en
partant de la quantité d’'information dans le message envoyé X, mesurée par son
entropie H(X), et en lui soustrayant I'incertitude H(X | Y) que mesure lentropie
de X conditionnellement a Y. La seconde égalité présente cette quantité comme
la quantité d’information H(Y) du message recu minorée du bruit que mesure
lentropie conditionnelle H(Y | X).

Le fait de prendre la borne supérieure sur toutes les lois possibles sur les
symboles X refléte la possibilité pour Iémetteur d’adapter la facon dont il écrit
le message pour tenir compte des problémes du canal. Par exemple, si tous
les symboles étaient envoyés sans erreur, sauf un qui était systématiquement
corrompu, il serait malin d’utiliser un codage qui permette de ne jamais l'utiliser.

Continuons avec quelques exemples de capacité de transmission.

Exemple (2.5.3). — a) Prenons pour alphabets A = B = {0,1}; soit p un
élément de [0;1]. Le canal avec bruit de paramétre p transmet le mauvais symbole
avec probabilité p. Lorsque p = 1, ce canal retransmet exactement le symbol
émis : on parle de canal sans bruit. Lorsque p = 1/2, ce canal envoie chaque
symbole avec probabilité 1/2, indépendamment du symbole émis; on comprend
bien, et on verra, qu'un tel canal nest pas tres utile.

Sa matrice de probabilités de transmission est donc

(l—p p)_
p 1-p

Soit X et Y des variables aléatoires sur A et B respectivement telles que P(Y =
b|X=a)=p(b|a)pourac Aetb e B.Notonsu = P(X =0); on adonc
P(X=1) =1-u, puis

H(Y | X)=uH(Y |X=0)+(1-u)H(Y |X=1)
= uh(p) + (1- u)h(1- p) = h(p).

D’autre part, Y étant une variable aléatoire binaire, on a H(Y) < log(2). Par
suite,

I(X,Y) <log(2) — h(p).
Lorsque X suit une loi uniforme (u = 1/2), il en est de méme de laloi Y — on

peut le justifier par symétrie des probabilités, ou bien faire le calcul. Cela montre
que la capacité de ce canal est log(2) — h(p). A ce stade, il est vraiment plus
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pratique de fixer a 2 la base des logarithmes, ce qui mesure les entropies en bits.
Alors, la capacité du canal symétrique a bruit est 1 — h(p).

Lorsque p = o, la capacité de ce canal est 1; lorsque p = 1/2, elle est nulle.
Lorsque p = 1, on trouve encore I(C) = 1: ce canal modifie systématiquement le
symbole recu — il n'y a en fait pas de perte d'information!

b) Une variante du canal précédent utilise l'alphabet A = {0,1} mais a pour
but 'alphabet B = {0,1, e}, ol e est un symbole auxiliaire indiquant une erreur
de transmission, commise avec probabilité g, tandis que la probabilité de trans-
mettre un symbole erroné est (1—g)p.Ona p(1]o) = p(o]| o) =(1-¢g)get
p(e|1) = p(e| o) = g. La matrice de probabilités de transmission de ce canal

est
((1— 9(-p)  (-q)p q).
(-q)p (-90-p) q
Notons encore P(X = 0) = u. Alors, en posant t = u(1—- p) + (1—u)p,ona
P(Y=0)=u(1-¢q)(-p)+(-u)-q)p=(-9)t,
P(Y=1)=(-u)(1-q)(1-p)+u(i-q)p=0-q)(1-1)
P(Y=¢)=g.
Soit E la variable aléatoire qui vaut1si Y = e et o sinon. Puisque E est conséquence
deY,onaH(Y) = H(Y,E); alors,
H(Y) = H(Y,E) = H(E) + H(Y | E).
D’autre part, P(E =1) = g et P(E = 0) = 1 - g, de sorte que H(E) = h(q). De
plus, conditionnée a Iévénement Y = e, la variable aléatoire Y est certaine, donc

dentropie nulle; conditionnée a [événement complémentaire, elle a pour loi une
loi de Bernoulli de paramétre ¢, de sorte que

H(Y|E) =qH(Y[Y=¢)+(1-q)H(Y|Y #e) == (1-q)h(1),
de sorte que
H(Y) = h(q) + (1-q)h(t).
On applique un argument similaire pour le terme H(Y | X). On a tout d’abord

H(Y | X) =H(Y,E | X) = H(E | X) + H(Y | E, X).

Le premier terme est de nouveau égal a h(g). Conditionnée a [événement Y = e,
de probabilité g, la variable aléatoire Y est certaine; conditionnée a [événement
(E = 0) n (X = 0), de probabilité (1 — q)u, elle se comporte comme une loi



2.5. CAPACITE DE TRANSMISSION D’UN CANAL 43

de Bernoulli de paramétre p, de méme que conditionnée a Iévénément (E =
0) N (X =1) qui est de probabilité (1 — q) (1 — u). Ainsi,
H(Y |E,X)=qH(Y|E=1)+ (1-q)uH(Y |E=0,X=0)
+(1-q)1-u)H(Y|E=0,X=1)
=q-0+(-q)u-h(p)+(-q)(1-u) h(p)
= (1-q)h(p).
On a donc
H(Y | X) = h(q) + (1 - q)h(p).
Finalement,
I(X,Y) = (1-q)(h(t) - h(p)).
Cette expression est maximale lorsque h(t) est maximale. Lorsque la base des
logarithmes est 2, on a h(t) <1, de sorte que I(X,Y) < (1—¢g)(1— h(p)).Ona

aussi h(t) = 1pour t = 1/2. Or, rappelons que ¢ = u(1— p) + (1—u) p; on constate
que pour u = 1/2, on a également ¢ = 1/2, dou

I(C) = (1-q)(1 - h(p)) bits.

(Si on navait pas su faire cette constatation, il restait a calculer u en fonction
det:ontrouveu = (t—p)/(1-2p) =1/2sit =1/2.)

c) Un canal est dit faiblement symétrique si les lignes de sa matrice de probabi-
lités de transmission different uniquement I'une de l'autre par des permutations
et si la somme des coeflicients de chaque colonne est constante. On parle de
canal symétrique si, de plus, les colonnes de sa matrice de probabilités de trans-
mission different par permutations 'une de l'autre. Cest le cas des deux canaux
précédents. Une fagcon dobtenir un canal symétrique consiste a prendre pour
alphabets A = B = Z/dZ et a poser p(b | a) = q(b — a), ol g est une loi de
probabilité sur A. On peut bien str remplacer Z/dZ par un groupe fini arbitraire.

Soit C un tel canal et soit X, Y des variables aléatoires sur A, B respectivement,
liées par la condition P(Y = b) = p(b | a)P(Y = a). Pour tout a € A,

H(Y [X=a)= —Ebjp(b | a)log(p(b | a)),

expression indépendante de a par la condition de symétrie des lignes de la
matrice de probabilités de transmission du canal. D’autre part,

H(Y) < log(Card(B)).
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Lorsque la loi de X est uniforme, la condition sur la somme des coefficients de
chaque colonne entraine que laloi de Y est également uniforme : pour tout b € B,
on a en effet

P(Y:b):ZP(Y:b\X:a)P(X:a)—Ca A > p(b|a),

acA acA
expression indépendante de b. Dans ce cas, on a donc H(Y) = log(Card(B)).
Puique I(X,Y) = H(Y) — H(Y | X), ce qui précéde entraine ainsi la formule
I(C) =log(Card(B)) -H(Y | X = a),

ou a est un élément quelconque de A.

d) Considérons un canal C d’un alphabet A a un alphabet B, soit # un entier >
2 et définissons un canal C" de l'alphabet A" a l'alphabet B" de probabilités
de transmission d’'un canal sans mémoire : p(b | a) = [1., p(b; | a;), pour
a=(ay,...,a,)€A"etb=(b,,...,b,) € B". Démontrons que I(C") = nI(C).

Soit X = (X,,...,X,) etY = (Y,,...,Y,) des variables aléatoires a valeurs
dans A" et B" respectivement vérifiant P(Y =6 | X =a) = p(b | a) pour a € A"
etbeB".Ona

I(X,Y) = H(Y) - H(Y | X).

Le premier terme se calcule par récurrence :

H(Y) = H(Y,) + H(Y, | Y.) + -+ H(Y, | Yo, ..., Y,oy)
<H(Y,) + H(Y,) +--- + H(Y,),

puisque lentropie diminue par conditionnement; on a méme égalité lorsque
les X; sont indépendantes. Encore par récurrence, on a

H(Y | X) = H(Y, | X) + H(Y, | Y, X) + -+ H(Y, | Yoy .. s Yoor, X).

Soit p € {1,..., n}. Par définition du canal C", la variable aléatoire Y, est indé-
pendante des Y; et des X; (pour i # p) conditionnellement a X, ; ainsi,

H(Y, | Ys...,Y,,X) = H(Y, | X,).

Ainsi,on a
n n n
I(X,Y) <) H(Y,) - > H(Y, | Xp) = > I(X,, Yp),
p=1 p=1 p=1

avec égalité si les X, sont indépendantes.
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On obtient donc d’une part I'inégalité I(X,Y) < nI(C), dou I(C") < nI(C).
D’autre part, si les X, sont indépendantes et vérifient I(X,,Y,) = I(C), on
obtient I(X,Y) = nI(C). Finalement, I(C") = nI(C).

2.6. Codage adapté a un canal avec bruit

2.6.1. — A moins qu’il ne soit en fait sans bruit, il nest pas possible de trans-
mettre, dans un canal avec bruit, un message avec certitude. Le théoréme de
( ) que nous allons maintenant démontrer affirme que cest tou-
tefois possible de le transmettre de sorte que la probabilité derreur soit aussi
petite que désirée, et que la vitesse de transmission nest alors limitée que par la
capacité du canal.
Pour cela, il va étre nécessaire de préparer les messages quon envoie.

Définition (2.6.2). — Soit C un canal de transmission dun alphabet A a un
alphabet B. Soit M un ensemble fini; un code ® de longueur n sur M pour le
canal C est la donnée de deux applications f: M — A" et g: B" - M.

Explicitement, les symboles quon souhaite transmettre sont ceux de len-
semble M ; 'application f les code en des mots de longueur » sur l'alphabet A.
Ce sont ces mots qui sont transmis par le canal avec bruit, puis décodés en des
mots de M au moyen de l'application g.

Le taux de transmission d’un tel code est le quotient

log(Card(M)).

(D) = "

La probabilité derreur lorsquon transmet un symbole m € M est donnée par

Am(®@) =P(g(Y) # m | X = f(m)),

ou X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans A" et B” liées par les
probabilités de transmission définies par le canal C. Comme il sagit d'un canal
sans mémoire, on a, si f(m) = a,...ay,,

An(@) = > TIpila).
b=(by, by )eB" i=1
g(b)#m
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Cela montre que ces probabilités derreur ne dépendent que des probabilités de
transmission du canal C et pas du choix de variables aléatoires X et Y adaptées
au canal.
On définit aussi la probabilité derreur maximale :
Amax (@) = sup A, (D)
meM
et la probabilité derreur moyenne :

Aoy (P) = W(M) sz (D).

Définition (2.6.3). — Soit C un canal de transmission dun alphabet A a un
alphabet B. On dit qu'un nombre réel p est un taux de transmission atteignable
par le canal C s’il existe, pour tout nombre réel € > o et tout entier n assez grand,
un code © de longueur n de taux de transmission > p et de probabilité derreur
maximale < e.

Théoréme (2.6.4) (Shannon). — Soit C un canal de transmission d'un alphabet A
a un alphabet B. Tout taux de transmission atteignable par le canal C est inférieur
ou égal a 1(C) ; inversement, tout nombre réel p < 1(C) est un taux de transmission
atteignable par le canal C.

Proposition (2.6.5) (Inégalité de Fano). — Soit X, Z des variables aléatoires dis-
crétes a valeurs dans un ensemble fini A. Posons m = P(X # Z); alors,

H(X | Z) < h(m) + mlog(Card(A) —1).

Démonstration. — Soit U la variable aléatoire qui vaut 1si Z = X et 0 sinon. On
a

H(X,U|Z)=H(X|Z)+H(U|X,Z) =H(U|Z) + H(X| U, Z).
Comme U est certaine conditionnée a (X, Z), on a H(U | X, Z) = o. Lentropie
décroit par conditionnement, donc

H(U|Zz) <H(U) = h(n),

puisque U suit une loi de Bernoulli de parametre 7. Par définition de lentropie
conditionnelle, on a aussi

H(X|U,Z2)=(1-n)H(X|Z,U=1)+7aH(X|Z,U = 0).

Le premier terme est nul, car si U = 1, X = Z est certaine conditionnellement a Z.
Dans le second terme, le facteur H(X | Z, U = 0) est majoré par lentropie d'une
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variable aléatoire a valeurs dans A, donc est au plus égal a lentropie log(Card(A))
d’une loi uniforme sur A. En fait, conditionné a Iévénement U = o, cest-a-dire
X # Z, cette variable aléatoire évite une valeur, donc son entropie est majorée

par log(Card(A) —1). La proposition en résulte. O
2.6.6. — Commencons par démontrer que tout taux de transmission attei-
gnable est < I(C).

Soit donc @ un code de longueur # sur un ensemble M pour le canal C; soit f
et g les applications de codage et de décodage. Soit W une variable aléatoire
a valeurs dans M, de loi uniforme; son entropie est log(Card(M)). Alors X =
f(W) est une variable aléatoire a valeurs dans A", transmise par le canal, et
le mot Y regu a l'autre extrémité du canal est une variable aléatoire a valeurs
dans B". Le symbole décodé est alors W' = ¢(Y), qu’il faut comparer a W.
Posons 77 = P(W # W'). La variable aléatoire W est uniforme dans lensemble M,
donc H(W) = log(Card(M)). Linégalité de Fano appliquée aux variables W, W’
entraine aussi H(W | W) < h(mr) + mlog(Card(M)). En écrivant 1égalité

H(W) = H(W | W) + I(W, W'),
on obtient donc
log(Card(M)) < h(m) + mlog(Card(M)) + (W, W),
dou
(1—m)log(Card(M)) < h(m) + (W, W').

Dans la chaine de variables aléatoires W - X - Y - W', W et Y sont
indépendantes conditionnellement a X (le canal ne connait pas le mot W dot est
issu X), et W et W’ sont conditionnellement indépendantes conditionnellement
a'Y (car W’ est certaine conditionnellement a Y). D’apres le théoréme 1.3.11, on a
donc

I(W, W) <I(W,Y) = (Y, W) < I(Y,X) = [(X, Y).
Par définition de la capacité d’'un canal répété, on a enfin I(X,Y) < nI(C), dou
linégalité I(W, W’) < nI(C).

On a donc

(1—m)log(Card(M)) < h(m) + nI(C),
dou l'inégalité
log(Card(M)) . I(C) + h(m)/n

T((D): n 1—7T




48 CHAPITRE 2. CODAGE

Appliquons cette inégalité a des codes de longueur arbitrairement grande (n
tend vers +o00) et dont la probabilité derreur est arbitrairement petite (7 tend
vers 0, donc h(m) tend vers 0); le membre de droite de I'inégalité précédente
tend vers I(C), donc a limite supérieure des taux de transmission 7(®) sera au
plus égale a I(C).

Cela prouve que tout taux de transmission atteignable par le canal C est infé-
rieur ou égal a I(C).

2.6.7. — Démontrons maintenant la partie « positive » du théoréme de Shannon,
cest-a-dire que tout nombre réel p tel que p < I(C) est atteignable. On fixe un
entier n > 1 et un ensemble M de cardinal [exp(np)]; il sagit de prouver qu’il
existe, pourvu que # soit assez grand, un code de longueur n sur M adapté au
canal C dont la probabilité maximale derreur est petite. On va commencer par
prouver qu’il existe un tel code dont la probabilité moyenne derreur est petite,
on verra ensuite comment en déduire un code de méme longueur et de taux de
transmission un peu plus faible.

La méthode suivie par ( ), et peu modifiée depuis, consiste,
non pas a construire explicitement un code adapté au canal C, mais a évaluer
lespérance de la probabilité derreur lorsque le code @ est choisi aléatoirement.
Ainsi, pour tout m € M, f(m) est une variable aléatoire sur A”; on suppose
que ces variables f(m) sont indépendantes et ont toutes pour loi la loi sur A"
qui réalise la capacité du canal C. (Rappelons que I(C) est la borne supérieure,
pour toutes les lois sur A, de I'information mutuelle I(X, Y), ou X et Y sont des
variables aléatoires a valeurs dans A et B respectivement, liées par la relation
P(Y=b|X=a)=p(b|a), p(-|-) désignant la probabilité de transmission du
canal C. Cette borne supérieure est réalisée par une loi; si elle ne l'avait pas été,
on aurait choisi une loi qui I'approche.)

La fonction de décodage go nest pas aléatoire, mais est définie par la stratégie
de la « correction typique ». Si elle nest pas explicite, cette stratégie a I'avantage
de permettre une évaluation relativement simple de la probabilité derreur. Dans
C" = A" x B", soit C" lensemble typique adapté a un parametre € > o; autrement
dit, (a,b) € C” si et seulement si P(X = a,Y = b) est de lordre de e~"HXY),
P(X = a) est de lordre de e "H(X) et P(Y = b) est de lordre de e~"H(Y), Par
définition, la fonction de décodage g applique un élément b € B” sur un élément
m € M tel que (f(m),b) € C?, s’il existe un tel élément et un seul, et sur un
élément non précisé sinon.
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On choisit aussi aléatoirement le mot m € M qui est transmis, au moyen
d’une variable aléatoire W uniforme dans M, indépendante du code ®. Le mot
transmis dans le canal est X = f(W), celui qui est regu est Y, et le mot décodé
est W = ¢g(Y). Notons U la variable aléatoire qui vaut 1 lorsque W’ # W et o
sinon; il sagit pour commencer de montrer que lespérance de U est petite.

Proposition (2.6.8). — Soit a > o. Il existe € > o tel que, dés que n est assez grand,
onaP(U=1)<a«a

Démonstration. — Puisque P(W = m) =1/ Card(M) pour tout m € M, on a

1
P(U=1) —m%:wP(W— mP(U=1|W=m)= Card (M) mZE;AP(U—1|W— m).
Fixons un élément m € M et conditionnons la situation a W = m; on a erreur
lorsque, soit (f(m),Y) nappartient pas a C” (événement E; rappelons que X =
f(W)), soit il existe m’ # m tel que (f(m'),Y) appartient a C? (événement E,/),
de sorte que

P(U=1|W=m)<PE|W=m)+ > P(E,

m'+m

Alors,

P(U=1) <P((X,Y) £C)) + ——= > P((f(m'),Y) e C | X = f(m)).

m=m’

Ca d(M)

Introduisons une variable aléatoire X’ a valeurs dans A”, de méme loi que X
mais indépendante de X; alors X’ et Y sont indépendantes. Soit m’ € M tel
que m' # m; conditionnée a X = m, la variable aléatoire f(m') se comporte
comme X', de sorte que que le couple (f(m’),Y) a méme loi que (X’,Y). Ainsi,

. P((f(m),Y) e C | X = f(m))

m+m'’

Card(M)
< Card(M)P((X',Y) € C! | X = f(m)),
de sorte que
P(U=1)<P((X,Y) ¢C!) +P((X,Y) e C.

Le premier terme est majoré par (c(X) + c(Y) + c(Z))/2ne?, et le second est
majoré par

Card(M)e—”(I(XnYl))—3€ — {enp]e—n(I(C)—y) o en(p—I(C)+3e).
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Comme p < I(C), il existe ¢ > o tel que p — I(C) + 3¢ < 0. La majoration de
P(U =1) tend alors vers o quand # tend vers +oo ; pour n assez grand, on a donc
P(U=1)<a. [

Corollaire (2.6.9). — Soit C un canal sans mémoire. Soit « > 0. Pour tout nombre
réel p < 1(C) et tout entier n assez grand, il existe un code @ de longueur n adapté
au canal C dont le taux de transmission est au moins p et dont la probabilité
derreur moyenne Amoy () est inférieure a a.

Démonstration. — Choisissons n assez grand de sorte que P(U =1) < a (pro-
position 2.6.8). En conditionnant sur tous les codes possibles, on a

PU=1) = oo SRV =11 = fo).

Par suite, il existe @ tel que P(U =1 | f = fp) < «. Par ailleurs, comme la
variable aléatoire W est indépendante de ® est uniforme dans M, on a

P(Uzl‘f:fq))_cad(M)ZP(U_1|f f(D’W m)

meM

Par définition, P(U =1 | f = fo, W = m) = 1,,(®), la probabilité derreur de
transmission lorsque le mot m est transmis dans le canal C au moyen du code ©.
Ainsi,

Amoy(®) =P(U=1]f = fo) < ax.

Enfin, le taux de transmission du code @ vérifie

log(Card (P
(@) = 108(Card(®)) N
n
ce qui conclut la démonstration du corollaire. [
Lemme (2.6.10). — Soit O un code de longueur n adapté a un canal sans mé-

moire C. 1l existe un code O’ de méme longueur tel que
(D) > (D) - log(z) et Amax(®") < 2Amoy (D).

Démonstration. — Soit M le domaine du code @, soit f sa fonction de codage
et g sa fonction de décodage.
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Soit M’ Iensemble des éléments m € M tels que A,,(P) < 2A0y(P). Appli-
quons I'inégalité de Markov a la fonction m — A,,(®) sur I'univers M muni de
la mesure de probabilité uniforme; son espérance est Apqy(®). On a donc

P(hn(®) > 2Anoy(®)) < 2,

cest-a-dire Card(M =M’) < ; Card(M), soit encore Card(M') > > Card(M).
Soit f': M’ — A" la restriction a M’ de la fonction de codage f. On choisit
une fonction g’ : B* — M’ telle que ¢’(b) = g(b) si g(b) € M. Alors, (f', g’) est
un code @’ sur lensemble M’ adapté au canal C. Pour m € M/, on a
Am(@) =P(g'(Y) # m | X = f'(m))
<P(g(Y) #m|X = f(m))
= A (D) < 2Amoy (D),

donc Apax (®’) < 2Amey(P). Enfin, le taux de transmission de ce code @ vérifie
log(Card(M’)) X log(Card(M)) - log(2) > (@) - log(z).

(') = 082)
n n n

[]

2.6.11. Conclusion de la démonstration du théoréme 2.6.4. — Rappelons
qu’il s’agit de prouver qu’il existe, pour tout nombre réel p tel que p < I(C), tout
nombre réel a > o et tout entier # assez grand, un code de longueur n adapté au
canal C, de taux de transmission au moins p et de probabilité derreur maximale <
«. Soit p’ un nombre réel tel que p < p’ < I(C). D’apres le corollaire 2.6.9, il existe,
pour tout entier n assez grand, un code @ de longueur n, adapté au canal C,
de taux de transmission > p’ et de probabilité derreur moyenne < «/2. Soit @’
un code tel que construit dans le lemme 2.6.10. Son taux de transmission est
au moins égal a p’ - @, donc 7(®’) > p si n est assez grand, précisément,
sin > log(2)/(p’ — p), et sa probabilité derreur maximale est au plus a. Le
théoreme est ainsi démontré.






CHAPITRE 3

ECHANTILLONAGE

3.1. Signaux continus et signaux discrets

Considérons un signal; ce peut étre le chant d’'une artiste, représenté par
exemple par la pression d’air exercée au cours du temps sur un microphone,
ou un signal visuel, tel une image a photographier, alors représentée par la
luminosité émise par chaque point de la scéne. Echantillonner ce signal, cest le
mesurer a divers instants, ou a divers lieux, souvent réguliérement espacés; cela
transforme ainsi un signal continu (une fonction du temps) en un signal discret
(une suite de valeurs). La question de Iéchantillonnage est apparue tres tot en
théorie de la communication. Les ingénieurs lont par exemple utilisée deés le
milieu du x1x°© siécle pour faire passer plusieurs signaux sur un méme canal. Elle
est aujourd’hui fondamentale pour le traitement numérique du signal puisque
les ordinateurs ne manipulent qu'une quantité finie d’'information.

Dailleurs, les ordinateurs doivent faire plus quéchantillonner : ils doivent
également quantifier le signal cest-a-dire transformer une valeur continue (la
pression, une tension électrique) en une valeur discréte, que lon peut représen-
ter sur 8 bits ou 16 bits, par exemple...). Cest cette combinaison échantillon-
nage/quantification, et la reconstruction ultérieure du signal, qui est au cceur de
I'ingéniérie du traitement du signal.

Comme l'indique son titre, nous nous contenterons dans ce chapitre de la
question de [échantillonnage en démontrant que I'on peut reconstruire un signal
échantillonné s’il ne contenait pas de fréquences supérieures a la moitié de la
fréquence déchantillonnage. Dit autrement, si lon échantillonne un signal a une
fréquence au moins deux fois supérieure a celles qu’il contient, on pourra le
reconstruire exactement, au moins théoriquement. Ce théoreme mathématique
est le plus souvent attribué a Shannon, car il apparait semble-t-il, pour la premiére
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fois dans ( ). Cependant, Shannon y insiste que ce résultat était
common knowledge in the communication art; 'idée de [échantillonnage a une
fréquence double était également bien connue de H. Nyquist. Cest pourquoi on
trouve aussi lappellation théoréme de Nyquist-Shannon.

La preuve de ce théoreme repose sur la théorie des séries et de la transformation
de Fourier qui permet de décomposer tout signal en une combinaison de signaux
trigonométriques « purs ». Cest aussi cette théorie qui fournira une définition
précise de lensemble des fréquences qui apparaissent dans un signal donné — ce
sera le support de sa transformée de Fourier.

La considération d’un tel signal trigonométrique pur explique déja la nécessité
de Iéchantillonnage a la fréquence de Nyquist. Si la fonction F définie par F(t) =
sin(wt) (de période 27/w, de fréquence f = w/2m) est échantillonnée a la
fréquence double w/m, on obtient les données F(nm/w) = sin(nm) = 0. On ne
peut donc distinguer le signal F du signal nul!

Nous pouvons aussi expliquer tout de suite la facon dont ce théoreme, appliqué
aux signaux sonores, intervient dans la vie de tous les jours.

Les sons simples que nous percevons, ceux d'une voix chantée, d’'un instrument
de musique, etc., ont une fréquence fondamentale f,, qui détermine la note (do,
ré,...) que nous attribuerons a ce son. Lorsque cette fréquence fondamentale est
doublée, nous entendons la « méme » note, a loctave supérieur, et ce qui fait la
richesse de ces sons est qu’ils « contiennent » des harmoniques, cest-a-dire des
fréquences multiples f, = 2f,, f; = 3f,...., de la fréquence fondamentale. Cest
notre perception du son qui unifie toutes ces signaux en un son unique. Au sub-
tilités (fondamentales) des gammes pres, lorsque la fréquence fondamentale f,
correspond a un do, les harmoniques suivantes correspondent, f, = 2f, au do
de loctave supérieur, f, = 3f, au sol de cet octable, f, = 4f, au do de loctave
encore supérieur, puis f; = 5f, au mi de cet octave et fs = 6 f, au sol de cet octave,
un octave plus haut que la troisiéme harmonique f, = 3f,. On devine 1a dou
provient I'impression de solidité que procure I'accord « parfait » (do-mi-sol, par
exemple) en harmonie classique.

Nous avons indiqué figure 3.1.0.1 le spectre des fréquences fondamentales
(arrondies au Hz le plus proche) de quelques instruments de musique. Elle
ne tient pas compte des harmoniques qui, nous l'avons dit, sont responsables
de la nature du son; disons que les 10 premiéres harmoniques ont une impor-
tance. Cette figure tient encore moins compte des fréquences anharmoniques qui
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existent également, mais dans une proportion bien plus faible. (Dans certains
instruments, tels les toms d’une batterie, les fréquences anharmoniques sont tres
présentes, si bien quon peut difficilement leur attribuer une note, mais la facon
dont I'instrument est joué, la baguette utilisée par exemple, influe beaucoup sur
le son et méme sur sa hauteur.)

piano 27,5 Hz 4186 Hz

saxophone soprano 233 Hz 1480 Hz
alto 139 Hz 831 Hz
ténor 104 Hz 659 Hz

baryton 65sHz 440 Hz

batterie — cymbales 200 Hz 10000 Hz
caisse claire 240 Hz 6000 Hz
toms 120 Hz 5000 Hz
grosse caisse 60 Hz 4000 Hz

VOiX — soprano 261 Hz 1047 Hz
ténor 123Hz 440 Hz
basse 82Hz 300 Hz

violon 196 Hz 2794 Hz

FIGURE 3.1.0.1. Domaines de fréquences de quelques instruments de musique

La perception des sons dépend ensuite du fonctionnement de notre oreille,
du tympan qui transforme les oscillations de la pression de l'air en vibrations
mécaniques qu’il transmet a la cochlée, un petit os en forme de limagon rempli
d’un liquide ou des milliers de cellules ciliées réagissent aux diverses fréquences
du son et les transforment en signal nerveux. Ainsi, loreille humaine est sensible
aux signaux de fréquences variant de 20 Hz a 20 ooo Hz; selon
( ), des conditions idéales permettent dobserver une sensibilité plus large,
de 12 Hz a 28 ooo Hz, et la partie ou l'audition est le plus efficace est entre 2 000
et 5000 Hz.

En conclusion, pour les applications aux signaux sonores, on peut prendre
pour fréquence de Nyquist toute fréquence supérieure a 40 ooo Hz. Celle choisie
par la norme Audio-CD est 44,1 kHz permet donc, en théorie, de recréer tout le
spectre audible d'un signal. Silon se contente d’un signal de moindre qualité, on
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peut bien str échantillonner a une fréquence plus basse, par exemple 8 ooo Hz
pour des téléphones basiques ou le protocole VoIP (Voice over IP).

Pour terminer cette introduction technologique, rappelons quen plus détre
échantillonnés, les signaux doivent étre quantifiés. La norme Audio-CD, par
exemple, les code sur 16 bits (2 octets), dot, en principe, pour un signal stéréo,
une quantité d’information de 176 kO par seconde. En fait, selon cette norme, 6
échantillons sont regroupés en un frame de 192 bits (24 octets), auquel sajoutent
8 octets de code correcteur derreur et un octet de contréle (subcode) ; finalement,
ce sont 33 octets pour 6 échantillons, dolil une quantité d'information de 242 kO
par seconde. La durée d'un CD musical est ainsi de lordre d’'une heure. Lutilisa-
tion d’algorithmes de compression permet d'y stocker un signal plus long; cest
ainsi que certains CDs contiennent, non pas, un signal comme décrit ci-dessus,
mais des fichiers compressés selon la norme MP3.

3.2. Série de Fourier d’une fonction périodique

3.2.1. — La théorie des séries de Fourier permet l'analyse fréquentielle des fonc-
tions périodiques. Elle repose sur lobservation qu'une fonction trigonométrique
t — exp(wt) est de période T si et seulement si w est un multiple entier de 277/T,
et sur I'idée que « toute » fonction de période T est, en un sens qu’il faudra
préciser, somme de telles fonctions trigonométriques.

La seule hypothése que doit vérifier une fonction f sur R pour que lon puisse
envisager sa série de Fourier est détre localement intégrable au sens de la théorie
de Lebesgue, ce qui permettra de calculer son intégrale sur tout intervalle borné.
Un cadre plus restrictif, mais souvent suffisant, est celui des fonctions continues
par morceaux.

3.2.2. — Soit k un entier > 0. On dit qu'une fonction f définie sur un intervalle
compact [a,b] de R est de classe €% par morceaux s’il existe une suite finie
croissante (ao, a,, ..., a,) de nombres réels telle que a, = a, a, = b, et telle que
pour tout entier p € {1,...,n}, la fonction f soit de classe €% sur Ja,_,, a,[ et
ait, ainsi que toutes ses dérivées dordres < k, une limite a droite en a,_, et une
limite a gauche en a,,.

Si f est définie sur un intervalle arbitraire de R, on dit quéelle est de classe €%
par morceaux si cest le cas de sa restriction a tout intervalle compact contenu
dans son intervalle de définition.
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Si f est une fonction de classe €’* par morceaux, on notera abusivement f(¥)
sa dérivée k-iéme; elle est définie seulement presque partout, plus précisément
sauf sur un ensemble dont la trace sur tout intervalle compact est finie.

Lemme (3.2.3). — a) Soit f: [a;b] - C une fonction de classe €* par mor-
ceaux et continue. On a

[ rwae= 1) - fa).

b) Soitu,v: [a;b] - C des fonctions de classe €* par morceaux et continues.
On a la formule d’intégration par parties :

/;bu'(t)v(t)dtz [“(t)v(t)]z—ﬂbu(t)v’(t)dt,

Démonstration. — a) Soit (a,, . .., a,) une suite finie, croissante, telle que a =
do, b = ay, et telle que f soit de classe ¢ sur chaque intervalle |ay_,, ag[. Si x
et y sont des éléments de Jay_,, ax[ telsque a;_, < x < y < a,ona

[ rwa=)- ),

par la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral. Lorsquon fait
tendre x vers ay_, par valeurs supérieures et y vers ay par valeurs inférieures,
f(x) tend vers f(ax_,) et f(y) tend vers f(ay), parce que f est continue. On
obtient alors

f fi(t)de = f(ar) - f(ar-).

Finalement, on a
fabf'(t) dt = ki_fa:ff’(f) dt = ki_(f(ak) - f(a)) = £(b) - f(a).

b) La preuve de la seconde formule est analogue. Plus simplement, on peut
observer que la fonction f définie par f(t) = u(t)v(t) est également de classe €™
par morceaux et continue, et que lon a f'(t) = u/(t)v(¢t) + u(t)v'(t) pour tout
t € [a; b], sauf pour un nombre fini dexceptions. En appliquant la formule a) &
cette fonction f, on retrouve la formule b). ]
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Définition (3.2.4). — Soit f : R — C une fonction localement intégrable, de pé-
riode T > o. Ses coeflicients de Fourier sont les nombres complexes :

5 [T
(3.2.4.1) a,(f) = - /; f(t)cos(2nnt/T) dt,
(3.2.4.2) bu(f) = %'/O‘Tf(t) sin(2intnt/T) dt,
(3.2.4.3) cn(f) = %/OTf(t)e‘””"t/Tdt,
pour n € Z.

Comme les fonctions intégrées sur de période T, on peut en fait intégrer sur
nimporte quel intervalle de longueur T; en particulier, il est parfois utile de
considérer l'intervalle [-T/2; T/2].

Ces coeflicients ne sont pas indépendants. La parité de la fonction cosinus et
limparité de la fonction sinus entrainent que lona a_,(f) = a,(f) et b_,(f) =
b,(f) pour tout entier n; en particulier, b,( f) = 0. De méme, en décomposant
lexponentielle complexe

e 2T = cos(anmnt|T) - isin(2mnt/T),
on obtient les formules

()= 2@ =ibu() et en(f) =~ (an(f) +ibu(f)),

que lon peut inverser en

an(f) = cu(f) +c-n(f) et bu(f) =i(ca(f) = c-n(f))-

Ainsi, dans la pratique, il suffira de travailler avec les coefhicients ¢, ; Ils sont
linéaires en f :

cn(Af) = Aen(f), cn(f +8) = cu(f) +cn(g)s

et de méme pour les coefficients a,, et b,,.
Les fonctions cosinus et sinus sont a valeurs réelles, tandis que la conjugaison
complexe change e—2imnt[T en e2innt/T Par syite, on a aussi

an(?) = Wf% bn(?) = W> Cn(?) = ca(f)-

Notons f la fonction t — f(—t); elle est également de période T. En faisant le
changement de variables ¢’ = —t dans I'intégrale qui définit ses coefficients de



3.2. SERIE DE FOURIER D’'UNE FONCTION PERIODIQUE 59

Fourier, on trouve

an(f) =an(f), bn(f):_bn(f)’ Cn(f):c—n(f)-

En particulier, si f est paire (f = f), ses coefficients b,, sont nuls, tandis que si f
est impaire (f = —f), ses coefficients a, sont nuls.

3.2.5. — Soit encore une fonction f, définie sur R, localement intégrable et de
période T. Sa série de Fourier est la série (illimitée dans les deux directions)
(3.2.5.1) > cn(f)ermmiT,

neZ

Sa série de Fourier « réelle » est la série
(3.2.5.2) iao(f) + > an(f) cos(2mint/T) + b,(f) sin(2mint/T).

Notons quelles dépendent de ¢ : ce ce sont des séries de fonctions. A ce stade la
du cours, on naffirme pas encore que ces séries convergent, ce nest d’ailleurs pas
toujours le cas, et encore moins quelles convergent vers f(t).

Pour tout entier n > o, on notera

n

(3.2.5.3) Sh(F)(t) = > cp(f)em T,

p=—n

Silon exprime les coefficients ¢, en fonction de a, et b, on obtient légalité

(3.2.5.4) S.(f) = iao(f) + pZn: (ap(f) cos(amipt/T) + b,y(f) sin(2mipt/T)),

qui justifie la définition (3.2.5.2) de la série de Fourier réelle de la fonction f. En
effet,on a:

Su(F)(1) = co(f) + piq (cp(f)(cos(2mipt/T) + i sin(2mipt/T))
+c_p(f)(cos(2mipt/T) - isin(2mipt/T)))
= S+ 2 (o) + () cosCamipy/T)
+ i(ep(f) - ¢p()) sin(armipt/T))
= La(f) + pz (,(f) cos(2mipt/T) + by(f) sin(27it/T)).
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Exemple (3.2.6). — On dit que f est un polynéme trigonométrique si cest une
combinaison linéaire (finie) de fonctions de la forme t — e27!/T autrement dit
s'il existe un entier N > o et une famille (¢, ) _n¢p<n de nombres complexes telle
que

N
f(t)= Z Cpezinpt/T.
p=—N

En décomposant lexponentielle en cosinus et sinus, cela revient aussi a lexistence
de deux familles (a,)o<p<n €t (b))icpen de nombres complexes tels que

f(t) = iao + > apcos(2mpt|T) + b, sin(2mpt/T),
p=1

les ap, b, et ¢, étant reliés par les formules a, = ¢, + c_, et b, = i(c, — c_p).

Ses coeflicients de Fourier vérifient précisément ¢, (f) = ¢, si|n| <N, a,(f) =
a,sio<n<N,b,(f)=b,si1<n<N, et tous ses autres coefficients sont nuls.
Pour le démontrer, il suffit, par linéarité, de traiter le cas ot f(t) = e27P/T, Dans
ce cas,on a

1 T 2inpt[T ,—2inntT 1 T 2in(p-n)t/T
C"(f):T/; e e dt:T/; e dt.

Lorsque n = p, on obtient

cp(f):%/oTldt:L

tandis que sin # p,on a

T

1 T ,
- 20m(p-n)t/T | _
en(f) T[ziﬂ(p—n)e L o

Les formules pour a,(f) et b, (f) sen déduisent.
On observe alors que pour tout entier n tel que n > N,ona S,,(f)(t) = f(¢).

Exemple (3.2.7). — Supposons que f soit une fonction de classe € sur R, de
période T. Dans ce cas, sa dérivée f’ est une fonction continue, également de
période T, donc dispose de coefficients de Fourier. Montrons comment on peut,
par intégration par parties, les calculer en fonction de ceux de f. En effet, pour
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tout entier 1, on a
(') = = [ " peye s ag
[f(t)e_mnt/T f f(t)(~2min/T)e " m/T 4t
27TiN 1 / f(t)e—zmnt/T dt
Cn(f)

Pour les coefficients de Fourier a, et b,,, on obtient alors

27TiN

(3.2.7.1)

27N 27N
(3-2.7.2) an(f') = —=bu(f) et bu(f) = =—an(f).

Ces formules valent, en fait, sous 'hypothese un peu plus générale que f est de
classe ¢ par morceaux et continue, et se démontrent par le méme raisonnement,
grace a la formule d’intégration par parties pour les fonctions de classe €™ par
morceaux et continues.

3.3. Théoréme de Dirichlet

3.3.1. — Soit f une fonction continue par morceaux sur R. On note f* la fonc-
tion définie sur R par la formule

F =)+ £(1),

ou f(t) et f(t) désignent les limites a droite et a gauche de f en t. On dit que
cest la régulariséede f au sens de Dirichlet.

SiIest un intervalle ouvert tel que f|; est continue, alors f* = f sur L. Par suite,
la trace de lensemble des points ou f et f* différent rencontre tout intervalle
compact en un ensemble fini.

Théoréme (3.3.2). — Soit f : R — C une fonction de classe €* par morceaux, de
période T. Pour tout x e R, on a

Su(£)(x) = f*(x).

De plus, si A est un intervalle compact formé de points de continuité de f, alors la
convergence est uniforme sur A.
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3.3.3. — La preuve commence par récrire S, (f)(x) sous la forme d’une inté-
grale. En effet, on a

n

Su(f)(x) = 37 cp(fe™ /!

p=-n

nooq T ' _
_ Z _f f(t)e—zmpt/T dtezmpx/T
2T Jo

T n ,
:l/ f(t) Z ezﬂzp(x—t)/Tdt-
TJo 7V &,

Posons ainsi, pour tout u € R,
1 & ;
(3.3.3.1) D,(u)== > e>mipulT
T p:_n

la fonction D, est un polyndme trigonométrique quon appelle noyau de Dirichlet.
Par définition, on a

(3332) Su(1)(x) = [ (D (x -1yt

Le changement de variables #' = x — f et la périodicité de f et de D,, permettent
de récrire

(3333)  Su(f)(x) = f _xT F(x =)Dy (1) dut = _TT//: F(x = u)Dn (1) du.

Lemme (3.3.4). — a) Ona fOT D,(u)du=1.
b) Pour tout entier n > 1et toutu e R=TZ, on a

1sin(m(2n +1)u/T)
T  sin(7u/T)

-Dn(u):

Démonstration. — La premiére relation est immédiate. Démontrons la seconde.
On part de la définition de D,,(u) :

1 n . 1 . 21 )
T - T T
Dn(u) — ? Z ezmpu/ _ Te aminu/ Z ezmpu/ .
p=-n

p=0
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La somme qui apparait est la somme des (27 + 1) premiers termes d’'une suite
géométrique de raison e>™*/T;siu [ R=TZ, e> /T # 1, de sorte que

1 — e2ni(2n+1)u/T

_1 —aminu/T
Dn(u) h Te 1 — e2miu/T

U pimyr € T (<20 sin((2n + 1)u/T))

= Te eniu/T(—ziSin(piu/T)
i gy Sin(r(an + )/ T)
= pexp((=2n + (2n+1) —1)miu/T) sin(7u/T)

_ 1sin(7m(2n + 1)u/T)
T  sin(nu/T)

Le lemme est ainsi démontré. []

D, (u)

FIGURE 3.3.4.1. Graphe du noyau de Dirichlet (T = 27), pour1<n <7

3.3.5. — La représentation graphique du noyau de Dirichlet sur [-T/2; T/2]
montre que lorsque n grandit, il se concentre autour de o (modulo T). Jointe
a la premiére relation du lemme précédent, cette observation aurait pu étre la
clé de la démonstration du théoréme de Dirichlet si les changements de signe
de D,, navaient pas eu comme conséquence que % | OT|Dn(u)\ du tende vers +o0,
bien que % [ OT D,,(u) du soit constante, égale a 1.

Reprenons donc plutét la relation (3.3.3.3). Comme D,, est paire, on a

T/2 ) 1 T/2 1
/; D,(u)du = [T/an(u) du = ;[T/Z D,(u)du=-,

2
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de sorte que
() - 1) = [ fle- Do) de
[ f(x‘)Dn(t)dt—/T/Zf(x+)Dn(t)dt
-T/2 )
- [0 fenpu e
o [ PG 0-fG)Dy (1) at
= [P £+ (flx w0 - F)IDAD)

fe=D-F () op FEHD-FG) (e ine
n t

Comme f est de classe 4 par morceaux,
limite quand ¢ tend vers o. Autrement dit, il existe une fonction continue g,
sur [0; T/2] telle que

(fx=t) = f(x7) + (f(x+8) = f(x7)) = 18(2)

pour tout ¢ € [0; T/2]. On écrit alors

S.(f)(x) - f(x) = AT/ng(t)m sin(7r(2n +1)t/T) dt.

La fonction définie par ¢t — t/sin(7t/T) pour t € ]o; T/2] est continue, et a
une limite (T/7) en o; elle se prolonge par continuité en une fonction continue
sur [0; T/2]. Alors, la fonction h, sur [o0; T/2] définie par

hx() = & () T D)

pour f € Jo; T/2] se prolonge par continuité en o, et lon a

6350 SUNE L= [ hlO)sin(a(an+ )1/ T)dr

D’apres le lemme ci-dessous (lemme 3.3.6), le membre de droite de cette égalité
tend vers o, on a donc

lim ,(f)(x) = £ (x).

Cela conclut la démonstration de la premiére partie du théoreme de Dirichlet.
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Soit A une partie de R formée de points de continuité de f; en particulier,
f(x) = f*(x) pour tout x € A, et on peut écrire, comme précédemment,

(N0 = F) = [ (G- 0= F)Dn) dt

De plus, on peut appliquer I'inégalité des accroissements finis, doti une majo-
ration |f(x — t) — f(x)| < M|t|, avec M = sup|f’|, de sorte que la fonction h,
introduite plus haut est majorée par M, pour tout x € A. (...)

Lemme (3.3.6) (« Lemme de Riemann-Lebesgue »). — Soit h: R - C une
fonction localement intégrable telle que [°- |h(t)|dt < +oc0. Ona:

+

lim N h(t)e ™' dt=o.

w—>+00 J o

Ce lemme vaut en particulier pour toute fonction continue par morceaux qui
est nulle hors d’'un intervalle compact de R. Nous allons d’ailleurs essentiellement
nous contenter de le prouver dans ce cas particulier.

Démonstration. — Pour alléger [écriture, posons, pour toute fonction h qui est
localement intégrable et telle que [ |h(t)|dt < +oo,

h(w) = [: h(t)e ' dt.

Supposons tout d'abord que A soit de classe € sur un intervalle compact [a; b],
et nulle en dehors. Alors, on peut intégrer par parties dans la définition de h(w),

dou :
b

ﬁ(w):[h(t)ée‘iwt] - " W(t)eiet dt.

a
Cette expression montre que lon a

wh(w)] < Ih(@)] + I(B)] + [ ()]t

si bien que [i(w)| = O(1/w). En particulier, lim. o, #(w) = o.

Si h est seulement intégrable, cet argument ne suffit pas car la formule d’in-
tégration par parties ne sera pas valable. On peut, en revanche, l'approcher
« en moyenne » par une fonction en escalier, nulle hors d’un intervalle bornée.
Expliquons comment faire lorsque h est continue par morceaux. Soit € > 0;
choisissons des nombres réels a et b tels que a < b et tels que les deux intégrales

[:\h(t)\dt, /b+oo\h(t)|dt
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soient inférieures a ¢.

Choisissons ensuite une suite finie croissante (do, ..., a,) telle que a = a,
et a, = b, et telle que pour tout k € {1,...,n}, la fonction & soit continue
sur |ag_,, ax[ etait une limite a droite en a;_,, et a gauche en ay. Notons hy la fonc-
tion continue sur [ax_,, ax | qui coincide avec h sur I'intervalle ouvert |ax_,, ax[.
Elle est uniformément continue : il existe donc un nombre réel § > o tel que pour
tous x, y € [ak_,, ax ] tels que |x — y| < §, on ait |hi(x) — hi(y)| < €. Subdivisons
alors l'intervalle [ak_,, ax ] en sous-intervalles de longueur < § et notons g la
fonction constante sur I'intérieur de chacun de ces intervalles et qui coincide
avec hy en leur milieu by = (ax + ax_,)/2. Sur chacun de ces intervalles I, on a
|gk(x) — hi(x)| < & donc l'intégrale sur I de |gx — hy| est majorée par ££(1). Fina-
lement, [, gk — hi| < e(ax — ax_,). Soit g une fonction sur R qui, pour tout k,
coincide avec g sur l'intervalle |a,_,, ax[, et est nulle hors de lintervalle [a; b].
Clest une fonction en escalier et lon a

) a b )
[W\g—h\:[m+/a +./b lg-h|<e(2+b-a).

De cette inégalité, on déduit la majoration

R(@)-h@) =] [ (@n-hn)e e del< [ “lg()-h(r)|dt < e(a+b-a),

pour tout w € R. Par ailleurs, on a
ORMC AR
— l Z ih(bk)(e—iwak _ e_iwak“),
Wi

formule qui prouve que

lim g(w) = o.

w—>+00
En particulier, il existe W € R tel que |g(w)| < € dés que w vérifie || > W
Pour un tel w, on a donc |h(w)| < €(3 + b — a). La démonstration est ainsi
terminée. [l

Remarque (3.3.7). — Dans les cours de Licence, on apprend a « sommer » une
série en considérant ses sommes partielles, mais il y a de nombreuses autres
procédés. Deux dentre eux, au moins, sont particulierement adaptés a la théorie
des séries de Fourier.
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Pour tout nombre réel r tel que o < r <1, posons

o0

(3.3.7.1) P,(f)(x) = Z Ck(f)r|k|62mkx/T,

k=—o00

Comme les coefficients de Fourier de f sont bornés, le facteur supplémentaire r/
entraine une majoration des termes de cette série (infinie dans les deux sens) par
les termes d’'une série géométrique, si bien que cette série converge normalement
et sa limite est une fonction continue de x. On peut exprimer P,(f) de facon
analogue a la formule (3.3.3.3) :

Pr(f)(X) = Z % / f(t)e_zmkt/T dtr|k|e?.7rkx/T
k=—00 Y
T 1 = ‘
= / f(t)f Z r|k|ezmk(x—t)/T dt
° k=—0c0

= fon(t)Kr(x —t)dt,

ou la fonction K,, noyau de Poisson, est défini par

K, (1) :% S plkleaikt/T,

k=—00

On peut, en fait, calculer précisément K, :

oo o0
Kr(t) —— Z rkezﬂikt/T 4 Z rke—znikt/T
k=1 k=1
re2mit/T re—2mit/[T
=1+

+
1— re2mit/T 1 — pe—2mit/T
1-1?

1—2rcos(2mt/T) + r?

Cette formule permet de constater que le noyau de Poisson est positif et converge
uniformément vers o sur tout intervalle [§; T — §]; sa définition montre aussi
qu’il est pair et d’intégrale 1. Alors, un argument de convolution démontre que
K, (t)(x) converge vers la régularisée f*(x) de f en tout point x tel que f ait
des limites a droite et a gauche.

Un autre procédé consiste a introduire les moyennes, au sens de Cesdro, des
sommes partielles S, (f)(x), et de poser

(3:3.72) T.()(x) = —— 3 8,(N) ().

7’l+1k:0
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Posons
1 n
F. (t) = —— Di(t);
(1) = S D)

cette fonction F, est appelée noyau de Fejér et on déduit de Iéquation (3.3.3.3)
que lon a

LN = [ ARG -1t

Le noyau de Fejér est pair, T-périodique et d’intégrale 1, et un calcul explicite
prouve qu’il est positif et, plus précisément, vérifie les conditions de l'argument
de convolution. Ainsi, si f a des limites a droite et a gauche en x, T,,(f)(x)
converge vers sa régularisée f*(x).

3.4. Formule de Parseval
3.5. Transformation de Fourier

3.5... — Soit f: R - C une fonction localement intégrable telle que [°_ |f] <
+00. On définit alors sa transformée de Fourier f par la formule

(3.5.1.1) f(y) = [: f(x)e ™ dx,

Exemple (3.5.2). — Soit W un nombre réel > o et soit f: R - C la fonction
définie par f(x) =1 pour x € [-W; W], et par f(x) = o sinon. On a, pour y # o,
W

]?(y) _ [: F(x)e ™ dx = f e~ 2XY

-W

w : . :
[ 1 e_zm.xy] _ eV — ey sin(2myW)

=271y —271Y my

-W
= 2W sinc(2myW),

ou la fonction sinc, usuellement appelée sinus cardinal, est définie par

(3.5.2.1) sinc(y) = sin(y)/y

pour y # o, et sinc(0) = 1. Pour y = 0, on trouve f(y) = 2W, de sorte que cette
formule est encore valable.
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sinc(u)

Vel U "

FIGURE 3.5.2.2. Graphe du sinus cardinal

3.6. Théoréme d’échantillonnage

Théoréme (3.6.1). — Soit f : R — C une fonction continue telle que x> f(x) soit
borné, lorsque x varie. Alors f est intégrable sur R, et on suppose qu’il existe un
nombre réel W tel que ]?(y) = 0 pour tout y € R tel que |y| > W. Alors, pour tout
x € R, on a la formule,

(3.6.1.1) Flx) = ix, F)sine(x - —50).

Autrement dit, en échantillonnant le signal donné par f ala fréquence 2W,
on peut le reconstituer exactement!

3.6.2. — Selon ( ), I'idée que lon puisse reconstruire un signal en
léchantillonnant a une fréquence au moins double de la plus grande fréquence
intervenant dans un signal était bien connue des spécialistes de la théorie de la
communication — « common knowledge in the communication art ». Lapport de
cet article est ainsi de donnner une formule explicite pour cette reconstruction.
(1949) admet aussi que cette formule avait déja été démontrée, sous
une forme ou sous une autre, par divers mathématiciens; citons par exemple
E. Whittaker (1915), Oguro (1920), Kotel'nikov (1933). Il insiste cependant que
cest la premiere fois quelle est explicitée dans le contexte de la théorie de la
communication.
Cette histoire un peu balbutiante explique peut-étre pourquoi ce théoréme
déchantillonnage est parfois dénommé théoréme de Nyquist-Shannon.
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3.6.3. Démonstration du théoréme déchantillonnage. — Puisque f est
continue, intégrable, et que f est nulle en dehors de 'intervalle borné [-W; W],
on a la formule d’inversion de Fourier

f(x) = f VVVV f(n)e™ dy.

En particulier, f est indéfiniment dérivable.

Soit ¢ la fonction de période W qui coincide avec ]?sur [-W; W]. Comme
F(W) = F(=W) = o, elle est continue. Calculons ses coefficients de Fourier :
pourne€Z,ona

1 W —2miny[2W
an(9) = [W 9(y)e dy
_ L = —2miny[2W
W f _f(y)e dy
= 7/ nl2wW).

Le développement en série de Fourier de ¢ est ainsi

#(y) = 2 enlp)e™™ W = =25 f(nf2W)e .

nez 2W nez

1

Comme n2f(n/2W) est borné, cette série converge uniformément. On peut
donc la reporter dans la formule d’inversion de Fourier et intégrer terme a terme,
ce qui fournit, puisque f(y) = ¢(y) pour y € [-W; W] et f(y) = o sinon,

f(x)= ﬁ Y f(n/2W) [VV: e ix=n2W)y gy,

nez

=Y f(n/2W) sinc(x - n/2W),

nez

comme il fallait démontrer.

Proposition (3.6.4). — Soit f : R — C une fonction intégrable; on suppose que ]?
est nulle hors dun intervalle [-W o; W, |. Soit W un nombre réel tel que W > W,
et soit Y : R — C une fonction nulle hors de [-W; W] et identiquement égale a1
sur lintervalle [-W,; W, ]. Alors, pour tout x € R, on a

f(x) = =5 3 f(n/2W)(n]2W ).

nez
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Clest une formule analogue a la formule de reconstruction (3.6.1.1) que l'on
retrouve formellement en prenant W = W, et pour fonction y la fonction indi-
catrice de [-Wo; W, ]. Toutefois, lorsque W > W, (il y a alors suréchantillonnage
par rapport a la fréquence de Nyquist 2W,), on peut prendre pour y une fonction
de classe €. Sa transformée de Fourier ¥ décroit alors rapidement a l'infini si
bien que la série donnée dans la proposition converge tres vite.

Démonstration. — On note encore ¢ la fonction de période W qui coincide
avec f sur [-W; W]; elle est € par morceaux et ses coefficients de Fourier sont
donnés par

cn(@) = f(=n/2W)[2W,
comme dans la démonstration du théoréme 3.6.1. Pour tout y € R, on peut alors
écrire
f)=e(y(y),

puisque cette égalité devient f(y) = f(»)w(y) si y € [-W; W], égalité vraie
car y(y) = 1si f(y) # o, et quelle se réduita o = osi y ¢ [-W; W]. Ainsi, en
écrivant ¢ comme la somme de sa série de Fourier, on a

Y 1 —2i7n

f() =2~ f(n[2W)e ™y (y).

nezZ 2W

Appliquons maintenant la formule d'inversion de Fourier a cette égalité; on

trouve
1 * —2inny/2 207X
f(6) = ¥ <o fonfaW) [ ey (y)einy gy,
nezZ 2W -
Cette derniére intégrale vaut ¥(—x + n/2W), dou la proposition. O

La démontration du théoreme déchantillonnage est en fait trés proche de celle
d’une formule importante en mathématiques, la formule sommatoire de Poisson.

Théoréme (3.6.5) (Formule de Poisson). — Soit f : R - C une fonction décrois-
sant assez vite, de méme que sa transformée de Fourier f. Alors, pour tout nombre
réela>o,ona

(3.6.5.1) Z f(am) =

meZ

1 —_
=2 f(n/a).

a yez

Plus généralement, pour tout nombre réel a > o et tout nombre réel x, on a

(3.6.5.2) > f(x+am) ==Y f(n/a)er s,

1
meZ a nez
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Démonstration. — Considérons la série
F(x) =) f(x+am).
meZ

La décroissance de f et de fentrainent que cette série converge uniformément,
de méme que sa dérivée terme a terme, lorsque x parcourt un intervalle borné.
La fonction F ainsi définie est ainsi de classe 6™ sur R; elle est aussi de période a.
Calculons ses coeflicients de Fourier : pour tout n € Z, on a

CH(F) — i/ F(x)e—zinnx/a dx = 2/ Z f(x + ma)e—ziﬂnx/a dx.
° O mez

Par convergence uniforme de la série pour x € [0; a], on peut intervertir intégra-
tion et sommation, dou

cy(F) = i szo f(x +ma)e ™4 dx
me
(m+1)a )
— 1 Z f f(x)e—zznn(x—ma)/a dx
a ez Jma
(m+1)a )
— i Z f f(x)e—zzﬂnx/a dx
a meZ ma
— é/ f(x)e—ziﬂnx/a dx

= f(n/a).

Comme F est de classe 6, elle est somme de sa série de Fourier, dou la relation :
1 — .
Y f(x+am)=— Zf(n/a)ez’””x/“,
meZ a nezZ
pour tout x € R. En prenant x = o, on obtient l'autre relation. O]
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