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Equations diophantiennes

Encyclopédie de Diderot et d’Alembert (1751-1772)

DIOPHANTE, ( Problmes ou queftionsde) On
appelle ainfi certaines queftions fur les nombres quar-
rés, cubes, les triangles re&angles, &c. du genre de
celles qui ont été examinées 8 réfolues autrefois par
Diophante , mathématiciend’Alexandrie, qu'on croit
avoir vécu vers le troifieme fiecle. Nous avons fon
ouvrage qui a été commenté & publié 4 Paris en
1621, par Bachet de Meziriac; il y a une autre édis
tion faite en 1670 ,avec des obfervations de M. Fer-
mat {ur quelques-unes des queftions de Diophante.
Dans ces queftions il s’agit de trouver des nombres

commenfurables qui fatisfaflent & des problémes in-
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déterminés ; auxquels fatisferoient une infinjté de
wombres incommenfurables. Par exemple,, on pro- |
pofe de trouver un triangle reftangle dont les cotés

<, ¥, {»{oient exprimés par des nombres commen-

Aurables. Il eft certain qu'on aura en général x x -+

& ¥ =4, 7 étant fuppofée l’hﬁpo(henufe. Poy.Hv-

POTHENVSE. Mais on voit aufli que lon peut pren-

dre x & , tels que ¢ foit un incommenfurable ; car

6, par exemple, x= 1 & y =2, onaura {= /s,

Or il S'agit de déterminer x &y & &re tels, que non

feulement x & y, mais encore ¢ foient des nombres

commenfurables. De méme foit propofé de parta-

ger un nombre quarré a* en deux autres nombres

«qui foient anfli quarrés , & ainfi des autres. Voila ce-
qwon appelle les gueflions de Diophante.

" Lart de réfoudre ces fortes de ?ueﬂions confifte

2 employer & & manier tellement les inconnues ou

Tinconnue, que le quarré & les plus hautes puiffan-

«cesde cette inconnue difparoiffent de T'équation, &

guil ne refte que Pinconnue élevée au premier de-

gré , aumoyen de quoi on réfout cette e’n{uaxmn fans

Autre probiéme. Soit propofé de trouver une -
1ité =, telle que 24 6 x + x x foit un qunr?,“:n
fera de méme 4+ 6 x + x x gale au quarré de x 4

x,&onamu+bx=u(+“;d6nu=:—;§i

‘Ainfi prenant ¢ pour tout ce quon voudra sonaura x,
Auire, Soit propofé de partager un nombre a2 +
42, compofé de deux quarrés en deux autres quar-
w&s; foits ¥ — a, Pun des nombres cherchés, &
7 x — b autre, s & r étant des coefficiens indéter-
minds, on auraed 42 =s2x1 2 sxa far +
Pt 2rxbtbb; donCSix s art xm
2rb=o; doncx= 22278 Aingiprenantpour
# & s tel nombre quon vondra, on aura x.
Aucre, Soit propofé de trouver x, telle que a a—
=  foit un quareé. Je fais /s a— % = (a—x) s
& aiaa—xr=a—z" ¢, & divilant para—x,
{aiatr=ag—xg;donc 51 = x. Ainfi pre-
nant pour { tout ce quon voudra, on aura x,
Voild, ce me femble, un nombre fuffifant d’exem-
Pples pour donner dans un ouvrage tel que PEncy-
clopédie, 'idée des problémes de Digphante. Cenx
<qui voudront érudier plus & fond cette maiere,, la
trouveront trés-bien traitée dans les démens & Alge-
Saund in-4°. Cambridge.1740 , liv. V1.,

avoir recours aux I
un exemple fur les triangles re@angles en nombres.
On propofe de trouver =, ¥, ¢, telles que xx 4y y
=g+ foitfuppofé =z +u,onaurax x4 yy=
xx+2xutnu;doh lon voit quon peut faire
difparcitre x x, &¢ quon aura LT = & ; done

Pprenant y & » pour tout ce quon voudra , on trou-

vera que les cotés du triangle font , 2252 , & hy-
pothenufe x4 = 2L par exemple, foit y = 3,

=t onaua M= be g Bapu=

5. Ainfi 3, 4, font les deux cbtés du triangle, & §

1 _

ypothenufe, On voit aifément que ce probléme a
une iafinité de folutions.

21. M. Euler dans différens volumes des mémoires
de Petersbourg, a donné auffi d’une maniere trés-
favante la folution de plufieurs problémes du genre
de ceux de Diophante,

Remarquons en paffant que cette méthode de ré-
duire 2 des quantités rationnelles les quantités irra-
tionnelles, eft fort utile dans e calcul tdgral, pour
réduire une différentielle donnée en fration ration-
nelle, Yoyeg CALCUL INTEGRAL , FRACTION RA-
“TIONNELLE.

&eﬂnfoﬂxdnméffi’:« on transformera

yariieaw

DI

cette quastité en fration rationnelle en fuppofuse

comme ci-deflus 5 + 7= /7 +bx+xx:o0n tranfe
formeroit de méme ~—

ViTiy s
P = % eft un faBeur de a+ b x— x %, & faifant
YaFba—zx=(p—x)1. Voysg e mémoire que
T'ai donné fur ce. fui<=t dnns)lte volurse de Tacadinne
de Betlin, pour Pannée 1746. ¥oyey anff le rraicéda
caleud intégral de M. de Bougainviile le jeune, I, parz,
chap. des transformations des difftrenticlles,
« Louvrage de Diophante elt, dit M. Saunderfon,
» le premier ouvrage d’Algebre que nous trouvions
» dans Panciquité. Ce n'eit pas quil foit linventeur
» de cetart; car outre qu'on trouve quelques traces
»dans des auteurs plus anciens , Diophante ne don.
» nepoint dans fon ouvrage les regles de I'Algebre =
o il traite cette fcience comme d&a connue 5, 5
M. Saunderfon fait enfuite un grand dloge de la
fagacité que Diophante a montrée dans la folution
des problémes qui ont retenu fon nom. It ajolte que
du tems de Diophance , on ne connoifloit point e
core la méthode de nommer par des lettres les nom-
bres conntis, comme on fair rcs nombres inconnus
ni fa méthode dintroduire Pluficurs lettres pour dé«
figner plufieurs quantités inconnues différentes ; &
reconaoit que faute de cet ayantage, on woave
guelquefois dans les folutions de Diophante un peu
e confufion. Nous n'examinerons point ici 4 ce
gu'on trouve dans Pouvrage de Diophante peut étra
regardd comme de PAlgebre ; & fuppofé que c'en foit
en effet, julquois les anciens paroiffent avoir poufié
cetto feience. C'eft une queftion qui nous conduia
Toit trop loin, qui wappartient qu'indire@ement &
cet article, & que nous powrrons avoir occafion e
traiter a(i[]enrs. ¥oyey ALGEBRE & MATHEMATI-
QUES.
DIOPTRE, . m. (Chirurgie.) inftrument qui fert
4 dilater Ia matrice ou Panus » afin d’examiner les
e 2.2 S

maladiac da nar nactine

»en fuppofant que




Diophante — Arithmétique
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Equations diophantiennes :

- les inconnues sont des nombres entiers ou rationnels;
- les équations sont donneées par des relations
polynomiales entre les inconnues
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Equations diophantiennes :

- les inconnues sont des nombres entiers ou rationnels;
- les équations sont donneées par des relations
polynomiales entre les inconnues

Grossierement, trois parametres :

- le nombre de variables;

- le nombre d’équations;

- le degré des équations, c'est-a-dire le plus grand nombre
de fois que des inconnues sont multipliées entre elles
dans une équation.

LArithmeétique expose toute une série de problemes de ce
genre, avec leurs solutions.
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Laquelle eftant emblable 3 | precedente 6 que-
ftion nous i'en ferons poine de conftruction.
QVESTIONVIIL
rtons v nombre quarré 3 fa racine. commenfirable,
comme 16, en dew femblables quarrex.

CoONSTRYCTION:
Soit e premier quatré te
Eugole fecond quarré. —13+16
Egald quelque quareé faracine commenf-
rable, poucle cofté duguel on lm’el aquel-
ques (D —+/ 16;Soit 2 © lcquu-
réfora 4D 16@ 416|482
Lefquels reduiés § @ feron egales 4 16, &par Ic
67 probleme 1 () vaudta 22,

& L5 B les zlcux ¢ quaste requis.
afommede? cft 16. Temla
28 & laracine d: X2 quifont

leur quatiez commenfutables, elon lerequis ce il
fallow demonftrer.

Nota. 1L et nosice quion pourta router pat
cefte8 e Gangle
defgucl Lhzfquuoﬂc nombre Aritk
exemple;; i 'on pofe I'vn cofté contenan
droic, acine des fofdices ;f,q‘mn 18 & bautre
coftéa acine des L&, qui et 12 1 rage

(LVI:STION Ix.

Efte 9 queftion, eft la mefine quel 8, maiselle &
feraici par aurre conflruction telle.
h

Con=



Echauffement : équations en une variable

Les équations diophantiennes en une variable sont faciles a
résoudre.



Echauffement : équations en une variable

Les équations diophantiennes en une variable sont faciles a
résoudre.

Théoréme

Soit ag,...,an_1,an € C, avec a, # 0.

Toute racine x de 'equation de degré n :
anX" +---+ax+0ap=0

verifie

lag| + -+ + !an_ﬂ)

Xl < max (1
K < (’ |an|



Echauffement : équations en une variable

Les équations diophantiennes en une variable sont faciles a
résoudre.

Théoréeme
Soit ag,...,an_1,an € C, avec a, # 0.

Toute racine x de 'equation de degré n :
anX" +---+ax+0ap=0
verifie
|ao| + - -+ + |an—1]
|an|

x| < max (71,

).

Il suffit donc d’essayer un a un tous les entiers dans l'intervalle
décrit par l'inégalité du théoreme...



Equations en une variable : divisibilité

Si l'on cherche des solutions en nombres rationnels, un critére
classique permet de se ramener au cas de solutions en
nombres entiers.

Théoreme

Soit ag,...,an—1,0n € Z, avec a, # 0. Soit x = p/q une
solution rationnelle de l'equation de degré n :

anX" +---+ax+ag = 0.

Si p et g sont sans facteur commun, alors q divise a, et p
divise ao.

En particulier, si a, = 1, alors toutes les solutions rationnelles
sont en fait entiéres.



La géométrie des eéquations
diophantiennes
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Un vieux probléme (11-ve s. ap. J.-C.) :
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Un vieux probléme (11-ve s. ap. J.-C.) :
AVARIHEE, ==8zF—, Ah8zH = tt#Hz
F—, RV ?



Equations de degré 1

Un vieux probléme (11-ve s. ap. J.-C.) :
BYAMER, ==8F =, AABZH =, L&z
=, ML ?

c'est-a-dire :
Un nombre de choses est inconnu. Si on les compte par
trois, il en reste 2; si on les compte par cing, il en reste
3; si on les compte par sept, il en reste 2. Trouver ce
nombre de choses.



Equations de degré 1

Un vieux probléme (11-ve s. ap. J.-C.) :
BYAMER, ==8F =, AABZH =, L&z
=, ML ?

c'est-a-dire :
Un nombre de choses est inconnu. Si on les compte par
trois, il en reste 2; si on les compte par cing, il en reste
3; si on les compte par sept, il en reste 2. Trouver ce
nombre de choses.

Ce probléme « chinois » est di a Sunzi, publié dans le Stnzi
Suangjing fA 548 Le classique mathématique de Sinzr.
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Le probléme chinois

Ce genre d’'exercices a ensuite été reproduit dans d’autres
manuels, comme le

Shushd Jiizhang —#ELE,

Traite mathematique en neuf sections, 1247,
lui-méme inclus dans le

Siku quanshi —PuJeE £,

Le recueil complet des quatre trésors, XIx® s.,

une sorte d’encyclopédie commandée par les empereurs Qing
pour prouver qu'ils surpassaient 'Encyclopédie Ming (environ
1403).

10
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Le probléme chinois

AYIAHEE, ==8CsF—, LHEZR =, tt#z
=, F¥L?
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Le probléme chinois

AYIAHEE, ==8CsF—, LHEZR =, tt#z
=, F¥L?

c'est-a-dire :
Un nombre de choses est inconnu. Si on les compte par
trois, il en reste 2; si on les compte par cing, il en reste
3; si on les compte par sept, il en reste 2. Trouver ce
nombre de choses.
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Le probléme chinois

AYIAHEE, ==8CsF—, LHEZR =, tt#z
=, F¥L?

c'est-a-dire :
Un nombre de choses est inconnu. Si on les compte par
trois, il en reste 2; si on les compte par cing, il en reste
3; si on les compte par sept, il en reste 2. Trouver ce
nombre de choses.

soit encore :
nN=3x+2=5y+3=72+2,
l'inconnue principale étant n.
Le « theoreme chinois » apprend que la plus petite solution
est n = 23 et que toutes les autres sont obtenues en ajoutant

un multiple de 105 =3 x 5 x 7.
12



Equations de degré 2
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quations de degré 2
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Le probléme des boeufs d’Archiméde : premiére partie

Il'y @ a quatre troupeaux de boeufs, vaches et taureaux, de
quatre couleurs : blanc (w et W), noir (b et B), jaune (y et Y) et
pommelé (d et D).

Le texte donne des proportions :

W:(l+1)(8+b)
W=+ B+Y b:(li+%4)(Y+y)
B=(1+1D+Y d=(3+3)(Y+y)
D=(F+W+Y y=(s+7)W+w)

C'est un probleme linéaire.

15



Le probléme des boeufs d’Archiméde : premiére partie

C'est un probléme linéaire en nombres entiers, qui peut étre
résolu en nombres rationnels par la méthode habituelle de
Gauss, et c'est plus facile si on dispose d’'un logiciel de calcul
algébrique. En chassant les dénominateurs, on trouve

W = 10,366,482 - n w = 7,206,360 - n
B = 7,460,514 - n b = 4,893,246 - n
Y = 4,149,387 - n y = 5,439,213 - n
D = 7,358,060 - n d = 3,515,820 - n

ol n est un entier (commun).



Le probléme des boeufs d’Archiméde : seconde partie

Mais ce n'est pas fini!



Le probléme des boeufs d’Archiméde : seconde partie

Mais ce n'est pas fini! Car Archimede indique : « on ne te dira
pas maladroit, ou ignorant des nombres, mais ce n'est pas
encore qu’on se souviendra de toi parmi les sages ». Pour cela,
il s'agit de résoudre la seconde partie du probléme :

W + B est un carré parfait, de la forme p?
Y + D est un nombre triangulaire, de la forme m(m + 1)/2



Le probléme des boeufs d’Archiméde : seconde partie

Mais ce n'est pas fini! Car Archimede indique : « on ne te dira
pas maladroit, ou ignorant des nombres, mais ce n'est pas
encore qu’on se souviendra de toi parmi les sages ». Pour cela,
il s'agit de résoudre la seconde partie du probléme :

W + B est un carré parfait, de la forme p?
Y + D est un nombre triangulaire, de la forme m(m + 1)/2

C'est-a-dire :
17,826,996 - n = p?

11,507,447 - n = m(m +1)/2



Le probléme des boeufs d’Archiméde : seconde partie

Grace a la factorisation
17,826,996 = 22 -3 -11-29 - 4657,
on obtient

n=23-11-29-4657 - k> = 4,456, 749K’

On récrit cette équation comme
1,507,447 -n=m(m +1)/2,

une équation de degré 2 en l'inconnue m, ou n est un
parametre. On veut que 1+ 92,059,576 - n soit un carré parfait,
g%, d’ou l'équation

g% — 410, 286,423,278, 424 - R* = 1.



'équation de Brahmagupta (Pell-Fermat)

Le probleme d’Archiméde meéene a 'équation
g% — 410,286, 423,278,424 - R* = 1.

On trouve que le nombre total d'animaux est un nombre a
413091 chiffres! (Vardi)

Pour aujourd'hui, on pourrait se contenter de remplacer ce
nombre énorme par un plus petit, non?

19



'équation de Brahmagupta (Pell-Fermat)

Le probleme d’Archiméde meéene a 'équation
g% — 410,286, 423,278,424 - R* = 1.

On trouve que le nombre total d'animaux est un nombre a
413091 chiffres! (Vardi)

Pour aujourd'hui, on pourrait se contenter de remplacer ce
nombre énorme par un plus petit, non?

Si n est un paramétre (non carré), il s'agit de trouver les
solutions en nombres entiers de 'équation

X2 —ny? =1.
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'équation de Brahmagupta (Pell-Fermat)

Le probleme d’Archiméde meéene a 'équation
g% — 410,286, 423,278,424 - R* = 1.

On trouve que le nombre total d'animaux est un nombre a
413091 chiffres! (Vardi)

Pour aujourd'hui, on pourrait se contenter de remplacer ce
nombre énorme par un plus petit, non?

Si n est un paramétre (non carré), il s'agit de trouver les
solutions en nombres entiers de 'équation

X2 —ny? =1.

Exemple : x> — 2y? = 1. Solutions (3, 2), (17,12),...

19



Résoudre l'équation de Brahmagupta : l'identité de Brahma-

gupta

Brahmagupta (628 ap. ).C.) :
et Rl gum gt e |
TR TR FEFTIR R, )

twjm T TR T W9 O | -
T R N 0N s —BrSpSi. XVIII 64-65

20



Résoudre l'équation de Brahmagupta : l'identité de Brahma-

gupta

Brahmagupta (628 ap. ).C.) :

5t el garm qunfiegd R |
TR TR FEFTIR R, )

twjm T TR T W9 O | -
T R N 0N s —BrSpSi. XVIII 64-65

Si (x,y) et (x',y’) sont des solutions, on peut en construire une
troisieme (x”,y") par la formule :

Xl/ — XX/ + nyyl’ y/l — Xyl +le

20



Résoudre l'équation de Brahmagupta : l'identité de Brahma-

gupta

Brahmagupta (628 ap. ).C.) :

5t el garm qunfiegd R |

TR TR FEFTIR R, )

@ﬁf\mmwm T T | =

T R N 0N s —BrSpSi. XVIII 64-65
Si (x,y) et (x',y’) sont des solutions, on peut en construire une
troisieme (x”,y") par la formule :

X" = xx' + nyy’, y// _ Xyl —|—X’y.

Toutes les solutions (ou presque) sont obtenues a partir d'une

solution minimale.
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Résoudre l'équation de Brahmagupta : l'identité de Brahma-

gupta

Explication moderne de l'identité de Brahamagupta :
On observe que
x* = ny? = (x+ vny)(x — vny),

est le produit du nombre quadratique x 4 v/ny par son
« conjugué » x — v/ny obtenu en changeant le signe de la
racine carrée — analogue de la relation x* +y? = (x +iy)(x — iy).

C'est une sorte que norme carrée d'un nombre quadratique, et
elle est multiplicative comme pour les nombres complexes. On
a:

(X + Vny)(X' +vny') = (X' + nyy') + Vn(xy' +x'y).
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L'équation de Pythagore

Il s’'agit de trouver les solutions de l'équation

X4yt =1.
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L'équation de Pythagore

Il s’'agit de trouver les solutions de l'équation
X +yr=1.

Seules solutions entieres : (+1,0), (0, £1).
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L'équation de Pythagore

Il s’'agit de trouver les solutions de l'équation
X4yt =1.
Seules solutions entieres : (£1,0), (0,+1).

Solutions en nombres rationnels?

22



L'équation de Pythagore

Il s’'agit de trouver les solutions de l'équation
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L'équation de Pythagore

Il s’'agit de trouver les solutions de l'équation
X4yt =1.
Seules solutions entieres : (£1,0), (0,+1).

Solutions en nombres rationnels?

-
M
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L'équation de Pythagore

Il s’'agit de trouver les solutions de l'équation
X4yt =1.
Seules solutions entieres : (£1,0), (0,+1).

Solutions en nombres rationnels?

-
M
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L'équation de Pythagore

Il s’'agit de trouver les solutions de l'équation
X4yt =1.
Seules solutions entieres : (£1,0), (0,+1).

Solutions en nombres rationnels?
Si M a pour coordonnées (1,2t),
" alors P a pour coordonnées (x,y)

M
avec
1—t?

A 14 t2
0 2t
1+ t2
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L'équation de Pythagore

Il s’'agit de trouver les solutions de l'équation
X4yt =1.
Seules solutions entieres : (£1,0), (0,+1).

Solutions en nombres rationnels?
Si M a pour coordonnées (1,2t),
" alors P a pour coordonnées (x,y)

M avec
P 1—t2
X=—
A B 1+t2
0 I
YT 1re

2t = arctan(@D) = arctan(B/O\P/Z)

22



Paramétrage rationnel des coniques

La procédure expliquée pour le cercle fonctionne pour toute
conigue (équation du second degré en deux variables)
pourvu qu'il existe déja une solution rationnelle.
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Paramétrage rationnel des coniques

La procédure expliquée pour le cercle fonctionne pour toute
conigue (équation du second degré en deux variables)
pourvu qu'il existe déja une solution rationnelle.

Exemples :

- x> +y? = —1— probléme de signe
- x> +y? =3 — probléme modulo 4.
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Paramétrage rationnel des coniques

La procédure expliquée pour le cercle fonctionne pour toute
conigue (équation du second degré en deux variables)
pourvu qu'il existe déja une solution rationnelle.

Exemples :

- x> +y? = —1— probléme de signe
- x> +y? =3 — probléme modulo 4.

Théoréme (Hasse, 1921)
S'il n’'y a pas de probleme de signe ni de probleme de
congruence, alors il y a une solution rationnelle.
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Le théoreme de Hasse-Minkowski

Ily a un théoréeme général pour n'importe quelle équation de
degré 2 en n'importe quel nombre de variables. Pour I'énoncer,
il faut introduire les « corps p-adiques » qui sont des petits
cousins du corps des nombres réels, mais ou la notion de
proximité (via la valeur absolue) est remplacée par des
congruences faisant intervenir un nombre premier p.

Théoréme (Hasse-Minkowski)

Si une forme quadratique q(x,y,z,...) a coefficients dans Q a
des solutions non triviales dans tous les corps p-adiques,
ainsi que dans les reels, alors elle a une solution non triviale
dans Q.

2%



Equations de degré 3 et plus

. QVESTIO VIIL

Rorosirvu quadracom dividere

induos quadratos, Imperatum fic vt
16.dinidatur in duos quadratos. Ponatur
primus 1 Q.Oportetigitur 16 —1 Q.2qua-
les effe quadrato. Fingo quadratum i nu-
meris quotquot libuerit, cum defectu tor
vnitatum quod continet latus ipfius 16,
efto iz N.— 4. ipik igitur quadratus erit;
4 Q~ 16. —16 N. hac 2quabuntur vni-
tacibus 16 —r Q. -Communis adiiciatur
virimque defectus,& a fimilibus auferan-
trfimilia , fient 5 Q. zquales 16 N. & fic
1N, ¥ Erit igitur alter quadratorum %,
alter vero ¥ & viriufque fumma eft47* feu
16. & veerque quadratus eft,

ON Fhralul revpdyary Jireiv sic
TJ‘J:I Terpayiove. dmimardfe o ¥ i
dusreiv eig o TIpaydvous. xe) rerdafe 6
wegro; Juvduewg wag. oo dex uovd-
dug 1§ A!;\l.u urdusws el rag ;D T
realing. Ddasw ¥ rerpaywror S of. down
I move Aei et Toodraw o Boww BRI 5 F ",
W mAdbege V5w g5 Aéhlen o I airdc
dea & nhdrave; Yo Puvduwr & o nr]
Aeider o 15, Talre T povder i Acifes
Jurduses wag. xomh wesrxeidw i Aéiigs

N , G
% S0 Sucier dusiz. Fuvduers den § Yooy
a20ugic 15, % Yivera) 6 aeduds is. mipem-

Teir. ¥sea & o) o95” ixosomipenTan. 5 N pud)

cizosompenTars @ of oo owmSnre woriion -

- " - e
v exostmeuna, i uoddug 15, xal tov ivdreps mEd Y@

OBSERVATIO DOMINI PETRI DE FERMAT.

C Vhum antem in duos cubes , ans quadratoquadratum in duos quadratoguadrates
& generdliter nullam ininfinisum vitra quadratum poteflatem in duos einf-
dem nominis fas rﬂ diwidere cuins rei demonfirarionem mirabilem [anc dewexi,

Hanc marginis exignitas non caperes,

Diophante, Arithmétique. Edition de 1670. Source : Wikipedia
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Une équation cubique

y
y2 = x2 — 2x

[N X
%
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Une équation cubique

y
y2 = x2 — 2x

[N X
\_/
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Une équation cubique

y
y2 = x2 — 2x

a e
W
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Une équation cubique

y

y2 = x2 — 2x
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X3 — 2x

y’ =

%q
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Une équation cubique

y

2= x3 - 2x

y

On deéfinit ainsi une loi
de groupe commutative
sur 'ensemble des
solutions rationnelles.
L'élément neutre est un
point « a l'infini ».
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Courbes elliptiques

Ce sont les courbes définies par une équation cubique de la
forme

f,y)=y*—x*—ax—b=0, A=—4a>—27b>+£0.
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Courbes elliptiques

Ce sont les courbes définies par une équation cubique de la
forme

f,y)=y*—x*—ax—b=0, A=—4a>—27b>+£0.

La condition sur le discriminant signifie que la cubique est non
singuliere : si (x,y) est un point singulier,

0 0

af(xay) - aiyf(xay) =0

entraine que y = 0 et x est racine double de x3 + ax + b.
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Courbes elliptiques

Ce sont les courbes définies par une équation cubique de la
forme

f,y)=y*—x*—ax—b=0, A=—4a>—27b>+£0.

La condition sur le discriminant signifie que la cubique est non
singuliere : si (x,y) est un point singulier,

) )
ax] oY) = 5 flxy) =0

entraine que y = 0 et x est racine double de x3 + ax + b.

Contrairement aux coniques, on ne peut pas les paramétrer
par des fractions rationnelles.
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Courbes elliptiques — Une autre conjecture de Poincaré

Considérons une courbe elliptique, donnée par équation
cubique de la forme

y> =x>+ax + b, A =—4a>—27b*>#£0

a et b étant des nombres rationnels.

Théoréme (Mordell, 1922)
Le groupe des solutions rationnelles est un groupe abélien
de type fini.

28



Courbes elliptiques — Une autre conjecture de Poincaré

Considérons une courbe elliptique, donnée par équation
cubique de la forme

y> =x>+ax + b, A =—4a>—27b*>#£0

a et b étant des nombres rationnels.

Théoréme (Mordell, 1922)

Le groupe des solutions rationnelles est un groupe abélien
de type fini.

Théoréme (Siegel, 1929)

Il n’y a qu’un nombre fini de solutions entieres.
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Equations de degré supérieur

On considere maintenant une équation de degré au moins 4,
définissant une courbe non singuliere. Il est important de se
placer dans le cadre de la géometrie projective et de tenir
compte des singularités a l'infini, ou complexes.

Théoréeme (Faltings, 1983; conjecturé par Mordell)
Iln’y a qu’un nombre fini de solutions rationnelles.

29



Equations de degré supérieur

On considere maintenant une équation de degré au moins 4,
définissant une courbe non singuliere. Il est important de se
placer dans le cadre de la géometrie projective et de tenir
compte des singularités a l'infini, ou complexes.

Théoréeme (Faltings, 1983; conjecturé par Mordell)
Iln’y a qu’un nombre fini de solutions rationnelles.

Conséquence : pour tout entier n > 4, 'équation de Fermat n'a
qu'un nombre fini de solutions.
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Trichotomie géomeétrique

Jusqu'a présent, on a vu trois grandes classes d'équations :

- degré 1 ou 2 (coniques) : paramétrisations rationnelles,
nombre parfois infini de solutions entiéeres;

- degré 3 (« courbes elliptiques ») : pas de paramétrisation
des solutions, nombre parfois infini de solutions
rationnelles, nombre fini de solutions entiéeres;

- degré 4 ou plus : nombre fini de solutions rationnelles.
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Trichotomie géomeétrique

Jusqu'a présent, on a vu trois grandes classes d'équations :

- degré 1 ou 2 (coniques) : paramétrisations rationnelles,
nombre parfois infini de solutions entiéeres;

- degré 3 (« courbes elliptiques ») : pas de paramétrisation
des solutions, nombre parfois infini de solutions
rationnelles, nombre fini de solutions entiéeres;

- degré 4 ou plus : nombre fini de solutions rationnelles.

La bonne fagon de comprendre cette trichotomie consiste a
regarder les solutions complexes qui forment une surface de
Riemann. La distinction est alors

- genre 0 (sphére de Riemann, courbure > 0);
- genre 1 (courbure nulle);

- genre 2 ou plus (courbure < 0).
30



En dimension plus grande?

Pour les systemes d'équations dont la geéométrie est de plus
grande dimension, la situation est largement ouverte.
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En dimension plus grande?

Pour les systemes d'équations dont la geéométrie est de plus
grande dimension, la situation est largement ouverte.

On se limite au cas de systemes d’'équations définissant une
variété algébrique complexe projective et lisse.

'analogue de la condition « genre > 2 » s'appelle variete de
type géneral.
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En dimension plus grande?

Pour les systemes d'équations dont la geéométrie est de plus
grande dimension, la situation est largement ouverte.

On se limite au cas de systemes d’'équations définissant une
variété algébrique complexe projective et lisse.

'analogue de la condition « genre > 2 » s'appelle variete de
type géneral.

Une conjecture de Lang affirme qu'alors les solutions
rationnelles sont contenues dans une sous-variété algebrique
stricte. Autrement dit, elles vérifient une condition algébrique
supplémentaire!
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En dimension plus grande?

Pour les systemes d'équations dont la geéométrie est de plus
grande dimension, la situation est largement ouverte.

On se limite au cas de systemes d’'équations définissant une
variété algébrique complexe projective et lisse.

'analogue de la condition « genre > 2 » s'appelle variete de
type géneral.

Une conjecture de Lang affirme qu'alors les solutions
rationnelles sont contenues dans une sous-variété algebrique
stricte. Autrement dit, elles vérifient une condition algébrique
supplémentaire!

Seul (?) cas connu : sous-variétés de variétés abéliennes
(Faltings, 1991).
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Une conjecture d’Euler

Par analogie avec l'équation de Fermat, Euler a conjecturé en
1769 que l'équation diophantienne :

a4 + b4 + C4 _ d4
n‘avait pas de solutions en nombre entiers > 0, ainsi qu’'une
propriété similaire en degré supérieur.
Théoréme (Elkies 1987)

2682440" 4+ 15365639“ + 18796760 = 20615673"

La demonstration d’Elkies repose sur la compréhension
géométrique de la surface d’équation x* + y* + z* = 1, écrite
comme une famille de courbes elliptiques, et la découverte de
points sur certaines d’entre elles.
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Une conjecture d’Euler

Théoreme (Frye, 1987)
95800% + 217519" + 414560 = 422481"

La preuve de Frye repose une recherche par ordinateur
intensive, facilitée par l'observation qu’'un certain nombre de

congruences doivent étre vérifiées.

C'est le plus petit contre-exemple.
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Décider une équation diophantienne




Le 10® probleme de Hilbert

David Hilbert, 1900, Congres international des mathématiciens :
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Le 10® probleme de Hilbert

David Hilbert, 1900, Congres international des mathématiciens :

Entscheidung der Losbarkeit einer diophantischen
Gleichung.
Eine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Un-
bekannten und mit ganzen rationalen Zahlkoefficien-
ten sei vorgelegt : man soll ein Verfahren angeben,
nach welchen sich mittels einer endlichen Anzahl von
Operationen entscheiden lasst, ob die Gleichung in
ganzen rationalen Zahlen losbar ist.
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Le 10® probleme de Hilbert

David Hilbert, 1900, Congres international des mathématiciens :

De la possibilité de resoudre une équation diophan-
tienne.
On donne une équation diophantienne en un nombre
quelconque d’inconnues et a coefficients entiers ra-
tionnels : on demande de trouver une méthode par
laquelle, au moyen d'un nombre fini d'opérations,
on pourra distinguer si l'équation est résoluble en
nombres entiers rationnels.
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Le probléme de décision (Hilbert, 1928)

En 1928, Hilbert généralise son 10® probléme et énoncé le
probléme de décision (Entscheidungsproblem) : il s'agit de
prouver (ou d'infirmer) l'existence d'un algorithme qui résout
tout probléme mathématique (convenablement formalisé, en
logique du premier ordre).
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Le probléme de décision (Hilbert, 1928)

En 1928, Hilbert généralise son 10® probléme et énoncé le
probléme de décision (Entscheidungsproblem) : il s'agit de
prouver (ou d'infirmer) l'existence d'un algorithme qui résout
tout probléme mathématique (convenablement formalisé, en
logique du premier ordre).

1936 : Godel, Turing, Church prouvent qu'un tel algorithme
n'existe pas.

35



Mais pour les équations diophantiennes?

Si le probléme général de la décision n'a pas de solution, on
peut encore espérer que le 10¢ probleme de Hilbert a une
réponse positive.
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Mais pour les équations diophantiennes?

Si le probléme général de la décision n'a pas de solution, on
peut encore espérer que le 10¢ probleme de Hilbert a une
réponse positive.

Théoréme (Matyasevich, 1970)

Il n’existe pas d’algorithme qui, étant donné une équation
diophantienne arbitraire, dise si elle possede une solution en
nombres entiers, ou non.
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Mais pour les équations diophantiennes?

Si le probléme général de la décision n'a pas de solution, on
peut encore espérer que le 10¢ probleme de Hilbert a une
réponse positive.

Théoréme (Matyasevich, 1970)

Il n’existe pas d’algorithme qui, étant donné une équation
diophantienne arbitraire, dise si elle possede une solution en
nombres entiers, ou non.

Version forte : Il existe un polynome
f(t,x1,...,X9) € Z[t, X1, ..., X9]
en 10 variables telle qu'aucun algorithme ne puisse dire, etant
donné un entier a € Z, si 'équation f(a, x,...,X9) = 0 possede
une solution dans Z° ou pas.
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Mais pour les équations diophantiennes?

Si le probléme général de la décision n'a pas de solution, on
peut encore espérer que le 10¢ probleme de Hilbert a une
réponse positive.

Théoréme (Matyasevich, 1970)

Il n’existe pas d’algorithme qui, étant donné une équation
diophantienne arbitraire, dise si elle possede une solution en
nombres entiers, ou non.

Version forte : Il existe un polynome
f(t,x1,...,X9) € Z[t, X1, ..., X9]

en 10 variables telle qu'aucun algorithme ne puisse dire, etant
donné un entier a € Z, si 'équation f(a, x,...,X9) = 0 possede
une solution dans Z° ou pas.

Pour les solutions rationnelles : la question est ouverte! =



Et pour les équations en deux variables?

Revenons donc aux équations en deux variables définissant
une courbe non singuliére.
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Et pour les équations en deux variables?

Revenons donc aux équations en deux variables définissant
une courbe non singuliére.

En genre 0, le théoreme de Hasse-Minkowski permet de
décider effectivement si l'équation posséde une solution
rationnelle ou pas. Le point est qu'il n'y a qu'un nombre fini de
congruences a veérifier.
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Et pour les équations en deux variables?

Revenons donc aux équations en deux variables définissant
une courbe non singuliére.

En genre 0, le théoreme de Hasse-Minkowski permet de
décider effectivement si l'équation posséde une solution
rationnelle ou pas. Le point est qu'il n'y a qu'un nombre fini de
congruences a veérifier.

En genre 1, on a une majoration de la taille d'une solution
entiére (A. Baker, < 1970). Pour les solutions rationnelles, il
existe un procédeé qui, en pratique, fournira tot ou tard des
générateurs du groupe des solutions (cf. Tate, 1974) mais c’est
encore une conjecture (« finitude du groupe de
Tate-Shafarevich »).
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Et pour les équations en deux variables?

Revenons donc aux équations en deux variables définissant
une courbe non singuliére.

En genre 0, le théoreme de Hasse-Minkowski permet de
décider effectivement si l'équation posséde une solution
rationnelle ou pas. Le point est qu'il n'y a qu'un nombre fini de
congruences a veérifier.

En genre 1, on a une majoration de la taille d'une solution
entiére (A. Baker, < 1970). Pour les solutions rationnelles, il
existe un procédeé qui, en pratique, fournira tot ou tard des
générateurs du groupe des solutions (cf. Tate, 1974) mais c’est
encore une conjecture (« finitude du groupe de
Tate-Shafarevich »).

En genre > 2, obtenir une version effective de la conjecture de
Mordell est une question compléetement ouverte. 37



La conjecture ABC

Conjecture (Oesterlé, Masser, 1985)
Pour tout 6 > 1, il existe Ky > 0 de sorte que l'on ait :

Si A, B, C sont trois entiers premiers entre eux tels que

A+ B=C(, alors

max(JA|, B/, |C]) < Ko (rad(ABC))”.

Le radical d’'un entier (ici ABC) est le produit des nombres
premiers qui le divisent. - Autrement dit, cette conjecture
affirme que les multiplicités des facteurs premiers de A, B, C ne

sont pas trop grandes.
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La conjecture ABC

Conjecture (Oesterlé, Masser, 1985)

Pour tout 6 > 1, il existe Ky > 0 de sorte que l'on ait :
Si A, B, C sont trois entiers premiers entre eux tels que
A+ B=C(, alors

max(JA|, B/, |C]) < Ko (rad(ABC))”.

Le radical d’'un entier (ici ABC) est le produit des nombres
premiers qui le divisent. - Autrement dit, cette conjecture
affirme que les multiplicités des facteurs premiers de A, B, C ne

sont pas trop grandes.

(Reyssat, 1987) :

log(max(a, b, ¢))
10 _ 925 o ~
2430 %109=23°,  6(a,b,c):= log(rad(ab0)) 163




Fermat comme conséquence de la conjecture ABC

Soit une solution (x,y,z) non triviale (xyz # 0) de ['équation de

Fermat x" + y" = z". On peut supposer x,y,z premiers entre
eux.

Posons alors A=x",B=y" C=2".
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Fermat comme conséquence de la conjecture ABC

Soit une solution (x,y,z) non triviale (xyz # 0) de ['équation de
Fermat x" + y" = z". On peut supposer x,y,z premiers entre
eux.

Posons alors A=x",B=y" C=2".
Comme rad(x"y"z") = rad(xyz), si la conjecture ABC est vraie,
ona
0

max(|x|, Iyl [z])" < Ko (rad(xyz))".
D'autre part, il est évident que
rad(xyz) < |x| ly| |z| < max(|x|,|y|,|z])®. On a donc

max(|x|, ly|,12])" < Kg max(|x|, vl 121)*",

d'ou, sin > 30,

—30
max(]x|, Iyl [zI) < k",
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Fermat comme conséquence de la conjecture ABC

Soit une solution (x,y,z) non triviale (xyz # 0) de ['équation de
Fermat x" + y" = z". On peut supposer x,y,z premiers entre
eux.

Posons alors A=x",B=y" C=2".

Comme rad(x"y"z") = rad(xyz), si la conjecture ABC est vraie,
on a
0
max(|x|, ly[,12])" < Kp(rad(xyz))".

D'autre part, il est évident que
rad(xyz) < |x| ly| |z| < max(|x|,|y|,|z])®. On a donc

max(|x|, [y],1z])" < Ko max(|x|, y], 1z])**,
d'ou, sin > 30,

1/(n—360
max(|x], |y , |2) < K5/,
) ) ~ ) ; ) 39
Ainsi. on controle les solutions de l'équation de Fermat en



Fermat comme conséquence de la conjecture ABC

Pour 6 donné et n > 30, l'inégalité

—360
sup(|x|, Iy, lz]) < K}/

prouve que l'équation de Fermat de degré n n’a qu'un nombre
fini de solutions.

Les trouver explicitement demanderait une information sur la
constante Ky — et peut-étre une longue recherche.
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Fermat comme conséquence de la conjecture ABC

Pour 6 donné et n > 30, l'inégalité

1/(n—36
sup(lx|, Iyl I2) < k5"
prouve que l'équation de Fermat de degré n n’a qu'un nombre
fini de solutions.

Les trouver explicitement demanderait une information sur la
constante Ky — et peut-étre une longue recherche.

Quand n est assez grand (dépendant de la constante Ky), cette
inégalité entraine que |x z| sont 0 ou 1, et cela prouve le
theoreme de Fermat!

’ ’
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La conjecture ABC pour les polynomes

Théoréme (Stothers, 1981; Mason, 1984)
Soit A, B, C € Cl[t] trois polyndmes premiers entre eux, non
tous constants, tels que A+ B = C. Alors

max(deg(A), deg(B),deg(C)) < v(ABC) —1

Ici, v(ABC) est le nombre de racines complexes (sans
multiplicité) du polyndome ABC.

41



La conjecture ABC pour les polynomes : démonstration

On pose D=AB"—AB=AC —A'C=CB - (C'B.
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La conjecture ABC pour les polynomes : démonstration

On pose D=AB"—AB=AC —A'C=CB - (C'B.
OnaD #0,etdeg(D) < deg(A) + deg(B) — 1.
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La conjecture ABC pour les polynomes : démonstration

On pose D=AB"—AB=AC —A'C=CB - (C'B.
OnaD #0,etdeg(D) < deg(A) + deg(B) — 1.

Si x est une racine de multiplicité m de A, B ou C,
c'est une racine de multiplicité > m —1de D, donc

deg(D) > deg(A) + deg(B) + deg(C) — v(ABC).
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On pose D=AB"—AB=AC —A'C=CB - (C'B.
OnaD #0,etdeg(D) < deg(A) + deg(B) — 1.

Si x est une racine de multiplicité m de A, B ou C,
c'est une racine de multiplicité > m —1de D, donc

deg(D) > deg(A) + deg(B) + deg(C) — v(ABC).

On a donc deg(C) < v(ABC) —1,
et de méme pour deg(A), deg(B).

42



Application a l'irrationalité geométrique

Grace au théoreme de Stothers-Mason, la méme preuve que
ABC = Fermat demontre que les solutions de l'équation de

Fermat (n > 3) ne sont pas paramétrables par des fonctions
rationnelles.
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Application a l'irrationalité geométrique

Grace au théoreme de Stothers-Mason, la méme preuve que
ABC = Fermat demontre que les solutions de l'équation de
Fermat (n > 3) ne sont pas paramétrables par des fonctions
rationnelles.

Si P" 4+ Q" = R", pour trois polyndmes P, Q, R € C[t], premiers
entre eux, on a

n max(deg(P), deg(Q), deg(R))
v(PQR) —

deg(P) + deg(Q) + deg(R) —
< 3max(deg(P), deg(Q), deg(R)),

<
<

donc n < 3si P,Q,R ne sont pas tous constants.
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Théoréme (Elkies, 1991)

Si la conjecture ABC est vraie, la version « effective » de la
conjecture de Mordell ['est aussi : on peut donner une borne
explicite pour la taille des solutions.

: Construire (BelyT) une fonction rationnelle ¢ de x et y

dont la restriction a la courbe est « non ramifiée » sauf
au-dessus de 0,1, co.
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Théoréme (Elkies, 1991)

Si la conjecture ABC est vraie, la version « effective » de la
conjecture de Mordell ['est aussi : on peut donner une borne
explicite pour la taille des solutions.

: Construire (BelyT) une fonction rationnelle ¢ de x et y
dont la restriction a la courbe est « non ramifiee » sauf
au-dessus de 0,1, co.

Appliquer la conjecture ABC a ¢(P) + (1— ¢(P)) = 1, et conclure.
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Mordell — ABC (effectivement)

On peut renverser les arguments :

Théoréme (Moret-Bailly, Szpiro, 1990)
Une version effective de la conjecture de Mordell implique la
conjecture ABC (avec un exposant plus grand que 1+ ¢).
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Démontrer la conjecture ABC?

17 septembre 2012, New York Times :
A Possible Breakthrough in Explaining a Mathematical Riddle
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Démontrer la conjecture ABC?

17 septembre 2012, New York Times :
A Possible Breakthrough in Explaining a Mathematical Riddle

9 mai 2013, http://projectwordsworth.com/
the-paradox-of-the-proof/:
The Paradox of the Proof

« | decided, I can’t possibly work on this. It would drive me
nuts. »

« You don't get to say you've proved something if you haven't
explained it. A proof is a social construct. If the community
doesn’t understand it, you haven't done your job. »
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Démontrer la conjecture ABC?

17 septembre 2012, New York Times :
A Possible Breakthrough in Explaining a Mathematical Riddle

9 mai 2013, http://projectwordsworth.com/
the-paradox-of-the-proof/:
The Paradox of the Proof

« | decided, I can’t possibly work on this. It would drive me
nuts. »

« You don't get to say you've proved something if you haven't
explained it. A proof is a social construct. If the community
doesn’t understand it, you haven't done your job. »

aolt 2018, Peter Scholze, Jakob Stix :
Why abc is still a conjecture
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