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d’après J.-B. Bost, Y. André, D. & G. Chudnovsky

par Antoine CHAMBERT-LOIR

1. INTRODUCTION

1.1. Certains problèmes géométriques ou arithmétiques se ramènent parfois à décider si une fonction
analytique, voire une série formelle, est en fait une fonction algébrique, voire même une fraction rationnelle.
On peut notamment penser à deux exemples :

1o) le problème de Schwarz (cf. [41]) consistant à déterminer les équations différentielles hypergéomé-
triques de Gauß ayant une base de solutions formée de fonctions algébriques ;

2o) le théorème de É. Borel [15] affirmant qu’une série entière f ∈ Z[[x]] est le développement en série
d’une fraction rationnelle si et seulement si c’est le développement de Taylor en l’origine d’une fonction
méromorphe sur un disque de centre 0 et rayon strictement supérieur à 1. Une généralisation de ce critère
a été utilisée par Dwork [21] dans sa démonstration de la rationalité de la fonction zêta d’une variété
algébrique sur un corps fini.

Les travaux de D.V. et G.V. Chudnovsky [18] ont montré que les méthodes de transcendance four-
nissent une approche à ce genre de questions, en même temps qu’à d’autres problèmes a priori plus
éloignés telle la conjecture d’isogénie. C’est là le sujet de notre exposé. Nous en donnerons de nombreuses
applications, dont certaines remontent d’ailleurs à ces auteurs. Cette technique a toutefois été perfection-
née, notamment par Y. André ([3] et [4]) et, plus récemment, par un article de J.-B. Bost [17] qui fournit
un critère permettant d’affirmer que certaines sous-variétés formelles d’une variété algébrique (c’est-à-dire
(( définies )) par des séries formelles plutôt que des polynômes) sont en fait des sous-variétés algébriques.
Celui-ci est écrit dans le langage de la géométrie d’Arakelov et j’espère convaincre le lecteur qu’elle fournit
un cadre géométrique efficace pour les démonstrations d’approximation diophantienne.

Les théorèmes antérieurs des Chudnovsky et André (voir notamment [18, 3, 4]) établissaient l’algébricité
d’une série formelle et les conséquences géométriques étaient alors obtenues après dévissage. Les résultats
de Bost généralisent aussi un théorème de Graftieaux (voir [27, 28]) concernant les sous-groupes formels
d’une variété abélienne, tout en en simplifiant notablement la démonstration.

1.2. Quel que soit le langage utilisé (approximation diophantienne classique, géométrie d’Arakelov,. . .),
la (( méthode de Chudnovsky )) repose sur des techniques utilisées en théorie des nombres transcendants ;
elle combine en effet des hypothèses de type arithmétique (contrôle des dénominateurs) et des hypothèses
de type analytique (uniformisation).

L’irruption de l’arithmétique dans ces questions n’est pas nouvelle mais remonte — au moins — à la
communication [23] d’Eisenstein où ce dernier établit le théorème suivant : soit y =

∑∞
n=0 anx

n ∈ Q[[x]]
le développement en série de Taylor en l’origine d’une fonction algébrique. Alors, il existe un entier A > 1
tel que, pour tout entier n > 0, anA

n+1 est entier. En particulier, les nombres premiers qui divisent les
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dénominateurs des rationnels an sont en nombre fini. Une conséquence immédiate de ce résultat, citée
d’ailleurs par Eisenstein, est la transcendence des fonctions logarithme ou exponentielle, (( mais aussi de
beaucoup d’autres. ))

1.3. Comme il m’est impossible de donner un aperçu des méthodes et des résultats en théorie des nombres
transcendants, je me vois obligé de renvoyer le lecteur à l’immense littérature sur le sujet, à laquelle le petit
ouvrage collectif [8] peut être une bonne introduction, quoiqu’un peu ancienne. Rappelons simplement que,
classiquement, une (( démonstration de transcendance )) met successivement en jeu quatre ingrédients :
on raisonne par l’absurde, puis

1o) on construit une fonction auxiliaire à l’aide du lemme de Siegel : celui-ci fournit à un système
sous-déterminé d’équations linéaires à coefficients entiers une solution entière de petite taille, mais non
nulle. L’évaluation de cette fonction auxiliaire fournit un entier ξ sur lequel va porter la contradiction ;

2o) un certain nombre d’estimations de nature analytique, telles que le lemme de Schwarz et l’inégalité
d’Hadamard majorent |ξ| ;

3o) le fait (trivial) qu’un entier non nul est de valeur absolue supérieure ou égale à 1 implique, si la
majoration précédente est assez bonne, que ξ = 0. Dans les corps de nombres, ce principe est remplacé
par la formule du produit ;

4o) un lemme de zéros, de nature généralement algébro-géométrique, montre qu’alors la fonction auxi-
liaire initiale est nulle, d’où la contradiction.

Cependant, la méthode des déterminants d’interpolation introduite par M. Laurent, cf. [36], ne fait pas
intervenir le lemme de Siegel. En fait, plutôt que sur une solution du système linéaire, on peut raisonner
directement sur les mineurs de sa matrice.

1.4. La méthode des pentes, introduite par Bost à propos d’un théorème de Masser et Wüstholz (voir
l’exposé [16] à ce séminaire) est une version géométrique (( intrinsèque )) des déterminants d’interpolation.
Sa formulation nécessite le langage de la géométrie d’Arakelov.

Plaçons-nous pour l’instant dans le cas le plus simple où les objets sont des réseaux euclidiens E =
(E, qE), où E est un Z-module libre de rang fini et qE une forme quadratique définie positive sur ER =
E ⊗Z R. À un tel objet, on peut associer un nombre réel d̂egE, son degré arithmétique, qui n’est autre
que l’opposé du logarithme du covolume de E dans ER. En d’autres termes, (e1, . . . , ed) est une Z-base
de E,

(1.4.1) d̂egE = −1
2

log det
(
qE(ei, ej)

)
16i,j6d

.

On définit ensuite sa pente qui est tout simplement son degré divisé par son rang :

µ(E) = d̂egE/ rangE.

Dans ce contexte, on a aussi une notion de polygone de Harder-Narasimhan (cf. [46, 29, 16]) mais ne nous
intéressera ici que sa plus grande pente, µmax(E) : c’est le maximum des pentes des sous-réseaux de E,
c’est-à-dire des réseaux F = (F, qE |F ) où F est un sous-Z-module non nul de E.

Étant donnés deux tels réseaux euclidiens E et F , un homomorphisme ϕ : E → F possède une hauteur,
le logarithme de la norme de l’homomorphisme d’espaces euclidiens induit :

h(ϕ) = log ‖ϕ‖ =
1
2

log sup
e∈ER\{0}

qF (ϕ(e))
qE(e)

.

Si ϕ est injectif, on a alors une inégalité, dite inégalité de pentes :

(1.4.2) µ(E) 6 µmax(F ) + h(ϕ).
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C’est essentiellement une reformulation de l’inégalité d’Hadamard. Le mérite de cette inégalité est de syn-
thétiser les différentes étapes d’une preuve de transcendance : si le lemme de Siegel disparâıt (en apparence
seulement, voir plus bas), les estimées analytiques interviennent dans la majoration de h(ϕ). Quand l’in-
égalité obtenue est absurde, le morphisme ϕ ne peut pas être injectif, et là intervient éventuellement le
lemme de zéros.

1.5. Expliquons maintenant pourquoi, joint au théorème de Minkowski, le lemme de Siegel est, à des
facteurs numériques près, un corollaire de l’inégalité de pentes (1.4.2). Soit donc Φ = (aij) une matrice
à coefficients entiers à r lignes et n colonnes, avec n > r. Si A = max |ai,j |, le lemme de Siegel classique
affirme qu’il existe un élément non nul x = t(x1, . . . , xn) ∈ Zn tel que Φ · x = 0 et |xi| 6 (nA)r/(n−r)

pour tout i ∈ {1; . . . ;n}.
Soit alors E le réseau Zn muni de la forme quadratique qE(x1, . . . , xn) =

∑n
i=1 x

2
i , soit F le réseau

analogue de rang r, et soit ϕ : E → F l’homomorphisme défini par la matrice Φ. Comme n > r, il
n’est pas injectif et son noyau, muni de la norme euclidienne induite, est un sous-réseau saturé E1. On
définit alors E2 = E/E1 le réseau quotient, muni de la norme euclidienne quotient. Alors, ϕ induit un
homomorphisme injectif ϕ2 : E2 → F , si bien que l’inégalité de pentes (1.4.2) s’écrit

(1.5.1) µ(E2) 6 µmax(F ) + h(ϕ2).

Par construction,

(1.5.2) h(ϕ2) = h(ϕ) =
1
2

log sup
x∈ER\{0}

qF (ϕ(x))
qE(x)

6 log(
√
rA).

De plus, les covolumes de réseaux sont multiplicatifs dans les suites exactes, donc les degrés arithmétiques
sont additifs et

(1.5.3) µ(E2) = rang(E2)−1 d̂egE2 = rang(E2)−1(d̂egE − d̂egE1) = − rang(E1)
rang(E2)

µ(E1)

car d̂egE = r d̂eg(Z, ‖·‖) = 0. De même, d̂egF = 0 et, plus généralement, le degré de tout sous-réseau
de F est négatif ou nul : d’après la formule de Gram (cf. la formule (1.4.1)), le carré du covolume
d’un tel sous-réseau de Zn est en effet un entier non nul, si bien que µmax(F ) = 0. Ainsi, utilisant que
d = rangE1 > n− r, on a

(1.5.4) µ(E1) > − r

n− r
log(A

√
r)

Écrivons maintenant le théorème de Minkowski : il affirme que si le volume (dans E1,R) de la boule Bt

de rayon t est supérieur ou égal à 2d fois le covolume de E1, alors Bt contient au moins un point non
nul de E1. Notons βd = πd/2/Γ(d/2) le volume de la boule unité euclidienne en dimension d. Retranscrit
en termes de pentes, le théorème de Minkowski affirme l’existence d’un point non nul x ∈ E1 tel que
qE(x) 6 t2 dès que

(1.5.5) µ(E1) > − log t+ log(2β−1/d
d ).

Ainsi, il existe une solution non nulle x = t(x1, . . . , xn) ∈ Zn au système Φ · x = 0 vérifiant

(1.5.6) ‖x‖ =
( n∑

i=1

x2
i

)1/2
6
(
A
√
r
)r/(n−r)2β−1/d

d .

De plus, la formule de Stirling montre que lorsque d tend vers +∞,

2β−1/d
d '

√
2d/e.
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1.6. Dans le même volume que celui où est publié [18], les Chudnovsky utilisent des techniques similaires
pour débuter la théorie arithmétique des G-fonctions de Siegel, introduites dans [43]. Faute de place,
nous ne dirons rien de cette théorie qui pourtant a vu récemment quelques développement majeurs, suite
notamment aux travaux de Bombieri [13] et André. Citons ainsi une théorie géométrique des opérateurs
différentiels de type G (André, Baldassarri [7]) ainsi que la généralisation en dimension supérieure, due
à L. Di Vizio [20], du théorème des Chudnovsky affirmant qu’un opérateur différentiel minimal annulant
une G-fonction est un G-opérateur. Enfin, signalons deux articles récents d’André [5, 6] consacrés à une
(( théorie Gevrey arithmétique )) dont le théorème de Chudnovsky évoqué est un outil essentiel. Il en
déduit de remarquables applications, par exemple une nouvelle preuve du théorème de Siegel-Shidlovsky
et, inspiré par la preuve de Bézivin-Robba [10], deux (!) du théorème de Lindemann-Weierstraß.

Je remercie Y. André, D. Bertrand, J.-B. Bost et Y. Laszlo pour l’aide qu’ils m’ont apportée pendant
la préparation de cet exposé. Je remercie aussi C. Gasbarri et A. Thuillier pour leur lecture attentive.

2. QUATRE THÉORÈMES

2.1. Les énoncés que nous présentons maintenant font intervenir des objets algébro-géométriques définis
sur un corps de nombres (nombres, variétés algébriques, équations différentielles, sous-algèbres de Lie, etc.)
vérifiant une propriété modulo p pour presque tout nombre premier p. Le sens de ce genre d’hypothèses
est le suivant. Soit K un corps de nombres et soit oK son anneau d’entiers. Un objet algébro-géométrique
sur K (( de type fini )) est défini par une famille finie d’éléments de K (par exemple, dans le cas d’une
variété algébrique, les coefficients des équations polynomiales qui la définissent) ; ces éléments ont un
dénominateur communD ∈ Z, si bien qu’en fait l’objet initial (( vit )) naturellement sur l’anneau oK [1/D].
Il y a bien sûr des choix mais étant données deux structures entières sur oK [1/D] et oK [1/D′], il existera
un multiple commun à D et D′, soit D′′, tel que les structures entières cöıncident, une fois regardées sur
oK [1/D′′]. C’est bien sûr dans le langage des schémas que de telles considérations trouvent leur place
naturelle.

Les idéaux maximaux d’un tel anneau oK [1/D] s’identifient naturellement à une partie de complémen-
taire fini de l’ensemble des idéaux maximaux de oK (ceux qui ne contiennent pas D). Réduire modulo p
pour presque tout p signifie que, pour tout idéal maximal p de oK [1/D] (sauf peut-être un nombre fini
d’entre eux), on considère la structure entière modulo l’idéal p. On obtient ainsi une structure algébrique
analogue à celle de départ, mais sur un corps fini. C’est sur ces structures (( modulo p )) que portent les
hypothèses des théorèmes.

Nous donnerons volontairement les énoncés dans ce style informel, en en indiquant juste après la
signification précise.

2.2. Théorème. — Soit α un nombre algébrique tel que pour presque tout nombre premier p, la réduction
modulo p de α est dans le sous-corps premier Fp. Alors, α est un nombre rationnel.

Autrement dit, α est un élément d’un corps de nombres K. Écrivons le β/D où D est un entier > 1
et β un entier algébrique. L’hypothèse signifie que pour presque tout idéal maximal p de oK , il existe un
élément np ∈ Z tel que β ≡ npD (mod p). La conclusion est alors que β ∈ Z.

Ce résultat apparâıt dans l’article [35] de Kronecker qui le dérive du comportement du logarithme
de la fonction zêta de Dedekind du corps Q(α) en s = 1.(1) Aujourd’hui, il apparâıt souvent comme
une conséquence du théorème de densité de Čebotarev. En lien avec le théorème 2.6 ci-dessous, les

(1)L’argument de Kronecker semble cependant incomplet. L’existence d’une densité de certains ensembles de nombres

premiers, aujourd’hui conséquence du théorème de Čebotarev, est en effet utilisée sans justification.
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Chudnovsky en fournissent une démonstration (( diophantienne )) dans [18], c’est-à-dire fondée sur les
méthodes introduites par la théorie des nombres transcendants.

2.3. Théorème. — Soit E et E′ deux courbes elliptiques sur Q. Alors, E et E′ sont isogènes sur Q si
et seulement si, pour presque tout nombre premier p, E et E′ ont le même nombre de points sur Fp.

Donnons là encore une interprétation näıve : partant de deux courbes elliptiques E et E′ sur Q on peut
en trouver des équations (affines, sous forme de Weierstraß) y2 = 4x3 +ax+ b et y2 = 4x3 +a′x+ b′, avec
a, b, a′, b′ dans Z. Pour tout nombre premier p sauf 2, 3 et ceux qui divisent le produit des discriminants
4a3 + 27b2 et 4a′3 + 27b′2, ces équations définissent des courbes elliptiques Ep et E′p sur le corps fini Fp.

Une Q-isogénie entre E et E′, c’est-à-dire en l’occurrence un morphisme non constant défini sur Q
fournira pour tous ces nombres premiers (sauf quelques-uns, peut-être) une isogénie entre les courbes
elliptiques Ep et E′p. Il est alors connu que Ep et E′p ont même nombre de points sur Fp. La réciproque
est le point difficile.

Démontré par Serre [42] si l’un des invariants j(E) et j(E′) n’est pas entier, c’est un cas particulier
du (( théorème d’isogénie de Faltings )), cf. [25], lequel fournit un énoncé analogue pour deux variétés
abéliennes définies sur un corps de nombres. Dans [18], les Chudnovsky avaient donné une démonstration
diophantienne du théorème 2.3. Cependant, leur démonstration nécessitait en outre le théorème de Cartier
et Honda [30] reliant la fonction zêta de Hasse-Weil d’une Q-courbe elliptique et le groupe formel de son
modèle de Néron sur Z. Dans [27], Graftieaux a donné une démonstration analogue du théorème d’isogénie
pour les variétés abéliennes à multiplication réelle définies sur Q. Cette preuve nécessite une généralisation
du théorème de Cartier et Honda, démontrée par Deninger et Nart dans [19], qui fournit un isomorphisme
entre les groupes formels des variétés abéliennes en question. Graftieaux démontre ensuite l’algébricité
de cet isomorphisme, autrement dit l’algébricité du graphe, lequel est un sous-groupe formel du produit
des deux variétés abéliennes. Graftieaux a ensuite établi dans [28] un critère général d’algébricité de
sous-groupes formels d’une variété abélienne définie sur un corps de nombres. Ses résultats sont de plus
effectifs : les hypothèses ne font intervenir qu’un nombre fini explicite de nombres premiers.

Plus généralement, on a le théorème suivant, dû à Bost.

2.4. Théorème. — Soit G un groupe algébrique défini sur un corps de nombres K, soit g son algèbre
de Lie. Soit h une sous-K-algèbre de Lie de g vérifiant la propriété suivante : pour presque tout nombre
premier p, la réduction de h modulo p est une p-algèbre de Lie. Alors, il existe un sous-groupe algébrique
H de G, défini sur K, dont h est l’algèbre de Lie.

L’ingrédient nouveau est la notion de p-algèbre de Lie. Si G est un groupe algébrique lisse sur un corps
k, son algèbre de Lie g est par définition le k-espace vectoriel des dérivations invariantes par translations
sur G, muni du crochet [D1, D2] = D1D2−D2D1. En effet, si D1 et D2 sont deux dérivations invariantes,
leur commutateur en est encore une. De plus, si k est de caractéristique p > 0 et si D est une dérivation
invariante, la formule du binôme montre que, pour tous germes de fonctions f et g, on a

Dp(fg) =
p∑

i=0

(
p

i

)
Di(f)Dp−i(g) = gDp(f) + fDp(g),

si bien que Dp est encore une dérivation. Cette opération de puissance p-ième donne naissance à la notion
de p-algèbre de Lie, cf. [31], 5.7, [14], 1.3 ainsi que l’exposé [37] à ce séminaire. Étant donnée une telle
p-algèbre de Lie g, une sous-p-algèbre de Lie est alors une sous-algèbre de Lie h telle que pour tout D ∈ h,
Dp ∈ h.

L’explicitation du (( modulo p )) se fait alors comme précédemment. Si oK est l’anneau des entiers de
K, il existe un entier N > 1 et un schéma en groupes lisse G sur Spec oK [1/N ] dont la fibre générique
G ⊗K est G. Son algèbre de Lie Lie(G ) est une oK [1/N ]-algèbre de Lie telle que Lie(G )⊗K = g. Pour
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tout idéal maximal p de oK ne contenant pas N , on dispose alors d’un groupe algébrique lisse sur le corps
fini Fp = oK/p dont l’algèbre de Lie n’est autre que Lie(G ) ⊗ Fp. Si l’on note p la caractéristique du
corps Fp, c’est en particulier une p-algèbre de Lie.

Quitte à remplacer l’entier N par un multiple, une sous-algèbre de Lie h de g définit de même une
sous-algèbre de Lie de Lie(G ), et par conséquent, par réduction modulo p, des sous-algèbres de Lie de
Lie(G )⊗ Fp. L’hypothèse est donc que pour presque tout idéal maximal p, ces sous-algèbres de Lie sont
des sous-p-algèbres de Lie.

2.5. Le théorème 2.4 est démontré par Bost dans [17]. Il avait été indépendamment conjecturé par
Ekedahl et Shepherd-Barron dans leur article [24]. Il n’est peut-être pas inutile d’expliquer en quoi les
deux théorèmes 2.2 et 2.3 en sont des cas particuliers.

2.5.1. Théorème de Kronecker. — Considérons le groupe algébrique Gk = Gm × Gm sur un corps k.
On note x et y les coordonnées sur les deux produits, l’élément neutre étant (1, 1). Alors, une base de
l’algèbre de Lie gk de Gk est constituée des champs de vecteurs x ∂

∂x et y ∂
∂y . et gk est la k-algèbre de Lie

commutative k2.
Si k est de caractéristique positive p, déterminons l’opération de puissance p-ième sur gk. Il suffit de

la calculer dans le cas de Gm, auquel cas on a

(2.5.2)
(
x
∂

∂x

)p = x
∂

∂x
.

En effet, x ∂
∂x est l’unique dérivation invariante sur Gm qui envoie sur elle-même la fonction régulière x.

Ainsi, utilisant le fait que l’algèbre de Lie de (Gm)2 est commutative,(
ax

∂

∂x
+ by

∂

∂y

)p = apx
∂

∂x
+ bpy

∂

∂y
.

Pour établir le théorème 2.2, considérons un élément α d’un corps de nombres K et soit G le groupe
Gm ×Gm sur K, d’algèbre de Lie g = K2. La droite h = (1, α)K est une sous-algèbre de Lie. Soit p un
idéal maximal de oK tel que α soit p-entier. La réduction modulo p de h est la sous-algèbre de Lie de
hp engendrée par (1, α mod p) dans (oK/p)2. C’est une sous-p-algèbre de Lie si et seulement si (1p, (α
mod p)p) est colinéaire à (1, α mod p), c’est-à-dire si et seulement si αp = α (mod p), ou encore si α
mod p est dans le corps premier Fp. Par suite, sous l’hypothèse du théorème de Kronecker, l’algèbre de
Lie h est l’algèbre de Lie d’un K-sous-groupe algébrique H de Gm × Gm. Or, ceux-ci sont définis par
une équation de la forme xm = yn pour deux entiers m et n. L’algèbre de Lie d’un tel H est la droite
d’équation mξ = nη dans le plan K2 de coordonnées (ξ, η), donc est engendrée par le vecteur (n,m). On
a ainsi α = m/n.

2.5.3. Théorème d’isogénie. — Pour commencer, soit E une courbe elliptique sur un corps k. Son algèbre
de Lie est une k-algèbre de Lie de dimension 1, bien entendu commutative. De plus, on a une identification
canonique Lie(E) = H1(E,OE). Si k est de caractéristique positive p, l’opération de puissance p-ième
sur Lie(E) se confond alors avec l’action du morphisme dit (( Frobenius absolu )) F : E → E. Supposons
de plus que k est le corps premier Fp. Alors, F induit un endomorphisme p-linéaire, donc linéaire, de
H1(E,OE) ; c’est ainsi une homothétie dont nous noterons A ∈ Fp le rapport (invariant de Hasse). On
sait d’autre part depuis Hasse qu’il existe deux entiers algébriques α et β tels que #E(Fp) = p+1−(α+β)
et αβ = p. De plus, modulo p, l’un des deux, disons α, s’interprète comme l’action de l’endomorphisme F
sur LieE, tandis que β correspond à l’action du Verschiebung (défini par FV = p), c’est-à-dire A. Par
suite #E(Fp) ≡ 1−A modulo p.

Plaçons-nous maintenant sous les hypothèses du théorème 2.3 et considérons le groupe algébrique
G = E × E′ sur Q, d’algèbre de Lie g = Lie(E) ⊕ Lie(E′). Soit h ⊂ g une droite arbitraire se projetant
surjectivement sur les deux facteurs. L’hypothèse que E et E′ ont, pour presque tout nombre premier
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p, même nombre de points modulo p implique que, modulo p pour presque tout p, h définit une sous-p-
algèbre de Lie de la réduction modulo p de g. C’est ainsi l’algèbre de Lie d’un sous-groupe algébrique
H ⊂ E × E′ défini sur Q. Or, un tel sous-groupe fournit automatiquement une isogénie entre E et E′

(considérer par exemple H comme une correspondance).

2.6. Théorème. — Soit X une variété algébrique lisse définie sur un corps de nombres et soit ω une
forme différentielle sur X. On suppose que pour presque tout nombre premier p, ω est modulo p une forme
différentielle exacte (ω = df). Alors, ω est une forme différentielle exacte.

On a un résultat similaire dans le cas logarithmique : si pour presque tout nombre premier p, ω est
modulo p une forme logarithmique exacte (ω = d log f = df/f), alors, il existe un entier n > 1 tel que
nω est une forme différentielle logarithmiquement exacte.

Ce théorème est démontré par André [3] dans le premier cas et par les Chudnovsky dans [18] dans
le cas logarithmique. Il était conjecturé dans le premier cas par Ogus dans [39, §2] et, en liaison avec la
conjecture de Grothendieck, par Katz dans [33, p. 2] pour le cas logarithmique.

Comme exemple d’application, montrons comment en déduire le théorème 2.2. Considérons la courbe
X = Gm = SpecK[x, x−1] sur un corps de nombres K, et, si α ∈ K, posons ω = αx−1dx. Si p est un
idéal maximal de oK et np ∈ Z un entier tel que α − np ∈ p, ω modulo p est égale à npx

−1dx, donc est
la différentielle logarithmique de xnp . D’après le théorème 2.6, il existe n > 1 tel que nαx−1dx est une
forme différentielle logarithmiquement exacte, c’est-à-dire nα ∈ Z, d’où α ∈ Q.

Sur la droite projective, le théorème 2.6 admet le corollaire suivant : soit y ∈ Z[[x]] une série formelle
à coefficients entiers dont la dérivée est une fonction algébrique, alors y est une fonction algébrique. La
variante de cet énoncé où algébrique est remplacé par rationnelle a été démontrée par Pólya ; c’est une
application classique du théorème de Borel [15]. Signalons d’ailleurs que ce critère a été généralisé par
Bézivin et Robba dans [11] au cas d’opérateurs différentiels d’ordre supérieur. Cette généralisation leur a
permis d’en déduire une nouvelle démonstration du théorème de Lindemann-Weierstrass.

F. Caligari en a donné une application aux courbes modulaires : joint au théorème de Manin-Drinfel’d,
il implique en effet qu’une forme modulaire (non nécessairement cuspidale) de poids 2 qui pour presque
tout nombre premier p est fixée par l’opérateur Tp modulo p est une combinaison linéaire de séries
d’Eisenstein.

3. LA CONJECTURE DE GROTHENDIECK

3.1. La conjecture de Grothendieck est un critère arithmétique qui prédit qu’un système différentiel
linéaire, disons de la forme

(3.1.1)
d
dz
Y = A(z)Y, A(z) ∈Md(Q(z))

possède une base de solutions algébriques, c’est-à-dire dont les solutions holomorphes au voisinage d’un
point z0 ∈ Q qui n’est pas un pôle de A sont algébriques sur Q(z). La condition, conjecturalement
suffisante, est que pour presque tout nombre premier p, le système différentiel obtenu par réduction
modulo p ait une base de solutions algébriques sur Fp(z).

Le point fondamental, dû à Cartier et Honda, est que cette dernière condition est, pour p un nombre
premier fixé, effectivement vérifiable. Pour rester élémentaire, définissons une suite (An) de matrices n×n
à coefficients dans Q(z) par

(3.1.2) A0(z) = Id, A1(z) = A(z), An+1(z) =
d
dz
An(z) +An(z)A(z).

Si l’on peut réduire A modulo p, alors on a l’équivalence des propositions suivantes :
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– le système différentiel (3.1.1) modulo p admet une base de solutions algébriques sur Fp(z) ;
– il admet une base de solutions dans Fp(z) ;
– il admet une base de solutions dans Fp((z)) ;
– la matrice de (( p-courbure )) Ap est nulle modulo p.

Sous cette forme, cet énoncé est assez élémentaire. Si Y (z) est une solution du système (3.1.1), on vérifie
par récurrence que pour tout n, dn

dznY (z) = An(z)Y (z). Si Y est une solution de ce système, par exemple
dans Fp((z)), on a (dp/dzp)Y (z) = 0. L’existence d’une base de solutions dans Fp((z)) implique alors que
Ap(z) = 0 modulo p. Dans l’autre sens, supposant pour simplifier que 0 n’est pas une singularité de A,
on constate que la formule (de Taylor !)

(3.1.3) Y (z) =
( p−1∑

i=0

(−z)i

i!
Ai(z)

)−1

fournit une matrice fondamentale de solutions dans Fp(z).

3.2. Ces considérations s’étendent à un contexte plus général que nous présentons maintenant. SoitX une
variété algébrique lisse sur un corps de nombres K et soit E un OX -module localement libre de rang fini.
Une connexion sur E est une application
K-linéaire

(3.2.1) ∇ : E → E ⊗OX
Ω1

X

vérifiant ∇(fe) = f∇(e) + e ⊗ df pour toutes sections locales f de OX et e de E. Il sera pratique de
considérer l’homomorphisme dual

(3.2.2) TX → End(E), ∂ 7→ ∇(∂),

TX désignant le fibré tangent de X. On notera aussi E∇ le faisceau des sections horizontales de E, c’est-à-
dire des germes de sections locales e de E telles que ∇(e) = 0. Par définition, E est trivial s’il est engendré
par E∇ comme OX -module. On dit aussi que la connexion ∇ est intégrable si l’homomorphisme (3.2.2)
est un homomorphisme d’algèbres de Lie, c’est-à-dire si pour tous champs de vecteurs locaux ∂1 et ∂2,

(3.2.3) [∇(∂1),∇(∂2)] = ∇([∂1, ∂2]).

C’est bien sûr équivalent au fait que la courbure ψ(E,∇) = ∇2 ∈ End(E)⊗ Ω2
X soit nulle.

Supposons ∇ intégrable. Si K est un corps de caractéristique positive p, TX et End(E) sont des p-
algèbres de Lie et on définit une p-courbure qui mesure le défaut pour l’homomorphisme (3.2.2) d’être un
homomorphisme de p-algèbres de Lie :

(3.2.4) ψp : TX → End(E), ∂ 7→ ∇(∂)p −∇(∂p).

C’est une application additive, p-linéaire :

ψp(f1∂1 + f2∂2) = fp
1ψp(∂1) + fp

2ψp(∂2).

Le théorème de Cartier affirme alors l’équivalence des propriétés suivantes (cf. [32], théorème 5.1) :

– pour toute section locale ∂ de TX, ψp(∂) = 0 ;
– l’homomorphisme (3.2.2) est un homomorphisme de p-algèbres de Lie ;
– le faisceau E est trivial.

3.3. Conjecture (Grothendieck). — Soit X une variété lisse sur un corps de nombres K et (E,∇) un
module à connexion intégrable sur X. On suppose que pour presque tout nombre premier p, la réduction
modulo p de (E,∇) est à p-courbure nulle. Alors, il existe un revêtement étale f : Y → X tel que f∗E
soit trivial.
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La condition pour un module à connexion intégrable (E,∇) d’avoir (presque toutes) ses p-courbures
nulles a été étudiée de manière approfondie par Katz. En particulier, il est établi dans [32] qu’alors, (E,∇)
est à singularités régulières et ses exposants sont des nombres rationnels, ce qui n’est d’ailleurs pas sans
rapport avec le théorème 2.2 (voir aussi [22], III.6.1).

Il y a eu essentiellement deux approches de cette conjecture, l’une géométrique, l’autre arithmétique.
Rappelons que les périodes d’une famille de variétés algébriques lisses sont gouvernées par une équation
différentielle, dite de Picard-Fuchs. Pour celles-ci, et plus généralement, pour leurs facteurs, Katz [33]
puis André [4] relient les p-courbures à la réduction modulo p de l’application de Kodaira-Spencer. C’est
ainsi qu’est établie la conjecture de Grothendieck pour les équations hypergéométriques de Gauß (on
retrouve la liste de Schwarz) ou les facteurs des connexions de Knizhnik-Zamolodchikov. L’approche
arithmétique est au cœur de cet exposé. Elle a permis d’établir la conjecture pour les fibrés de rang 1
sur une courbe (Chudnovsky [18], le cas où E est trivial a été vu plus haut), lorsque (E,∇) est extension
de deux modules à connexion isotriviaux (André, [4]), et plus généralement, lorsque le groupe de Galois
différentiel de (E,∇) a une composante neutre résoluble (André, voir plus bas).

Le groupe de Galois différentiel (( générique )) d’un module à connexion (E,∇) est défini par Katz
dans [34] (voir aussi l’exposé [9] de Bertrand à ce séminaire). Sa définition la plus élégante est tannakienne
et fournit un groupe algébrique sur le corps K(X) des fonctions de X : c’est le sous-groupe de GL(E ⊗
K(X)) qui stabilise tout sous-module horizontal de toute construction tensorielle sur (E,∇). Dans le
cas singulier régulier, qui est en fin de compte celui qui nous importe le plus pour la conjecture de
Grothendieck, on peut décrire peut-être plus concrètement une C-forme de ce groupe. Étant donné un
plongement de K dans C, on peut considérer (E,∇) comme un module à connexion intégrable sur la
variété analytique X(C). Le groupe de Galois différentiel (( est )) alors l’adhérence de Zariski du groupe
de monodromie usuel de (E,∇) ([34], Prop. 5.2). Dans tous les cas ([34], Prop. 4.5), la finitude du groupe
de Galois différentiel de (E,∇) équivaut à l’isotrivialité de (E,∇), soit encore à l’existence d’une base de
solutions algébriques.

Katz a proposé ([34], Conj. 9.2) une généralisation de la conjecture de Grothendieck et prédit que
l’algèbre de Lie du groupe de groupe de Galois différentiel de (E,∇) est la plus petite sous-algèbre de
Lie algébrique de gl(E) qui (( contient )), pour presque tout p, les p-courbures ψp(∂). En fait, et c’est là
l’objet principal de l’article [34], cette généralisation et la conjecture de Grothendieck sont équivalentes :
la véracité de la conjecture de Grothendieck pour tout fibré à connexion intégrable implique celle de Katz.

Enfin, signalons qu’un (( q-analogue )) de la conjecture de Grothendieck-Katz (pour les équations aux
q-différences) a été démontré par L. Di Vizio dans sa thèse (décembre 2000). La démonstration utilise le
théorème 6.2 ci-dessous, l’un des Rv étant infini.

3.4. Exemples. — Revenons maintenant sur le théorème 2.6 concernant l’exactitude de formes diffé-
rentielles. Soit X une courbe algébrique lisse sur un corps de nombres K et soit ω ∈ Γ(X,Ω1

X) une forme
différentielle régulière sur X. On peut considérer deux modules à connexion (nécessairement intégrables
puisque X est une courbe) :

E1 = OX , ∇f = df − fω(3.4.1)

E2 = O2
X , ∇(f, g) = (df − ωg,dg).(3.4.2)

L’existence d’une section horizontale non nulle de E1 signifie ainsi exactement que ω est une différentielle
logarithmiquement exacte. Si E2 est engendré par ses sections horizontales, il existe une telle section
(f, g) avec g 6= 0, donc g constante que l’on peut supposer égale à 1, et alors df = ω, ce qui signifie que
ω est une différentielle exacte. Dans les deux cas, l’hypothèse du théorème 2.6 sur la réduction modulo p
de ω pour presque tout nombre premier p est, d’après le théorème de Cartier, équivalente à la nullité des
p-courbures.
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D’autre part, la définition même du groupe de Galois différentiel montre que c’est un sous-groupe de
Gm dans le cas de (E1,∇), tandis que (E2,∇) ayant un sous-fibré horizontal (défini par q = 0), son groupe
de Galois différentiel est un sous-groupe du groupe de Borel ( ∗ ∗0 ∗ ). Ces deux groupes algébriques sont en
particulier résolubles et résoudre la conjecture de Grothendieck pour les modules à connexion intégrable
dont le groupe de Galois est résoluble démontre le théorème 2.6. Réciproquement, si le groupe de Galois
différentiel est résoluble, des dévissages ramènent la conjecture de Grothendieck au cas du théorème 2.6,
d’où le théorème ([4], §3, voir aussi [17], théorème 2.9) :

3.5. Théorème (André). — Soit X une variété algébrique lisse sur un corps de nombre et (E,∇) un
fibré vectoriel à connexion intégrable sur X. Si la composante neutre du groupe de Galois différentiel de
(E,∇) est résoluble, alors (E,∇) vérifie la conjecture de Grothendieck-Katz.

4. FEUILLETAGES

4.1. Soit X une variété algébrique lisse sur un corps K et soit F ⊂ TX un sous-fibré vectoriel de son fibré
tangent qui est involutif, c’est-à-dire stable par le crochet de Lie sur TX . Si K ⊂ C, un tel fibré involutif
définit un feuilletage holomorphe sur la variété analytique X(C) : il existe dans un voisinage Ux de tout
point x ∈ X(C) une sous-variété analytique Y ⊂ Ux telle que pour tout y ∈ Y , l’espace tangent TyY à
Y en y soit égal à Fy ⊂ TyX (théorème de Frobenius). Cependant, une telle feuille n’est en général pas
un germe de sous-variété algébrique.

Si K est de caractéristique 0 et x ∈ X(K) un point rationnel, la variante formelle du théorème de
Frobenius fournit cependant une sous-variété formelle lisse de X complété le long de x, la feuille formelle
de F en x.

Si K est de caractéristique p, on dira que F est p-intégrable si c’est un sous-fibré de TX stable par
puissance p-ième.

Pour motiver cette définition, supposons maintenant que K soit un corps de nombres et que la feuille
formelle Ŷ passant par un point rationnel x ∈ X(K) soit le germe d’une sous-variété algébrique Y . Pour
presque tout nombre premier p, on obtient par réduction modulo p une situation analogue (X,F, Y ) sur
un corps fini de caractéristique p. Comme les opérations de puissance p-ième sur TY et sur TX sont
compatibles, il en résulte que F est clos par puissance p-ième aux points de Y .

Réciproquement, la généralisation de la conjecture de Grothendieck aux feuilletages (formulée par
Ekedahl et Shepherd-Barron dans [24], conjecture F) prédit que les feuilles formelles d’un tel sous-fibré
involutif F ⊂ TX qui pour presque tout nombre premier p est p-intégrable sont des sous-variétés algé-
briques.

Avant d’énoncer le théorème de Bost, quelques rappels d’analyse complexe s’imposent.

4.2. Il est bien connu que toute fonction holomorphe bornée sur l’espace affine Cn est constante : c’est
le théorème de Liouville. Plus généralement, toute fonction plurisousharmonique majorée sur Cn est
constante. Rappelons qu’une fonction ψ sur une variété analytique complexe M à valeurs dans R∪{−∞}
est dite plurisousharmonique si :

– elle est semicontinue supérieurement ;
– elle n’est identiquement −∞ sur aucune composante connexe de M ;
– pour toute fonction holomorphe f : D(0, 1) →M du disque unité fermé de C dans M , on a l’inégalité

(4.2.1) ψ(f(0)) 6
1
2π

∫ 2π

0

ψ(f(eiθ)) dθ.



886-11

Par exemple, pour toute fonction holomorphe ϕ non nulle, log |ϕ| est une fonction plurisousharmonique.
Suivant la terminologie de [17], nous dirons ainsi qu’une variété analytique complexe connexe M vérifie

la propriété de Liouville si toute fonction plurisousharmonique majorée sur M est constante. Si X est une
variété algébrique complexe connexe lisse, on peut démontrer que X(C) satisfait la propriété de Liouville.
Dans le cas compact, cela résulte du principe du maximum ; dans le cas général, on peut par exemple
remarquer que le complémentaire d’un fermé analytique (strict) dans une variété qui satisfait la propriété
de Liouville le satisfait aussi. Tout groupe de Lie complexe connexe vérifie la propriété de Liouville.

4.3. Théorème (Bost). — Soit X une variété algébrique lisse sur un corps de nombres K contenu dans
C, soit F un sous-fibré involutif de TX et soit x ∈ X(K) un point rationnel. Supposons que les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

– pour presque tout nombre premier p, la réduction modulo p de F est un sous-fibré p-intégrable ;
– il existe une variété analytique complexe M satisfaisant la propriété de Liouville, un point O ∈ M ,

une application holomorphe ψ de M vers la feuille en x du feuilletage holomorphe induit par F sur X(C)
telle que ψ(O) = x et telle que ψ soit biholomorphe d’un voisinage de O vers un voisinage de x dans cette
feuille.

Alors, la feuille formelle de F passant par x est algébrique.

4.4. Les équations différentielles issues de fibrés vectoriels à connexion fournissent naturellement des
feuilletages. Plus généralement, si G est un groupe algébrique sur un corps de nombres K, un G-fibré
principal à connexion sur une K-variété algébrique lisse B est un G-fibré principal X → B (c’est-à-dire
un G-torseur sur B) muni d’un scindage G-équivariant de la suite exacte de G-fibrés vectoriels sur X,

(4.4.1) 0 → TX/B → TX → TB → 0.

Dans ce cas, l’image de TB par la section fournit un feuilletage G-équivariant sur X.
À l’aide du théorème 4.3, on peut alors démontrer certains cas de la conjecture de Grothendieck,

par exemple le théorème 2.6 ou le théorème 3.5, si l’on établit que la condition d’uniformisation est
automatiquement remplie. Après dévissages, le théorème 3.5 se ramène au cas où la base B est une
courbe et le groupe G connexe commutatif. Utilisant le morphisme d’addition Gd → G, on peut alors
étendre le G-fibré à connexion (X,∇) sur B, en un autre (Xd,∇) sur la puissance symétrique d-ième de B
(qui contient B une fois fixé un point base). Le point est que pour d assez grand, le revêtement universel
d’une telle puissance symétrique vérifie la propriété de Liouville.

4.5. Proposition. — Soit C une courbe algébrique complexe lisse connexe. Pour tout entier d assez
grand, le revêtement universel du produit symétrique Symd C satisfait la propriété de Liouville.

Soit C la complétion projective lisse de C, g son genre et s le cardinal de S = C \ C. Il est démontré
dans [17] qu’il suffit de prendre d > max(2, g, g+s−1). Cependant, si d > 2g−2+s, Symd C est un fibré en
espaces affines (projectifs si s = 0) au-dessus de la jacobienne généralisée JacS C définie par le module S.
Son revêtement universel est l’image réciproque par l’application exponentielle Lie JacS C → JacS C de
ce fibré affine (resp. projectif). Il vérifie la condition de Liouville. Si S 6= ∅, c’est même l’espace affine de
dimension d.

4.6. Dans [38], Miyaoka démontre un théorème d’algébricité pour les feuilles de certains feuilletages al-
gébriques. Il procède essentiellement en construisant des courbes rationnelles tangentes au feuilletage. Le
point de départ de la démonstration est ainsi l’existence d’une famille dense de courbes le long desquelles
le fibré involutif définissant le feuilletage a un degré strictement positif. Les feuilles obtenues sont faible-
ment rationnellement connexes : deux points quelconques peuvent être reliés par une suite de courbes
rationnelles.
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Le théorème 4.3 admet un analogue géométrique, découvert très récemment de manière indépendante
par Bogomolov et McQuillan [12] d’une part, en liaison avec les travaux de Miyaoka, et par Bost, d’autre
part. L’énoncé en est le suivant.

4.7. Théorème. — Soit k un corps, disons algébriquement clos et soit V0 une sous-variété connexe
projective lisse d’une variété quasi-projective X définie sur k. On suppose que V0 n’est pas réduite à un
point. Soit V̂ une sous-variété formelle lisse du complété formel de X le long de V0 et contenant V0.(2)

On suppose que le fibré normal de V0 dans V̂ , NV0 V̂ est ample. Alors, V̂ est algébrique : l’adhérence de
Zariski de V̂ dans X a même dimension que V̂ .

Autrement dit, il existe une sous-variété algébrique Y de X contenant V0 dont V̂ est l’une des
(( branches )) le long de V0.

La démonstration est étonnamment simple et, après tout, l’idée n’est pas si différente de celle qui
conduira à la démonstration du théorème 4.3. Précisons un peu les analogies entre ces deux théorèmes.
Dans le théorème 4.3, il faut interpréter la variété X sur le corps de nombres K comme un germe de
variété X au-dessus de la (( courbe arithmétique )) Spec oK . Le point rationnel x fournit alors une section,
c’est-à-dire quelque chose comme une courbe tracée sur X qui est l’analogue arithmétique de la sous-
variété V0 du théorème 4.7. Dans le théorème 4.3, l’algébricité de la feuille est plus simple à concevoir :
dans ce cas, il existe effectivement une variété algébrique dont le complété formel en x s’identifie à la
feuille formelle passant par x.

Remplaçons X par l’adhérence de Zariski de V̂ , c’est-à-dire la plus petite sous-variété algébrique
contenant V0 et dont le complété formel le long de V0 contient V̂ . Notons N = NV0 V̂ , v0 = dimV0 et
v = dim V̂ = v0 +rangN , de sorte que la conclusion du théorème est que v = dimX. Soit L la restriction
à X du fibré en droites O(1) sur l’espace projectif. L’hypothèse que X est l’adhérence de Zariski de V̂
signifie que pour tout entier D > 0, l’opération de restriction des sections de LD de X à V̂ définit une
injection de k-espaces vectoriels

(4.7.1) Γ(X,LD) ↪→ Γ(V̂ , LD).

Nous allons filtrer l’espace vectoriel ED = Γ(V̂ , LD) par l’ordre d’annulation le long de V0. Si n est un
entier > 1, notons Vn le voisinage infinitésimal d’ordre n de V0 dans V̂ . Notons ED

0 = ED et, si n > 1,
soit ED

n l’ensemble des sections de ED
0 dont la restriction à Vn−1 est nulle. Une section s de ED

n possède
un jet d’ordre n le long de V0 ; c’est une section sur V0 de LD

V0
⊗ SymnN∨, nulle si et seulement si s

appartient à ED
n+1. Par passage aux sous-quotients, on déduit de l’injection (4.7.1) des injections, pour

tous n et D,

(4.7.2) ED
n /E

D
n+1 ↪→ Γ(V0, L|DV0

⊗ SymnN∨) = Γ(P(N∨), π∗L|DV0
⊗ OP(N∨)(n)),

où l’on a noté π : P(N∨) → V0 le fibré projectif associé à N∨ au-dessus de V0. Comme P(N∨) est une
variété projective sur k de dimension v− 1, il existe une constante c telle que pour tous D et n, on ait la
majoration

(4.7.3) dimk Γ(P(N∨), π∗LD ⊗ OP(N∨)(n)) 6 c(1 + n+D)v−1.

D’autre part, l’hypothèse d’amplitude sur N et le théorème d’annulation de Serre impliquent qu’il existe
un entier λ > 1 tel que si n > λD et D > λ,

(4.7.4) Γ(V0, L|DV0
⊗ SymnN∨) = 0.

(2)Lorsque k = C est le corps des nombres complexes, une sous-variété analytique V d’un voisinage ouvert U de V0(C) dans

X(C) contenant V0(C) ∩ U en fournit un excellent exemple.



886-13

Il en résulte que pour tout entier D > λ, on a l’inégalité

(4.7.5) dimk Γ(X,LD) =
∞∑

n=0

dimnE
D
n /E

D
n+1 6

λD−1∑
n=0

c1(1 + n+D)v−1 6 cλ(1 + λ)v−1Dv.

Par suite, dimk Γ(X,LD) = O(Dv). D’après le théorème de Hilbert, on a dimX = v, ainsi qu’il fallait
démontrer.

5. FRAGMENTS DE THÉORIE D’ARAKELOV

Nous résumons maintenant les quelques définitions et résultats de théorie d’Arakelov dont nous aurons
besoin. Le lecteur intéressé trouvera des compléments importants dans les références [47, 45, 16, 44].

5.1. Soit K un corps de nombres ; notons oK son anneau d’entiers. Les valeurs absolues sur K sont de
deux types. Celles qui sont non-archimédiennes (on dit aussi finies) sont associées à un idéal premier p de
oK ; on note vp : K× → Z, la valuation associée et |·|p la valeur absolue correspondante, normalisées de
sorte que, si π est une uniformisante, vp(π) = 1 et log |π|p = − log #(oK/p). Si Kp désigne le complété
p-adique de K et p la caractéristique du corps résiduel oK/p, on a ainsi

(5.1.1) log |p|p = −[Kp : Qp] log p.

Les valeurs absolues archimédiennes (ou infinies) sont associées à un plongement
σ : K ↪→ C, mais deux plongements conjugués fournissent la même valeur absolue. Si σ : K ↪→ C
est un tel plongement, on définit εσ = 1 si σ est réel et 2 sinon, et on a, si x ∈ K,

(5.1.2) log |x|σ = εσ log |σ(x)| .

On notera aussi Kσ = R ou C suivant que σ est réel ou complexe. On a ainsi εσ = [Kσ : R].

Notons ΣK l’ensemble des valuations sur K ainsi définies ; on notera aussi ΣK,f et ΣK,∞ les ensembles
de valuations non-archimédiennes et archimédiennes respectivement. Avec ces normalisations, on a la
formule du produit :

(5.1.3) si x ∈ K \ {0},
∏

v∈ΣK

|x|v = 1.

Définition 5.1. — Un oK-fibré vectoriel hermitien E = (E, ‖σ‖) est la donnée d’un oK-module projectif
de rang fini E, ainsi que pour tout σ ∈ ΣK,∞, d’une norme hermitienne sur l’espace vectoriel Eσ =
C⊗oK ,σ E, invariante par la conjugaison complexe si σ est réelle.

Il revient au même de considérer une norme hermitienne invariante par conjugaison sur l’espace vec-
toriel complexe C⊗Z E.

Soit E un oK-fibré vectoriel hermitien. Si p est un idéal premier de oK , on peut aussi définir une norme
p-adique sur l’espace vectoriel Ep = Kp ⊗oK

E : par définition, si e ∈ Ep,

(5.1.4) ‖e‖p = inf{|a|p ; a ∈ K×
p , ae ∈ op ⊗oK

E}.
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5.2. Plus généralement, si X est un Z-schéma de type fini et plat, un fibré vectoriel hermitien E = (E, ‖‖)
sur X est la donnée d’un fibré vectoriel E sur X ainsi que d’une métrique hermitienne sur le fibré vectoriel
holomorphe EC sur l’espace analytique complexe X (C), supposée invariante par conjugaison complexe.

On peut effectuer, sur ces fibrés vectoriels hermitiens, un certain nombre de constructions standard :
image réciproque par un morphisme X ′ → X ; somme directe, munie de la norme somme directe or-
thogonale ; sous-fibré, muni de la norme induite ; fibré quotient, muni de la norme quotient ; modules
d’homomorphismes, en particulier duaux ; produit tensoriel, puissances symétriques et extérieures (toutes
deux quotients du produit tensoriel).

5.3. Soit X un oK-schéma de type fini et plat. Si σ est un plongement de K dans C, notons Xσ(C) =
X ⊗oK ,σ C, de sorte que X (C) est la réunion disjointe des Xσ(C). Si E est un fibré vectoriel hermitien
sur X et si X est propre, Γ(X , E) est un oK-module projectif de rang fini. On peut le munir d’une
structure de oK-fibré vectoriel hermitien comme suit. Fixons µ une mesure (( de Lebesgue )) sur X (C)
(voir [17] pour la définition précise ; quand X (C) est lisse de dimension complexe d c’est une mesure qui,
en coordonnées locales zj = xj + iyj , s’écrit ω(x)dx1dy1 . . .dxddyd où ω est une fonction C∞ strictement
positive). Alors, on définit pour tout e ∈ Γ(X , E) et tout plongement complexe σ : K ↪→ C,

(5.3.1) ‖e‖σ =

(∫
Xσ(C)

‖e(x)‖2
σ dµ(x)

)1/2

.

On définit aussi une norme sup. :

(5.3.2) ‖e‖∞,σ = sup
x∈Xσ(C)

‖e(x)‖σ .

Un lemme élémentaire relie ces deux normes.

5.4. Lemme. — Si de plus E est un fibré en droites hermitien sur X , il existe une constante C telle que
pour tout σ : K ↪→ C, tout entier D > 1 et tout e ∈ Γ(X , ED), on ait l’encadrement

(5.4.1) ‖e‖σ 6 C ‖e‖∞,σ 6 CD ‖e‖σ .

5.5. Un oK-fibré vectoriel hermitien E de rang 1 possède un degré, défini par

(5.5.1) d̂egE = log #(E/oKe)−
∑

σ : K↪→C

log ‖e‖σ ,

e étant un élément non nul quelconque de E ; le fait que la formule n’en dépende pas résulte de la formule
du produit. Plus généralement, pour tout élément non nul e ∈ EK , on a

(5.5.2) d̂egE = −
∑

v∈ΣK

log ‖e‖v .

On définit plus généralement le degré d’un oK-fibré vectoriel hermitien E de rang d > 1 comme celui de
sa puissance extérieure maximale

∧d
E. On définit aussi la pente de E, notée µ̂(E), comme le quotient

de son degré par son rang.
Si E, E′ et F sont trois oK-fibrés vectoriels hermitiens, F étant un sous-fibré de E, on a les formules

d̂egE∨ = − d̂egE,(5.5.3)

d̂egE = d̂egF + d̂eg(E/F ),(5.5.4)

µ̂(E ⊗ E′) = µ̂(E) + µ̂(E′).(5.5.5)
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D’après le théorème des facteurs invariants et la théorie des déterminants de Gram, si (e1, . . . , ed) est
une famille linéairement indépendante d’éléments de E, on a

(5.5.6) d̂egE = log #(E/(oKe1 + · · ·+ oKed))−
1
2

∑
σ : K↪→C

log det
(
〈ej , ek〉σ

)
.

En utilisant l’inégalité d’Hadamard, on en déduit que pour toute famille génératrice (e1, . . . , er) de K⊗E,

(5.5.7) µ̂(E) > −
∑

v∈ΣK

log max
16j6r

‖ej‖v .

5.6. Proposition. — Soit X un oK-schéma propre et plat et soit L un fibré en droites hermitien sur
X . Si D est un entier > 0, notons ED le oK-fibré vectoriel hermitien défini par Γ(X , LD). Si L est
ample, il existe une constante c ∈ R telle que pour tout entier D > 0, on ait

(5.6.1) µ̂(ED) > −cD.

Pour la démonstration, combiner l’inégalité (5.5.7), le lemme 5.4 et le fait que la
K-algèbre graduée

⊕
D Γ(XK , L

D) est de type fini.
En appliquant l’inégalité (5.5.7) au fibré dual E∨, on démontre que lorsque F parcourt les sous-fibrés

vectoriels hermitiens de E, l’ensemble des pentes µ̂(F ) est majoré. La borne supérieure (en fait, un
maximum) est la plus grande pente de E et est notée µ̂max(E). Le comportement précis de µ̂max par
produit tensoriel est délicat. Si E et L sont deux oK-fibrés vectoriels hermitiens, L étant de rang 1, on a

(5.6.2) µ̂max(E ⊗ L) = µ̂max(E) + d̂egL

Pour des puissances symétriques, on établit le comportement asymptotique :

5.7. Lemme. — Soit E un oK-fibré vectoriel hermitien. Il existe une constante c ∈ R telle que pour tout
entier k > 0,

(5.7.1) µ̂max(Symk E) 6 ck.

Soit F un sous-fibré de Symk E. Il correspond par dualité à un quotientG du fibré hermitien (Symk E)∨,
lequel s’identifie au sous-fibré hermitien ΓkE∨ de (E∨)⊗k fixé par l’action du groupe symétrique Sk. Soit
(e1, . . . , er) une base de E∨K . Si n = (n1, . . . , nr) ∈ Nr avec

∑r
i=1 ni = k, soit fn l’orbite du tenseur

en1
1 ⊗ · · · ⊗ enr

r sous l’action de Sk. Pour toute place finie v de K, on a ainsi

‖fn‖v 6 max(‖e1‖v , . . . , ‖er‖v)k

tandis que pour toute place archimédienne v,

‖fn‖v 6
k!

n1! . . . nr!
max(‖e1‖v , . . . , ‖er‖v)k 6 rk max(‖e1‖v , . . . , ‖er‖v)k.

Les fn forment une base de ΓkE∨K . L’inégalité (5.5.7) appliquée à leurs images dans G jointe à l’égalité
µ̂(G) = − µ̂(F ) implique ainsi que

µ̂(F ) 6 k

(
[K : Q] log r +

∑
v∈ΣK

log max(‖e1‖v , . . . , ‖er‖v)

)
,

comme il fallait démontrer.

5.8. Remarque. — En utilisant les résultats de Zhang [48] qui fournissent une (( presque-base orthonor-
mée )) de E, Bost a donné une version explicite du lemme 5.7, cf. [27]. Par ailleurs, dans la situation de
la proposition 5.6, l’existence et le calcul de la limite de µ̂(ED)/D, lorsque D → +∞, est le théorème de
Hilbert-Samuel arithmétique, cf. [26, 1, 40].
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5.9. Soit E et F deux oK-fibrés vectoriels hermitiens et soit ϕ : EK → FK une application K-linéaire
injective. Pour toute valuation v ∈ ΣK , définissons la hauteur de ϕ en v par

(5.9.1) hv(ϕ) = log ‖ϕ‖v = log sup
e∈Ev\{0}

‖ϕ(e)‖v

‖e‖v

.

Pour tout v sauf pour un nombre fini, hv(ϕ) = 0, si bien qu’on peut définir la hauteur (globale) de ϕ par
la formule

(5.9.2) h(ϕ) =
∑

v∈ΣK

hv(ϕ).

En combinant les définitions et l’inégalité de Hadamard, on établit alors l’inégalité de pentes sur laquelle
toute l’histoire qui va suivre est fondée :

(5.9.3) µ̂(E) 6 µ̂max(F ) + h(ϕ).

Plus précisément, nous aurons besoin de la variante (( filtrée )) de cette inégalité de pentes, dont la
démonstration est immédiate à partir de l’inégalité précédente et de la formule (5.5.4).

5.10. Proposition. — Soit E et (G(n))n>0 des oK-fibrés vectoriels hermitiens. Soit FK un K-espace
vectoriel muni d’une filtration décroissante séparée (F (n)

K )n>0 et, pour tout entier n > 0, un isomorphisme
F

(n)
K /F

(n+1)
K ' G

(n)
K .

Soit ϕ : EK → FK une application linéaire injective. Pour tout n > 0, soit E(n) le
oK-fibré vectoriel hermitien défini par E(n) = ϕ−1(F (n)

K ), muni des normes induites par E et soit
ϕ

(n)
K l’application linéaire induite E(n)

K → G
(n)
K .

Alors, on a l’inégalité

(5.10.1) d̂egE 6
∞∑

n=0

rang(E(n)/E(n+1))
(
µ̂max(G(n)) + h(ϕ(n))

)
.

(C’est une somme finie si l’on convient que l’expression entre parenthèses est nulle lorsque que E(n) =
E(n+1).)

6. UN PREMIER THÉORÈME D’ALGÉBRICITÉ

L’article d’André [4] (voir aussi [3]) repose sur un théorème d’algébricité d’une série formelle, sorte
d’analogue du théorème de Borel-Dwork. Nous donnons ici une démonstration de ce théorème qui utilise
le formalisme introduit au chapitre précédent. Pour alléger les notations, nous nous contentons d’une
variable quoique la généralisation du critère de Pólya cité à la fin du chapitre 2 en nécessite plusieurs.

6.1. Soit K un corps de nombres et soit y =
∑∞

n=0 anx
n une série formelle à coefficients dans K. On

définit trois invariants, ρ, σ et τ :

ρ(y) =
∑

v∈ΣK

lim
n→∞

1
n

sup
m6n

log+ |am|v ,(6.1.1)

σ(y) = lim
n→∞

∑
v∈ΣK

1
n

sup
m6n

log+ |am|v ,(6.1.2)

τ(y) = inf
S⊂ΣK
S finie

lim
n→∞

∑
v∈ΣK\S

1
n

sup
m6n

log+ |am|v .(6.1.3)

(Si x ∈ R, log+(x) = log max(1, x).) Si S est une partie de ΣK , ρS(y) et σS(y) désigneront les quantités
analogues à ρ(y) et σ(y) où seules les places de S sont prises en compte. Par exemple, il vient ainsi
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τ(y) = infS σS(y). Notons de plus Rv(y) le rayon de convergence v-adique de la série y ; on a pour toute
ensemble S de places l’égalité ρS(y) =

∑
v∈S log+Rv(y)−1.

S’il existe un ensemble fini de places S ⊂ ΣK telles que les coefficients de y soient S-entiers, on a
τ(y) = 0. Dans ce cas, ρ(y) < ∞ si et seulement si pour toute place v ∈ S, le rayon de convergence
v-adique de la série y n’est pas nul.

Soit v une place de K. Une uniformisation v-adique simultanée de x et y dans le disque (( ouvert ))

D(0, Rv) ⊂ Kv est la donnée de deux fonctions méromorphes v-adiques ϕ et ψ vérifiant

– ϕ(0) = 0 et ϕ′(0) = 1 ;
– y(ϕ(z)) est le germe en l’origine de la fonction méromorphe ψ(z).

C’est ainsi, en quelque sorte, une uniformisation (méromorphe) du graphe de y par le disque D(0, Rv).
(Par définition, une fonction méromorphe sur D(0, Rv) est le quotient de deux fonctions analytiques sur
ce disque.)

On parle d’uniformisation triviale si de plus ϕ est l’identité.
La première partie du théorème suivant est due à André ([4], théorème 2.3.1), la seconde est essentiel-

lement le critère de Borel-Dwork.

6.2. Théorème. — Soit y ∈ K[[x]] telle que τ(y) = 0 et ρ(y) < ∞. On suppose que pour toute place v
de K, il existe une uniformisation v-adique simultanée de x et y dans un disque D(0, Rv). Si

∏
Rv > 1,

alors y est une fonction algébrique.
Si de plus les uniformisations sont triviales pour tout v, alors y est une fonction rationnelle.

La fin de ce chapitre est consacrée à la démonstration du théorème 6.2.

6.3. Soit d et D deux entiers > 1 et soit Ed,D ⊂ oK [X,Y ] le oK-module libre des polynômes de degrés
6 d en X et 6 D en Y . On le munit des normes hermitiennes induites par la base standard aux places
archimédiennes, d’où un oK-fibré vectoriel hermitien Ed,D de rang (d+1)(D+1) et de degré arithmétique
nul.

Soit FK = K[[x]] et soit ϕ : Ed,D;K → FK l’application linéaire définie par P 7→ P (x, y(x)). En
filtrant K[[x]] par l’ordre d’annulation en l’origine, soit F (k)

K = xkK[[x]], on est dans la situation de la
proposition 5.10, où pour tout k > 0, G(k) = oK muni de la norme triviale ‖1‖σ = 1 ; en particulier,
d̂egG(k) = µ̂max(G(k)) = 0.

On raisonne par l’absurde. Supposons que y n’est pas une fonction algébrique. Alors, pour tous d et D,
l’application linéaire ϕ est injective. Si y n’est pas une fonction rationnelle, l’application ϕ est injective
pour D = 1 et tout entier d > 1. L’inégalité de pentes de la proposition 5.10 s’écrit ainsi

(6.3.1) 0 6
∞∑

n=0

rang(E(n)
d,D/E

(n+1)
d,D )h(ϕ(n)).

Le reste de la démonstration consiste à majorer convenablement h(ϕ(n)) de sorte à contredire l’inégalité
précédente. Pour cela, on utilise deux types d’estimations : 1o) pour presque toute place, une majoration
(( triviale )) (lemme 6.7) qui repose sur les hypothèses τ(y) = 0 et ρ(y) <∞, et 2o) pour un nombre fini
de places, une majoration fondée sur le lemme de Schwarz, sous la forme :

6.4. Lemme. — Soit v une place de K et soit f une fonction analytique bornée sur le disque D(0, Rv) ⊂
Kv. Si f s’annule à l’ordre n en 0, on a∣∣∣∣ 1

n!
f (n)(0)

∣∣∣∣
v

6 R−n
v ‖f‖Rv

.
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6.5. Plaçons-nous dans le cas d’une uniformisation triviale en une place v de K et supposons qu’il existe
une fonction méromorphe ϕ sur le disque D(0, Rv) dont y soit le développement de Taylor en l’origine.
Si R′v < Rv, il existe alors des fonctions analytiques bornées sur le disque D(0, R′v) telles que ϕ = f/g et
g(0) = 1. Soit n > 0 et soit P ∈ E(n)

d,D. Si P =
∑D

i=0 Pi(X)Y i, où pour tout i, degPi 6 d, définissons une
fonction analytique bornée h sur D(0, R′v) par

h(x) = g(x)DP (x, y(x)) =
D∑

i=0

Pi(x)f(x)ig(x)D−i.

Comme g(0) = 1 et comme P (x, y(x)) est supposé être d’ordre au moins n en l’origine, on a

ϕ(n)(P ) =
1
n!

∂n

∂xn
P (x, y(x))|x=0 =

1
n!

∂n

∂xn
h(x)|x=0.

D’après le lemme de Schwarz, on a alors∣∣∣ϕ(n)(P )
∣∣∣
v

6 R′−n
v R′dv max(‖f‖R′

v
, ‖g‖R′

v
)D ‖P‖v

multiplié par rangEd,D si v est une place archimédienne. On en déduit qu’il existe une constante Cv telle
que l’on ait pour tous n, d, D, l’inégalité

(6.5.1) hv(ϕ(n)) 6 (d− n) logR′v +DCv

auquel il faut ajouter log rangEd,D si v est archimédienne.

6.6. Dans le cas d’une uniformisation simultanée générale, le même raisonnement fournit l’existence pour
tout réel R′v < Rv d’une constante Cv telle que l’on ait pour tous n, d, D, l’inégalité

(6.6.1) hv(ϕ(n)) 6 −n logR′v + (d+D)Cv

auquel il faut encore ajouter log rangEd,D si v est archimédienne.

6.7. Lemme. — Pour tout ensemble de places T ⊂ ΣK , et pour tout ε > 0, il existe une constante CT (ε)
telle que l’on ait la majoration∑

v∈T

hv(ϕ(n)) 6 n
(
ρT (y) + ε(1 + logD)

)
+ CT (ε)

+ [K : Q] log rangEd,D + [K : Q](D + 1) log n.

(On peut omettre les deux derniers termes si T ne contient pas de places archimédiennes.)

Si j > 0, introduisons le développement en série de yj , y =
∑∞

m=0 a
(j)
m xm, où les a(j)

m sont dans K.
Constatons que l’application ϕ(n) associe à un polynôme P ∈ Ed,D;K tel que P (x, y(x)) ∈ xnK[[x]] le
coefficient de xn dans P (x, y(x)). Ainsi, si v est une place finie, on a l’estimée évidente :

(6.7.1) hv(ϕ(n)) 6 sup
m6n
j6D

log+
∣∣∣a(j)

m

∣∣∣
v
.

Lorsque v est une place archimédienne, il faut rajouter log rangEd,D + (D + 1) log n.
Par suite, pour toute place v de K,

lim
1
n
hv(ϕ(n)) 6 sup

j6D
lim

n
sup
m6n

1
n

log+
∣∣∣a(j)

m

∣∣∣
v

6 sup
j6D

log+Rv(yj)−1,

Rv(yj) désignant le rayon de convergence v-adique de la série yj . Mais ce rayon n’est autre que celui de
y, si bien que

lim
1
n
hv(ϕ(n)) 6 log+Rv(y)−1.
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D’autre part, si v est une place finie de K et si j 6 D, a(j)
m est majoré par le maximum des produits

am1 . . . amj , pour m1 + · · · + mj = j. Si ce maximum est atteint en (m1, . . . ,mj), on peut supposer
m1 > m2 > · · · > mj , si bien que pour tout i 6 j, mi 6 j/i. On en déduit la majoration

sup
m6n
j6D

log+
∣∣∣a(j)

m

∣∣∣
v

6
D∑

j=1

sup
r6n/j

log+ |ar|v .

d’où finalement

(6.7.2)
1
n
hv(ϕ(n) 6

D∑
j=1

1
n

sup
m6n/j

log+ |am|v .

Soit T1 une partie finie de T contenant les places archimédiennes. En décomposant la somme sur les
places v ∈ T suivant T1 et son complémentaire, on obtient

lim
1
n

∑
v∈T

hv(ϕ(n)) 6
∑
v∈T1

log+Rv(y)−1 +
D∑

j=1

1
j

lim
1
n

∑
v∈T\T1

sup
m6n

log+ |am|v ,

c’est-à-dire

lim
1
n

∑
v∈T

hv(ϕ(n)) 6 ρT1(y) +

 D∑
j=1

1
j

σT\T1(y).

Prenant T1 arbitrairement grand et utilisant le fait que τ(y) = infS σS(y) = 0, on obtient la majoration
voulue.

6.8. Démontrons maintenant le théorème d’algébricité. Soit S ⊂ ΣK un ensemble fini de places contenant
les places archimédiennes. Par souci d’allègement, on note E = Ed,D. On note aussi C ′v = log rangE pour
v archimédienne et C ′v = 0 pour v finie.

Compte tenu du lemme 6.7 et de la majoration (6.6.1) pour toute place v ∈ S, l’inégalité de
pentes (6.3.1) entrâıne

0 6
∑
v∈S

∞∑
n=0

rang(E(n)/E(n+1)) (−n logR′v + (d+D)Cv + C ′v)

+ CS(ε) rangE +
∞∑

n=0

n rang(E(n)/E(n+1))(ρS(y) + ε(1 + logD)),

d’où, utilisant que
∑

n rang(E(n)/E(n+1)) = rangE,

(6.8.1)
∞∑

n=0

n rang(E(n)/E(n+1)) log
∏
v∈S

R′v

6

(
(d+D)

∑
v∈S

Cv + CS(ε) + [K : Q] log rangE

)
rangE

+
∞∑

n=0

n rang(E(n)/E(n+1))(ρS(y) + ε(1 + logD)).



886-20

Nous pouvons minorer ∆ =
∑
n rang(E(n)/E(n+1)) de la façon suivante. Par construction,

rang(E(n)/E(n+1)) 6 rangG(n) = 1. Il en résulte que rangE(n) > rangE − n et par suite,

∞∑
n=0

n rang(E(n)/E(n+1)) =
∞∑

n=1

rangE(n)

>
rang E∑
n=1

(rangE − n) =
1
2

rangE(rangE − 1).(6.8.2)

Faisons maintenant tendre d vers +∞, D restant fixe. On a ainsi ∆ � d2D2, si bien que
rangE log rangE = o(∆) et

lim
(d+D) rangE

∆
6

2
D + 1

.

En divisant les deux membres de l’inégalité (6.8.1) par
∑
n rang(E(n)/E(n+1)), on obtient l’inégalité

log
∏
v∈S

R′v 6 ρS(y) + ε(1 + logD) +
1
D

∑
v∈S

Cv.

On peut alors faire tendre ε vers 0, puis D vers l’infini, et enfin R′v vers Rv dans cette inégalité et l’on
obtient

(6.8.3) log
∏
v∈S

Rv 6 ρS(y).

Comme ρ(y) <∞, le membre de droite peut être rendu arbitrairement petit quitte à augmenter S, mais
ceci contredit alors l’hypothèse que

∏
v∈ΣK

Rv > 1.

6.9. Pour démontrer la seconde partie du théorème, on fixe encore un ensemble fini S ⊂ ΣK contenant
les places archimédiennes. On raisonne par l’absurde en supposant que y n’est pas rationnelle. Si D = 1,
l’application linéaire ϕ est donc injective pour tout entier d > 1. On introduit un nouveau paramètre N et
on utilise la majoration de hv(ϕ(n)) fournie par le lemme 6.7 si v 6∈ S ou si n < N et par l’estimée (6.5.1)
sinon. On obtient ainsi l’inégalité

0 6 C{S(ε) rangE + (ρ{S(y) + ε)
∞∑

n=0

n rang(E(n)/E(n+1))

+
∑
v∈S

∑
n>N

((d− n) logR′v +DCv + C ′v) rang(E(n)/E(n+1))(6.9.1)

+
∑
n<N

rang(E(n)/E(n+1))(CS(ε) + [K : Q] log rangE + 2[K : Q] log n)

+ (ρS(y) + ε)
∑
n<N

n rangE(n)/E(n+ 1).

Compte tenu de la majoration rang(E(n)/E(n+1)) 6 1, on a la majoration

∆N =
∑
n<N

n rang(E(n)/E(n+1)) 6
∑
n<N

n = N(N − 1)/2.

On fixe un paramètre λ et on pose N = b2λdc. Lorsque d tend vers l’infini, mais bien sûr, D = 1, de sorte
que rangE = 2(d+ 1) et N ∼ λ rangE. Puisque

∆ =
∞∑

n=0

n rang(E(n)/E(n+1)) >
1
2

rangE(rangE − 1),
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on a lim (∆N/∆) 6 λ2. De plus, si λ 6 1/2, on a N 6 d et on constate que rangE(N) = rangE −N , si
bien que

lim
d→+∞

d rangE(N)

∆
6 1− λ.

Après division des deux membres par ∆ et passage à la limite, l’inégalité (6.9.1) devient

0 6 (ρ{S(y) + ε) + λ2(ρS(y) + ε) + (λ2 − λ) log
∏
v∈S

R′v,

d’où, si ε tend vers 0 et R′v vers Rv,

λ(1− λ) log
∏
v∈S

Rv 6 ρ{S(y) + λ2ρS(y).

Comme ρS(y) 6 ρ(y), cette inégalité contredit l’hypothèse
∏

v∈ΣK
Rv > 1, lorsque S est assez grand.

(Il n’est pas certain que cette démonstration du théorème de Borel-Dwork soit plus simple que la
démonstration originelle, cf. [15], [21] ou [2].)

7. ALGÉBRICITÉ DE SOUS-VARIÉTÉS FORMELLES

7.1. Nous voulons maintenant indiquer la démonstration du théorème 4.3. Rappelons la situation : X
est une variété algébrique lisse sur un corps de nombres K, P est un point de X(K) et F est un sous-fibré
involutif de TX qui, modulo p pour presque tout nombre premier p, est stable par puissance p-ième. On
suppose de plus qu’il existe un plongement σ0 : K ↪→ C tel que la feuille passant par P du feuilletage
holomorphe de Xσ0(C) induit par F est (( uniformisée par l’espace affine )). C’est une hypothèse plus
contraignante que celle du théorème 4.3 mais suffisante pour établir le théorème 2.4.

On veut alors en déduire que ladite feuille est une sous-variété algébrique de X, ou encore, si V̂ désigne
la feuille formelle de F en P , qu’il existe une sous-variété algébrique V de X dont V̂ est le complété en
P .

Soit Y l’adhérence de Zariski de V̂ dans X, c’est-à-dire la plus petite sous-variété algébrique de X dont
le complété en P contient V̂ . Il suffit de démontrer que dimY = dim V̂ car cette hypothèse implique que
Y est automatiquement lisse et une feuille du flot F . On peut aussi supposer que X est projective (mais
X n’est alors lisse que dans un voisinage de P ) ; Y est alors projective. Soit L un fibré inversible ample
sur X. L’hypothèse que Y est l’adhérence de V̂ signifie que pour tout entier D > 0, l’homomorphisme de
restriction à V̂ ,

(7.1.1) ϕD : Γ(Y, LD) → Γ(V̂ , LD)

est injectif.
Sous l’hypothèse que V̂ n’est pas algébrique, c’est-à-dire que dimY > dim V̂ , nous voulons contredire

cette injectivité. Nous allons pour cela utiliser l’inégalité de pentes (prop. 5.10). Plaçons-nous ainsi dans
le contexte du chapitre 5. Choisissons des modèles entiers de toute la situation :

– un oK-schéma propre et plat X tel que X ⊗K = X ;
– une section εP : Spec oK → X prolongeant P ∈ X(K) ;
– l’adhérence schématique Y de V̂ (ou de Y ) dans X ;
– un fibré inversible L sur X dont la restriction à X est égale à L.

On note t∨ l’image de ε∗P Ω1
Y /oK

dans Ω1
Y/K,P ; c’est un oK-module projectif de rang dimY . Choisissons

aussi

– une métrique hermitienne sur le fibré holomorphe induit par L sur X(C) ;
– une mesure de Lebesgue positive sur Y (C) ;
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– une métrique hermitienne sur l’espace tangent en P à V̂ , ou par dualité, sur t∨ ;

toutes invariantes par la conjugaison complexe.

7.2. Pour tout entier D > 1, on notera ED = Γ(Y , LD), muni de sa structure naturelle de oK-fibré
vectoriel hermitien définie comme au paragraphe 5.3. Le K-espace vectoriel Γ(V̂ , LD) est filtré par l’ordre
d’annulation en P , les sous-quotients successifs s’identifient aux fibres génériques des oK-fibrés vectoriels
hermitiens

(7.2.1) Symn t∨ ⊗oK
ε∗P L D.

Si E(n)
D désigne l’image inverse de cette filtration par l’homomorphisme d’évaluation ϕD, l’application

(7.2.2) ϕ
(n)
D : E(n)

D /E
(n+1)
D → Symn t∨K ⊗ LD

P

s’identifie à l’application (( jet d’ordre n en P )). L’homomorphisme ED → Γ(V̂ , LD) est injectif par
construction. L’inégalité de pentes de la proposition 5.10 s’écrit alors

(7.2.3) d̂egED 6
∑
n>0

rang(E(n)
D /E

(n+1)
D )

(
µ̂max(Symn t∨ ⊗oK

ε∗P L D) + h(ϕ(n)
D )
)
.

Dans [17], h(ϕ(n)
D ) est majorée par la proposition suivante.

7.3. Proposition. — Rappelons l’hypothèse :

– pour presque tout nombre premier p, la réduction de F modulo p est stable par puissance p-ième ;
– il existe une variété complexe M vérifiant la propriété de Liouville, un point O ∈M , un plongement

complexe σ0 : K ↪→ C et une application holomorphe ψ de M vers la feuille en P du feuilletage holomorphe
induit par F sur Xσ0(C) telle que ψ(O) = P et telle que ψ soit biholomorphe d’un voisinage de O vers
un voisinage de P dans cette feuille.

Alors, pour tout ρ > 0, il existe un réel C(ρ) tel que pour tous les entiers D et n > 1, on ait

(7.3.1) h(ϕ(n)
D ) 6 −nρ+DC(ρ).

Pour démontrer le théorème 2.4, il suffit de traiter le cas où M = Cd dans lequel l’analyse aux places
archimédiennes peut être présentée de façon relativement élémentaire (voir le paragraphe 7.5).

7.4. Tirons maintenant la contradiction de ces estimations. En insérant dans l’inégalité (7.2.3) la majo-
ration (7.3.1), les conclusions de la proposition 5.6 et du lemme 5.7 ainsi que la formule (5.6.2), on obtient
l’inégalité, valable pour tout ρ > 0,

(7.4.1) −c1D rangED 6
∑
n>0

rang(E(n)
D /E

(n+1)
D ) (nc2 +Dc3 +DC(ρ)− nρ) ,

soit encore

(7.4.2) (ρ− c2)
∑

n rang(E(n)
D /E

(n+1)
D ) 6 (c3 + c1 + C(ρ))D rangED.

Or, d’après l’algèbre linéaire, si d = dim V̂ ,

rang(E(n)
D /E

(n+1)
D ) 6 rang Symn t∨ =

(
n+ d− 1
d− 1

)
(7.4.3)

rangE(n)
D > rangED −

n−1∑
k=0

(
k + d− 1
d− 1

)
= rangED −

(
n+ d− 1

d

)
(7.4.4)

tandis que le théorème de Hilbert garantit que

(7.4.5) rangED ' c4D
dim Y .
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Il en résulte que, si N est un entier > 1 arbitraire,

∞∑
n=0

n rang(E(n)
D /E

(n+1)
D ) =

∞∑
n=1

rangE(n)
D >

N∑
n=1

rangE(n)
D

> N rangED −
(
N + d

d+ 1

)
.

Supposons par l’absurde que dimY > d et choisissons N = bDαc pour un réel α tel que 1 < α < dimY/d.
Il en résulte que D = o(N) et Nd = o(Ddim Y ). Par suite,

(
N+d
d+1

)
= o(N rangED). En passant à la limite

dans l’inégalité (7.4.2), on obtient alors

(7.4.6) ρ− c2 6 0.

Comme ρ est arbitraire, on a une contradiction.

7.5. Il reste à établir l’inégalité (7.3.1), et pour cela, nous allons majorer hv(ϕ(n)
D ) pour toute place v

de ΣK . Lorsque v est une place finie, il s’agit essentiellement de (( contrôler les dénominateurs )) qui
apparaissent dans le théorème de Frobenius.

Notons s la dimension de X et fixons des coordonnées locales (pour la topologie étale) x1, . . . , xs sur
X au point P , de sorte qu’autour de P , TX est libre de base ∂

∂x1
, . . ., ∂

∂xs
. Les xi définissent aussi

un isomorphisme formel α̂0 : X̂P ' Âs. Quitte à renuméroter les xi, il est possible de trouver une base
D1, . . . , Dd des sections de F dans un voisinage de P de la forme

(7.5.1) Di =
∂

∂xi
+

s∑
j=d+1

ai,j
∂

∂xj
,

où les ai,j sont des séries formelles. Soit α̂ : X̂P → Âd le morphisme déduit de α̂0 par projection sur les
d premières coordonnées. On a ainsi α̂∗(Di) = ∂

∂xi
et

α̂∗([Di, Dj ]) = [α̂∗(Di), α̂∗(Dj)] = [
∂

∂xi
,
∂

∂xj
] = 0

si bien que [Di, Dj ] est une combinaison linéaire des ∂
∂xk

pour k > d. Comme F est involutif, [Di, Dj ] ∈ F .
Il en résulte que [Di, Dj ] = 0 : les champs de vecteurs D1, . . . , Dd commutent.

Ainsi, V̂ est la feuille passant par P = (0, . . . , 0) du (( flot formel )), Φ: Âd × Âs → Âs,

(7.5.2) ((t1, . . . , td), (x1, . . . , xs)) 7→ exp
( d∑

i=1

tiei

)
· (x1, . . . , xs)

=
∑

n1,...,nd>0

t1
n1

n1!
· · ·

tnd

d

nd!
e1

n1 · · · end

d · (x1, . . . , xs).

Pour tout multi-indice n = (n1; . . . ;nd) et tout entier i ∈ {1; . . . ; s}, notons Pn,i la série formelle
1

n1!...nd!e
n1
1 · · · end

d (xi), de sorte que V̂ admet la paramétrisation formelle

(t1, . . . , td) 7→
∑

n∈Nd

tn1
1 · · · tnd

d (Pn,1(0), . . . , Pn,s(0)).

7.6. Lemme. — Pour toute place finie v de K, de caractéristique résiduelle p, il existe un réel Cv > 0
tel que pour tous n ∈ Nd et tout i ∈ {1; . . . ; s},

− log |Pn,i(0)|v 6 (n1 + · · ·+ nd)Cv.
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De plus, pour presque tout v, on peut choisir

Cv = [K : Q]
log p

p(p− 1)
.

L’existence d’un tel Cv équivaut à la convergence v-adique du flot formel dans un polydisque.
De plus, pour presque toute place finie v, les coordonnées locales xi s’étendent en des coordonnées

locales sur X ⊗ ov, ainsi que les champs de vecteurs locaux D1, . . . , Dd. Si de plus la réduction modulo
l’idéal premier pv est stable par puissance p-ième, on constate que pour tout i, en réduction modulo pv,

α̂∗(D
p
i ) = α̂∗(Di)p =

∂p

∂xp
i

= 0.

Comme la réduction modulo pv de F est supposée stable par puissance p-ième, il en résulte que Dp
i = 0

modulo pv. Si de plus p ne divise pas le discriminant de K, on a alors v(p) = 1 et

v(en1
1 . . . end

d · xi) > bn1/pc+ · · ·+ bnd/pc

et

v(Pn,i(0)) > −
d∑

j=1

(v(nj !)− bnj/pc) > −n1 + · · ·+ nd

p(p− 1)

d’où l’on déduit le lemme.
De ces estimées découle facilement (lemme de Schwarz v-adique) une majoration, valable pour toute

place v finie,

hv(ϕ(n)
D ) 6 nCv(7.6.1)

et de plus, ∑
v∈ΣK,f

Cv < +∞.(7.6.2)

Pour tout plongement complexe σ : K ↪→ C, soit Mσ = B(0, Rσ)d le polydisque ouvert de centre O
et de rayon Rσ ∈ R∗

+ ∪ {+∞} et soit ψσ : Mσ → Yσ(C) une application holomorphe induisant un
isomorphisme d’un voisinage de O dans Mσ avec un voisinage de P dans la feuille holomorphe passant
par P du feuilletage défini par F . Par hypothèse, de telles applications existent pour tout σ, et pour la
place σ0, on a Rσ0 = +∞.

Fixons une section globale sans zéro εσ de ψ∗σL. Si s ∈ En
D, on écrit ψ∗σs = fεD

σ où f est une fonction
holomorphe sur Mσ s’annulant à l’ordre n en l’origine.

Soit pour tout σ un réel R′σ tel que 0 < R′σ < Rσ. Soit jnf le jet d’ordre n de f en l’origine : c’est
l’application polynomiale homogène de degré n :

Cd → C, (a1, . . . , ad) 7→
∑

n1+···+nd=n

an1
1

n1!
. . .

and

d

nd!
∂n1

∂zn1
1

. . .
∂nd

∂znd

d

f(0).

D’après le lemme de Schwarz usuel, on a pour tout (a1, . . . , ad) ∈ Cd l’inégalité

|jnf(a1, . . . , ad)| 6 max(|ai|)n ‖f‖R′
σ

(R′σ)−n,

‖f‖R′
σ

désignant le sup de |f | sur le polydisque B(0, R′σ)d et la norme du jet de s est majorée par

‖jns‖ 6
∥∥dψ−1

σ

∥∥n
(R′σ)−n ‖ψ∗s‖R′

σ

∥∥ε−1
σ

∥∥D

R′
σ
.

Finalement, compte tenu de l’inégalité (5.4), il existe deux constantes A et B(R′σ) telles que

‖jns‖ 6 (R′σ/A)−nB(R′σ)D
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et

(7.6.3) hσ(ϕ(n)
D ) 6 D logB(R′σ)− n log(R′σ/A).

L’inégalité (7.3.1) découle alors immédiatement des inégalités (7.6.1), (7.6.2) et (7.6.3) et du fait que R′σ0

puisse être pris arbitrairement grand.

7.7. Remarque. — La majoration (7.6.2) est un analogue de la condition τ = 0 du chapitre 6. Ce n’est
d’ailleurs pas surprenant : dans le contexte de la conjecture de Grothendieck, la condition τ = 0 provient
justement de l’hypothèse d’annulation des p-courbures, de même que l’inégalité (7.6.2) a été établie en
utilisant la p-intégrabilité du feuilletage.
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[43] C. L. Siegel – (( Über einige Anwendungen diophantischer Approximationen (1929) )), in Gesammelte
Abhandlungen, Band I, 1966, p. 209–266.

[44] C. Soulé – (( Hermitian vector bundles on arithmetic varieties )), in Algebraic Geometry (Santa Cruz, 1995),
vol. 62, Part 1, 1997, p. 383–419.
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