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RELATIONS DE DÉPENDANCE
ET INTERSECTIONS EXCEPTIONNELLES

par Antoine CHAMBERT-LOIR

1. RELATIONS DE DÉPENDANCE

Cet exposé est consacré à un ensemble de travaux apparus depuis une quinzaine
d’années sous la plume de divers mathématiciens autour de ce qu’on appelle maintenant
la conjecture de Zilber–Pink. Je voudrais débuter avec le cas le plus simple et le plus
frappant.

Théorème 1.1. — Soit C une courbe algébrique complexe (irréductible) et considérons
n fonctions rationnelles f1, . . . , fn non identiquement nulles et multiplicativement indé-
pendantes sur C. Alors, les points x de C où leurs valeurs f1(x), . . . , fn(x) vérifient au
moins deux relations de dépendance multiplicative indépendantes forment un ensemble
fini.

Dire que f1, . . . , fn sont multiplicativement indépendantes signifie que pour tout
vecteur non nul (a1, . . . , an) ∈ Zn, la fonction rationnelle fa11 . . . fann sur C n’est pas
constante de valeur 1.

De même, si x est un point de C qui n’est ni un zéro ni un pôle des fi, les relations
de dépendance multiplicative entre les valeurs fi(x) des fi sont les vecteurs (a1, . . . , an)

de Zn tels que
∏n

i=1 fi(x)ai = 1. Ces relations forment un sous-groupe de Zn ; le théorème
concerne les points x pour lesquels ce sous-groupe est de rang > 2.

Sous l’hypothèse que les fonctions fi sont multiplicativement indépendantes modulo
les constantes, c’est-à-dire qu’aucune combinaison non triviale

∏
faii n’est constante,

ce théorème a été démontré par E. Bombieri, D. Masser et U. Zannier dans l’ar-
ticle [11] qui, le premier, a mis en avant ces questions. L’hypothèse supplémentaire a
été levée par G. Maurin [39], puis, par une autre approche, par Bombieri, P. Habeg-
ger, Masser et Zannier [10]. Ces articles reposent sur des techniques de géométrie
diophantienne et supposent en outre que toute la situation est définie sur le corps Q

des nombres algébriques. Dans l’intervalle, l’article [15] démontre que ce cas entraîne le
théorème sur le corps des nombres complexes.

Remarquons pour finir que l’énoncé est optimal au sens où l’ensemble des points x
de C où les valeurs f1(x), . . . , fn(x) sont multiplicativement dépendantes est infini (à
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moins que les fi ne soient toutes constantes). Si, disons, f1 n’est pas constante, il suffit
de considérer l’ensemble des points x de C tels que f1(x) soit une racine de l’unité.

Malgré la simplicité de l’énoncé ci-dessus, il convient de l’écrire dans le cadre plus
général des groupes algébriques commutatifs, voire des variétés de Shimura mixtes. Il
s’insère alors dans un faisceau de conjectures dues à B. Zilber [79], S.-W. Zhang (non
publié, voir [12]), R. Pink [47] (voir aussi [46]) et Bombieri, Masser, Zannier [12].
Par ailleurs, et ce n’est pas l’aspect le moins fascinant du sujet, ces conjectures com-
plètent les conjectures de type Manin–Mumford, Mordell–Lang et André–Oort. Toute-
fois, je me limiterai au cas des groupes algébriques dans ce rapport et ne dirai rien de la
conjecture d’André–Oort dont l’importance et la beauté des derniers développements,
dus pour l’essentiel à J. Pila (voir [43]), exigent qu’un exposé autonome leur soit consa-
cré. Signalons quand même qu’ils trouvent leur origine dans la nouvelle démonstration
de la conjecture de Manin–Mumford qu’ont découverte Pila et Zannier [44].

Revenons au théorème 1.1. Puisque l’on discute de relations de dépendance multipli-
cative, introduisons donc le groupe multiplicatif (complexe) Gm = A1 \ {0} et considé-
rons la famille des fonctions f1, . . . , fn comme une application rationnelle f de C dans le
tore algébrique G = Gn

m. Notons X son image, ou plutôt l’adhérence, pour la topologie
de Zariski dans G, de l’image d’un ouvert dense de C sur lequel f est définie. Laissons
de côté le cas inintéressant où les fi sont toutes constantes ; l’application f est alors
de degré fini et X est une courbe irréductible dans G. Comme les fi sont multiplicati-
vement indépendantes, la courbe X n’est contenue dans aucun sous-groupe algébrique
strict de G : de tels sous-groupes sont en effet définis par des équations monomiales
ga11 . . . gann = 1 en les coordonnées (g1, . . . , gn) ∈ Gn

m. Plus précisément, les sous-groupes
algébriques (pas forcément connexes) de G sont en bijection avec les sous-modules
de Zn, la codimension d’un sous-groupe étant égale au rang du module de ses relations.
Pour tout entier r ∈ N, notons ainsi G[r] la réunion des sous-groupes algébriques de G

qui sont de codimension > r ; c’est aussi l’ensemble des points (g1, . . . , gn) ∈ Gn
m qui

vérifient r relations de dépendance multiplicative indépendantes. Ainsi, le théorème 1.1
équivaut à l’énoncé suivant :

Théorème 1.1′. — Soit X une sous-variété fermée de Gn
m, irréductible et de dimen-

sion 1, qui n’est contenue dans aucun sous-groupe algébrique strict. L’ensemble X∩G[2]

des points x de X qui sont contenus dans un sous-groupe de codimension > 2 est fini.

Les conjectures auxquelles ce rapport est consacré visent à remplacer le groupe G par
une variété semi-abélienne, la courbe X par une sous-variété fermée de G, irréductible et
distincte de G, de dimension quelconque d, et l’ensemble G[2] par un ensemble G[c], où c
est un entier tel que c > d, voire un ensemble de la forme Γ ·G[c] où Γ est un sous-groupe
de rang fini de G, et même, lorsque tout est défini sur le corps des nombres algébriques,
des « épaississements » d’un tel ensemble au sens de la théorie des hauteurs.

Dans ce cas, une généralisation naturelle du théorème 1.1′ est la conjecture suivante
de R. Pink (voir [46], conjecture 5.1). Avant de l’énoncer, rappelons qu’une variété
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semi-abélienne est un groupe algébrique commutatif qui se décompose en une extension
d’une variété abélienne par un tore ; un sous-groupe algébrique connexe d’une variété
semi-abélienne est encore une variété semi-abélienne.

Conjecture 1.2. — Soit G une variété semi-abélienne complexe. Soit X une sous-
variété fermée et irréductible de G, de dimension d. Si X n’est pas contenue dans un
sous-groupe algébrique strict de G, l’intersection X∩G[d+1] n’est pas dense dans X pour
la topologie de Zariski.

Cette conjecture est connue lorsque X est une courbe (d = 1) et G un tore ; on re-
trouve le théorème 1.1′. Pour l’essentiel, tous les autres résultats se restreignent au cas
de variétés définis sur le corps Q des nombres algébriques et peuvent donc ne considé-
rer que des points algébriques. Toujours lorsque d = 1, un théorème de G. Rémond
établit cette variante pour les variétés abéliennes à multiplications complexes, [61],
corollaire 1.6), tandis qu’un résultat plus récent de E. Viada (cf. [26], théorème H)
traite le cas des variétés abéliennes qui sont produit de variétés abéliennes à multiplica-
tions complexes, surfaces abéliennes et courbes elliptiques. En dimension plus grande,
à l’exception de quelques cas comme les sous-variétés de codimension 2 d’un tore (théo-
rème 1.7 de [13]), cette conjecture n’est démontrée que sous une hypothèse géométrique
sur X. Introduisons une terminologie proposée par Z. Ran dans le cas des variétés
abéliennes (voir [52]) :

Définition 1.3. — Soit X une sous-variété (fermée, irréductible) d’une variété semi-
abélienne G. On dit que X est géométriquement dégénérée s’il existe un sous-groupe
algébrique G′ de G, tel que l’image de X dans G/G′ est de dimension strictement infé-
rieure à min(dim(X), dim(G/G′)).

Pour qu’une courbe soit géométriquement dégénérée, il faut et il suffit qu’elle soit
contenue dans un translaté d’un sous-groupe algébrique strict. En revanche, en dimen-
sion supérieure, il peut exister des sous-variétés géométriquement dégénérées qui ne
sont contenues dans aucun translaté de sous-groupe algébrique.

Théorème 1.4 (Habegger, [29, 30]). — Soit G une variété semi-abélienne définie
sur Q. Soit X une sous-variété fermée, irréductible et de dimension d, définie sur Q,
qui n’est pas géométriquement dégénérée. Supposons de plus que G soit un tore ou une
variété abélienne à multiplications complexes. Alors X(Q)∩G[d+1] n’est pas dense dans X

pour la topologie de Zariski.

Expliquons maintenant le lien entre la conjecture 1.2 et celles de Manin–Mumford ou
de Mordell–Lang.

Un point g de G est de torsion si et seulement s’il appartient à un sous-groupe algé-
brique de dimension 0 (celui qu’il engendre !) ; par suite, la conjecture 1.2 étend la conjec-
ture de Manin–Mumford qui concerne précisément les points de torsion de G situés sur
la sous-variété X. Rappelons que cette conjecture a été démontrée par M. Laurent [37]
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pour les tores, M. Raynaud [54, 53] dans le cas des variétés abéliennes, et M. Hin-
dry [31] en général. Profitons aussi de l’occasion pour mentionner diverses preuves plus
récentes : [66], via la preuve d’une conjecture de Bogomolov ([77, 16, 21, 76] pour les
tores, [71, 78, 20] pour les variétés abéliennes, [22] pour les variétés semi-abéliennes), via
la théorie des modèles de corps aux différences ([33] et [48, 49, 65] qui s’en inspirent),
enfin [44].

Soit maintenant Γ un sous-groupe de G de rang fini r ; soit (g1, . . . , gr) des élé-
ments de Γ tels que Γ/〈g1, . . . , gr〉 soit de torsion. Reprenant un argument de Ré-
mond qui consiste à remplacer G par une puissance G × Gr et X par la sous-variété
X × {(g1, . . . , gr)}, Pink observe que la conjecture 1.2 est équivalente à la conjecture
suivante :

Conjecture 1.5. — Soit G une variété semi-abélienne complexe. Soit X une sous-
variété fermée de G, irréductible et distincte de G, de dimension d. Soit Γ un sous-groupe
de rang fini de G. Si X n’est pas contenue dans un translaté de sous-groupe algébrique
strict de G, l’intersection X ∩ (Γ · G[d+1]) n’est pas dense dans X pour la topologie de
Zariski.

Bien sûr, si X 6= G, G[d+1] n’est pas vide et Γ · G[d+1] contient Γ, donc la conjec-
ture 1.5 entraîne en particulier la conjecture de Mordell–Lang selon laquelle X∩Γ n’est
pas dense dans X. Rappelons que celle-ci est maintenant un théorème, suite aux tra-
vaux de P. Liardet [38] pour les courbes dans les tores, M. Laurent [37] pour les
tores, G. Faltings [25] pour les variétés abéliennes, M. Hindry [31], P. Vojta [75] et
M. McQuillan [41] pour les variétés semi-abéliennes.
Rémond et Maurin ont tiré parti de la méthode de Vojta pour établir le résultat

suivant en direction de la conjecture 1.5, analogue avec un groupe Γ du théorème 1.4.

Théorème 1.6 (Rémond [63], Maurin [40]). — Supposons que G soit un tore ou
une variété abélienne à multiplications complexes. Soit X une sous-variété fermée et
irréductible de dimension d de G, définie sur Q et qui n’est pas géométriquement dégé-
nérée. Soit Γ un sous-groupe de rang fini de G(Q). Alors X(Q) ∩ (Γ · G[d+1]) n’est pas
dense dans X pour la topologie de Zariski.

Leur approche permet aussi d’obtenir une autre démonstration du théorème 1.4.
Par ailleurs, une approche récente d’E. Viada [74] fondée sur une forme effective

de la conjecture de Bogomolov permet d’étendre le théorème précédent à une classe
de variétés abéliennes comprenant les produits de variétés abéliennes à multiplications
complexes, de courbes elliptiques et de surfaces abéliennes.

Dans le §2 de ce rapport, je décris les « lieux exceptionnels » que l’étude de ces
conjectures oblige à prendre en compte. Le §3 est un rappel des concepts de géométrie
diophantienne utilisés dans les preuves : théorie des hauteurs, problème de Lehmer,
conjecture de Bogomolov. Dans le §4, je résume les différentes approches des théorèmes
précédents : après la preuve d’un important théorème de majoration de hauteurs, j’y
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décris successivement l’utilisation du problème de Lehmer, de la méthode de Vojta et
des formes effectives de la conjecture de Bogomolov.

2. INTERSECTIONS EXCEPTIONNELLES

Motivé par l’étude de la conjecture de Schanuel dans le cadre des corps différentiels,
B. Zilber avait énoncé une conjecture voisine de la conjecture 1.2 ([79], conjecture 2).

Soit G une variété semi-abélienne complexe. Soit X une sous-variété fermée de G,
irréductible.

Définition 2.1. — Soit H une sous-variété fermée, équidimensionnelle de G. On dit
qu’une composante irréductible Y de l’intersection X ∩ H est atypique si sa dimension
vérifie

dim(Y) > dim(X) + dim(H)− dim(G).

On peut aussi écrire cette inégalité sous la forme codimH(Y) < codimG(X). Rappelons
que si X ∩ H n’est pas vide, la théorie de l’intersection affirme que toute composante
irréductible en est de dimension supérieure ou égale à dim(X) + dim(H) − dim(G) ;
les composantes atypiques sont donc celles dont la dimension dépasse la dimension
attendue.

Dans la suite, cette notion n’interviendra que dans le cas particulier où H est un
sous-groupe algébrique de G, ou un translaté d’un tel sous-groupe.

Conjecture 2.2. — Soit G une variété semi-abélienne complexe. Soit X une sous-
variété fermée de G, irréductible. Il existe une famille finie Φ de sous-groupes algébriques
stricts de G telle que pour tout sous-groupe algébrique H de G, toute composante aty-
pique de X ∩ H soit contenue dans l’un des éléments de Φ.

Avec ces notations, notons Xta le complémentaire dans X de la réunion des compo-
santes atypiques de dimension strictement positive d’une intersection X ∩ H, où H est
un sous-groupe algébrique de G. (1) Une variante de la conjecture 2.2 due à Bombieri,
Masser et Zannier ([13], Torsion Openness Conjecture, p. 25) affirme que Xta est
ouvert dans X.
Zilber observe aussi dans son article ([79], propositions 2 et 3) comment la conjec-

ture 2.2 entraîne celles de Manin–Mumford ou de Mordell–Lang.
C’est d’ailleurs très simple dans le cas Manin–Mumford. Considérons en effet une

sous-variété (fermée, irréductible) X de G, distincte de G et qui n’est pas contenue dans
un sous-groupe algébrique strict de G. Soit alors x un point de X qui est de torsion
dans G et soit Hx le sous-groupe algébrique qu’il engendre. Alors, Y = {x} est une

1. Les lettres ta signifient torsion anomalous.
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composante irréductible de l’intersection X ∩ Hx ; puisque X ( G, la dimension de Y

vérifie
dim(Y) = 0 > dim(X)− dim(G) = dim(X) + dim(Hx)− dim(G),

si bien que Y est une composante atypique de cette intersection. Supposant la conjec-
ture 2.2 satisfaite, il existe H ∈ Φ tel que x ∈ H. Autrement dit, les points de X qui
sont de torsion dans G sont contenus dans la réunion finie des sous-variétés X∩H, pour
H ∈ Φ. À moins que X ∩ H = X pour l’un de ces sous-groupes, ce qui entraîne que X

est contenue dans un sous-groupe algébrique strict, les points de X qui sont de torsion
dans G ne sont donc pas denses dans X pour la topologie de Zariski.

Le théorème suivant est dû à Zilber [79] lorsque G est un tore et à J. Kirby [34]
en général. La différence avec la conjecture 2.2 vient du fait qu’on met en jeu tous les
translatés de sous-variétés semi-abéliennes et pas seulement les sous-groupes algébriques
(qui sont réunion finie de translatés de sous-variétés semi-abéliennes par des points de
torsion).

Théorème 2.3. — Soit G une variété semi-abélienne complexe et soit X une sous-
variété (fermée, irréductible) de G. Il existe une famille finie Φ de sous-variétés semi-
abéliennes strictes de G telle que : pour tout translaté gK d’une sous-variété semi-
abélienne K de G et toute composante atypique Y de l’intersection X ∩ gK, il existe
H ∈ Φ et h ∈ G tels que Y ⊂ hH et

dim(H) + dim(Y) = dim(K) + dim(X ∩ hH).

Cette dernière condition de dimension entraîne que la codimension de H est au moins
égale à l’excès t de dimension de la composante atypique Y, excès que l’on définit par

t = dim(Y)− (dim(X) + dim(K)− dim(G)).

Au moins lorsque H contient K, elle signifie que Y est une composante typique de
l’intersection de X ∩ hH avec gK dans le translaté gH.

Le théorème 2.3 et son précurseur sur les tores ([79], corollaire 3 ; voir aussi [50])
reposent sur un théorème de J. Ax établissant une variante de la conjecture de Schanuel
dans le cas différentiel ([6], théorème 3). Par des arguments de théorie des modèles des
corps différentiels (le théorème de compacité en logique du premier ordre), Zilber et
Kirby en déduisent une version uniforme à paramètres, puis l’énoncé ci-dessus avec
la condition codim(H) > t. Lorsque Y est une composante atypique de l’intersection
(X ∩ hH) ∩ gK, on applique de nouveau l’argument.

Signalons que Bombieri, Masser et Zannier dans le cas des tores ([13], théo-
rème 1.4), puis Rémond dans le cas des variétés abéliennes ([63], partie 3), démontrent
des résultats de même nature, mais effectifs, au sens où ils contrôlent le degré d’une par-
tie maximale qui est une composante atypique d’une intersection de X avec un translaté
de sous-groupe algébrique.
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Corollaire 2.4. — Soit Xoa le complémentaire dans X des composantes atypiques
de dimension strictement positive d’une intersection X ∩ gH, où H parcourt l’ensemble
des sous-variétés semi-abéliennes non nulles de G de codimension 6 dim(X) et g par-
court G. Alors Xoa est ouvert dans X pour la topologie de Zariski. (2)

Démonstration. — On commence par remarquer que si H est une sous-variété semi-
abélienne fixée, la réunion ZH des composantes atypiques de dimension strictement
positive d’une intersection X ∩ hH est une partie fermée de X. Considérons en effet
le morphisme ϕ : G → G/H et sa restriction ϕX : X → ϕ(X) à X ; on a X ∩ xH =

ϕ−1
X (ϕX(x)) pour tout x ∈ X. Les composantes en question sont celles des fibres de ϕX

qui sont de dimension > max(0, dim(X) − dim(G/H)). D’après le théorème de semi-
continuité de la dimension des fibres d’un morphisme, c’est une partie fermée de X.

Nous allons démontrer que X\Xoa est la réunion des parties ZH, où H décrit l’ensemble
fini Φ du théorème 2.3.

Considérons donc une sous-variété Y de X de dimension strictement positive, compo-
sante irréductible atypique d’une intersection X∩yK, où y ∈ Y et K est une sous-variété
semi-abélienne de G. On peut supposer, quitte à remplacer K par cette sous-variété,
que K est la plus petite sous-variété semi-abélienne de G telle que Y ⊂ yK. Sous l’hypo-
thèse supplémentaire que Y est maximale parmi les composantes atypiques, nous allons
démontrer que K ∈ Φ ; nous aurons donc Y ⊂ ZK, puis Y ⊂

⋃
H∈Φ ZH et le corollaire

en résultera d’après la première partie de la démonstration.
Soit H ∈ Φ la sous-variété semi-abélienne de G fournie par le théorème 2.3 : on a

Y ⊂ yH et
dim(H) + dim(Y) = dim(K) + dim(X ∩ yH).

Par définition de K, on a K ⊂ H. Soit Y′ une composante irréductible de l’intersec-
tion X ∩ yH qui contient Y. L’inégalité dim(Y) > dim(Y′) − codimH(K) donnée par
la théorie de l’intersection entraîne que dim(Y′) = dim(X ∩ yH). Comme Y est une
sous-variété irréductible maximale dans l’ensemble des composantes atypiques d’inter-
sections de X avec un translaté d’une sous-variété semi-abélienne, on a l’alternative
suivante :

– Si Y′ = Y, l’égalité de dimensions ci-dessus entraîne H = K ;
– Sinon, Y ( Y′, donc Y est une composante typique de l’intersection Y′ ∩ yK,
c’est-à-dire

dim(Y′) = dim(X) + dim(H)− dim(G) = dim(Y) + dim(H)− dim(K);

on en déduit que

dim(Y) = dim(X) + dim(K)− dim(G),

ce qui contredit l’hypothèse que Y est une composante atypique de l’intersection
X ∩ yK.

Cela conclut la preuve du corollaire.

2. Les lettres oa sont l’abréviation de open anomalous.
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Notons que Xoa peut fort bien être vide ; c’est le cas si X est contenu dans un translaté
de sous-variété semi-abélienne, plus généralement si X est géométriquement dégénérée
(cf. [63], Prop. 4.2) :

Proposition 2.5. — L’ouvert Xoa est vide si et seulement si X est géométriquement
dégénérée.

Plus généralement, X \Xoa est la réunion des sous-variétés Y de X pour lesquelles il
existe une sous-variété semi-abélienne H telle que

dim(YH/H) < min(dim(Y), dim(G/H)− codimX(Y)).

Démonstration. — Soit Y une sous-variété de X et H une sous-variété semi-abélienne
de G telle que dim(YH/H) < min(dim(Y), dim(G/H) − codimX(Y)). Notons ϕ la pro-
jection de G sur G/H et ϕY : Y → ϕ(Y) = YH/H le morphisme qui s’en déduit par
restriction à Y. Pour tout y ∈ Y, on a

dimy(X ∩ yH) > dimy(Y ∩ yH) = dimy ϕ
−1
Y (ϕY(y))

> dim(Y)− dim(ϕY(Y))

> dim(Y)−min(dim(Y), dim(G/H)− dim(X) + dim(Y))

= max(0, dim(X)− codimG(H)).

Cela prouve qu’au moins une composante irréductible de l’intersection X ∩ yH passant
par y est atypique. Par suite, y 6∈ Xoa.

Inversement, il suffit de démontrer que toute composante irréductible Y d’un en-
semble ZH introduit dans la preuve du corollaire 2.4 vérifie cette inégalité. Or, par
la définition même de ZH, toute fibre du morphisme ϕY : Y → YH/H ⊂ G/H est de
dimension > max(0, dim(X) + dim(H)− dim(G)). Par conséquent,

dim(YH/H) < dim(Y)−max(0, dim(X) + dim(H)− dim(G))

= min(dim(Y), dim(G/H)− codimX(Y)),

comme annoncé.

Plus généralement, si t est un entier naturel, on peut définir l’ensemble Xoa,[t] comme
le complémentaire, dans X, de l’ensemble des points x ∈ X tels qu’il existe une sous-
variété semi-abélienne H de G telle que

dimx(X ∩ xH) > max(1, t− codimG(H)).

Lorsque t = 1 + dim(X), on a Xoa,[t] = Xoa. Inversement, lorsque t 6 dim(X) et
dim(X) > 0, on a dimx(X∩xG) = dim(X) > max(0, t) pour tout x ∈ X, ce qui entraîne
que Xoa,[t] = ∅.

La proposition suivante généralise le corollaire 2.4.

Proposition 2.6. — Pour tout entier naturel t, Xoa,[t] est ouvert dans X.



1032–09

3. HAUTEURS

Le reste de ce rapport est consacré à résumer comment procèdent les preuves des
théorèmes 1.1′ ou 1.4.

Tout d’abord, il s’agit de démonstrations où l’arithmétique joue un rôle fondamental,
par la considération des hauteurs, et surtout par l’utilisation de minorations extrême-
ment fines des hauteurs dans le contexte du problème de Lehmer et de ses variantes, ou
du problème de Bogomolov. De sorte, même si j’avais donné jusqu’à présent des énoncés
sur le corps des nombres complexes, tous les arguments qui suivent supposent que les
variétés considérées sont définies sur le corps Q des nombres algébriques.

Comme je l’ai dit à propos du théorème 1.1, Bombieri, Masser et Zannier ont
expliqué dans leur article [15] comment l’on peut démontrer des résultats sur C lors-
qu’on dispose de la conjecture 1.2 sur Q, voire des cas particuliers de la conjecture
obtenus en bornant dim(X) et dim(G). Ils se sont limités au cas des tores et il serait
intéressant de développer ces arguments dans le cas général des variétés semi-abéliennes
et même dans le contexte que considère Pink dans [46]. (Dans le cadre de la conjecture
de Mordell–Lang sur les variétés semi-abéliennes, des arguments de spécialisation se
trouvent dans [31].)

En outre, la littérature se divise entre tores et variétés abéliennes, le cas général des
variétés semi-abéliennes n’étant, à ma connaissance, pas encore traité.

3.1. La machine des hauteurs

Rappelons rapidement la notion de hauteur sur l’ensemble des points algébriques
d’une variété projective.

Sur l’espace projectif, la hauteur standard est la fonction h : Pn(Q) → R+ définie
par la formule

h(x) =
1

[K : Q]

∑
v

[Kv : Qv] log max(|x0|v , . . . , |xn|v)

dans laquelle K est un corps de nombres, x est un point de Pn(K) de coordonnées
homogènes [x0 : . . . : xn] dans K, v parcourt l’ensemble des valeurs absolues sur K

qui étendent la valeur absolue réelle ou une valeur absolue p-adique sur Q, Kv est le
complété de K pour cette valeur absolue etQv est le corps réelR ou le corps p-adiqueQp

suivant les cas. La formule du produit garantit que le second membre ne dépend pas du
choix des coordonnées homogènes ; il ne dépend pas non plus du choix d’un corps de
nombres K sur lequel le point x est défini. Par exemple, si le point x ∈ Pn(Q) a pour
coordonnées homogènes [x0 : . . . : xn] formée d’entiers relatifs premiers entre eux dans
leur ensemble, on a h(x) = log max(|x0| , . . . , |xn|). Remarquons aussi que la fonction h
est invariante sous l’action du groupe de Galois Gal(Q/Q).

Lorsque X est une variété algébrique projective définie sur Q et ϕ : X → Pn est
un morphisme de X dans un espace projectif, on en déduit une fonction hϕ = h ◦ ϕ
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sur X(Q), invariante sous l’action de Gal(Q/K) si X et ϕ sont définis sur un sous-
corps K de Q. Pour l’essentiel, la fonction hϕ ne dépend de ϕ que par l’intermédiaire de
la classe d’isomorphisme du fibré en droites ϕ∗O(1) dans le groupe de Picard Pic(X).
En effet, si ψ est un morphisme de X dans un espace projectif Pm tel que ϕ∗O(1) et
ψ∗O(1) soient isomorphes, la différence hϕ − hψ est une fonction bornée sur X(Q).

Notons F (X(Q),R) l’espace des fonctions de X(Q) dans R et B son sous-espace
des fonctions bornées. Via l’étude des plongements de Segre ou Veronese, on démontre
qu’il existe un unique morphisme d’espaces vectoriels

Pic(X)⊗Z R→ F (X(Q),R)/B(X(Q),R)

qui applique la classe d’un fibré en droites L sur celle de la fonction hϕ lorsque ϕ est un
morphisme de X dans un espace projectif tel que ϕ∗O(1) ' L . Si L est un (R-)fibré en
droites sur X, on notera abusivement hL une fonction de X(Q) dans R qui représente
l’image de L par ce morphisme de groupes.

Nous ferons usage des résultats suivants :

Proposition 3.1. — Soit X une variété projective définie sur Q et soit L un fibré
en droites sur X.

1. La fonction hL est minorée en dehors du support du diviseur de toute section
globale de L ;

2. Si L est engendré par ses sections globales, hL est minorée ;

3. Supposons que L soit ample. Alors, pour tout entier B, l’ensemble des points x ∈
X(Q) tels que [Q(x) : Q] 6 B et hL (x) 6 B est fini (théorème de Northcott) ;

4. Soit f : Y → X un morphisme de variétés algébriques définies sur Q, alors hf∗L −
hL ◦ f est une fonction bornée sur Y(Q).

Pour plus de détails et des démonstrations, je renvoie aux ouvrages d’introduction à
la géométrie diophantienne, notamment [35, 69, 32, 9].

Le point de vue de la théorie d’Arakelov (voir [17]) fournit un moyen efficace pour
ne pas travailler à une fonction bornée près. Dans le cas des variétés semi-abéliennes, il
existe un moyen simple pour normaliser les hauteurs que je dois rappeler brièvement ;
les hauteurs normalisées interviennent en effet de manière cruciale dans l’étude des
conjectures auxquelles ce rapport est consacré.

3.2. Hauteurs normalisées sur les variétés semi-abéliennes

Soit G une variété semi-abélienne. Comme je l’ai rappelé plus haut, G est extension
d’une variété abélienne A par un tore T :

1→ T→ G
p−→ A→ 0,

et (sur Q, ou quitte à effectuer une extension finie) T est isomorphe à une puissance Gt
m

du groupe multiplicatif. Comme G n’est que quasi-projectif (à moins que T = {1}), les
hauteurs dépendent d’une compactification projective de G. Lorsque G = T = Gt

m,
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on peut considérer G comme un ouvert de l’espace projectif Pt ; toute autre compac-
tification équivariante P (disons projective, lisse) convient, par exemple (P1)t. Soit G

le produit contracté G = G×T P ; c’est une compactification équivariante de G munie
d’une fibration vers A, toujours notée p, dont les fibres sont isomorphes à P. Pour n > 2,
les endomorphismes de multiplication par n sur G s’étendent en des endomorphismes
de G. En outre, le groupe de Picard de G se décompose (non canoniquement) en une
somme directe

Pic(G) ' Pic(A)⊕ Pic(P),

où Pic(A) est identifié à son image dans Pic(G) par l’homomorphisme injectif p∗. Après
tensorisation par Q, le groupe de Picard de A se décompose sous l’action de l’endo-
morphisme [−1] en une partie paire et une partie impaire, provenant respectivement
du groupe de Néron–Severi de A et du groupe des classes d’isomorphisme de fibrés en
droites algébriquement équivalent à 0, d’où finalement une décomposition

Pic(G)Q ' NS(A)Q ⊕ Pic0(A)Q ⊕ Pic(P)Q.

Sous l’action des endomorphismes de multiplication par un entier n > 2, le premier
facteur est de poids n2, tandis que les deux autres sont de poids n. Supposons que la
classe de L appartient à l’un de ces trois facteurs et posons respectivement w = 2,
w = 1, w = 1. On déduit alors du point 4 de la proposition 3.1 que la fonction x 7→
hL ([n]x)− nwhL (x) est bornée sur G(Q). Par le procédé de Tate qui consiste à poser

ĥL (x) = lim
k→∞

n−wkhL ([n]kx),

on obtient une fonction ĥL sur G(Q) telle que ĥL ([n]x) = nwĥL (x) pour tout x ∈
G(Q). Elle ne dépend pas du choix de n. En outre, la différence ĥL − hL est bornée
sur G(Q) : la fonction ĥL est appelée hauteur normalisée pour le fibré en droites L .
Lorsque G = A est une variété abélienne et L est symétrique, on retrouve bien sûr la
forme quadratique de Néron–Tate ; lorsque G est le tore Gn

m, ouvert de P = Pn, et
L = O(1), ĥL est la hauteur standard.

Par additivité, on en déduit un morphisme d’espaces vectoriels

Pic(G)R → F (G(Q),R), L 7→ ĥL .

La proposition 3.1 s’étend facilement, seule la propriété 4 de fonctorialité requiert
un ajustement : Sous l’hypothèse que f : G′ → G soit un morphisme de variétés semi-
abéliennes qui s’étend en un morphisme f : G

′ → G des compactifications fixées, on a
ĥL (f(x)) = ĥf∗L (x) pour tout x ∈ G

′
(Q).

Les points de torsion sont de hauteur normalisée nulle ; inversement, si L est ample,
on déduit du théorème de Northcott que les points x de G(Q) tels que ĥL (x) = 0 sont
des points de torsion.



1032–12

3.3. Le problème de Lehmer

En 1933, D. H. Lehmer demandait s’il existe, pour ε > 0, un polynôme P, unitaire
à coefficients entiers, dont la mesure de Mahler M(P) vérifie 1 < M(P) < 1 + ε ; il
ajoutait ne pas savoir si ce problème a une solution pour ε < 0,176. En termes de
hauteurs (3), la question est l’existence d’un nombre réel c > 0 tel que pour tout nombre
algébrique ξ ∈ Q

∗ qui n’est pas une racine de l’unité, on ait h(ξ) > c/[Q(ξ) : Q].
Une telle minoration serait optimale puisque h(21/n) = 1

n
log 2 et deg(21/n) = n. En

particulier, c’est le fait que la hauteur standard d’un nombre algébrique vérifie une
équation fonctionnelle qui permet de formuler cette question de façon pertinente.

Bien qu’elle soit encore ouverte, un théorème de Dobrowolski résout cette question
à ε près (et même un peu plus...) :

Théorème 3.2 (Dobrowolski [24]). — Pour tout ε > 0, il existe un nombre réel
c(ε) > 0 tel que pour tout nombre algébrique ξ qui n’est ni nul ni une racine de l’unité,
on ait

h(ξ) >
c(ε)

[Q(ξ) : Q]1+ε
.

La démonstration est astucieuse mais élémentaire, l’idée principale consistant à ex-
ploiter les congruences issues du petit théorème de Fermat pour de nombreux nombres
premiers p.

La question se pose, plus généralement, de fournir une minoration fine de la hauteur
normalisée ĥ d’un point d’une variété semi-abélienne, lorsque ce point n’est pas de tor-
sion. Dans le cas torique ou abélien, S. David a proposé la conjecture suivante. Comme
D. Bertrand me l’a fait remarquer, le cas des variétés semi-abéliennes générales pose
des problèmes spécifiques.

Conjecture 3.3 (Problème de Lehmer). — Soit G un tore ou une variété abélienne
sur Q, soit g sa dimension. Soit ĥ une hauteur normalisée associée à un fibré en
droites ample d’une compactification. Il existe un nombre réel c > 0 tel que pour tout
point x ∈ G(Q) qui n’est contenu dans aucun sous-groupe algébrique strict de G, on ait
la minoration :

ĥ(x) > c [Q(x) : Q]−1/g.

Lorsque G est définie sur un corps de nombres K, une conjecture plus précise remplace
le degré [Q(x) : Q]1/g par l’indice d’obstruction ωK(x), défini comme le minimum des
quantités deg(V)1/ codim(V), où V est une sous-variété de G définie sur K contenant x.
Elle affirme l’existence d’un nombre réel c > 0 tel que si x n’est pas de torsion et si

3. La mesure de Mahler d’un polynôme P est définie par M(P) = exp
(∫ 1

0
log
∣∣P(e2iπθ)∣∣ dθ). Si

P est le polynôme minimal d’un nombre algébrique ξ, on a M(P) = exp(deg(P)h(ξ)) ; les polynômes
irréductibles de Z[T] de mesure de Mahler nulle sont, outre le polynôme T, les polynômes cyclotomiques.
Dans son article, Lehmer donne l’exemple du polynôme minimal d’un nombre de Salem de degré 10
pour lequel M(P) ≈ 1,1762.
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ĥ(x) est inférieur à c ωK(x)−1, alors il existe un sous-groupe algébrique H de G tel que
deg(H◦)1/ codim(H) 6 c ωK(x).

De fait, M. Laurent avait démontré un tel résultat à ε près pour les courbes ellip-
tiques à multiplications complexes dans [36]. Dans l’approche de Dobrowolski, pour
transformer le petit théorème de Fermat en une congruence, il faut en effet disposer,
pour beaucoup d’idéaux maximaux de l’anneau des entiers du corps de base, d’un en-
domorphisme de la courbe elliptique qui relève l’endomorphisme de Frobenius de sa
réduction. C’est précisément ce que permet la théorie de la multiplication complexe.

Dans des articles extrêmement délicats, F. Amoroso et David ont étendu cette ap-
proche au cas des tores, tandis que David et M. Hindry ont traité le cas des variétés
abéliennes à multiplications complexes (voir [2], [19]). Ainsi, quitte à remplacer l’expo-
sant −1/g par −1/g − ε, la conjecture 3.3 est donc vraie dans le cas des tores ou des
variétés abéliennes à multiplications complexes. Les preuves reposent sur les méthodes
d’approximation diophantienne, mais leur technicité m’empêche d’en dire quoi que ce
soit dans ce rapport.

Dès le théorème initial de Bombieri, Masser et Zannier, ces minorations de hau-
teurs ont joué un rôle crucial dans la démonstration des théorèmes de finitude auxquels
ce rapport est consacré. Toutefois, des raffinements récents permettent de simplifier leur
utilisation, voire d’en améliorer l’efficacité. Présentons-les brièvement.

En 2000, Amoroso et R. Dvornicich ont démontré que la hauteur d’un élément ξ
de l’extension cyclotomique maximale de Q est minorée par log(5)/12, à moins que ξ
ne soit nul ou une racine de l’unité. Ce théorème a suscité toute une série d’articles
visant à remplacer, dans les conjectures de type Lehmer, le degré sur Q, ou l’indice
d’obstruction sur le corps de base K, par les quantités équivalentes sur le corps Ktors

engendré sur K par les coordonnées des points de torsion de G.

Conjecture 3.4 (Problème de Lehmer relatif). — Soit G un tore ou une variété
abélienne sur un corps de nombres K, soit g sa dimension. Soit Ktors l’extension de K

engendrée par les coordonnées des points de torsion de G. Il existe un nombre réel c > 0

tel que pour tout point x ∈ G(Q) qui n’est contenu dans aucun sous-groupe algébrique
strict de G, on ait la minoration :

ĥ(x) > c [Ktors(x) : Ktors]
−1/g.

Après divers travaux, les meilleurs résultats dans cette direction sont dus à E. Del-
sinne pour les tores et à M. Carrizosa pour les variétés abéliennes.

Théorème 3.5 (Delsinne [23], Carrizosa [18]). — Soit G une variété semi-
abélienne définie sur un corps de nombres K, soit g la dimension de G et soit Ktors

l’extension de K engendrée par les points de torsion de G. Supposons que G soit un
tore ou une variété abélienne à multiplications complexes. Alors, pour tout ε > 0, il
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existe un nombre réel c > 0 tel que pour tout point x ∈ G(Q) qui n’appartient à aucun
sous-groupe algébrique strict de G,

h(x) > c [Ktors(x) : Ktors]
−1/g−ε.

3.4. La conjecture de Bogomolov

La conjecture énoncée par F. Bogomolov dans [7] suggère un autre énoncé de
minoration de la hauteur d’un point d’une variété abélienne dans lequel la contrainte
n’est pas le corps de définition de ce point, mais son appartenance à une sous-variété
fixée.

Soit G une variété semi-abélienne définie sur Q ; considérons un fibré en droites ample
d’une compactification G et les fonctions degré et hauteur canonique, naturellement
notées deg et ĥ, qui lui sont associées.

Soit X une sous-variété (fermée, irréductible) de G. En considérant un morphisme
fini de l’adhérence de X dans G vers un espace projectif associé à ce fibré en droites, on
démontre aisément qu’il existe un nombre réel θ tel que l’ensemble des points de X(Q)

de hauteur 6 θ est dense dans X pour la topologie de Zariski. Le minimum essentiel
de X est la borne inférieure de ces nombres réels ; on le note µ̂(X). Si X est une sous-
variété semi-abélienne de G, l’ensemble de ses points de torsion est dense dans X et
µ̂(X) = 0 ; c’est essentiellement la seule possibilité pour que µ̂(X) soit nul.

Théorème 3.6. — Si X n’est pas le translaté d’une sous-variété semi-abélienne de G

par un point de torsion, on a µ̂(X) > 0.

Le cas des tores est dû à S.-W. Zhang [77] (une preuve ultérieure, plus élémentaire,
se trouve dans [16, 76]). Dans le cas des variétés abéliennes, la démonstration de ce
théorème par E. Ullmo (lorsque X est une courbe dans sa jacobienne) et S.-W. Zhang
(en général) repose sur des techniques d’équidistribution en géométrie d’Arakelov ; elle
a été exposée dans ce séminaire (voir [1]). Par une méthode plus proche de la géométrie
diophantienne « traditionnelle », S.David et P. Philippon ont redémontré ces résultats
et traité le cas général des variétés semi-abéliennes (voir [20, 21, 22]).

Ces dernières démonstrations ont en outre l’intérêt de fournir une minoration effective
de µ̂(X). Dans le cas où X n’est pas le translaté d’une sous-variété semi-abélienne de G,
ces auteurs établissent en effet une minoration de µ̂(X) inversement proportionnelle à
une puissance du degré de X. (La minoration établie dans [16] pour les tores, de moins
bonne qualité, montrait comment déduire une minoration géométrique du théorème
ci-dessus.) Dans cette optique, un énoncé essentiellement optimal a été prouvé par
Amoroso et David dans [3] dans le cas des tores (voir aussi [5]) ; les énoncés de ces
références sont explicites, je simplifie ici les termes logarithmiques :

Théorème 3.7. — Soit G un tore, G une compactification équivariante de G, L un
fibré en droites ample sur G, deg et ĥ les fonctions degré et hauteur normalisée associées.
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Pour tout ε > 0, il existe un nombre réel c (ne dépendant que de G, G, L et ε) tel que
l’on ait, pour toute sous-variété fermée X ( G, l’inégalité

µ̂(X) > c deg(X)−1/ codim(X)−ε,

pourvu que X ne soit contenue dans aucun translaté de sous-groupe algébrique strict
de G.

À ε près, cet énoncé est optimal : en remplaçant X par son inverse par la multiplication
par des entiers n > 2, on voit que le meilleur exposant possible du degré est l’opposé de
l’inverse de la codimension de X dans le plus petit sous-groupe algébrique de G qui le
contient. Noter aussi que lorsque X est un translaté d’un sous-groupe algébrique H de G

par un point qui n’est pas de torsion modulo H, on a bien µ̂(X) > 0, mais l’obtention
d’une meilleure borne relève du problème de Lehmer dans G/H.

Il est naturel de poser une conjecture similaire dans le cas des variétés abéliennes
(voire des variétés semi-abéliennes) :

Conjecture 3.8 (Problème de Bogomolov effectif). — Soit G un tore ou une variété
abélienne. Soit ĥ une hauteur normalisée associée à un fibré en droites ample d’une
compactification. Il existe un nombre réel c > 0 tel que pour toute sous-variété (fermée,
irréductible) X de G, distincte de G, qui n’est pas contenue dans un translaté de sous-
groupe algébrique strict de G, on ait la minoration

µ̂(X) > c (deg(X))−1/ codim(X).

A. Galateau a fait de grands progrès dans cette direction ; l’intérêt pour les ques-
tions présentées dans ce rapport est qu’il dépasse le strict cadre des variétés abéliennes
à multiplications complexes.

Le théorème de Galateau est alors le suivant :

Théorème 3.9 ([26]). — Soit G une variété abélienne définie sur Q, L un fibré en
droites ample sur G, deg et ĥ les fonctions degré et hauteur normalisée associées. On
suppose vérifiée l’hypothèse suivante :

Il existe un corps de nombres K sur lequel G est définie et tel que l’ensemble
des idéaux premiers p de l’anneau des entiers de K en lequel G a bonne
réduction ordinaire soit de densité strictement positive.

Pour tout ε > 0, il existe un nombre réel c > 0 (ne dépendant que de G, L , ε) tel que

µ̂(X) > c (deg(X))−1/ codim(X)−ε

pour toute sous-variété fermée irréductible X de G, distincte de G qui n’est pas contenue
dans un translaté de sous-variété abélienne stricte.

Rappelons qu’on dit que G a bonne réduction en l’idéal premier p de K s’il existe
un schéma abélien G sur l’anneau oK,p qui étend G ; sa réduction est alors la variété
abélienne Gp = G ⊗Fp sur le corps résiduel Fp = oK,p/p. Elle a de plus bonne réduction
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ordinaire si, dans une clôture algébrique de Fp, le groupe des points de p-torsion de Gp

est de cardinal pdim(G), où l’on a noté p la caractéristique du corps fini Fp.
Enfin, la densité considérée est la densité naturelle.
Pour évaluer le statut de l’hypothèse faite dans le théorème précédent, posons une

définition.

Définition 3.10. — Soit G une variété abélienne définie sur Q. On dit que G est
banale s’il existe un corps de nombres K sur lequel G est définie et tel que l’ensemble
des idéaux premiers de K en lesquels G ait bonne réduction ordinaire soit de densité
à 1.

Un produit de variétés abéliennes banales, un quotient d’une variété abélienne banale
sont banals. En outre, pour une variété abélienne sur un corps de caractéristique p > 0,
être ordinaire est une propriété générique dans l’espace des modules des variétés abé-
liennes. Il est ainsi conjecturé que toute variété abélienne G définie sur Q est banale
(cf. Pink [45], §7). Dans cette direction, on a les résultats suivants :

Proposition 3.11. — Soit G une variété abélienne définie sur Q. Si dim(G) 6 2 ou
si G est une variété abélienne à multiplications complexes, alors G est banale.

Le cas des courbes elliptiques est dû à J-P. Serre [68], celui des surfaces abéliennes
à A. Ogus [42], et le cas des variétés abéliennes à multiplications complexes résulte de
cette théorie. Lorsque G est définie sur un corps de nombres K, R. Noot et Pink ont
aussi donné des conditions suffisantes sur l’action du groupe de Galois Gal(Q/K) sur
les modules de Tate de G assurant la conclusion de la proposition.

4. THÉORÈMES DE FINITUDE

4.1. Majoration de la hauteur hors de l’ensemble exceptionnel

Soit G une variété semi-abélienne et soit X une sous-variété (fermée, irréductible)
de G. Pour prouver la finitude de l’ensemble Σ = Xta(Q) ∩ G[1+dim(X)], l’approche
inaugurée par Bombieri, Masser et Zannier dans leur article [11] fonctionne en
deux étapes.

La première étape, peut-être la plus délicate, consiste à prouver que l’ensemble Σ est
de hauteur bornée. La seconde utilise des minorations de hauteurs dans l’esprit de la
conjecture de Lehmer pour en déduire que le degré du corps de définition des points
de Σ est uniformément borné. Le théorème de Northcott entraîne alors que Σ est
fini.

C’est à cette première étape qu’est consacré ce paragraphe. Le cas des courbe possède
une solution assez simple mais l’étude de la dimension supérieure s’avère plus délicate.
Après de nombreux résultats partiels dans cette direction, Habegger a finalement
démontré le résultat suivant. (Dans le cas des tores, il s’agit de la Bounded Height
Conjecture de [13].)
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Théorème 4.1 (Habegger, [29, 30]). — Soit G un tore ou une variété abélienne et
soit X une sous-variété (fermée, irréductible) de G. L’ensemble Xoa(Q) ∩ G[dim(X)] est
de hauteur bornée.

Commençons par deux remarques sur le caractère essentiellement optimal de cet
énoncé (voir [27, 73]).

Remarque 4.2. — L’ensemble Xoa(Q) ∩G[dim(X)] peut être dense dans X.
On l’a par exemple vu dans le cas d’une courbe de Gn

m, un peu après l’énoncé du
théorème 1.1.

Remarque 4.3. — Si Y est une composante irréductible de X \ Xoa, il n’existe pas for-
cément d’ouvert dense U de Y tel que la hauteur soit bornée sur U(Q) ∩G[dim(X)].

Contentons-nous de traiter le cas d’une courbe X dans G = Gn
m telle que X = Xoa.

Dans ce cas, nous devons démontrer qu’exiger une relation de dépendance multiplicative
non triviale entre les coordonnées d’un point de X ne suffit pas à majorer sa hauteur. Par
un changement de coordonnées sur Gn

m, on se ramène en effet au cas où les restrictions
à X des m premières coordonnées sont multiplicativement indépendantes et celles des
n − m > 0 dernières sont constantes de valeurs ξm+1, . . . , ξn. Si ξn est une racine de
l’unité, X est contenu dans un sous-groupe algébrique d’équation xen = 1, tout point
de X satisfait une relation de dépendance multiplicative non triviale et la hauteur n’est
bornée sur aucun ouvert non vide de X. Sinon, pour presque tout entier naturel a,
l’intersection de X avec le sous-tore d’équation x1 = xan n’est pas vide et contient un
point Pa dont la hauteur vérifie h(Pa) > h(x1(Pa)) = h(xn(Pa)

a) = ah(ξn), donc tend
vers l’infini avec a.

Expliquons maintenant la preuve du théorème 4.1 dans le cas des tores, suivant [30] ;
je renvoie à [29] pour celle, voisine, du cas abélien.

Si m et n sont des entiers naturels, rappelons qu’un morphisme ϕ de Gn
m dans Gm

m

est donné par m monômes en n variables ; on identifie alors ϕ à la matrice Mϕ de
taille m × n formée par les exposants de ces monômes. On notera aussi ‖ϕ‖ la norme
euclidienne de cette matrice.

Posons m = dim(X). Si ϕ est un morphisme de Gn
m dans Gm

m, notons ∆X(ϕ) le degré
générique du morphisme ϕ|X : X→ Gm

m. Il est homogène de degrém en la matrice de ϕ :
pour tout entier a ∈ Z, ∆X(ϕa) = |a|m ∆X(ϕ). Il se calcule aussi à l’aide de la théorie
de l’intersection. Soit en effet Xϕ l’adhérence du graphe de ϕ dans Pn ×Pm et notons
p1, p2 les deux projections de Xϕ sur Pn et Pm. Alors,

(1) ∆X(ϕ) = deg(c1(p∗2O(1))m ∩ [Xϕ]).

Lemme 4.4. — Pour tout ϕ : Gn
m → Gm

m, il existe un nombre réel c(ϕ) et un ouvert
dense Uϕ de X tel que l’on ait, pour tout x ∈ Uϕ(Q),

(2) h(ϕ(x))� ∆X(ϕ)

‖ϕ‖m−1h(x)− c(ϕ),
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où la constante implicite dans le symbole � est indépendante de ϕ. (4)

Démonstration. — Soit t ∈ Q et soit Lt le Q-fibré en droites (5) p∗2O(1) − t p∗1O(1)

sur Xϕ. Il suffit, pour démontrer ce lemme, d’établir que Lt est Q-effectif pour une
valeur de t de l’ordre de ∆X(ϕ)/ ‖ϕ‖m−1. D’après un théorème de Siu [70], c’est le cas
dès que l’inégalité

deg(c1(p∗2O(1))m ∩ [Xϕ]) > mt deg(c1(p∗1O(1))c1(p∗2O(1))m−1 ∩ [Xϕ])

est satisfaite. Grâce à une inégalité de type Bézout due à P. Philippon, le degré
d’intersection du membre de droite est majoré par un multiple de ‖ϕ‖m−1, ce qui permet
de conclure.

Lemme 4.5. — Soit Ω un voisinage de l’ensemble des matrices orthogonales (6)

dans Mm,n(R). Il existe un nombre réel Q0 tel que pour tout nombre réel Q > Q0,
l’assertion suivante soit satisfaite : Si x ∈ Gn

m(Q) appartient à un sous-groupe de codi-
mension > m, il existe un entier q ∈ {1, . . . ,Q} et un homomorphisme ϕ : Gn

m → Gm
m

tel que ϕ ∈ qΩ, ‖ϕ‖ � q

(3) h(ϕ(x))� qQ−1/mnh(x).

Démonstration. — Par hypothèse, il existe un morphisme surjectif ϕ0 : Gn
m → Gm

m tel
que ϕ0(x) = 1. Par le procédé d’orthogonalisation de Gram–Schmidt, on écrit ϕ0 = θ1ϕ1,
où θ1 ∈ GLm(R) et où ϕ2 ∈ Mm,n(R) est orthogonale. Soit θ2 une matrice à coefficients
rationnels assez proche de θ1, de sorte que θ−1

2 ϕ0 appartienne à Ω. D’après le lemme de
Dirichlet, on peut alors approcher cette dernière matrice par une matrice à coefficients
rationnels de la forme q−1ϕ appartenant à Ω telle que

∥∥q−1ϕ− θ−1
2 ϕ0

∥∥ � Q−1/mn, où
1 6 q 6 Q et ϕ ∈ Mm,n(Z). Ces inégalités entraînent que∣∣h(ϕ(x))− h(θ−1

2 ϕ0(x)q)
∣∣� qQ−1/mnh(x),

d’où le lemme puisque ϕ0(x) = 1.

Soit ϕ : Gn
m → Gm

m un morphisme surjectif de groupes algébriques. Si Xoa 6= ∅,
observons que l’application ϕ|X est génériquement quasi-finie. En effet, dans le cas
contraire, il passerait par tout point de X une composante Y de dimension > 0 de X ∩
ker(ϕ) ; puisque dim ker(ϕ) = dim(X), Y est alors une composante atypique de X, ce
qui entraîne Xoa = ∅, d’où une contradiction. On a donc ∆X(ϕ) > 0.

La proposition suivante est une minoration uniforme. Si r est un entier naturel tel
que r < m, on appelle projection standard de Gm

m sur Gr
m un morphisme de groupes

algébriques défini par l’oubli de m − r coordonnées. Je renvoie à [30], §6–7, pour sa
démonstration.

4. Si u et v sont deux fonctions, j’utilise la notation u� v pour dire qu’il existe un nombre réel c > 0

tel que u > cv ; si w est un paramètre, u�w v signifie que pour tout w, il existe un nombre réel cw > 0

tel que u > cwv.
5. Je note additivement la loi de groupes sur le groupe de Picard déduite du produit tensoriel.
6. J’entends par là que leurs lignes forment une famille orthonormée.



1032–19

Proposition 4.6. — Soit Y une sous-variété fermée, irréductible de X telle que Y ∩
Xoa 6= ∅, soit r = dim(Y). Il existe un nombre réel c > 0 et un voisinage Ω de l’en-
semble des matrices orthogonales dans Mm,n(R) tels que pour tout ϕ ∈ Ω, il existe une
projection standard π : Gm

m → Gr
m telle que ∆Y(πϕ) > c.

On peut alors conclure la démonstration du théorème 4.1. Soit Q un entier naturel
assez grand. Appliquons la proposition 4.6 à Y = X ; soit c > 0 tel que ∆X(ϕ) > c pour
tout ϕ dans un voisinage Ω de l’ensemble des matrices orthogonales de taille m×n. Soit
x un point de X(Q) ∩ G[m]. Soit q un entier et soit ϕ un morphisme de Gn

m dans Gm
m

comme dans le lemme 4.5 ; on a

h(ϕ(x))� qQ−1/mnh(x).

L’entier Q étant fixé, l’ensemble des couples (q, ϕ) que peut fournir le lemme 4.5 est
fini ; le lemme 4.4 implique donc l’existence d’un ouvert dense U de X et d’un nombre
réel c(Q) tel que, si x ∈ U,

h(ϕ(x))� ∆X(ϕ)

‖ϕ‖m−1h(x)− c(Q).

Comme ϕ ∈ qΩ,
∆X(ϕ)

‖ϕ‖m−1 =
qm∆X(q−1ϕ)

‖ϕ‖m−1 > qc.

Mises bout à bout, ces inégalités entraînent l’existence d’un nombre réel a > 0 et,
pour tout entier Q assez grand, d’un nombre réel cQ et d’un ouvert dense UQ de X tel
que tout point x ∈ UQ(Q) ∩G[m] vérifie

ch(x)− cQ 6 aQ−1/mnh(x),

d’où h(x) 6 cQ/(c− aQ−1/mn) si Q est assez grand.
Cela fournit la majoration de hauteurs souhaitée sur un ouvert dense U de Xoa.

En considérant les composantes irréductibles de X \ U, un argument de récurrence
descendante l’entraîne alors sur Xoa tout entier.

En fait, Habegger démontre un théorème plus général où interviennent des épais-
sissements de l’ensemble G[dim(X)] au sens de la théorie des hauteurs. Supposons donc
fixé une hauteur canonique ĥ sur G, associée à un fibré ample d’une compactification
équivariante. Pour toute partie Σ de G(Q), notons C (Σ, ε) l’ensemble (7) des points
de G(Q) qui s’écrivent sous la forme xy, où x ∈ Σ et ĥ(y) 6 εmax(1, ĥ(x)).

Avec ces notations, on a alors le théorème :

Théorème 4.7. — Soit G un tore ou une variété abélienne et soit X une sous-variété
(fermée, irréductible) de G. Il existe un nombre réel ε > 0 tel que l’ensemble Xoa(Q) ∩
C (G[dim(X)], ε) soit de hauteur bornée.

7. La lettre C est l’initiale de cône.
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La preuve de ce théorème s’établit de la même façon que celle du théorème 4.1,
avec quelques modifications consistant essentiellement à majorer, lorsque x ∈ Σ et
ĥ(y) 6 ε(max(1, ĥ(x))), la hauteur de x en fonction de celle de xy.

4.2. Finitude

Nous commençons par traiter le cas des tores.

Proposition 4.8 ([14], Lemme 8.1). — Soit X une sous-variété fermée, irréductible,
stricte d’un tore G = Gn

m. Alors, pour tout nombre réel B, l’ensemble des points x ∈
Xta(Q) ∩G[1+dim(X)] tels que h(x) 6 B est fini.

Remarque 4.9. — Pour obtenir un tel énoncé de finitude, il est nécessaire de considérer
l’ensemble Xta. Considérons en effet une composante irréductible Y d’une intersec-
tion X ∩ H, où H est un sous-groupe algébrique strict de G ; supposons qu’elle soit
atypique et de dimension positive. En considérant l’image réciproque des points de
torsion par une projection de H sur un tore G

dim(Y)
m dont la restriction à Y est généri-

quement finie, on voit que Y(Q)∩H[dim(Y)] contient un ensemble de hauteur bornée qui
est dense dans Y. Par suite, si B est assez grand, l’adhérence de l’ensemble des points
de X(Q) ∩G[1+dim(X)] dont la hauteur est 6 B contient Y.

Démonstration. — Pour simplifier les notations, on note m = dim(X). Notons aussi K

un corps de définition de X. On définit la norme ‖·‖ d’un vecteur comme le maximum
de ses coordonnées.

Soit x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Xta(Q) ∩ G[1+m]. Soit r la dimension du plus petit sous-
groupe algébrique Tx qui contient x : c’est le rang du sous-groupe multiplicatif Γx de Q

∗

engendré par (ξ1, . . . , ξn). Par hypothèse, codim(Tx) > m+1, c’est-à-dire r+m+1 6 n.
Un théorème de Schlickewei [67] fournit des éléments η1, . . . , ηr ∈ Q(x) vérifiant

les conditions suivantes :
– Il existe des entiers relatifs aij (pour 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 r) et des racines de
l’unité ζ1, . . . , ζn dansQ(x) tels que ξi = ζiη

ai1
1 . . . ηairr pour tout i tel que 1 6 i 6 n ;

– Pour toute famille (e1, . . . , er) ∈ Zr, h(ηe11 . . . ηerr ) > c(r)
∑r

j=1 |ej|h(ηj).
La preuve de cet énoncé consiste à introduire l’espace vectoriel Γx ⊗ R (isomorphe
à Rr) muni de la jauge ω donnée par la hauteur (on étend h à Γx⊗Q par linéarité, puis
à Γx ⊗ R par continuité). On remplace alors cette jauge par une autre, quadratique,
correspondant à l’ellipsoïde de John de la boule {ω(ξ) 6 1}. La famille (η1, . . . , ηr)

provient d’une base LLL réduite du réseau Γx modulo torsion.
On retient en particulier les inégalités

h(ξi)�
r∑
j=1

|aij|h(ηj), pour 1 6 i 6 n.

Puisqu’on ne considère que des points x de hauteur au plus B et que h est positive ou
nulle, il vient en particulier

(4) ‖aj‖h(ηj)� 1, pour 1 6 j 6 r,
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où l’on a posé aj = (a1j, . . . , anj).
Soit L le ppcm des ordres des ζi et soit ζ ∈ Q(x) une racine de l’unité d’ordre L ;

pour tout i, soit `i un entier tel que 0 6 `i < L et ζi = ζ`i . Considérons alors les r + 1

formes linéaires indépendantes sur Zn+1 :

ϕ0(x) = −Lx0 +
n∑
i=1

`ixi, et ϕj(x) =
n∑
i=1

ai,jxi (pour 1 6 j 6 r).

Un argument de géométrie des nombres (par exemple, le lemme de Siegel de Bombieri–
Vaaler) garantit l’existence d’éléments b1, . . . , bn−r ∈ Zn+1, linéairement indépen-
dants, satisfaisant les relations ϕj(bk) = 0 pour tout j et tout k, et de tailles contrôlées :

n−r∏
k=1

‖bk‖ � L
r∏
j=1

‖aj‖ .

Pour simplifier les notations, posons A =
∏r

j=1 ‖aj‖. On supposera aussi, ce qui est
loisible, que ‖b1‖ 6 · · · 6 ‖bn−r‖.

Pour 1 6 k 6 n − r, notons (bk0, . . . , bkn) les coordonnées de bk. Les caractères
x 7→

∏n
i=1 x

bki
i sur Gn

m, pour 1 6 k 6 m, sont indépendants et définissent un sous-
groupe algébrique Tb de codimension m dans Gn

m. D’après le théorème de Bézout, son
degré (calculé dans l’espace projectif Pn) est majoré par

deg(Tb)�
m∏
k=1

‖bk‖ � (LA)m/(n−r) � (LA)m/(m+1).

Par construction, on a
∏n

i=1 ξ
bki
i = 1 pour tout k ∈ {1, . . . , n − r} ; autrement dit,

x ∈ Tb.
Considérons maintenant la composante Yx passant par x de l’intersection X ∩ Tb.

Comme x ∈ Xta, cette composante est de dimension typique ou de dimension nulle.
Puisque dim(X) + dim(Tb)− dim(G) = 0, on a nécessairement Yx = {x}. Une nouvelle
application du théorème de Bézout dans l’espace projectif Pn entraîne que le nombre de
composantes ponctuelles de X ∩ Tb est au plus égal à deg(X) deg(Tb) � (LA)m/(m+1).
Comme tous les conjugués de x sur le corps de définition K de X appartiennent à X∩Tb,
on en déduit l’inégalité

(5) [Q(x) : Q]� (LA)m/(m+1).

C’est à ce stade qu’entrent en jeu les minorations effectives concernant le problème
de Lehmer dans les tores : elles permettent de déduire de cette majoration du degré
de x, donc du point η, une minoration de la hauteur des ηj. Les éléments (η1, . . . , ηr)

de Q(x)∗ sont multiplicativement indépendants et ζ est une racine de l’unité contenue
dans Q(x). Le théorème 3.5 entraîne donc, pour tout ε > 0, une inégalité

h(η1) . . . h(ηr)�ε [Q(η) : Q(ζ)]−1−ε.

Puisque ζ est d’ordre L, [Q(ζ) : Q] = ϕ(L)�ε L1−ε. On en déduit alors la minoration

(6) Ah(η1) . . . h(ηr)�ε (LA)(1−mε)/(m+1).
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Si nous comparons cette inégalité à l’inégalité (4), on obtient

LA�ε 1,

ce qui signifie que le produit LA est borné indépendamment de x. L’inégalité (5) entraîne
alors que lorsque x parcourt l’ensemble qui nous intéresse, [Q(x) : Q] est borné. La
proposition découle alors du théorème de Northcott.

Signalons que dans cette approche, la pleine force du théorème 3.5 de Delsinne
n’est pas vraiment nécessaire mais simplifie grandement les démonstrations en court-
circuitant, par exemple, les arguments galoisiens qui avaient permis à Bombieri, Mas-
ser et Zannier de prouver la proposition 4.8 (voir [11], §4, ainsi que [12], Lemme 1
p. 2249) lorsque X est une courbe. Dans [14], ils utilisent une borne la peu plus faible
de [4].

Compte tenu du théorème 4.1 d’Habegger, on a donc le théorème suivant :

Corollaire 4.10 ([28], Corollaire 1.4). — Soit X une sous-variété (fermée, irréduc-
tible) du tore G = Gn

m. L’ensemble Xoa(Q) ∩G[1+dim(X)] est fini.

Cela démontre en particulier le théorème 1.4 dans le cas des tores : si X n’est pas
géométriquement dégénérée, X \ Xoa est une partie fermée stricte de X et X(Q) ∩
G[1+dim(X)] n’est pas dense dans X pour la topologie de Zariski.

L’analogue abélien de la proposition 4.8 a été démontré par Rémond dans [60] (théo-
rème 2.1) en supposant la conjecture 3.4 vérifiée. Compte tenu du théorème 3.5 de
Carrizosa, on a donc :

Proposition 4.11. — Soit G une variété abélienne à multiplications complexes (dé-
finie sur Q), soit X une sous-variété fermée, irréductible, de A définie sur Q. Alors,
pour tout nombre réel B, l’ensemble des points x ∈ Xta(Q)∩G[dim(X)] tels que h(x) 6 B

est fini. En particulier, l’ensemble Xoa(Q) ∩G[1+dim(X)] est fini.

La démonstration, bien que du même esprit que celle de la proposition 4.8, en dif-
fère par plusieurs points. Des arguments de géométrie des nombres et le théorème de
Carrizosa permettent de prouver l’existence d’une famille finie de sous-variétés abé-
liennes de codimension > dim(X) telles que tout point x comme dans la proposition
appartienne, modulo un point de torsion, à l’une d’entre elles. Rémond conclut alors
à l’aide du théorème de Raynaud sur la conjecture de Manin–Mumford.

Signalons aussi que Rémond démontre dans la même proposition un théorème de
finitude analogue pour une intersection Xoa,[s]∩G[t] valable pour toute variété abélienne,
où s 6 t sont des entiers convenables (mais on a toujours t > s lorsqu’on doit se
contenter de résultats partiels en direction de la conjecture 3.4).

Signalons encore que Carrizosa a raffiné le cas abélien du théorème 3.5 (voir le
théorème 1.15 de [18]) ; cela lui permet de simplifier la preuve de la proposition 4.11.

Enfin, et de manière analogue au cas des tores, la version abélienne du théorème 1.4
est une conséquence directe du théorème 4.1 et de cette proposition.
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4.3. Quand l’exception est la règle

Les théorèmes précédents ne donnent un théorème de finitude que dans l’ouvert Xoa.
En particulier, ils sont vides quand Xoa l’est, c’est-à-dire quand X est géométriquement
dégénérée. La démonstration du théorème 1.1′ requiert donc des arguments supplémen-
taires.

Nous décrirons au paragraphe suivant l’approche de Rémond vers la conjecture 1.5 et
la façon dont elle permit à Maurin de prouver ce théorème. Expliquons pour l’instant
comment Bombieri, Habegger, Masser et Zannier utilisent le théorème 4.1 pour
y parvenir.

Nous considérons donc une courbe (irréductible, fermée) X du tore G = Gn
m, définie

sur un corps de nombres K, qui n’est pas contenue dans un sous-groupe algébrique
strict de Gn

m. Il s’agit de démontrer que X(Q)∩G[2] est fini. On raisonne par récurrence
sur n ; le cas n < 2 est trivial et le cas n = 2 résulte de la finitude de l’ensemble des
points de torsion situés sur X.

Lorsque X n’est pas dégénérée, c’est-à-dire n’est contenue dans aucun translaté de
sous-groupe algébrique strict de Gn

m, le résultat est couvert par le théorème 1.4, prouvé
dans ce cas par [11]. Supposons donc que X soit contenue dans un translaté d’un sous-
groupe algébrique strict. Au prix d’un changement de coordonnées sur Gn

m, il existe un
entier m ∈ {1, . . . , n− 1}, une courbe non dégénérée C ⊂ Gm

m et un point P0 ∈ Gn−m
m

tels que X = C×{P0}. On peut même supposer, et on le fait, que le stabilisateur de C

dans Gm
m est réduit à {1}.

Puisque X n’est contenue dans aucun sous-groupe algébrique strict de Gn
m, il en est

de même du point P0 dans Gn−m
m . En outre, comme on s’intéresse à l’intersection de X

avec des sous-groupes de codimension 2 de Gn
m, on peut supposer que m > 2, cette

intersection étant vide sinon. Soit ϕ : X × X → Gn
m le morphisme tel que ϕ(P,Q) =

P ·Q−1 ; soit ψ : C×C→ Gm
m le morphisme analogue. Ainsi, on a ϕ((P,P0), (Q,Q0)) =

(ψ(P,Q), 1, . . . , 1) pour tout couple (P,Q) ∈ C×C. Soit S l’adhérence de ϕ(C×C) pour
la topologie de Zariski dans Gm

m, c’est une surface contenue dans Gm
m × {(1, . . . , 1)} et

elle n’est pas dégénérée dans ce sous-groupe, car, sinon, C serait dégénérée dans Gm
m.

Soit X l’adhérence de X dans Pn, soit W celle de S. En résolvant les indéterminées
de l’application rationnelle ϕ de X × X dans W, on obtient une surface projective V

contenant X × X comme ouvert dense, munie d’un morphisme birationnel et propre π
vers X×X et d’un morphisme génériquement fini vers W prolongeant ϕ ; notons-le en-
core ϕ. Par suite, le fibré en droites ϕ∗O(1) sur W est big et nef (gros et numériquement
effectif) ; décomposons-le sous la forme L (E), où L est un Q-diviseur ample et E est
un Q-diviseur effectif. Cela entraîne, sur l’ouvert dense U = V \ |E|, une inégalité de
hauteurs

hO(1)(ϕ(P)) = hϕ∗O(1)(P) > hL (P) + c1

pour tout point P ∈ V(Q) n’appartenant pas à |E|. En tirant par π le fibré ample
O(1)� O(1) sur X× X on obtient un fibré en droites big et nef sur V et une inégalité
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de hauteurs
hL (P)� h(P1) + h(P2)− 1,

où (P1,P2) = π(P). Le fermé complémentaire V \U est une réunion finie de courbes et
de points. Si la restriction de ϕ à une telle courbe Y ⊂ V \U est un morphisme fini, on
a encore une inégalité similaire. Sinon, ϕ(Y) est réduit à un point R de Gn

m ; si de plus
Y rencontre X×X, on constate que R appartient au stabilisateur de X dans Gm

m, donc
R = 1.

On en déduit ainsi une inégalité

(7) h(ϕ(P,Q))� h(P) + h(Q)− 1,

valable pour tout couple (P,Q) de X(Q)× X(Q) tel que P 6= Q.
Cette analyse entraîne, pour un point (P,Q) de X× X, l’« alternative » suivante :

1. P = Q ;

2. P 6= Q et ϕ(P,Q) ∈ Soa ;

3. P 6= Q et ϕ(P,Q) appartient à une courbe atypique maximale de S

Précisément, on va prouver la finitude de l’ensemble X∩G[2] en considérant un point P

de cet ensemble et en choisissant Q de la forme σ(P), où σ ∈ Gal(Q/K).
Il s’agit de conclure à la finitude dans chacun des trois cas, qu’on discute maintenant

un par un.
Quitte à remplacer K par une extension finie, on suppose que toutes les courbes

atypiques maximales de S sont de la forme Y = S∩R ·H, où H est un sous-tore minimal
de Gm

m de codimension > 2 et R un point K-rationnel de Gm
m(K). On suppose aussi que

le point P0 est K-rationnel. Rappelons enfin que l’on raisonne par récurrence et que l’on
suppose le théorème 1.1′ vrai pour une courbe d’un tore de dimension < n qui n’est pas
contenue dans un sous-tore strict.

Lemme 4.12. — L’ensemble X(K) ∩G[2] est fini.

Démonstration. — En analysant les équations des n(n − 1)/2 projections évidentes
de X ⊂ Gn

m sur G2
m, on prouve qu’il existe une famille finie ∆ ⊂ Zn et une famille

finie de places Σ de K telles que, pour tout point P = (ξ1, . . . , ξn) ∈ X(K) et toute
valuation discrète v 6∈ Σ, le vecteur v(P) = (v(ξ1), . . . , v(ξn)) soit proportionnel à l’un
des éléments de δ.

Les points P ∈ X(K) tels que v(P) = 0 pour tout v 6∈ Σ sont des points Σ-entiers
de X. Leur finitude est garantie par le théorème de Liardet [38] sur la conjecture de
Mordell–Lang pour les courbes dans Gn

m.
Si P est un point de X(K), toute valuation v 6∈ Σ telle que v(P) 6= 0 fournit une

contrainte sur les sous-groupes possibles contenant P. Supposons en effet v(P) parallèle
à un élément δ de ∆. Quitte à changer les coordonnées sur Gn

m, on peut supposer
δ = (0, . . . , 0, 1), et tout sous-groupe de Gn

m contenant P est contenu dans Gn−1
m ×{1}.

Si P ∈ G[2], il en est alors de même de la projection de P dans Gn−1
m et l’hypothèse de

récurrence conclut à la finitude voulue.
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Lemme 4.13. — L’ensemble des points P ∈ X(Q) ∩ G[2] pour lesquels il existe σ ∈
Gal(Q/K) tel que ϕ(P, σ(P)) ∈ Soa est fini.

Démonstration. — D’après le théorème 4.1, il existe un nombre réel B tel que
h(ϕ(P, σ(P))) 6 B. Comme h(σ(P)) = h(P), l’inégalité de hauteurs (7) implique alors
que h(P) est majoré sur l’ensemble considéré par le lemme. On conclut alors par la
proposition 4.8.

Lemme 4.14. — Soit Y ⊂ S une courbe atypique maximale. L’ensemble des points P ∈
X(Q) ∩ G[2] pour lesquels il existe σ ∈ Gal(Q/K) tel que P 6= σ(P) et ϕ(P, σ(P)) ∈ Y

est fini.

Démonstration. — Par hypothèse, il existe un sous-tore H de Gm
m et un point ration-

nel R ∈ Gm
m(K) tel que Y soit une composante de S ∩ R · H. Appliquons σ, σ2, . . . à la

relation P ·σ(P)−1 ∈ R ·H et faisons-en le produit. Si e est l’ordre de σ dans Gal(Q/K),
on obtient que Re ∈ H. Dans des coordonnées de Gm

m où H = Gk
m × {(1, . . . , 1)}, on

voit que les coordonnées d’indices k + 1 à m de R sont des racines de l’unité contenues
dans K ; il en résulte que R · H = R1 · H, où R1 ∈ Gm

m(K) est d’ordre e.
Soit A (resp. B) le sous-groupe de Zn formé des vecteurs (a1, . . . , an) tels que le carac-

tère x 7→ xa11 . . . xann s’annule sur P (resp. sur ϕ(P, σ(P))). Sauf si ϕ(P, σ(P)) appartient
à un ensemble fini de points exceptionnels de Y, le sous-groupe B annule H. Supposons
pour l’instant que ce soit le cas. Alors, B contient A + {(0, . . . , 0)}×Zn−m. En passant
au quotient par H, on obtient une courbe XH de Gn

m/H qui n’est contenue dans aucun
sous-groupe algébrique strict ; de plus, les relations de dépendance satisfaites par P en
fournissent pour l’image PH de P ; on en déduit la finitude requise par récurrence.

Il reste à traiter le cas où ϕ(P, σ(P)) est un point exceptionnel de Y. Dans ce cas,
quitte à étendre le corps K, on peut supposer que Q = ϕ(P, σ(P)) ∈ Gn

m(K). Si e est
l’ordre de σ dans Gal(Q/K), on a de nouveau Qe = 1 ; quitte à remplacer P et X par
leur image par l’élévation à la puissance e, on se ramène au cas où e = 1, ce qui contredit
le fait que σ(P) 6= P.

Cela conclut la preuve du théorème 1.1′.

4.4. Inégalité de Vojta et sous-groupes de rang fini

Les conjectures 1.2 et 1.5 généralisent les questions de Manin–Mumford et Mordell–
Lang. On peut en fait les considérer comme des variantes uniformes de ces questions mo-
dulo tous les quotients de la variété semi-abélienne G qui sont de dimension > dim(X).
La stratégie de Rémond consiste à appliquer une version uniforme des méthodes dé-
veloppées par Vojta, Faltings et McQuillan, ainsi que de la version [8] qu’en a
donnée Bombieri, pour établir la conjecture de Mordell–Lang dans les variétés semi-
abéliennes. Il l’a développée dans plusieurs articles ([55, 56, 57, 59]), l’application à la
question du présent rapport fait l’objet des articles [64, 61, 63] (le premier, en colla-
boration avec E. Viada) et est résumée dans l’article de survol [62] et les lignes qui
suivent n’en sont qu’une rapide synthèse. Pour simplifier la discussion, nous supposons
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ici que G est une variété abélienne (Maurin a traité le cas des tores dans [40], le cas
des variétés semi-abéliennes est encore ouvert).

Soit donc X une sous-variété (fermée, irréductible) d’une variété abélienne G ; posons
m = dim(X). Si X est une courbe de genre > 2, l’inégalité de Vojta compare de façon
uniforme la hauteur (de Néron–Tate, i.e., normalisée et symétrique) d’un couple (x, y)

de X × X à celle du point ax − y : elle affirme qu’il existe des nombres réels c1, c2, c3

tels que
h(ax− y) > c1(a2h(x) + h(y))

pour tout couple (x, y) de points de X2(Q) et tout entier naturel a tels que a > c2,
h(x) > c3, a2h(y) > c3. Si l’on choisit a2 proche de h(y)/h(x), on obtient une minora-
tion de l’angle formé par les droites Rx et Ry dans l’espace vectoriel réel G(Q) ⊗R.
Lorsque X et G sont définies sur un corps de nombres K, et x, y appartiennent à X(K),
le théorème de Mordell–Weil entraîne alors que l’ensemble des points de X(K) de hau-
teur > c3 est fini ; il en est par suite de même de X(K) lui-même et l’on a prouvé,
suivant Vojta, la conjecture de Mordell.

Revenons au cas général et soit Z0 la réunion des translatés de sous-variétés abéliennes
de G qui sont contenues dans X ; c’est l’ensemble exceptionnel pour le problème de
Mordell–Lang. Soit a = (a0, . . . , am) ∈ Zm+1 ; si Z0 6= X, le morphisme

βa : Xm+1 → Gm, (x0, . . . , xm) 7→ (a1x1 − a0x0, . . . , amxm − am−1xm−1)

est génériquement fini et l’inégalité de Vojta affirme que
m∑
i=1

h(aixi − ai−1xi−1)�
m∑
i=0

a2
ih(xi)

pour tout x ∈ (X \ Z0)m+1(Q) et tout a ∈ Zm+1 tels que pour tout i, ai+1 � ai et
a2
ih(xi)� a2

0.
Soit maintenant Γ un sous-groupe de rang fini de G(Q) ; nous supposerons toujours

que Γ est saturé, c’est-à-dire que tout endomorphisme surjectif de G induit un en-
domorphisme surjectif de Γ. Dans [63], Rémond introduit plusieurs candidats pour
un lieu exceptionnel. La généralisation la plus évidente de l’ensemble X \ Xta est dé-
finie ainsi : il s’agit de l’ensemble ZX,Γ des points x ∈ X pour lesquels il existe une
sous-variété abélienne H de G et un point γ de Γ tels que dimx(X ∩ (γ + H)) >

max(0, dim(X)− codim(H)).
En vue de généraliser la définition de l’ensemble Xoa (son complémentaire dans X,

plutôt), Rémond définit trois séries d’ensembles exceptionnels, indexées par un en-
tier r ∈ {0, . . . , dim(G)} :

– L’ensemble Z
(r)
X,ano = X \ Xoa,[r] formé des tels points x pour lesquels il existe une

sous-variété abélienne H de G telle que (8)

dimx(X ∩ (x+ H)) > max(0, r − 1− codim(H)).

8. Les lettres ano signifient anomalous, Rémond utilise la notation an.
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– L’ensemble Z
(r)
X,Q réunion des sous-variétés fermées irréductibles Y de X telles qu’il

existe des diviseurs effectifs L1 et L2 sur G et un entier a tels que

deg(c1(L1)ac1(L2)dim(Y)−a ∩ [Y]) = 0

rang(L1)− 1 6 a 6 dim(Y)

rang(L1 + L2) > r.

(Le rang d’un fibré en droites L est le plus grand entier naturel r tel que c1(L )r

ne soit pas numériquement trivial.)
– L’ensemble Z

(r)
X défini de façon analogue à Z

(r)
X,Q mais en considérant des diviseurs

à coefficients réels.
D’après le théorème 1.4 de [63], ce sont des parties fermées de X qui vérifient

Z
(r)
X,Q ⊂ Z

(r)
X ⊂ Z

(r)
X,ano.

Observons aussi que lorsque Γ parcourt l’ensemble des sous-groupes de rang fini
de G(Q), la réunion des ZX,Γ est égale à Z

(1+dim(X))
X,ano .

Grâce au théorème de complète réductibilité de Poincaré, toute sous-variété abé-
lienne H de G est la composante neutre du noyau d’un endomorphisme ϕ de G. Plutôt
que de travailler dans G/H, on peut appliquer ϕ. On peut en outre se restreindre à un
ensemble Φ d’endomorphismes qui sont presque des projecteurs, au sens où il existe
un entier naturel a tel que ϕ ◦ ϕ = aϕ et ‖ϕ‖ � a (on a fixé une norme sur l’espace
vectoriel réel End(G)R), et dont les images forment un ensemble fini de sous-variétés
abéliennes de G.

L’inégalité de Vojta uniforme que démontre Rémond est la suivante :

Théorème 4.15 ([61], proposition 5.1). — Avec ces notations, il existe des nombres
réels c1, c2, c3 > 0 tels que l’on ait

m∑
i=1

h(ϕ(aixi − ai−1xi−1)) > c1 ‖ϕ‖2
m∑
i=0

a2
ih(xi)

pour tout x ∈ (X \ Z
(r)
X )m+1, tout a ∈ Nm+1 et tout ϕ ∈ Φ dont l’image est de dimen-

sion > r tels que ai+1 6 c2ai et h(xi) > c3 pour tout i.

Ce théorème affirme ainsi l’existence d’une inégalité de hauteurs pour des points en
dehors du lieu exceptionnel Z

(r)
X . L’ensemble Z

(r)
X,ano, de définition peut-être plus na-

turelle, est parfois plus gros. En outre, la proposition 1.3 de [61] (déjà mentionnée)
montre qu’il est nécessaire d’exclure les points de lieu Z

(r)
X,Q ; il est possible que ce soit

aussi suffisant.
La preuve du théorème 4.15 consiste en la vérification, délicate, des hypothèses de

l’« inégalité de Vojta généralisée » que Rémond avait établie dans [59]. Il faut notam-
ment établir des minorations uniformes de degrés d’intersection, parmi lesquelles :

deg(c1(β∗a(ϕ, . . . , ϕ)∗L )m(m+1) ∩ [Xm+1]) > c4(a0 . . . am)2m ‖ϕ‖2m(m+1) ,
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où c4 est un nombre réel strictement positif. L’existence de c4, lorsque a et ϕ sont
fixés, équivaut à ce que l’homomorphisme (ϕ, . . . , ϕ) ◦ βa soit génériquement fini. Ré-
mond établit cette minoration uniforme en combinant des propriétés d’homogénéité
du membre de gauche (qui permettent de supposer que a = (1, . . . , 1)) et la possibilité
d’étendre de façon continue ce degré d’intersection au cas où ϕ appartient à End(G)R :
la définition de l’ensemble exceptionnel Z

(r)
X assure que ce degré soit toujours strictement

positif, de même que toutes les variantes requises par le théorème de [59].
Pour toute partie Σ de G(Q) et tout nombre réel ε > 0, notons B(Σ, ε) l’ensemble (9)

des points de G(Q) de la forme x+ y, où x ∈ Σ et ĥ(y) 6 ε.

Corollaire 4.16 ([61], Théorème 1.2). — Il existe un nombre réel ε > 0 tel que
l’ensemble (X(Q) \ Z

(r)
X ) ∩B(Γ + G[r], ε) soit de hauteur bornée.

Remarque 4.17. — Il convient de noter que dans ce résultat, il n’y a pas le décalage
d’exposants que l’on trouvait dans le théorème 4.1. C’est en quelque sorte le prix à
payer pour permettre de traiter des sous-groupes de rang fini. En effet, d’après la
proposition 1.3 de [61], si Z est un fermé de X tel que (X(Q) \Z)∩B(Γ + G[r], ε) est de
hauteur bornée pour tout sous-groupe Γ de rang fini de G(Q), alors Z contient Z

(r)
X,Q.

Démonstration. — Pour simplifier, on ne traite que la variante du corollaire sans ε et on
démontre que l’ensemble (X(Q) \ Z

(r)
X )∩ (Γ + G[r]) est de hauteur bornée. Considérons,

par l’absurde, une suite (xn) dans cet ensemble dont la hauteur tend vers l’infini. On
écrit xn = γn + Pn + Qn, où γn ∈ Γ et Pn appartient à une sous-variété abélienne de
codimension > dim(X). On fixe un endomorphisme ϕn ∈ Φ tel que ϕn(Pn) = 0 ; on
peut en outre supposer que max(h(γn), h(Pn)) � h(xn). Enfin, comme End(G)R et
Γ⊗ZR sont des R-espaces vectoriels de dimension finie, et quitte à considérer des sous-
suites convenables de la suite (xn), on peut supposer que ϕn/ ‖ϕn‖ et γn/h(γn) sont
assez proches d’un même élément de End(G)R, resp. de ΓR. Au prix d’une éventuelle
extraction supplémentaire, il est alors possible de construire des entiers a0, . . . , am de
sorte à contredire le théorème 4.15 (avec ϕ = ϕ0).

Lorsque X n’est pas géométriquement dégénérée, Xoa ⊂ X \Z
(1+dim(X))
X n’est pas vide

et le corollaire entraîne donc que Xoa(Q)∩ (Γ + G[dim(X)]) est de hauteur bornée. Si, de
plus, G est à multiplications complexes, la proposition 4.11 entraîne que cet ensemble
est fini, démontrant du même coup le théorème 1.6.

L’analogue abélien du théorème 1.1′ s’ensuit facilement :

Corollaire 4.18 ([61], Corollaire 1.6). — Soit X une courbe irréductible d’une variété
abélienne à multiplications complexes G. Si X n’est contenue dans aucun sous-groupe
algébrique strict de G, alors X(Q) ∩G[2] est fini.

9. La lettre B est l’initiale du mot boule.
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Démonstration. — Soit H la plus petite sous-variété abélienne de G contenant un trans-
laté de X et soit g un point de X tel que X ⊂ g + H. Alors, la courbe Y = X − g est
non dégénérée dans H, tandis que g engendre G/H. Soit Γ le plus petit sous-groupe
saturé de H(Q) contenant l’image de g par tout homomorphisme de G dans H ; c’est un
sous-groupe de rang fini de H(Q). On constate que pour tout point x de X(Q) ∩ G[2],
x − g appartient à Y(Q) ∩ (Γ + H[2]). Appliqué à Y et au groupe Γ, le théorème 1.6
entraîne donc que X(Q)∩G[2] n’est pas dense dans X. Comme X est une courbe, il est
donc fini.

Remarque 4.19. — Lorsqu’on oublie la partie G[r], les énoncés précédents fournissent
un cas particulier de l’énoncé suivant, combinaison des conjectures de Mordell–Lang et
Bogomolov : Si X n’est pas un translaté d’un sous-groupe algébrique de G, l’intersection
de X et de B(Γ, ε) n’est pas dense dans X pour la topologie de Zariski. Ce résultat a
été établi par B. Poonen [51] (pour les produits de variétés abéliennes et de tores) et
par Rémond [58] en général.

4.5. Conjecture de Bogomolov et finitude

Habegger [28] et Viada [72, 74] ont montré comment, l’un dans le cas des tores
et l’autre pour les variétés abéliennes, utiliser les versions effectives de la conjecture de
Bogomolov pour déduire du théorème 4.1 des énoncés de finitude.

Dans tout ce paragraphe, on considère une variété abélienne G définie sur Q, un fibré
en droites amples L sur G et la hauteur canonique ĥL associée.

Avec ces notations, Viada démontre le théorème suivant :

Théorème 4.20 ([74], Theorem 1.6). — On suppose vérifiée la conjecture 3.8. Soit X

une sous-variété (fermée, irréductible) de G, distincte de G.

1. Supposons que X ne soit contenue dans aucun sous-groupe algébrique strict de G.
Pour tout nombre réel B, il existe un nombre réel ε > 0 tel que l’ensemble des
points de X ∩B(G[1+dim(X)], ε) dont la hauteur est 6 B ne soit pas dense dans X

pour la topologie de Zariski.

2. Supposons que X ne soit contenue dans aucun translaté de sous-variété abélienne
de G. Soit Γ un sous-groupe de rang fini de G. Pour tout nombre réel B, il existe
un nombre réel ε > 0 tel que l’ensemble des points de X∩B(Γ ·G[1+dim(X)], ε) dont
la hauteur est 6 B ne soit pas dense dans X pour la topologie de Zariski.

En fait, la preuve ne requiert la conjecture 3.8 que sous une forme affaiblie, et pour
un ensemble fini de sous-quotients de puissances de G, ce qui permet, dans cet énoncé,
de choisir la constante c indépendamment de G.
Viada commence par établir l’équivalence des deux assertions du théorème ; la dé-

monstration se concentre alors sur la seconde.
De manière analogue à ce qui a été fait dans le paragraphe sur l’inégalité de Vojta,

on écrit une sous-variété abélienne de codimension au moins 1 + dim(X) comme la
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composante neutre du noyau d’un homomorphisme surjectif. Pour simplifier les nota-
tions, supposons ici que G est une puissance Ag d’une variété abélienne simple A de
dimension a. Notons E = EndQ(A) ; c’est un sous-anneau du corps E ⊗Q. Il suffit de
considérer des homomorphismes surjectifs de but Ar, où r ∈ {0, . . . , g} est un entier
tel que ar > 1 + dim(X). Ces homomorphismes sont donnés par une matrice r × g à
coefficients dans E. Un argument de réduction de Gauß couplé avec un énoncé d’ap-
proximation diophantienne (lemme de Dirichlet) ramène à considérer un ensemble fini Φ

d’homomorphismes ϕ : Ag+s → Ar dont la matrice est de la forme
(
mIr L L′

)
et est

de norme � |m|.
Il reste à prouver que pour tout ϕ ∈ Φ et tout point γ de As, l’ensemble des points

de Ag+s de la forme (x, γ), où x ∈ X est de hauteur 6 B, où (x, γ) ∈ B(ker(ϕ), ε/ ‖ϕ‖2)

n’est pas dense dans X × {γ} pour la topologie de Zariski. En revanche, le processus
d’approximation modifie ε et on n’a pas de contrôle a priori de ‖ϕ‖. Il suffit cependant
de trouver un nombre réel ε qui entraîne la non densité pour tout homomorphisme ϕ
comme ci-dessus. C’est là qu’intervient la forme effective conjecturale de la conjecture
de Bogomolov.

Lorsque ‖ϕ‖ n’est pas trop grande, on obtient directement la non densité voulue en
considérant l’image par ϕ de X× {γ} dans As et en notant qu’elle est de codimension
au moins 1 et de degré � ‖ϕ‖2 dim(X). Les images par ϕ dans ϕ(X × {γ}) des points
p = (x, γ) considérés sont en effet de hauteur � ε ‖ϕ‖2 ; leur densité entraîne que
ε ‖ϕ‖2 dim(X)+2 � 1.

Dans l’autre cas, on considère l’isogénie ψ de Ag de matrice
(
mIr L

0 Ig−r

)
et une

composante irréductible Y de [m]−1ψ(X) dans Ag ; on démontre que son degré est
majoré par un multiple de ‖ϕ‖2a(g−r). Si p = (x, γ) vérifie les relations envisagées, on
constate que ĥ(ψ(x)) � max(B, ε ‖ϕ‖2). Sous l’hypothèse qu’ils forment un ensemble
dense dans X× {γ}, la forme effective conjecture de Bogomolov effective entraîne que
max(B, ε ‖ϕ‖2)� ‖ϕ‖2/(ag−dim(X).

On vérifie que si ε est assez petit (indépendamment de ϕ), ces deux inégalités sont
toutes deux fausses, ce qui conclut la démonstration.

Sous l’hypothèse que G a une densité positive de réductions ordinaires, le théorème 3.9
de Galateau fournit une version effective de la conjecture de Bogomolov à peine plus
faible que celle conjecturée. En outre, cette hypothèse est vérifiée pour l’ensemble fini de
quotients de G considérés dans la preuve. En reprenant les calculs ci-dessus, on constate
que cela suffit pour assurer la conclusion du théorème 4.20.

Compte tenu du théorème 4.7, il en résulte le théorème :

Théorème 4.21. — Soit G une variété abélienne banale et soit X une sous-variété
(fermée, irréductible) non dégénérée dans G. Soit Γ un sous-groupe de rang fini de G(Q).
Il existe un nombre réel ε > 0 tel que X(Q) ∩B(G[1+dim(X)] + Γ, ε) ne soit pas dense
dans X pour la topologie de Zariski.
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En raisonnant comme dans la preuve du corollaire 4.18, on en déduit un résultat pour
les courbes :

Corollaire 4.22. — Soit G une variété abélienne banale et soit X une courbe (fermée,
irréductible) dans G qui n’est contenue dans aucun sous-groupe algébrique strict de G.
Il existe un nombre réel ε > 0 tel que X(Q) ∩B(G[1+dim(X)], ε) soit fini.

4.6. Remords

Faute de place et de temps, j’ai entièrement passé sous silence la conjecture de Pink
concernant des familles de variétés semi-abéliennes, ainsi que les travaux récents de
Masser et Zannier dans cette direction.

En outre, les dix années qui séparent l’article fondateur [11] et la preuve des résultats
exposés dans ce rapport ont bien sûr vu de nombreux progrès intermédiaires pour
lesquels je renvoie à la bibliographie des articles cités.
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