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1. Introduction

Dans cet article, nous voulons montrer comment éotle d’Arakelov per-

met d'interpéter les hauteurs canoniques au sens de Call-Silverman [4]
(voir aussi [1]) sur une extension d’une \&té atelienne par le groupe mul-
tiplicatif G,,,. Dans I'esprit de la construction arakelovienne de la hauteur
de Neron-Tate (cf. [16,17,7]), nous montrons que sur une telle extension,
il existe une hauteur canonique et elle est danpar le ded@r d’Arakelov

d’un fibré inversible sur un magde convenable muni deétriques hermiti-
ennes aux places archiaiennes. Le cas d’une vai semi-ablienne dont

le tore sous-jacent esployé se traite par les Bmes néthodes, voir la
remarque 4.7.

Le mockle entier est doringiacea la formule de Weil-Barsotti dans le
cas de bonneeduction et une extension de cette formule faisant intervenir
la composante neutre des nébek de Nron en gréral (cf. [14, (5.1), p. 53]).
Nous rappelons ceci au paragraphe 3.

Sur une variante ertie de la compactification de Serre, Faltings-
Wistholz [19, 8] que nous exhibons au paragraphe 4, nous produisons des
faisceaux inversibles relativement amples et les munissonsétiéqoes
hermitiennes I'infini. Ceci fait, nous montrons au paragraphe 5 que I'on
obtientla hauteur canonique en calculant le @etrakelov d’'un des fil&s
inversibles nétrises pecdemment éfinis (tleoeme 5.5 et corollaire 5.6).

La preuve est alors analogaeelle de [17,16]: le manque d’'uniforraities
mockles entiers est compengar les propétes du degs d’Arakelov calcud
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relativement aux morphismes de multiplication par un entier sur le groupe
algébrique.

Nous donnons au paragraphe 6 contient quelques @napits sur les
points de hauteur relative nulle et lepoints de Ribet de [11,1]. Dans le
cas de bonneaduction, nous obtenons la cagisation suivante (Proposi-
tion 6.1):

SoientK un corps de nombres ejf; I'anneau des entiers d& . Soient
A unog-sckema alglien etl — G,, — £ = A — 0 une extension dgl
par G,, fournie par un faisceau inversiblé € Pic’(A). La section nulle
de £ induit une rigidification deC a I'origine de A, laquelle rigidification
détermine un isomorphisme du carr

Le faisceau inversibl€ ®,, C sur A ®,, C admet alors une unique
métrique hermitienne telle que I'isomorphisme du é&spit une isorétrie.

Soitx € Ag(K) ete, : Specog — Al'unique section qui prolonge.

Il existe alors un point de hauteur relative nulle dafys(K) au-dessus de
x si et seulement siélément* L dePic(Spec o) est trivial, c’esta-dire
admet une base de normen toute place.

Nous terminons cet article égvoquant b@vement comment I'on peut
le formuler dans le langage destriques adliques de S. Zhang.

Cet article est une versioe¢erement remaie du premier chapitre de madsbe [5],
soutenue en&tembre 1995. ..

Je tiensa remercier chaleureusement mon directeur dssth Daniel Bertrand, pour son
aide et ses encouragements incessants durant la gestation de ce travail. Je remercie enfin
Ahmed Abbes et Jean-BénBost pour leurs remarques, ainsi que le rapporteur pour sa
lecture attentive.

2. Notations et conventions

Si X estun espace localement arinel” un faisceau quasi-céhent sutX ,

on utilise les conventions de [EGA II] en notaWi{ ) = Spec Sym* F et
P(F) = Proj Sym* F les fib'és<vectoriels- et <projectifs> assod@sa F.

En particulier,un morphisme: £ — F définit des applications dans I'autre
sensV(F) — V(&) etP(F) — P(&), cette derrére nétant é&finie que

sur un ouvert si, n'est pas surjective. Nous commettrons I'abus de langage
consistang appeler fibg en droites un faisceau localement libre de rang 1.

Soit X un sctema plat et quasi-projectif sé. Un fibré en droites ratrise
sur X estla donge d’'un fibe en droites sur X, ainsi que d’une retrique
hermitienne (continue) sur le fiecomplexeCc sur X (C). On demandera
que la nétrique hermitienne soit compatitlda conjugaison complexe. On
note anrsP/i\c(X) le groupe ablien pour le produit tensoriel des classes
d’'isomorphisme de filers en droites g&trises. Tout morphisme de seimas
f : X — X’ induit un morphisme de groupg¥ : f’i\c(X’) — 15i\c(X).
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Soit K un corps de nombresx son anneau d’entiers et notofs=
Spec ok . Lesélements dePAic(S) sont alors les (classes d'isomorphisme
de) o x-modules projectif€ de rangl munis d’'une nétrique hermitienne
sur les droites complexes®,, C (compatiblesi la conjugaison complexe).
Un élément deP/i\c(S) pos®de un dedr d’Arakelov, &fini par la formule

deg (L, ] - [lo) = log #(L/s0x) — > log]s]lo,
o:K—C

ou s est urélement non nul quelconque de d’'apres la formule du produit,

il est independant du choix de L’applicationd/eTg : ﬁi\c(S) — R estun
homomorphisme de groupesédiens.

Soit X un sctema plat et projectif sur 'anneau des entiers d’'un corps
de nombreds et (L, || - ||) € ﬁi\c(X). Associonsa tout pointP € Xk (K)
le réelh(P) = [K': Q}—ld/ég en(L, | -]]) ot K’ est un corps deé&finition
de P etep : Specogr — X est la section canonique. Alors, la fonction
P — h(P) estun repesentant de la hauteur de Weil (logarithmique, abso-
lue) deP pour le fibe en droitesC i sur X k. (Voir [20], ou [3] pour des
géréralisations.)

3. Formule de Weil-Barsotti

Dans le cas d'une vaé atelienneA sur un corps algbriguement clog,
cette formule identifie 'ensemble des classes d'isomorphisme d’extensions
de A par le groupe multiplicati€x,,, avec I'ensemble des points de la i
akelienne dualedV.

Plus geréralement, pour un séma aklien A/S, notonsA" le sclema
akelien dual ([18]); on a alors un isomorphisme (Barsotti, Rosenlicht, Weil)
canonique de foncteurs en groupes sur lagatie desS-sckemas:

Ext(A,G,,) — AV

Le but de ce paragraphe est d&dre cet isomorphisme et aussi I'exten-
sion (Artin, Mazur) de cet isomorphisme auxariétes aleliennes égeré-
rantes-: SoientS un sclema de Dedekind, c’est-dire un scema normal
noetterien de dimension 1 et: A — S un<modele de Nerons>. Autrement
dit, il existe un ouvert densE de S tel que A;; est un scema aklien et
A est le moéle de Neron deA;; surS. On noteA® la composante neutre
de A c’esta-dire le plus grand sous-gaina en groupes ouvert d&/S a
fibores connexes. Soit" le mockle de Neron dual, c’esk-dire le moeéle
de Neron du scema aklien dual(Ay)" (independant d&’). On a alors la
proposition:
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Proposition 3.1 (Artin—Mazur, [14, Lemme (5.1), p. 53]).Avec ces no-
tations, il existe un unique isomorphisme de foncteurs sur lagmate des
S-sclemas lisses

Ext(AY, G,,) — AV
qui prolonge la dualié des scemas aBliensAy et (Ay)".

La déemonstration que donnent Mazur et Messing de cette proposition
consistea prouver queExty(A°, G,,) vérifie la propréte universelle du
mockle de Neron,a savoir que pour toufi-schkemallisses’, uneS’-extension
de Ay s parG, s Se prolonge uniquement en u§eextension ded?,
par G,,s,. Nous nous contenterons de donner ici ueendnstration con-
structive de la bijectivé de I'application induite au niveau déspoints.

Lemme 3.2. Soit.S un sclema etA un sclema en groupes commutatif sur
S tel quen,O4 = Og. Notonsm (resp.p1, p2) I'addition (resp. les deux
projections)A xg A — A.

Onaune bijection naturelle entre 'ensemble des classes d'isomorphisme
d’extensions del par le groupe multiplicatiiG,,, et 'ensemble des classes
d’isomorphismes de couplég, ¢) formés d’un fibe inversible surA et
d’un isomorphisme du cagr

o :m"L~piLQpiL.

Démonstration.(Cf.[15], Appendice.) Bcrivons cette application. D'ags
le theoeme 90 de Hilbert, il correspor@ uneS-extension commutative
1— G, = F — A— 0deAparG,, un espace principal homége sous
G, sur A et donc un faisceau inversible € Pic(A) tel queE s’identifie
au fibié en droitesV (L") privé de sa section nulle.

Si S’ estunS-sctema,z € A(S’) et € E(S') relevex, la translation
T, parz dansAg (resp.T¢ par{ dansEg) nous fournit un diagramme
commutatif

Siqg: Ass — Aetn’ : Ag — S’ désignent les projections canoniques,
on en a@duit un isomorphisme* £ — T ¢* L de faisceaux inversibles sur
Ag. Le point¢ correspond d’autre pagét un isomorphisme*L = Og
d’ou finalement un isomorphisme

e TH@* L)@ (wom ' LT @q* L7 ~ Oyy,.
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Or, si I'on tire le faisceau inversibler* £ @ pi £~ @ p5L~1 surd xg A
par le morphisméz x id4) : S’ xg A — A xg A, on obtient

(zxida)* (M LR pi Lt @p L) =T L@ (xon) LT @ qg" L7,
d’ou, finalement, un isomorphisme canonique
pe: (z xida) (M Lopi L @psL™") = 04,

dont on \erifie aiement qu’il ne épend pas du choix derelevantz.

Appliquons cette situation au casiniverseb ou S’ = E, x € Hom(E,

A) estla projection & € Hom(F, E) estl'identi€. Il en ésulte une trivia-
lisation dem* £ ® p{ L=t @ p5L~1 surE x g A et, par descente fidlement
plate, une trivialisation de ce fibisurA x g A, ce qu’on voulait.

Il estimmédiat que cette application est un morphisme de groupes. Mon-
trons qu’elle est injective, autrement dit qu’il existe une unique structure
d’extension ded parG,,, sur le sceémakE, = G,, xg A. En effet, la mul-
tiplication dansE s'interprete comme une applicatiod xg A — G,,
qui est recessairement constante (la restreindre au deux factevese 4
eta la diagonale et utiliser que.04 = Og), doncégalea 1, si bien que
I'extension considrée est triviale.

Enfin, construisons laéciproque de cette application. Soit aidsie
Pic(A) muni d’'un isomorphisme> : m*L ~ piL ® p;L et posonsE =
V(£Y)\ {0} le fibré en droites assaeprive de sa section nulle. Le choix de
I’ €elément neutre dank revienta se donner u§-point de £’ au-dessus de
€4, la section uné deA ; or, en tiranty par I’homomorphismés 4,id4) :
A=5x5gA — Axg A, on obtient un isomorphisme, £ ~ Og qui
définit une sectior : S — F relevantz 4. Lisomorphismep s’interpete
alors comme un morphisme

mpg : V(,Cv) Xg V(,Cv) — V(,C\/)

qui releve la multiplicationm : A xg A — A et compatible avec la section
unitteg : S — E deE. C'est la loi de groupe sut’ que I'on cherchait. En
effet, 'associativié résulte du fait que les deux compositions

V(L) xg (V(LY) xg V(L)) = V(L)
et
(V(LY) xg V(LY)) xg V(LY) = V(L)
proviennent toutes deux d’un isomorphisme
Prasl = P L @ poL @ p3L,

p1, p2, p3 désignant les projectiond® — A etpoz @ A3 — A étant
I'addition des trois composantes. Le fait qugd4 = Og implique qu’un
tel isomorphisme est unique.
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De méme, la commutativét de la loi de groupe est une céasience de
la synetrie de I'isomorphisme rigidiéim* L ~ pi L @ p3 L.

En tiranty par 'homomorphismé[1] 4, [—1]4) et en utilisant la rigidi-
fication deL le long de= 4, on obtient un isomorphisme-1]*£ ~ £V, d’ou
un morphisme

vp : V(L) \ {0} = V(L) \ {0}

qui releve linversion[—1]4 dansA (il associea une base d€|, la base
duale de£" = L|_.). La compogsempg o (idg, 1) est une application
E — FE constante sur les fibres de la projectibn— A eta valeurs dans la
fibre deF au-dessus de;y. Elle est ainsi constante et vauy, ce qui prouve
que.g est le morphisme&inverse-.

Nous avons ainsi ass@a tout couple L, ¢) une extension del par
G,,, dont I'espace sous-jacent €6t(LY) \ {0} ; cette application est la
réciproque voulue. O

Comme le scma aklien dualAY = Pic’(A/S) est doni par de
tels couples L, ¢), la formule de Weil-Barsotti egttablie dans le cas des
sctemas abliens.

Plamns nous maintenant sous les hypsts de la proposition 3.1 et
demontrons qu'il existe une bijectidixt (A%, G,,) ~ AV.

Comme un modle de Neron \érifie toujoursr,.O 40 = Og, le lemme
précedent et la formule de Weil-Barsotti sdi; nous ranénea montrer
le fait suivant : soitly € Pic(Ay) muni d’'un isomorphisme du car
m’y, Lu — piLy @ p3Ly, alors il existe une unique fao de prolonger
ces donies en un faisceau inversible € Pic(A°) et un isomorphisme
miyoL — piL ® p3

Choisissons un diviseud;; € Div(Ay) tel quel = O(Dyr). Comme
AV est egulier, 'adterence sobmatiqueD de Dy; dansA® est un diviseur
de A et cfinissonsC; = O(D). Le faisceau inversibley’, Lo RpiLY ®
p5Ly est (surS) géreriguement trivial, puisque trivial une fois restreint
Ay xy Ay € A° xg A°. Comme la projectionry : A% xg A — S
esta fibres gonétriguement ireductibles et comm# est de Dedekind, il
provient de la base et est donc de la fornjé1, le faisceau inversibléA,
étant canoniquement trivial. Posons finalemént £, ® 7*MY. C’est un
élement dePic(A%) muni d’un isomorphisme du cd&rcomme on voulait,
ce qui prouve I'existence du prolongement.

L'unicité du prolongement seechontre de r@me, siL et £’ sont deux
prolongements, le faisceau inversitdlex £V est generiqguement trivial. |l
provient ainsi de la base, mais le faisceau inversibleSsdont il provient
est recessairement trivial cause des isomorphisme du éafinsi, il existe
un isomorphisme& — £’ compatible aux deux isomorphismes du éarr
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4. Compactification, métriques

Soit S un sctema de Dedekind connexe, notopson point @rérique.
SoientA,, unen-variete atelienne,A son moa@le de Neron sursS et A0
la composante neutre dé. Soient £, une extension del, par G,, et
E l'extension deA® par G,,, fournie par la proposition 3.1. Notor le
faisceau inversible sud® assoc a F, vue commeG,,,-torseur, de sorte
queFE s'identifiea V(L") \ {0}.

On poseW = O 4 @ LV et on cfinit E commeP (W). C’est unA°-
fibré projectif dontF est un ouvert. En effet, $ € A%(S) etep : S — A°
est la section correspondante, $hpoint de ' au-dessus d& correspond
a un quotient localement libre de raig (o, ) : (Os ® eHLLY) = J.
Parmi ceux-ci, les points d& correspondent aux couplés, 3) qui sont
tous deux des isomorphismes. Le coampeéntaire deZ dansE est alors
constite de I'<infini> (donre para = 0) et de<zéros (donreé pars = 0).

Ainsi, les projections d&V versO 4o (resp.L") définissent deux sous-
schemas deF, respectivement les sectiorsulles et <infini> (la section
nulle est effectivement la section nulle¥¢L")). Ce sontdeux diviseurs re-
latifs deE au-dessus d&®, notons lesD, (resp.D.). Notantr la projection
P(W) — A, il résulte du lemme suivant q@@p ) (Do — Do) = 7 L.

Lemme 4.1. (cf. [10, Chap. V, Prop. 2.6]) SoientX un sclema,& un
faisceau localement libre de rang+ 1 sur X et7 : P = P(£) — X.
Si N etV sont deux faisceaux localement libres sXir de rang1 etn
respectivement, avec une suite exdcte N — £ — V — 0, I'image de
P(V) — P estun diviseuD dansP etOp(1) = Op(D) @ m*N.

Démonstration.Posong’ = EQ NV etP’ = P(£'). Comme\ estinver-
sible,P’ est canoniquement isomorpa®, le faiscealp- (1) s'identifiant
d’apres [10, Chap. I, Lemma 7.9 Op(1) ® N'V. Cela nous ragnea
prouver le lemme quand/ est trivial. Dans ce cas, l'injectio®x — &
s’interpete comme uglement non nul dé’(X, £), puis commer, O(1) =
&, comme une sectiosinon nulle del"(P, Op(1)) dont le diviseur estgal
aD ; ainsi, le lemme est&monté. 0

Notons M et M, les faisceaux inversibles assegiaux diviseur®
etDoo. Ainsi, Mo, ~ Op (1) et Mo MY, ~ 7*L. Sio : Spec C — S est
un point complexe d&, montrons comment munir les faisceaux inversibles
o* M (resp.c* M) de netriques hermitiennes.

Montrons tout d’abord I'existence d’'unemétrique carees> sur £ (cf.
[17, 11.2] dans le cas cubiste, cf. aussi [12], ch. 11, thm. 1.1) :

Proposition 4.2. SoientA une varéte atelienne complexe &t un faisceau
inversible surA algébriguemengquivalenta &ro et rigidifie a I'origine.
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Alors, il existe une unique @trique hermitienne sut telle que I'unique
<isomorphisme cags> m* L ~ p] L& p5 L compatible avec larigidification
a l'origine soit une isoratrie. Cette ratrique est de plus l'unique &trique
hermitienne sur compatiblea la rigidification et dont la forme de courbure
est nulle.

Démonstration.Toutd’abord¢; € H3,(A) estlaprengre classe de Chern
de., il existe d’apes la tleorie de Hodge une unique forme éiféntielle in-
variante par translations qui régsente:; . D’autre part, le<lemmedd> (cf.

[9, pp. 148-149]) implique I'existence d’'uneétnique hermitienne suf
dont la forme de courbure soit cette forme @iintielle, et deux telles
meétriques diferent d’'une constante strictement positive. Il existe ainstsur
une unigue ratrigue qui soit compatibla la trivialisationa I'origine et dont
la forme de courbure soit invariante par translations. Edfiappartenar
Pic’(A), onac; = 0 et la courbure de la atrique est nulle.

Enfin, le fibe m*L @ p{LY @ piLY, trivial, est muni d’'une ratrique
hermitienne dont la forme de courbure est nulle. Par suite, ilquesane
section globale san€ms dont la norme est une fonction harmonique et
donc constanted étant compacte. Ainsi, la norme de I'isomorphismeé&arr
est constante ; sa valearl'origine est par dfinition égalea 1, d'ou la
proposition. O

Corollaire 4.3. Avec les notations de la propositiongeedente, I'unique
isomorphismén]*£ ~ £%" compatible aux rigidificationa I'origine est
une isonatrie.

Démonstration.La proposition pecdente nous fournit sur le faisceau in-
versible[n]*£ ® £Y", canoniquement isomorphe au faisc€y, une nét-
rique hermitienne canonique dont il fauénfier qu’elle est triviale. Or,
d’une part cette @trique est constante (sa forme de courliemt nulle),
et d'autre part, la norme de la section 1 vaut llorigine, ce qui acave la
preuve du corollaire. O

La proposition peccdente nous fournit uneétrique canonique suat* L,
si bien queyV est muni, pour tout point complexe: SpecC — S de .S,
d’une netrique continug| - [|5,, : Si s = (s1, s2) est une section locale de
04 & LY, on cEfinit

I8l (@) = l[sl[(27) + [[s2[| (7).

Comme le faisceau inversibl@p (1) est un quotient der*)V, il est
naturellement muni d’'une atrique hermitienne: paréinition, la norme
d’une section locale de Op(1) en un pointz est la borne irérieure des
normes erx des sections locale d&'V dont I'image est. Nous donnons
une formule explicite dans le lemme 4.4 ci-dessous.
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D’aprés le lemme 4.1M, = 7*L ® Op(1) ce qui nous donne une
métrique hermitienne canoniqug sur. M, en prenant le produit tensoriel
des deux ratriques surr* L et surOp(1). De méme, M, est muni d'une
métrique hermitienne canonique,.

Donnons maintenant une formule explicite pour la horme en un point
P € E(C) des sections canoniques__ etsp, des faisceaudM , et M,
dont le diviseur esD, et Dy.

Lemme 4.4. Fixons une place complexe: Spec C — S. Soitz € A(C)
et e une base nor@e deL) ; soit aussi un point” € E(C) relevantz,
ainsiqu’une basedeOp (1) p. Le pointP correspond alora deux nombres
complexes; etus par le quotient

O, ® ﬁ;/ — Op(1)p, t1 + toe — (trug + toug)e.
Alors,

|usz|
max(|u1l, \U2\)'

||

8D I(P) = et |sp,[(P) =

max (|u1, [uz])
Remarque 4.5Ces netriques sont seulement continues alors quetla: g
meétrie d’Arakelov considre usuellement desatrique<’°; c’est cependant
cette netrique qui reftte péciement I'action du tore sur la compactifica-
tion, cf. la proposition 4.6, et donnera ainsi lieu aux hauteurs canoniques.
D’autre part, lorsqu’on conséte la hauteur de points rationnels, il suffit
de choisir une ratrique continue. Enfin, comme c’est une limite uniforme
de netriques lisses, les arguments de [21] montrent que la ceradidn de
cette nétrique estégitime dans le contexte de légnetrie d’Arakelov en
dimension sugrieure, par exemple poétudier la hauteur des cycles.

Preuve du lemmé.a section(1,0) € I'(7*(0O4 & L")) ayant pour image
la sectionsp_ deOp (1), 0na

[sp I(P) = inf  [lz1 4+ 22e|y), = inf | + [
(z1,22€)—>S00 TiUul+To2us=u1

|z1] + |22 _ |1 |
(1,22)€C? |T1U1 + Tous|  max(|uy|, lus])’

= |uy|

Lasectionrationnellep, /sp.. deMy®MY, = 7*L associe au poir?
I element(us /uq)e. Sa norme est donje; /us| puisquelje’ || = |le|| = 1.
On a donc

|us|

—. O
max(|u1l, [uz)

I8l (P) = |ug/wl [lsp || (P) =

Etudions enfin le comportement des objets que nous venons d’introduire
par rapport aux morphismes de multiplication patansk.
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Proposition 4.6. Le morphismén|z : £ — E s’étend uniqguement en un
morphismeE’ — FE, toujours noé [n]. De plus, on a des iscgtries: si
n >0, [n]* My ~ My etn]* My ~ M2 ; sin < 0, on aen revanche
[n]* Mo ~ M2 et[n]* Moo ~ M.

Démonstration.Sin € Z, la multiplication pam dansE provient du dia-
gramme suivant :

V(L)NA0} —= V(L") \ {0} == V([n]" L) \ {0} —=V(£)\ {0}

e

A=A

ou, 'applicationV (£Y) \ {0} — V(£Y™)\ {0} associex une section sans
zéros del la puissance tensorielle-eme de cette section, et le cae
droite est caésien. Il en esulte que le morphisme| : £ — E s’étenda
E selon le diagramme, dont le carde droite est ca@sien :

PW) —=P (00 & L") == P([n]'W) —=P(W)

oo

A° A0

la flecheP (W) — P(O 40 ¢ LY") étant donie au niveau deS-points par
I'application

(o, ) : Os ®epLY — T) — ((@®™,8%") : Os D ep L™ — TO)
guandn > 0, et par
(o, ) : Os ®epLY — T) —
(8%, 0®") @ id pojn) : Og @ epLEM — FOIM @ £EI)

lorsquen < 0.

En géréral, un morphism@® (W) — P (W) relevant la multiplication
parn sur A° qui envoie par imageéciproque le faiscea®p (1) sur le
faisceauDp (n) correspona la don@e d’'un morphisme surjectif

% (O © LY) — Op(n).
La multiplication pam > 0 surE est ainsi dong@e par les #ches naturelles
(O 0 ® L") — 7 Sym™(O 40 © LY) — Op(n).
Lorsquen < 0, la multiplication pam correspond la composition
T (O40 ® LO) ~ 7(LV" & O g0) @ 7 LB —
— 7 Sym"(LY @ 0 40) @ 7 L2 = Op(|n|) @ o* LEIM.
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Quandn > 0, on aainsjn|;0p (1) = Op(n), tandis que quand < 0,
onafn]10p(1) = Op(|n|) @ 7L,

Il restea montrer que ces isomorphismes respectent Esigques her-
mitiennes : pour cela, il suffit de montrer que les isomorphismes

[n]"Op(1) = Op(n) (pourn > 0)
et [-1]*Op(1) = Op(1) @ 7L

respectent eux-&mes les ratriques, les formules pouvt s’en ceduiront
puisqueln|* L est isongtriquea L™ (corollaire 4.3).

Dans un souci d’aligement, on effectue le changement de basg& de
a C sans changer les notations. Soienin point deA(C) et P € E(C)
relevantr, et, comme dans le lemme 4&une base norége deL), ¢ une
base deO(1)p, et (u1,us) € C? tels queP soit cfini par le quotient
O ® LY — Op(1)p, 11 + w2e > (T1U1 + T2U2)E.

Alors, sin > 1, f = ¢®" s’identifie a unéléement non nul deC[Vn]gE,
dont la norme esitf|| = |le||” = 1. De plus, dans les basésjeﬁfg}x et
e®" deOp (1), p, le point[n] P correspond au couple, ui) si bien que
lIssoll([7]P) = |Iso||(P)™, ainsi qu'il fallait cmontrer.

Pourn = —1, soitf = ¢V labased&Y , ~ £V duale de-, de sorte que
| f|l = 1.Le point[—1] P correspond au quotie@t, & LY, — Op(1) pRL,
défini par(z1 + zof) — (x1u2 + z2uy)e ® f, de sorte que

3D I(1-11P) = s = s ()

d’ou le résultat puisqué—1]*Dy = Dw. 0

Remarque 4.7La méme néthode permet de traiter le cas d’'une @i
semi-alelienne dont le tore sous-jacent egptbye. En effet, cela nous
raménea une extension d’'une vate alkelienne par une puissan€g,,’,

d’'ou ¢ fibrés al@briquemengquivalentsa 0 : £4, ..., £; que I'on peut
métriser comme f@eedemment. On dispose alors (entre autres) de deux
compactifications naturellegd savoiP (O ® LY) x4+ - x aP(Oa D LY)
etP(O4p LY ®---® LY). Dans I'un et I'autre cas, on dispose de faisceaux
inversibles ratrises construits partir desO(1) et desl;. lls donneraient
lieu a des hauteurs canoniques, comme au paragraphe suivant.

5. Construction des hauteurs relatives

On reprend les notations du paragraph@spdent, en supposant qiyeest
le spectre de 'anneau des entiers d’'un corps de nonfbri@appelons que

le premier groupe de Chow—ArakeIB/\i?c(S) deS s’identifie au groupe des



392 A. Chambert-Loir

classes d’isomorphisme de faisceaux inversiblesSsmunis de nétriques
hermitiennesa I'infini> compatiblesa la conjugaison complexe.

Fixons tout d’abord un entie¥ > 0 qui annule les groupes des compo-
santes connexes d& pour tout points € S.

SoientP € E(n) etQ = n(P) € A(n). CommeA/S est le moéle de
Néron deA,, il existe une sectiosg : S — A qui prolongeQ. D'apres
le choix de I'entierN, le point[N]4Q € A(n) se prolonge en une section
evjg : S — AC. Par suite E/A° étant projectif[N] P se prolonge en une
sectionsy p : S — E qui rekvee|yg.

Proposition 5.1. Les élements(z}y; pMo) ® + et (e[npMoo) @ + de

f’i\c(S) ®z Q ne cependent pas du choix @é. On les note respectivement
H()’S'(P) et Hoo,S(P)-

Démonstration.Fixons. 'un des symbole$0, co}. Le caracére canonique
des netriques hermitiennes, sur les faisceaux inversiblest, implique
gu’elles sont invariantes par la conjugaison complexe. Ainsi, nous avons
bien par fonctorialié des’elémentf[*N]PM. dansPic(S).

Si M estun autre entier qui annule les groupes des composantes connexes
de A, pour touts € .S, montrons que

" 1 » 1
(v pMe) @ 7 = (EppMa) @ 47

Pour cela, on peut supposer qlie est un multiple dev, soit M = Nk
pour un entiek > 1. Or d'une part/k]* M, = M%¥ en tant que faisceau
inversible nétrise (proposition 4.6) et d'autre patt,;p = [k] o en)p, Si
bien que I'on a

enpMe = (5FN]PM-)®ka

ce qui conclut la preuve de la proposition. O

D’autre part, la proposition 4.6 (ou la proposition 5.1, comme on veut !)
entrdne immédiatement la proposition suivante :

Proposition 5.2. SoitP € E(n). Sin > 0, on aHy s([n]P) = nHy s(P)
et Heo 5([n]P) = nHoo 5(P). De plusHy s([~1]P) = Hoo5(P).

Proposition 5.3. Soient;’ — 7 une extension finigf, : S’ — S le norma-
lisé deS dansn’, A’ le mockle de Neron deA,, x,, 7', E’ 'extension ded’®
par G,, qui prolongeE,, x n'. SiP € E;(n),on a

Hoos/(P x5 8') = f*Hus(P) € Pic(S") 22 Q

et de n&éme pourH,.
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Démonstration.Si A/S est semi-stable, c’est clair : la composante neutre
de A’ est obtenu@ partir de celle del par changement de base, si bien que
E' =F xg 5, etc.

Dans le cas gréral, soitp : A xg S’ — A’ le morphisme naturel qui
prolonge l'identi€ A, x n/ = A,,. Limage de4® x g S’ pary est contenue
dans A" et il nous faut comparep*L’ et £ xg S'. Or, o*L' @ f*LV
est un faisceau inversibleatrise surA® x g S’ qui vérifie le tleome du
car et est greriquement trivial. Commé’ — S est ficklement plat, on
a(m xg 800y, = Og ; dautre part,A° xg 5" — S esta fibres
connexes, si bien que* £’ @ f*LV provient d’un faisceau inversible sgf,
lequel est triviala cause des rigidifications. Autrement dit,£’, etc. sont
obtenues partir deE’ par changement de base, d'la proposition. O

Nous pouvons donc poser :

Définition 5.4. Soient7; la cldture alggbrique den et P € E(7)). Sin/
est une extension finie detelle queP € E(n) etf : S — S estle
normali€ desS, on appellehauteurs relativede P les réelsdeg Hy(P) :=
ﬁdegHoﬁz(P) etdeg HOO(P) = ﬁdeg Hoo,S’(P)'

Théoreme 5.5.Les fonc@nsﬁé?g Hy etdeg Hy, : E(7) — R sont les
hauteurs canoniques sur(7) attactees aux faisceaux inversiblgglo

et My, sur E, ; elles sont positives. De plus (Zarhin—Bloch, Mazur—
Tate), deg Ho(P) — deg Hoo(P) est la hauteur de 8fon-Tate der(P)
relativement au faisceau a@riquemenéquivalenta z&ro £ sur A.

Démonstration.Pour. € {0, 00}, soit kh, une hauteur de Weil suk(7)

attaclee au faisceau inversiblet, ,, surEn. Fixons un entien > 2. Les
hauteurs canonique®latives au faisceau inversihlet, ,, de poidsn pour
le morphisme[n]E] (cf. par exemple [4]) sont parédinition les fonctions

sur E(n) définies par

Rappelons pourquoi cette limite existe : commgM, , = MY, il existe

une constanté€’, telle que|h,([n|P) — nh,(P)| < C,, pour tout pointP,
si bien que

etlalimite sécritcomme somme d’un@se unifornement convergente. La
dénomination hauteur est juséé parlacomparaisdn, — h.|<C,/(n — 1),
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tandis que le terme canonique vient de cely(én] P) = nh.(P) pour tout
P.

Montrons maintenant qu'il existe pour toute extension fiflies n une
constante”, telle que I'on ait, pour tout poinP € E (1), l'inégalié

h.(P) — deg H,(P)| < Cyy.

En effet, siS’ est le normaligé deS dansy’ et si I'entier N > 0 annule
les groupes des composantes connexes dielaatk Neron deA,, surS’,
I'expressiom, ([N|P) — Nh,(P) est borge unifornement en? € E(r/).
D’apres la proposition 5.2, on aélgaliéd/éTgH.([N]P) = Nd/ég H,(P).
Enfin, en choisissant comme nigd entier de2,, I'adhérence deé2’ dans un
espace projectif convenable, on constate que IértdaiﬁceTe\g H,([N]P)—
h.([N]P) est uniforn@ment borge lorsqueP décrit E(»'). En mettant bout
a bout ces majorations, on a bien unegali€ comme annorée.

La proposition 5.2 et la &finition de la hauteur canonique efitrant
alors que pour touP € E(1'),

h.(P) = deg H.(P).

L'extension finier/ étant arbitraire, cela implique bien qﬁe = d/e\gH..
CommeM, est effectif, la hauteuk, est minoee sur le com@men-

taire deD.., ce qui implique quézoo = d/e\gHOO est positive. De rdme

pourd/é\g Hy. (Il est aussi possible d'utiliser le fait que les sectiops et

sp., de My et M, ont une norme< 1 en tout point ; voir les formules du

6.
: )Enfin, commeM, ® MY, = 7*L, on a pour touf” € E(n) relevant un
point deAY,

deg Ho(P) — deg Ho(P) = degepn™ L = deg (1 0 cp)* L.

Autrement dit,». désignant la hauteur de@xon-Tate sur,, relative au
fibré inversibleL, la fonction lirgaire

deg Hy — deg Hoo — hp o

est, pour touty — 7, borrée sur un sous-groupe d’indice fini dgn’) ;
elle est alors acessairement nulle, ce qu'il fallaiechontrer. O

Remarquons pour finir que les hauteurs relatives contiennent toute l'in-
formation récessaire pour conttee la hauteur d'un point de I'extension
(compactifee) dans un plongement projectif dénrle groupe de Picard de
E, estZ & Pic(A,), si bien que tout faisceau &) ample suf,, est de la
forme*N ® Op(n) pour un faisceau (@s) ample\ sur A,, et un entier
n > 0. En sus de la hauteur deedon—Tate sur,, la connaissance dé.
suffit donc, néme si la consigration deH, + H, est plus syratrique.
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Corollaire 5.6 (Waldschmidt, [6, App.], Laurent [13]). Soit Ay7 une
hauteur de NMron—Tate surd, pour un diviseur syn&trlque ample eth

la fonction £, (7) — R définie parhy7 o 7 + deg Hy + degH . Cest
une hauteur suE77 ; de plush(P) = 0 si et seulement g est d’ordre fini.

Démonstration.Que ce soit une hauteugsulte du thoeme 5.5 et des re-
marques qui freedent ; elle est positive comme somme de fonctions positi-
ves. Enfin, sh(P) = 0, il est recessaire queyr (7(P)) = 0, ce qui prouve
quen (P) est d’ordre fini. Alors, pour tout entier, i([n|P) = nh(P) =

et le treoreme de Northcott entiiae que 'ensembld P, 2P, 3P, ...} est
fini, c’est-a-dire queP est d'ordre fini. La &ciproque est claire, dible
corollaire. O

6. Points de hauteur relative nulle

Pour finir, nous voulons donner quelques expressions explicites des hauteurs
H, et H,, et appliquer la thorie pecedentea I'étude des points de hauteur
relative nulle.

Nous conservons les notations des paragrapteEggents. Rappelons
qu’un pointP deE = P(W) relevant une section (de la composante neutre)
eg : S — A estla donge d'un quotient inversible de radglecy, WV, soit
un faisceau inversibl€ surS et deux sectionsy : Og — 7, x1 : saﬁv —

T telles que(xo, z1) : €W — T soit surjectif. Le point?, appartient £,
si et seulement sty £ 0 etz; # 0.

De la cefinition des faisceaux inversible®t,, = O(Do,) et My =
O(Dy) découle quexy etx; s'interpetent commep_ (P) etsp,(P) re-
spectivement, et que leurs diviseurs ggantent les intersections (propres,
sur le sclemaF puisqu’on a suppd@squep, était un point de&,) Do - { P}
etDg - ﬁ

D’aprés le lemme 4.4 on a ainsi pour toute place

Ha _ ||:L“0HU

- max(||zo[|7, 21]|7)

8D (P)

(a proprement parler, le membre de droite pétre calcud, recessite le
choix d’'une netriqgue surZ mais n’en @pend pas). Noton®, - { P} =

> Noo,p[p], ON @ alors
pes

div (sp..(P)) = (Doo - (P}, ~210g 5. (P)|)
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et
deg Hoo(P) = deg div (sp,.)
= noplogN(p) — > log|lsp..(P)||°
p

ceS(C)

C'est une somme de termes positifs de sorte que la hauteur relative
deg Hoo(P) est nulle si et seulementsp__ (P) est un isomorphisme dans
Pic(S) : sielle cefinitune isonetrieOg ~ £}.M . Lacondition d’isonétrie
équivauta ||zo/x1]|7 > 1.

De méme, siDy - {P} = >, noplpl, Ona

deg Ho(P) = Y noplog N(p) — > log|lsp,(P)|,
pesS ceS(C)
ou
l|z1]]”

SD P)|° = .
500 (P = SaxTwol?, T l?)

Ainsi, la hauteur relativeleg Hy(P) est nulle si et seulement sp, définit
unisomorphism&g ~ £}, M, dansPic(.S) ce quiimplique que pour toute
place archirgdienner, ||z1/zo||” > 1.

Proposition 6.1. Avec les notations prdentes, siq : S — AY, il existe
un pointP € E(S) de hauteur relative nulle relevad si et seulement si

le faisceau inversible atrise 7, £ € Pic(S) est trivial.

Démonstration.En effet, les consigrations qui peeedent montre que si

P est un tel point, les deux sectiong : Og — 7 etz : sgﬁv - T
sont des isomorphismes de faisceaux inversibles |eisiz||” = 1 pour
touto € S(C). Autrement dit, la section rationnelle, ® =, ' de eol

est sans @les ni £ros et de norme. Cela signifie bien qu’elle&alise un
isomorphism&dg ~ L dansﬁi:(S).

Plus pecig€ment, on voit que les points de hauteur relative nulle de

E(S) qui relevent la sectiorg : S — A sont en bijection naturelle avec
les trivialisations rétriques du fibe inversible netrise ek O

On céduit de la proposition piedente le fait suivant [2, proposition 2] :
si K = Qou siK estun corps quadratique imaginaire, la nudlide la hau-
teur de Neron—Tate de € A(K) relativemen& £ implique qu’il existe un
point de hauteur relative nulle dans I'extension pagdrae parL relevant
un multiple dex. En effet, commeL|,,,, = (£],)®™, on peut choisin de
sorte queC |, ~ Og dansPic(A) ; il n'y a qu’'une place archiidienne et
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si s est une base dé|,., la nullité dedeg L|n implique quel|s|| = 1 et
Llnz =0 dansPAic(S), ce qu'il fallait demontrer.

Consicerons alors un poinf) € A%(S) de la forme[n]Q1, avecQ; €
A°(S) etP € E(S) un point de hauteur relative nulle quiégk(Q, on peut
consicerer un pointP; relevant@; tel que[n|gP; = P. Or, si le faisceau
d’Arakelov 5515 est de torsion, il n'est pas faement trivial. Gace au
lemme suivant (dont il pelgtre ineressant de remarquer que I'analogue
geometrique est classique), cela signifie gbie n'est pasa priori défini
surs:

Lemme 6.2. SoientS le spectre de I'anneau des entiers d’'un corps de
nombres et L, || - ||) un élément dePic(.S), d’ordre fini. Alors il existe
une extension fini¢ : 5" — S telle quef*(L, || - ||) est nul dan®ic(S").

Démonstration.Soitn > 1 un entier tel quéL®", ||-||*) = 0 etchoisissons
une base, € L®" de norme 1 en toute place, sfit,||” = 1 pour tout
o € S(C). Il existe une extension fini8’/S (par exemple, 'anneau des
entiers du corps de classe de Hilbert du corps des fractios$ tidle que
L' = L®opy Og estunOg module libre de rag 1 ; soit dona’ une base de
L’. Alors, s’®™ est une base d&" @ Oy et il existe une unéu deOgy telle
ques’®” = ut,,. Une extensiors” — S telle queu!/™ € Og» permet de
posers” = u~'/"s' ; on constate que’ est une base d&’ = L' @0, Ogn
de norme 1 en toute place, si bien quey Og» =0 dansf’i:(S”). 0

Montrons enfin comment lespoints de Ribet de [11, 1] S’interpetent
dans ce contexte, en supposant pour simplifier 4U§ est un scema
akelien.

Proposition 6.3. (voir aussi [1, th. 4]) Supposons qud est un scema
abélien surS. Soientf : AY — A un morphisme de sémas aBliens et
g 'endomorphisme antisy@trique doni parg = f — fV : AY — A. Si

L € AY(9), il existe alors, dans I'extension dé par G,,, définie parZ,

un S-point canonique de hauteur relative nulle au-dessus du pgifij €

A(S).

(On aurait pu ne consider f, g et £ que sur la fibre grérique de4; le
critere valuatif de proprétet le fait qu’'un schma aklien sur un anneau de
Dedekind est le mazle de Neron de sa fibre@nérique nous auraient alors
fourni les extensiona S tout entier.)

Démonstration.SurX = A x AV, considrons la (bi)extension de Poinéar
Py, et de néme sury’ = AV x A, métries de sorte que le éoeme du
cube soit une iso#trie [17]. Soits IisomorphismeY ~ X qui échange
les facteurs ; par uni@tdu prolongement airise, on a un isomorphisme
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de faisceaux inversible @trisess*Px = Py qui prolonge la bidualé sur
la fibre ggrérique.

On a lestgalies entre faisceaux inversiblegtrises, qui Esultent de ce
gu’elles sont vraies suy (bidualitt des vagtes aleliennes) et de I'unicit
du prolongement :

Llscy = Pxlscyc = Pylepve  pardualie
= (S*PX)|£,fV(L) = ,PX|f\/([:),£ = ‘C|f\/(£))

si bien queL|, . est canoniquement trivial, en tant que faisceau inversible
meétrise surS. D’apres la proposition 6.1, cette is@tnie cefinit un point de
hauteur relative nulle relevap{L). 0

Remarque 6.4Prouvons que lepoint de Ribet défini dans [11] et con-
sideré dans [1] du point de vue des hauteurségsl au point doni par

la proposition pecedente. Consigtons comme dans [11, (4.1), p. 146] le
diagramme

1 G, f*E AY 0
|
1 G, E A 0

Choisissong, € f*E(n) relevantl, soitz! = f(y) € E(n), d’'oli un 1—
motif M1:Z — f*E. Par cfinition de la dualié de Cartier des 1-motifs,
le dual deM; est un 1-motifdl, : Z — E. Soitz? € E(n) limage del.
Le pointz := 2! — 22 € E(n) releve f(£) — f¥(L) et Bertrand prouve
dans [1] que ce point est de hauteur relative nulle. Qubfiest un scema
abkelien, on peut faire cette construction sben choisissant € f*E(S) (si
c’est possible) et en raisonnant en termessdé—motifs. Pour simplifier,
raisonnonslocalement susU{oco}> (S compactife en rajoutant les places
al'infini) — le résultat obtenir est de nature locale, en I'ésp une hauteur
localea calculer en un pointirgpendant dg— et choisissong € f*E(S);

il correspond don@ un isomorphism¢g" (£)|; — Og puisquef*FE est
parangétrée parf”. Alors, la description sygtrique du 1-motifi/; est
la trivialisation dePy |, sv(z) = fY(£)]c que cfinity. Le 1-motif dual
est alors don@ par la trivialisation canonique dex | () . donrée par la
trivialisation pecedente et la duaktentre less—sclemas abliensA et A".
Autrement dit,z? est dong par la trivialisation de€| () qu'on en éduit
comme dans la preuve de la proposition et lagd#hcer — 22 est cifini par
l'isomorphismeL| s .y =~ L|v () de la monstration de la proposition 6.3,
isomorphisme gu’on a vétre une isorgtrie.



Geéonttrie d'Arakelov et hauteurs canoniques sur desetiEsisemi-abliennes 399

Remarque6 50n \erifie aigment que les expressions explicites pour
deg Hj et degH gue nous avonécrites plus haut donnent l&compo-

sition de la hauteur relative en une somme de hauteurs locales canoniques
comme dans [1,4].

7. Métriques ackliques vs. moeles entiers

En faisantappél latheorie des ratriques adliques du@& S. Zhang (cf. [22]),
on peutéviter les éférences aux mades de Nron dans cet article, voire
ne pas supposer que/S est un scema aklien comme dans la propositi-
on 6.3. Soitd x une varéte akelienne sur un corps de nombiE®t Fx une
extension ded i par le groupe multiplicatifG,,,, donrée par un faisceau
inversibleL € Pic’(Ag) et un<isomorphisme du caee

C(L) =Pl L @PiLY @ psLY ~ Oapxay,

d’ou en particulier un isomorphisme canonique pour tod Z, [n]|*L ~
L™ Un entiern > 2 étant fixe, le fibié en droitesC pos®de pour toute
placev de K une unique ratriquev-adique telle que cet isomorphisme soit
une isonetrie (treoeme 2.2 de [22] dont la@nonstration est une adapta-
tion dans ce contexte du pred utilise par Tate pour construire la hauteur
normali€e sur une vagie akelienne).

De plus, cette ratriquev-adique rend le thoeme du cag une isoratrie.

La métriquev-adique sui induit en effet une ratriquev-adique suC'(£)
telle que 'on aitune isoktrie[n]*C(L) ~ C(L™) ~ C(L)™;commeC (L)
est trivial, cette ratriquev-adique est ecessairement la @rique triviale
surOa, x4, telle que la section a pour normel en tout point, cgfd. En
particulier, pour toup € Z, 'isomorphismep|* L ~ LP est une isorétrie.

Si Ag abonneéduction en, 'unique mockle entiel 4,, £,,), A, étant
uno, sckema aklien qui prolonged i et £, I'unique élement dePic’(A,)
qui prolongeA , nous fournit une r@triquev-adigue canonique donnanten
x € Ak (K,)une norme< 1 si cette section eséguliere dans un voisinage
de l'adrerence der dansA,. Cette netrique cincide avec celle que nous
avions @finie auparavant.

La collection de ces &triquesv-adiques constitue de plus unétrique
acklique au sens dec. cit. Elles permettent par lesémes formules que
celles que nous avons daes dans le cas archiiien de construire une
métrique aélique canonique sur le faisceélp (1) de la compactification
P(O4, @ LY), et cette natrique aélique \érifie des propétés touta fait
analogues celles que nous avolsablies dans cet article.

Explicitons maintenant ce qu’est unetrique aélique pour un fibe en
droites suSpec K. Un tel fibre est uni’-espace vectoridl de dimension;
fixons une base de L. Une netrique aélique surL revient alorsa une
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collection(|le||,) € [1, |K*|» pourtoutes les placesie K, | K*|, désignant
le groupe des normes-adiques de€lements non nuls dé&, telle que
llel|, = 1 pour presque tout. || possede un degdr arithnétique, @fini par

deg (L, ([I11,)) = = > _ log, llell, .
v

oulog, : |K|} — Q estla normalisation naturelle du logarithme de sorte
que la formule du produit &crit ), log, ||, = 0 pour toutz € K*.
Ainsi, le dege arithnétique ne épend pas du choix de la base. En fait, cette
description rend apparent gu'il existe un unique isomorphisme du groupe
des classes d’'isomorphismes deéiben droites sipec K avec neétriques
aceliques surle groupE/E(Spec 0 ) compatible aux de@s arithnétiques.

Cette notion de ritriques adliques fournit ainsi une construction al-
ternative des hauteurs canoniques sur I'extengign L'analogue de la
proposition 6.1 est que les points dg (K') de hauteur relative nulle re-
levant un pointr € Ax(K) sont en bijection naturelle avec les triviali-
sations isoratriques del,.. La proposition 6.3 se prouve dans ce cadre
en remplaant les isomorphismes dans les groupes de Picard comeactifi
utilisés dans la preuve de cette proposition par desésaes de fibes en
droites munis de g&triques adliques. Ainsi formuge, elle s2tend au cas de
mauvaise &duction.
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