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1. Introduction

Dans cet article, nous voulons montrer comment la théorie d’Arakelov per-
met d’interpŕeter les hauteurs canoniques au sens de Call–Silverman [4]
(voir aussi [1]) sur une extension d’une variét́e ab́elienne par le groupe mul-
tiplicatif Gm. Dans l’esprit de la construction arakelovienne de la hauteur
de Ńeron–Tate (cf. [16,17,7]), nous montrons que sur une telle extension,
il existe une hauteur canonique et elle est donnée par le degré d’Arakelov
d’un fibré inversible sur un mod̀ele convenable muni de ḿetriques hermiti-
ennes aux places archimédiennes. Le cas d’une variét́e semi-ab́elienne dont
le tore sous-jacent estdéploýe se traite par les m̂emes ḿethodes, voir la
remarque 4.7.

Le mod̀ele entier est donńe gr̂aceà la formule de Weil–Barsotti dans le
cas de bonne réduction et̀a une extension de cette formule faisant intervenir
la composante neutre des modèles de Ńeron en ǵeńeral (cf. [14, (5.1), p. 53]).
Nous rappelons ceci au paragraphe 3.

Sur une variante entière de la compactification de Serre, Faltings-
Wüstholz [19,8] que nous exhibons au paragraphe 4, nous produisons des
faisceaux inversibles relativement amples et les munissons de métriques
hermitiennes̀a l’infini. Ceci fait, nous montrons au paragraphe 5 que l’on
obtient la hauteur canonique en calculant le degré d’Arakelov d’un des fibŕes
inversibles ḿetriśes pŕećedemment d́efinis (th́eor̀eme 5.5 et corollaire 5.6).
La preuve est alors analogueà celle de [17,16]: le manque d’uniformité des
mod̀eles entiers est compensé par les propríet́es du degŕe d’Arakelov calcuĺe
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relativement aux morphismes de multiplication par un entier sur le groupe
algébrique.

Nous donnons au paragraphe 6 contient quelques compléments sur les
points de hauteur relative nulle et les�points de Ribet� de [11,1]. Dans le
cas de bonne réduction, nous obtenons la caractérisation suivante (Proposi-
tion 6.1):

SoientK un corps de nombres etoK l’anneau des entiers deK. Soient
A un oK-sch́ema ab́elien et1 → Gm → E → A → 0 une extension deA
par Gm fournie par un faisceau inversibleL ∈ Pic0(A). La section nulle
deE induit une rigidification deL à l’origine deA, laquelle rigidification
détermine un isomorphisme du carré.

Le faisceau inversibleL ⊗oK C sur A ⊗oK C admet alors une unique
métrique hermitienne telle que l’isomorphisme du carré soit une isoḿetrie.

Soitx ∈ AK(K) etεx : Spec oK → A l’unique section qui prolongex.
Il existe alors un point de hauteur relative nulle dansEK(K) au-dessus de
x si et seulement si l’élémentε∗

xL deP̂ic(Spec oK) est trivial, c’est-̀a-dire
admet une base de norme1 en toute place.

Nous terminons cet article eńevoquant brìevement comment l’on peut
le formuler dans le langage des métriques ad́eliques de S. Zhang.

Cet article est une version lég̀erement remaniée du premier chapitre de ma thèse [5],
soutenue en d́ecembre 1995. . .

Je tiens̀a remercier chaleureusement mon directeur de thèse, Daniel Bertrand, pour son
aide et ses encouragements incessants durant la gestation de ce travail. Je remercie enfin
Ahmed Abbes et Jean-Benoı̂t Bost pour leurs remarques, ainsi que le rapporteur pour sa
lecture attentive.

2. Notations et conventions

SiX est un espace localement annelé etF un faisceau quasi-cohérent surX,
on utilise les conventions de [EGA II] en notantV(F) = Spec Sym• F et
P(F) = Proj Sym• F les fibŕes�vectoriels� et�projectifs� assocíesàF .
En particulier, un morphismeu : E → F définit des applications dans l’autre
sensV(F) → V(E) et P(F) → P(E), cette dernìere n’́etant d́efinie que
sur un ouvert siu n’est pas surjective. Nous commettrons l’abus de langage
consistant̀a appeler fibŕe en droites un faisceau localement libre de rang 1.

SoitX un sch́ema plat et quasi-projectif surZ. Un fibré en droites ḿetriśe
surX est la donńee d’un fibŕe en droitesL surX, ainsi que d’une ḿetrique
hermitienne (continue) sur le fibré complexeLC surX(C). On demandera
que la ḿetrique hermitienne soit compatibleà la conjugaison complexe. On
note alorsP̂ic(X) le groupe ab́elien pour le produit tensoriel des classes
d’isomorphisme de fibŕes en droites ḿetriśes. Tout morphisme de schémas
f : X → X ′ induit un morphisme de groupesf∗ : P̂ic(X ′) → P̂ic(X).
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Soit K un corps de nombres,oK son anneau d’entiers et notonsS =
Spec oK . Les éléments deP̂ic(S) sont alors les (classes d’isomorphisme
de)oK-modules projectifsL de rang1 munis d’une ḿetrique hermitienne
sur les droites complexesL⊗σ C (compatibles̀a la conjugaison complexe).
Un élément deP̂ic(S) poss̀ede un degŕe d’Arakelov, d́efini par la formule

d̂eg (L, ‖ · ‖σ) = log #(L/soK) −
∑

σ:K↪→C

log ‖s‖σ,

oùs est uńelément non nul quelconque deL ; d’apr̀es la formule du produit,
il est ind́ependant du choix des. L’application d̂eg : P̂ic(S) → R est un
homomorphisme de groupes abéliens.

Soit X un sch́ema plat et projectif sur l’anneau des entiers d’un corps
de nombresK et (L, ‖ · ‖) ∈ P̂ic(X). Associons̀a tout pointP ∈ XK(K)
le réelh(P ) = [K ′ : Q]−1d̂eg ε∗

P (L, ‖ · ‖) où K ′ est un corps de d́efinition
de P et εP : Spec oK′ → X est la section canonique. Alors, la fonction
P 7→ h(P ) est un repŕesentant de la hauteur de Weil (logarithmique, abso-
lue) deP pour le fibŕe en droitesLK surXK . (Voir [20], ou [3] pour des
géńeralisations.)

3. Formule de Weil–Barsotti

Dans le cas d’une variét́e ab́elienneA sur un corps alǵebriquement closk,
cette formule identifie l’ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions
deA par le groupe multiplicatifGm avec l’ensemble des points de la variét́e
ab́elienne dualeA∨.

Plus ǵeńeralement, pour un schéma ab́elienA/S, notonsA∨ le sch́ema
ab́elien dual ([18]); on a alors un isomorphisme (Barsotti, Rosenlicht, Weil)
canonique de foncteurs en groupes sur la catégorie desS-sch́emas:

Ext1
S(A,Gm) ∼−→ A∨ .

Le but de ce paragraphe est de décrire cet isomorphisme et aussi l’exten-
sion (Artin, Mazur) de cet isomorphisme aux�variét́es ab́eliennes d́eǵeńe-
rantes�: SoientS un sch́ema de Dedekind, c’est-à-dire un sch́ema normal
noeth́erien de dimension 1 etπ : A → S un�mod̀ele de Ńeron�. Autrement
dit, il existe un ouvert denseU deS tel queAU est un sch́ema ab́elien et
A est le mod̀ele de Ńeron deAU surS. On noteA0 la composante neutre
de A c’est-̀a-dire le plus grand sous-schéma en groupes ouvert deA/S à
fibres connexes. SoitA∨ le mod̀ele de Ńeron dual, c’est-̀a-dire le mod̀ele
de Ńeron du sch́ema ab́elien dual(AU )∨ (indépendant deU ). On a alors la
proposition:
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Proposition 3.1 (Artin–Mazur, [14, Lemme (5.1), p. 53]).Avec ces no-
tations, il existe un unique isomorphisme de foncteurs sur la catégorie des
S-sch́emas lisses

Ext1
S(A0,Gm) ∼−→ A∨

qui prolonge la dualit́e des sch́emas ab́eliensAU et (AU )∨.

La démonstration que donnent Mazur et Messing de cette proposition
consisteà prouver queExt1

S(A0,Gm) vérifie la propríet́e universelle du
mod̀ele de Ńeron,à savoir que pour toutS-sch́ema lisseS′, uneS′-extension
deAU×SS′ parGmS′ se prolonge uniquement en uneS′-extension deA0

S′
parGmS′ . Nous nous contenterons de donner ici une démonstration con-
structive de la bijectivit́e de l’application induite au niveau desS-points.

Lemme 3.2. SoitS un sch́ema etA un sch́ema en groupes commutatif sur
S tel queπ∗OA = OS . Notonsm (resp.p1, p2) l’addition (resp. les deux
projections)A ×S A → A.

On a une bijection naturelle entre l’ensemble des classes d’isomorphisme
d’extensions deA par le groupe multiplicatifGm et l’ensemble des classes
d’isomorphismes de couples(L, ϕ) formés d’un fibŕe inversible surA et
d’un isomorphisme du carré

ϕ : m∗L ' p∗
1L ⊗ p∗

2L.

Démonstration.(Cf. [15], Appendice.) D́ecrivons cette application. D’après
le théor̀eme 90 de Hilbert, il correspond̀a uneS-extension commutative
1 → Gm → E → A → 0 deA parGm un espace principal homogène sous
Gm surA et donc un faisceau inversibleL ∈ Pic(A) tel queE s’identifie
au fibŕe en droitesV(L∨) privé de sa section nulle.

Si S′ est unS-sch́ema,x ∈ A(S′) et ξ ∈ E(S′) relèvex, la translation
Tx par x dansAS′ (resp.Tξ par ξ dansES′) nous fournit un diagramme
commutatif

ES′
Tξ //

��

ES′

��
AS′

Tx // AS′ .

Si q : AS′ → A et π′ : AS′ → S′ désignent les projections canoniques,
on en d́eduit un isomorphismeq∗L ∼−→ T ∗

x q∗L de faisceaux inversibles sur
AS′ . Le point ξ correspond d’autre part̀a un isomorphismex∗L ∼→ OS′

d’où finalement un isomorphisme

ϕξ : T ∗
x (q∗L) ⊗ (x ◦ π′)∗L−1 ⊗ q∗L−1 ' OAS′ .
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Or, si l’on tire le faisceau inversiblem∗L ⊗ p∗
1L−1 ⊗ p∗

2L−1 surA ×S A
par le morphisme(x × idA) : S′ ×S A → A ×S A, on obtient

(x × idA)∗(m∗L ⊗ p∗
1L−1 ⊗ p∗

2L−1) = T ∗
x q∗L ⊗ (x ◦ π′)∗L−1 ⊗ q∗L−1,

d’où, finalement, un isomorphisme canonique

ϕξ : (x × idA)∗(m∗L ⊗ p∗
1L−1 ⊗ p∗

2L−1) ' OAS′ ,

dont on v́erifie aiśement qu’il ne d́epend pas du choix deξ relevantx.
Appliquons cette situation au cas�universel� où S′ = E, x ∈ Hom(E,

A) est la projection etξ ∈ Hom(E, E) est l’identit́e. Il en ŕesulte une trivia-
lisation dem∗L ⊗ p∗

1L−1 ⊗ p∗
2L−1 surE ×S A et, par descente fidèlement

plate, une trivialisation de ce fibré surA ×S A, ce qu’on voulait.
Il est immédiat que cette application est un morphisme de groupes. Mon-

trons qu’elle est injective, autrement dit qu’il existe une unique structure
d’extension deA parGm sur le sch́emaE0 = Gm ×S A. En effet, la mul-
tiplication dansE0 s’interpr̀ete comme une applicationA ×S A → Gm

qui est ńecessairement constante (la restreindre au deux facteursA via εA

et à la diagonale et utiliser queπ∗OA = OS), doncégaleà 1, si bien que
l’extension consid́eŕee est triviale.

Enfin, construisons la réciproque de cette application. Soit ainsiL ∈
Pic(A) muni d’un isomorphismeϕ : m∗L ' p∗

1L ⊗ p∗
2L et posonsE =

V(L∨)\{0} le fibré en droites associé privé de sa section nulle. Le choix de
l’ élément neutre dansE revientà se donner unS-point deE au-dessus de
εA, la section unit́e deA ; or, en tirantϕ par l’homomorphisme(εA, idA) :
A = S ×S A → A ×S A, on obtient un isomorphismeε∗

AL ' OS qui
définit une sectionεE : S → E relevantεA. L’isomorphismeϕ s’interpr̀ete
alors comme un morphisme

mE : V(L∨) ×S V(L∨) → V(L∨)

qui rel̀eve la multiplicationm : A ×S A → A et compatible avec la section
unitéεE : S → E deE. C’est la loi de groupe surE que l’on cherchait. En
effet, l’associativit́e ŕesulte du fait que les deux compositions

V(L∨) ×S

(
V(L∨) ×S V(L∨)

) → V(L∨)

et (
V(L∨) ×S V(L∨)

) ×S V(L∨) → V(L∨)

proviennent toutes deux d’un isomorphisme

p∗
123L → p∗

1L ⊗ p∗
2L ⊗ p∗

3L,

p1, p2, p3 désignant les projectionsA3 → A et p123 : A3 → A étant
l’addition des trois composantes. Le fait queπ∗OA = OS implique qu’un
tel isomorphisme est unique.
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De même, la commutativité de la loi de groupe est une conséquence de
la syḿetrie de l’isomorphisme rigidifíem∗L ' p∗

1L ⊗ p∗
2L.

En tirantϕ par l’homomorphisme([1]A, [−1]A) et en utilisant la rigidi-
fication deL le long deεA, on obtient un isomorphisme[−1]∗L ' L∨, d’où
un morphisme

ιE : V(L∨) \ {0} → V(L∨) \ {0}

qui rel̀eve l’inversion[−1]A dansA (il associeà une base deL|x la base
duale deL∨ = L|−x). La compośeemE ◦ (idE , ιE) est une application
E → E constante sur les fibres de la projectionE → A et à valeurs dans la
fibre deE au-dessus deεA. Elle est ainsi constante et vautεE , ce qui prouve
queιE est le morphisme�inverse�.

Nous avons ainsi associé à tout couple(L, ϕ) une extension deA par
Gm dont l’espace sous-jacent estV(L∨) \ {0} ; cette application est la
réciproque voulue. ut

Comme le sch́ema ab́elien dualA∨ = Pic0(A/S) est donńe par de
tels couples(L, ϕ), la formule de Weil–Barsotti estétablie dans le cas des
sch́emas ab́eliens.

Plaçons nous maintenant sous les hypothèses de la proposition 3.1 et
démontrons qu’il existe une bijectionExt1S(A0,Gm) ' A∨.

Comme un mod̀ele de Ńeron v́erifie toujoursπ∗OA0 = OS , le lemme
préćedent et la formule de Weil–Barsotti surAU nous ram̀eneà montrer
le fait suivant : soitLU ∈ Pic(AU ) muni d’un isomorphisme du carré
m∗

AU
LU → p∗

1LU ⊗ p∗
2LU , alors il existe une unique fac¸on de prolonger

ces donńees en un faisceau inversibleL ∈ Pic(A0) et un isomorphisme
m∗

A0L → p∗
1L ⊗ p∗

2L.
Choisissons un diviseurDU ∈ Div(AU ) tel queL = O(DU ). Comme

A0 est ŕegulier, l’adh́erence sch́ematiqueD deDU dansA0 est un diviseur
deA0 et d́efinissonsL1 = O(D). Le faisceau inversiblem∗

A0L2 ⊗ p∗
1L∨

2 ⊗
p∗
2L∨

2 est (surS) géńeriquement trivial, puisque trivial une fois restreintà
AU ×U AU ⊂ A0 ×S A0. Comme la projectionπ2 : A0 ×S A0 → S
està fibres ǵeoḿetriquement irŕeductibles et commeS est de Dedekind, il
provient de la base et est donc de la formeπ∗

2M, le faisceau inversibleMU

étant canoniquement trivial. Posons finalementL = L2 ⊗ π∗M∨. C’est un
élément dePic(A0) muni d’un isomorphisme du carré comme on voulait,
ce qui prouve l’existence du prolongement.

L’unicit é du prolongement se démontre de m̂eme, siL et L′ sont deux
prolongements, le faisceau inversibleL′ ⊗ L∨ est ǵeńeriquement trivial. Il
provient ainsi de la base, mais le faisceau inversible surS dont il provient
est ńecessairement trivialà cause des isomorphisme du carré. Ainsi, il existe
un isomorphismeL → L′ compatible aux deux isomorphismes du carré.
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4. Compactification, métriques

Soit S un sch́ema de Dedekind connexe, notonsη son point ǵeńerique.
SoientAη uneη-variét́e ab́elienne,A son mod̀ele de Ńeron surS et A0

la composante neutre deA. SoientEη une extension deAη par Gm et
E l’extension deA0 par Gm fournie par la proposition 3.1. NotonsL le
faisceau inversible surA0 assocíe à E, vue commeGm-torseur, de sorte
queE s’identifieàV(L∨) \ {0}.

On poseW = OA0 ⊕ L∨ et on d́efinit E commeP(W). C’est unA0-
fibré projectif dontE est un ouvert. En effet, siP ∈ A0(S) etεP : S → A0

est la section correspondante, unS-point deE au-dessus deP correspond
à un quotient localement libre de rang1 : (α, β) : (OS ⊕ ε∗

P L∨) → J .
Parmi ceux-ci, les points deE correspondent aux couples(α, β) qui sont
tous deux des isomorphismes. Le complémentaire deE dansE est alors
constitúe de l’�infini� (donńe parα = 0) et de�zéro� (donńe parβ = 0).

Ainsi, les projections deW versOA0 (resp.L∨) définissent deux sous-
sch́emas deE, respectivement les sections�nulle� et �infini� (la section
nulle est effectivement la section nulle deV(L∨)). Ce sont deux diviseurs re-
latifs deE au-dessus deA0, notons lesD0 (resp.D∞). Notantπ la projection
P(W) → A, il résulte du lemme suivant queOP(W)(D0 − D∞) = π∗L.

Lemme 4.1. (cf. [10, Chap. V, Prop. 2.6]) SoientX un sch́ema,E un
faisceau localement libre de rangn + 1 sur X et π : P = P(E) → X.
Si N et V sont deux faisceaux localement libres surX, de rang1 et n
respectivement, avec une suite exacte0 → N → E → V → 0, l’image de
P(V) ↪→ P est un diviseurD dansP etOP(1) = OP(D) ⊗ π∗N .

Démonstration.PosonsE ′ = E ⊗N ∨ etP′ = P(E ′). CommeN est inver-
sible,P′ est canoniquement isomorpheàP, le faisceauOP′(1) s’identifiant
d’apr̀es [10, Chap. II, Lemma 7.9]̀a OP(1) ⊗ N ∨. Cela nous ram̀eneà
prouver le lemme quandN est trivial. Dans ce cas, l’injectionOX ↪→ E
s’interpr̀ete comme uńelément non nul deΓ (X, E), puis commeπ∗O(1) =
E , comme une sections non nulle deΓ (P,OP(1)) dont le diviseur est́egal
àD ; ainsi, le lemme est d́emontŕe. ut

NotonsM0 etM∞ les faisceaux inversibles associés aux diviseursD0
etD∞. Ainsi,M∞ ' OP(1) etM0⊗M∨∞ ' π∗L. Siσ : SpecC → S est
un point complexe deS, montrons comment munir les faisceaux inversibles
σ∗M0 (resp.σ∗M∞) de ḿetriques hermitiennes.

Montrons tout d’abord l’existence d’une�métrique carŕee� surL (cf.
[17, II.2] dans le cas cubiste, cf. aussi [12], ch. 11, thm. 1.1) :

Proposition 4.2. SoientA une varíet́e ab́elienne complexe etL un faisceau
inversible surA algébriquement́equivalentà źero et rigidifié à l’origine.
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Alors, il existe une unique ḿetrique hermitienne surL telle que l’unique
�isomorphisme carŕe� m∗L ' p∗

1L⊗p∗
2L compatible avec la rigidification

à l’origine soit une isoḿetrie. Cette ḿetrique est de plus l’unique ḿetrique
hermitienne surL compatiblèa la rigidification et dont la forme de courbure
est nulle.

Démonstration.Tout d’abord,c1 ∈ H2
dR(A) est la premìere classe de Chern

deL, il existe d’apr̀es la th́eorie de Hodge une unique forme différentielle in-
variante par translations qui représentec1. D’autre part, le�lemme∂∂� (cf.
[9, pp. 148–149]) implique l’existence d’une métrique hermitienne surL
dont la forme de courbure soit cette forme différentielle, et deux telles
métriques diff̀erent d’une constante strictement positive. Il existe ainsi surL
une unique ḿetrique qui soit compatiblèa la trivialisationà l’origine et dont
la forme de courbure soit invariante par translations. Enfin,L appartenant̀a
Pic0(A), on ac1 = 0 et la courbure de la ḿetrique est nulle.

Enfin, le fibŕe m∗L ⊗ p∗
1L∨ ⊗ p∗

2L∨, trivial, est muni d’une ḿetrique
hermitienne dont la forme de courbure est nulle. Par suite, il possède une
section globale sans zéros dont la norme est une fonction harmonique et
donc constante,A étant compacte. Ainsi, la norme de l’isomorphisme carré
est constante ; sa valeurà l’origine est par d́efinition égaleà 1, d’où la
proposition. ut
Corollaire 4.3. Avec les notations de la proposition préćedente, l’unique
isomorphisme[n]∗L ' L⊗n compatible aux rigidifications̀a l’origine est
une isoḿetrie.

Démonstration.La proposition pŕećedente nous fournit sur le faisceau in-
versible[n]∗L ⊗ L∨n, canoniquement isomorphe au faisceauOA, une ḿet-
rique hermitienne canonique dont il faut vérifier qu’elle est triviale. Or,
d’une part cette ḿetrique est constante (sa forme de courbureétant nulle),
et d’autre part, la norme de la section 1 vaut 1à l’origine, ce qui ach̀eve la
preuve du corollaire. ut

La proposition pŕećedente nous fournit une ḿetrique canonique surσ∗L,
si bien queW est muni, pour tout point complexeσ : SpecC → S deS,
d’une ḿetrique continue‖ · ‖σ

W : si s = (s1, s2) est une section locale de
OA ⊕ L∨, on d́efinit

‖s‖σ
W(x) = ‖s1‖(xσ) + ‖s2‖(xσ).

Comme le faisceau inversibleOP(1) est un quotient deπ∗W, il est
naturellement muni d’une ḿetrique hermitienne: par définition, la norme
d’une section locales deOP (1) en un pointx est la borne inf́erieure des
normes enx des sections locale deπ∗W dont l’image ests. Nous donnons
une formule explicite dans le lemme 4.4 ci-dessous.
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D’après le lemme 4.1,M0 = π∗L ⊗ OP(1) ce qui nous donne une
métrique hermitienne canoniqueω0 surM0 en prenant le produit tensoriel
des deux ḿetriques surπ∗L et surOP(1). De m̂eme,M∞ est muni d’une
métrique hermitienne canoniqueω∞.

Donnons maintenant une formule explicite pour la norme en un point
P ∈ E(C) des sections canoniquessD∞ et sD0 des faisceauxM∞ etM0
dont le diviseur estD∞ etD0.

Lemme 4.4. Fixons une place complexeσ : SpecC → S. Soitx ∈ A(C)
et e une base norḿee deL∨

x ; soit aussi un pointP ∈ E(C) relevantx,
ainsi qu’une baseε deOP(1)P . Le pointP correspond alors̀a deux nombres
complexesu1 etu2 par le quotient

Ox ⊕ L∨
x → OP(1)P , t1 + t2e 7→ (t1u1 + t2u2)ε.

Alors,

‖sD∞‖(P ) =
|u1|

max(|u1|, |u2|) et ‖sD0‖(P ) =
|u2|

max(|u1|, |u2|) .

Remarque 4.5.Ces ḿetriques sont seulement continues alors que la géo-
métrie d’Arakelov consid̀ere usuellement des métriquesC∞; c’est cependant
cette ḿetrique qui refl̀ete pŕeciśement l’action du tore sur la compactifica-
tion, cf. la proposition 4.6, et donnera ainsi lieu aux hauteurs canoniques.
D’autre part, lorsqu’on considère la hauteur de points rationnels, il suffit
de choisir une ḿetrique continue. Enfin, comme c’est une limite uniforme
de ḿetriques lisses, les arguments de [21] montrent que la considération de
cette ḿetrique est ĺegitime dans le contexte de la géoḿetrie d’Arakelov en
dimension suṕerieure, par exemple pourétudier la hauteur des cycles.

Preuve du lemme.La section(1, 0) ∈ Γ (π∗(OA ⊕ L∨)) ayant pour image
la sectionsD∞ deOP(1), on a

‖sD∞‖(P ) = inf
(x1,x2e) 7→s∞

‖x1 + x2e‖W = inf
x1u1+x2u2=u1

|x1| + |x2|

= |u1| inf
(x1,x2)∈C2

|x1| + |x2|
|x1u1 + x2u2| =

|u1|
max(|u1|, |u2|) .

La section rationnellesD0/sD∞ deM0⊗M∨∞ = π∗Lassocie au pointP
l’ élément(u2/u1)e∨. Sa norme est donc|u1/u2| puisque‖e∨‖ = ‖e‖ = 1.
On a donc

‖sD0‖ (P ) = |u2/u1| ‖sD∞‖ (P ) =
|u2|

max(|u1|, |u2|) . ut

Étudions enfin le comportement des objets que nous venons d’introduire
par rapport aux morphismes de multiplication parn dansE.
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Proposition 4.6. Le morphisme[n]E : E → E s’étend uniquement en un
morphismeE → E, toujours not́e [n]. De plus, on a des isoḿetries: si
n ≥ 0, [n]∗M0 ' Mn

0 et [n]∗M∞ ' Mn∞ ; si n ≤ 0, on a en revanche

[n]∗M0 ' M|n|
∞ et [n]∗M∞ ' M|n|

0 .

Démonstration.Si n ∈ Z, la multiplication parn dansE provient du dia-
gramme suivant :

V(L∨) \ {0} //

++XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX V(L∨n) \ {0}

((QQQQQQQQQQQQQQ
V([n]∗L∨) \ {0} //

��
�

V(L∨) \ {0}

��
A0 // A0 ,

où, l’applicationV(L∨) \ {0} → V(L∨n) \ {0} associèa une section sans
zéros deL la puissance tensoriellen-ème de cette section, et le carré de
droite est cart́esien. Il en ŕesulte que le morphisme[n] : E → E s’étendà
E selon le diagramme, dont le carré de droite est cartésien :

P(W) //

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW P(OA0 ⊕ L∨n)

((PPPPPPPPPPPPPP
P([n]∗W) //

��
�

P(W)

��
A0 // A0 ,

la flècheP(W) → P(OA0 ⊕L∨n) étant donńee au niveau desS-points par
l’application

((α, β) : OS ⊕ ε∗
P L∨ → J ) 7−→ ((α⊗n, β⊗n) : OS ⊕ ε∗

P L∨n → J ⊗n)

quandn ≥ 0, et par

((α, β) : OS ⊕ ε∗
P L∨ → J ) 7−→

((β⊗|n|, α⊗|n|) ⊗ idL⊗|n| : OS ⊕ ε∗
P L⊗|n| → J ⊗|n| ⊗ L⊗|n|)

lorsquen ≤ 0.
En ǵeńeral, un morphismeP(W) → P(W) relevant la multiplication

par n sur A0 qui envoie par image réciproque le faisceauOP(1) sur le
faisceauOP(n) correspond̀a la donńee d’un morphisme surjectif

π∗[n]∗A(OA0 ⊕ L∨) → OP(n).

La multiplication parn ≥ 0 surE est ainsi donńee par les fl̀eches naturelles

π∗(OA0 ⊕ L∨n) → π∗ Symn(OA0 ⊕ L∨) → OP(n).

Lorsquen ≤ 0, la multiplication parn correspond̀a la composition

π∗(OA0 ⊕ L⊗|n|) ' π∗(L∨n ⊕ OA0) ⊗ π∗L⊗|n| →
→ π∗ Sym|n|(L∨ ⊕ OA0) ⊗ π∗L⊗|n| → OP(|n|) ⊗ π∗L⊗|n|.
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Quandn ≥ 0, on a ainsi[n]∗
E
OP(1) = OP(n), tandis que quandn ≤ 0,

on a[n]∗
E
OP(1) = OP(|n|) ⊗ π∗L⊗|n|.

Il resteà montrer que ces isomorphismes respectent les métriques her-
mitiennes : pour cela, il suffit de montrer que les isomorphismes

[n]∗OP(1) = OP(n) (pourn ≥ 0)

et [−1]∗OP(1) = OP(1) ⊗ π∗L
respectent eux-m̂emes les ḿetriques, les formules pourM0 s’en d́eduiront
puisque[n]∗L est isoḿetriqueàLn (corollaire 4.3).

Dans un souci d’all̀egement, on effectue le changement de base deS
à C sans changer les notations. Soientx un point deA(C) et P ∈ Ē(C)
relevantx, et, comme dans le lemme 4.4,e une base norḿee deL∨

x , ε une
base deO(1)P , et (u1, u2) ∈ C2 tels queP soit d́efini par le quotient
Ox ⊕ L∨

x → OP (1)P , x1 + x2e 7→ (x1u1 + x2u2)ε.
Alors, si n ≥ 1, f = e⊗n s’identifie à un élément non nul deL∨

[n]x,
dont la norme est‖f‖ = ‖e‖n = 1. De plus, dans les basesf deL∨

[n]x et

ε⊗n deOP(1)[n]P , le point[n]P correspond au couple(un
1 , un

2 ) si bien que
‖s∞‖([n]P ) = ‖s∞‖(P )n, ainsi qu’il fallait d́emontrer.

Pourn = −1, soitf = e∨ la base deL∨−x ' L∨∨
x duale dee, de sorte que

‖f‖ = 1. Le point[−1]P correspond au quotientOx⊕L∨−x → OP (1)P ⊗Lx

défini par(x1 + x2f) 7→ (x1u2 + x2u1)ε ⊗ f , de sorte que

‖sD∞‖([−1]P ) =
|u2|

max(|u1|, |u2|) = ‖sD0‖(P )

d’où le ŕesultat puisque[−1]∗D0 = D∞. ut
Remarque 4.7.La même ḿethode permet de traiter le cas d’une variét́e
semi-ab́elienne dont le tore sous-jacent est déploýe. En effet, cela nous
ramèneà une extension d’une variét́e ab́elienne par une puissanceGm

t,
d’où t fibrés alǵebriquement́equivalents̀a 0 : L1, . . . , Lt que l’on peut
métriser comme pŕećedemment. On dispose alors (entre autres) de deux
compactifications naturelles,à savoirP(OA ⊕L∨

1 )×A · · ·×A P(OA ⊕L∨
t )

etP(OA ⊕L∨
1 ⊕· · ·⊕L∨

t ). Dans l’un et l’autre cas, on dispose de faisceaux
inversibles ḿetriśes construits̀a partir desO(1) et desLi. Ils donneraient
lieu à des hauteurs canoniques, comme au paragraphe suivant.

5. Construction des hauteurs relatives

On reprend les notations du paragraphe préćedent, en supposant queS est
le spectre de l’anneau des entiers d’un corps de nombresK Rappelons que
le premier groupe de Chow–Arakelov̂Pic(S) deS s’identifie au groupe des
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classes d’isomorphisme de faisceaux inversibles surS munis de ḿetriques
hermitiennes�à l’infini � compatibles̀a la conjugaison complexe.

Fixons tout d’abord un entierN > 0 qui annule les groupes des compo-
santes connexes deAs pour tout points ∈ S.

SoientP ∈ E(η) et Q = π(P ) ∈ A(η). CommeA/S est le mod̀ele de
Néron deAη, il existe une sectionεQ : S → A qui prolongeQ. D’après
le choix de l’entierN , le point[N ]AQ ∈ A(η) se prolonge en une section
ε[N ]Q : S → A0. Par suite,E/A0 étant projectif,[N ]P se prolonge en une
sectionε[N ]P : S → E qui rel̀eveε[N ]Q.

Proposition 5.1. Les éléments(ε∗
[N ]P M0) ⊗ 1

N et (ε∗
[N ]P M∞) ⊗ 1

N de

P̂ic(S) ⊗Z Q ne d́ependent pas du choix deN . On les note respectivement
H0,S(P ) etH∞,S(P ).

Démonstration.Fixons• l’un des symboles{0,∞}. Le caract̀ere canonique
des ḿetriques hermitiennesω• sur les faisceaux inversiblesM• implique
qu’elles sont invariantes par la conjugaison complexe. Ainsi, nous avons
bien par fonctorialit́e deśelémentsε∗

[N ]P M• dansP̂ic(S).
SiM est un autre entier qui annule les groupes des composantes connexes

deAs pour touts ∈ S, montrons que

(ε∗
[N ]P M•) ⊗ 1

N
= (ε∗

[M ]P M•) ⊗ 1
M

.

Pour cela, on peut supposer queM est un multiple deN , soit M = Nk
pour un entierk ≥ 1. Or d’une part,[k]∗M• = M⊗k

• en tant que faisceau
inversible ḿetriśe (proposition 4.6) et d’autre part,ε[M ]P = [k] ◦ ε[N ]P , si
bien que l’on a

ε∗
[M ]P M• = (ε∗

[N ]P M•)⊗k,

ce qui conclut la preuve de la proposition. ut
D’autre part, la proposition 4.6 (ou la proposition 5.1, comme on veut !)

entrâıne imḿediatement la proposition suivante :

Proposition 5.2. SoitP ∈ E(η). Sin ≥ 0, on aH0,S([n]P ) = nH0,S(P )
etH∞,S([n]P ) = nH∞,S(P ). De plusH0,S([−1]P ) = H∞,S(P ).

Proposition 5.3. Soientη′ → η une extension finie,f : S′ → S le norma-
lisé deS dansη′, A′ le mod̀ele de Ńeron deAη ×η η′, E′ l’extension deA′0
par Gm qui prolongeEη × η′. SiP ∈ Eη(η), on a

H∞,S′(P ×S S′) = f∗H∞,S(P ) ∈ P̂ic(S′) ⊗Z Q ,

et de m̂eme pourH0.
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Démonstration.Si A/S est semi-stable, c’est clair : la composante neutre
deA′ est obtenuèa partir de celle deA par changement de base, si bien que
E′ = E ×S S′, etc.

Dans le cas ǵeńeral, soitϕ : A ×S S′ → A′ le morphisme naturel qui
prolonge l’identit́eAη × η′ = Aη′ . L’image deA0 ×S S′ parϕ est contenue
dansA′0 et il nous faut comparerϕ∗L′ et L ×S S′. Or, ϕ∗L′ ⊗ f∗L∨
est un faisceau inversible métriśe surA0 ×S S′ qui vérifie le th́eor̀eme du
carŕe et est ǵeńeriquement trivial. CommeS′ → S est fid̀element plat, on
a (π ×S S′)∗OA0×SS′ = OS′ ; d’autre part,A0 ×S S′ → S′ està fibres
connexes, si bien queϕ∗L′ ⊗f∗L∨ provient d’un faisceau inversible surS′,
lequel est trivial̀a cause des rigidifications. Autrement dit,ϕ∗E′, etc. sont
obtenues̀a partir deE par changement de base, d’où la proposition. ut

Nous pouvons donc poser :

Définition 5.4. Soientη la clôture alǵebrique deη et P ∈ E(η). Si η′
est une extension finie deη telle queP ∈ E(η′) et f : S′ → S est le
normaliśe deS, on appellehauteurs relativesdeP les ŕeelsd̂eg H0(P ) :=

1
[S′:S] d̂eg H0,S′(P ) et d̂eg H∞(P ) := 1

[S′:S] d̂eg H∞,S′(P ).

Théorème 5.5.Les fonctionŝdeg H0 et d̂eg H∞ : E(η) → R sont les
hauteurs canoniques surE(η) attach́ees aux faisceaux inversiblesM0,η

et M∞,η sur Eη ; elles sont positives. De plus (Zarhin–Bloch, Mazur–

Tate), d̂eg H0(P ) − d̂eg H∞(P ) est la hauteur de Ńeron–Tate deπ(P )
relativement au faisceau algébriquement́equivalent̀a źeroL surA.

Démonstration.Pour • ∈ {0,∞}, soit h• une hauteur de Weil surE(η)
attach́ee au faisceau inversibleM•,η surEη. Fixons un entiern ≥ 2. Les
hauteurs canoniquesrelatives au faisceau inversibleM•,η de poidsn pour
le morphisme[n]Eη

(cf. par exemple [4]) sont par définition les fonctions

surE(η) définies par

ĥ•(P ) = lim
k→∞

1
nk

h•([nk]P ).

Rappelons pourquoi cette limite existe : comme[n]∗M•,η = Mn
•,η, il existe

une constanteCn telle que|h•([n]P ) − nh•(P )| ≤ Cn pour tout pointP ,
si bien que ∣∣∣∣ 1

nk
h•([nk]P ) − 1

nk−1 h•([nk−1]P )
∣∣∣∣ ≤ 1

nk
Cn,

et la limite s’́ecrit comme somme d’une série uniforḿement convergente. La
dénomination hauteur est justifiée par la comparaison|̂h• − h•|≤Cn/(n − 1),
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tandis que le terme canonique vient de ce queĥ•([n]P ) = nĥ•(P ) pour tout
P .

Montrons maintenant qu’il existe pour toute extension finieη′ → η une
constanteCη′ telle que l’on ait, pour tout pointP ∈ E(η′), l’in égalit́e∣∣∣h•(P ) − d̂eg H•(P )

∣∣∣ ≤ Cη′ .

En effet, siS′ est le normaliśe deS dansη′ et si l’entierN > 0 annule
les groupes des composantes connexes du modèle de Ńeron deAη′ surS′,
l’expressionh•([N ]P ) − Nh•(P ) est borńee uniforḿement enP ∈ E(η′).
D’après la proposition 5.2, on a l’égalit́e d̂eg H•([N ]P ) = N d̂eg H•(P ).
Enfin, en choisissant comme modèle entier deEη′ l’adhérence deE′ dans un

espace projectif convenable, on constate que la différencêdeg H•([N ]P )−
h•([N ]P ) est uniforḿement borńee lorsqueP décritE(η′). En mettant bout
à bout ces majorations, on a bien une inégalit́e comme annoncée.

La proposition 5.2 et la d́efinition de la hauteur canonique entraı̂nent
alors que pour toutP ∈ E(η′),

ĥ•(P ) = d̂eg H•(P ).

L’extension finieη′ étant arbitraire, cela implique bien queĥ• = d̂eg H•.
CommeM∞ est effectif, la hauteurh∞ est minoŕee sur le complémen-

taire deD∞, ce qui implique quêh∞ = d̂eg H∞ est positive. De m̂eme
pour d̂eg H0. (Il est aussi possible d’utiliser le fait que les sectionssD0 et
sD∞ deM0 etM∞ ont une norme≤ 1 en tout point ; voir les formules du
§6.)

Enfin, commeM0 ⊗M∨∞ = π∗L, on a pour toutP ∈ E(η) relevant un
point deA0,

d̂eg H0(P ) − d̂eg H∞(P ) = d̂eg ε∗
P π∗L = d̂eg (π ◦ εP )∗L.

Autrement dit,hL désignant la hauteur de Néron–Tate surAη relative au
fibré inversibleL, la fonction lińeaire

d̂eg H0 − d̂eg H∞ − hL ◦ π

est, pour toutη′ → η, borńee sur un sous-groupe d’indice fini deA(η′) ;
elle est alors ńecessairement nulle, ce qu’il fallait démontrer. ut

Remarquons pour finir que les hauteurs relatives contiennent toute l’in-
formation ńecessaire pour connaı̂tre la hauteur d’un point de l’extension
(compactifíee) dans un plongement projectif donné : le groupe de Picard de
Eη estZ ⊕ Pic(Aη), si bien que tout faisceau (très) ample surEη est de la
formeπ∗N ⊗ OP(n) pour un faisceau (très) ampleN surAη et un entier
n > 0. En sus de la hauteur de Néron–Tate surAη, la connaissance deH∞
suffit donc, m̂eme si la consid́eration deH0 + H∞ est plus syḿetrique.
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Corollaire 5.6 (Waldschmidt, [6, App.], Laurent [13]). Soit hNT une
hauteur de Ńeron–Tate surAη pour un diviseur syḿetrique ample eth

la fonctionEη(η) → R+ définie parhNT ◦ π + d̂eg H0 + d̂eg H∞. C’est
une hauteur surEη ; de plush(P ) = 0 si et seulement siP est d’ordre fini.

Démonstration.Que ce soit une hauteur résulte du th́eor̀eme 5.5 et des re-
marques qui pŕec̀edent ; elle est positive comme somme de fonctions positi-
ves. Enfin, sih(P ) = 0, il est ńecessaire quehNT (π(P )) = 0, ce qui prouve
queπ(P ) est d’ordre fini. Alors, pour tout entiern, h([n]P ) = nh(P ) = 0
et le th́eor̀eme de Northcott entraı̂ne que l’ensemble{P, 2P, 3P, . . .} est
fini, c’est-̀a-dire queP est d’ordre fini. La ŕeciproque est claire, d’òu le
corollaire. ut

6. Points de hauteur relative nulle

Pour finir, nous voulons donner quelques expressions explicites des hauteurs
H0 etH∞ et appliquer la th́eorie pŕećedentèa l’étude des points de hauteur
relative nulle.

Nous conservons les notations des paragraphes préćedents. Rappelons
qu’un pointP deE = P(W) relevant une section (de la composante neutre)
εQ : S → A0 est la donńee d’un quotient inversible de rang1 deε∗

QW, soit
un faisceau inversibleI surS et deux sectionsx0 : OS → I, x1 : ε∗

QL∨ →
I telles que(x0, x1) : ε∗

QW → I soit surjectif. Le pointPη appartient̀aEη

si et seulement six0 6= 0 etx1 6= 0.
De la d́efinition des faisceaux inversiblesM∞ = O(D∞) et M0 =

O(D0) découle quex0 et x1 s’interpr̀etent commesD∞(P ) et sD0(P ) re-
spectivement, et que leurs diviseurs représentent les intersections (propres,
sur le sch́emaE puisqu’on a supposé quePη était un point deEη) D∞ ·{P}
etD0 · {P}.

D’après le lemme 4.4 on a ainsi pour toute placeσ,

‖sD∞(P )‖σ =
‖x0‖σ

max(‖x0‖σ, ‖x1‖σ)

(à proprement parler, le membre de droite pourêtre calcuĺe, ńecessite le
choix d’une ḿetrique surI mais n’en d́epend pas). NotonsD∞ · {P} =∑
p∈S

n∞,p[p], on a alors

d̂iv (sD∞(P )) =
(
D∞ · {P},−2 log ‖sD∞(P )‖σ

)
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et

d̂eg H∞(P ) = d̂eg d̂iv (sD∞)

=
∑

p

n∞,p log N(p) −
∑

σ∈S(C)

log ‖sD∞(P )‖σ.

C’est une somme de termes positifs de sorte que la hauteur relative
d̂eg H∞(P ) est nulle si et seulement sisD∞(P ) est un isomorphisme dans
P̂ic(S) : si elle d́efinit une isoḿetrieOS ' ε∗

P M∞. La condition d’isoḿetrie
équivautà‖x0/x1‖σ ≥ 1.

De même, siD0 · {P} =
∑

p n0,p[p], on a

d̂eg H0(P ) =
∑
p∈S

n0,p log N(p) −
∑

σ∈S(C)

log ‖sD0(P )‖σ ,

où

‖sD0(P )‖σ =
‖x1‖σ

max(‖x0‖σ, ‖x1‖σ)
.

Ainsi, la hauteur relativêdeg H0(P ) est nulle si et seulement sisD0 définit
un isomorphismeOS ' ε∗

P M0 dansP̂ic(S) ce qui implique que pour toute
place archiḿedienneσ, ‖x1/x0‖σ ≥ 1.

Proposition 6.1. Avec les notations préćedentes, siεQ : S → A0, il existe
un pointP ∈ E(S) de hauteur relative nulle relevantQ si et seulement si
le faisceau inversible ḿetriséε∗

QL ∈ P̂ic(S) est trivial.

Démonstration.En effet, les consid́erations qui pŕec̀edent montre que si
P est un tel point, les deux sectionsx0 : OS → I et x1 : ε∗

QL∨ → I
sont des isomorphismes de faisceaux inversibles et si‖x0/x1‖σ = 1 pour
tout σ ∈ S(C). Autrement dit, la section rationnellex1 ⊗ x−1

0 de ε∗
QL

est sans p̂oles ni źeros et de norme1. Cela signifie bien qu’elle réalise un
isomorphismeOS ' L dansP̂ic(S).

Plus pŕeciśement, on voit que les points de hauteur relative nulle de
E(S) qui rel̀event la sectionεQ : S → A0 sont en bijection naturelle avec
les trivialisations ḿetriques du fibŕe inversible ḿetriśeε∗

QL. ut
On d́eduit de la proposition préćedente le fait suivant [2, proposition 2] :

siK = Q ou siK est un corps quadratique imaginaire, la nullité de la hau-
teur de Ńeron–Tate dex ∈ A(K) relativement̀a L implique qu’il existe un
point de hauteur relative nulle dans l’extension paramétrée parL relevant
un multiple dex. En effet, commeL|nx = (L|x)⊗n, on peut choisirn de
sorte queL|nx ' OS dansPic(A) ; il n’y a qu’une place archiḿedienne et
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si s est une base deL|nx, la nullité ded̂eg L|nx implique que‖s‖ = 1 et
L|nx = 0 dansP̂ic(S), ce qu’il fallait d́emontrer.

Consid́erons alors un pointQ ∈ A0(S) de la forme[n]Q1, avecQ1 ∈
A0(S) etP ∈ E(S) un point de hauteur relative nulle qui relèveQ, on peut
consid́erer un pointP1 relevantQ1 tel que[n]EP1 = P . Or, si le faisceau
d’Arakelov ε∗

Q1
L est de torsion, il n’est pas forcément trivial. Gr̂ace au

lemme suivant (dont il peut̂etre int́eressant de remarquer que l’analogue
géoḿetrique est classique), cela signifie queP1 n’est pasa priori défini
surS:

Lemme 6.2. SoientS le spectre de l’anneau des entiers d’un corps de
nombres et(L, ‖ · ‖) un élément deP̂ic(S), d’ordre fini. Alors il existe
une extension finief : S′ → S telle quef∗(L, ‖ · ‖) est nul danŝPic(S′).

Démonstration.Soitn ≥ 1 un entier tel que(L⊗n, ‖·‖n) = 0 et choisissons
une basetn ∈ L⊗n de norme 1 en toute place, soit‖tn‖σ = 1 pour tout
σ ∈ S(C). Il existe une extension finieS′/S (par exemple, l’anneau des
entiers du corps de classe de Hilbert du corps des fractions deS) telle que
L′ = L⊗OS

OS′ est unOS′ module libre de rang 1 ; soit doncs′ une base de
L′. Alors,s′⊗n est une base deLn ⊗OS′ et il existe une unit́eu deOS′ telle
ques′⊗n = utn. Une extensionS′′ → S′ telle queu1/n ∈ OS′′ permet de
posers′′ = u−1/ns′ ; on constate ques′′ est une base deL′′ = L′ ⊗OS

OS′′

de norme 1 en toute place, si bien queL ⊗ OS′′ = 0 dansP̂ic(S′′). ut

Montrons enfin comment les�points de Ribet� de [11,1] s’interpr̀etent
dans ce contexte, en supposant pour simplifier queA/S est un sch́ema
ab́elien.

Proposition 6.3. (voir aussi [1, th. 4]) Supposons queA est un sch́ema
abélien surS. Soientf : A∨ → A un morphisme de schémas ab́eliens et
g l’endomorphisme antisyḿetrique donńe parg = f − f∨ : A∨ → A. Si
L ∈ A∨(S), il existe alors, dans l’extension deA par Gm définie parL,
un S-point canonique de hauteur relative nulle au-dessus du pointg(L) ∈
A(S).

(On aurait pu ne considérerf , g et L que sur la fibre ǵeńerique deA; le
critère valuatif de propreté et le fait qu’un sch́ema ab́elien sur un anneau de
Dedekind est le mod̀ele de Ńeron de sa fibre ǵeńerique nous auraient alors
fourni les extensions̀aS tout entier.)

Démonstration.SurX = A×A∨, consid́erons la (bi)extension de Poincaré
PX , et de m̂eme surY = A∨ × A, métriśes de sorte que le théor̀eme du
cube soit une isoḿetrie [17]. Soits l’isomorphismeY ' X qui échange
les facteurs ; par unicité du prolongement ḿetriśe, on a un isomorphisme
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de faisceaux inversible ḿetriśess∗PX = PY qui prolonge la bidualit́e sur
la fibre ǵeńerique.

On a leśegalit́es entre faisceaux inversibles métriśes, qui ŕesultent de ce
qu’elles sont vraies surη (bidualit́e des varíet́es ab́eliennes) et de l’unicit́e
du prolongement :

L|f(L) = PX |f(L),L = PY |L,f∨(L) par dualit́e

= (s∗PX)|L,f∨(L) = PX |f∨(L),L = L|f∨(L),

si bien queL|g(L) est canoniquement trivial, en tant que faisceau inversible
métriśe surS. D’après la proposition 6.1, cette isométrie d́efinit un point de
hauteur relative nulle relevantg(L). ut

Remarque 6.4.Prouvons que le�point de Ribet� défini dans [11] et con-
sidéŕe dans [1] du point de vue des hauteurs estégal au point donńe par
la proposition pŕećedente. Consid́erons comme dans [11, (4.1), p. 146] le
diagramme

1 // Gm
// f∗E //

��

A∨ //

f

��

0

1 // Gm
// E // A // 0.

Choisissonsy ∈ f∗E(η) relevantL, soit x1 = f(y) ∈ E(η), d’où un 1–
motif M1:Z → f∗E. Par d́efinition de la dualit́e de Cartier des 1–motifs,
le dual deM1 est un 1–motifM2 : Z → E. Soitx2 ∈ E(η) l’image de1.
Le pointxf := x1 − x2 ∈ E(η) relèvef(L) − f∨(L) et Bertrand prouve
dans [1] que ce point est de hauteur relative nulle. QuandA/S est un sch́ema
ab́elien, on peut faire cette construction surS en choisissanty ∈ f∗E(S) (si
c’est possible) et en raisonnant en termes deS–1–motifs. Pour simplifier,
raisonnons�localement surS∪{∞}� (S compactifíe en rajoutant les places
à l’infini) — le résultat̀a obtenir est de nature locale, en l’espèce une hauteur
localeà calculer en un point ind́ependant dey — et choisissonsy ∈ f∗E(S) ;
il correspond donc̀a un isomorphismef∨(L)|L → OS puisquef∗E est
paraḿetŕee parf∨. Alors, la description syḿetrique du 1–motifM1 est
la trivialisation dePY |L,f∨(L) = f∨(L)|L que d́efinit y. Le 1–motif dual
est alors donńe par la trivialisation canonique dePX |f(L),L donńee par la
trivialisation pŕećedente et la dualité entre lesS–sch́emas ab́eliensA etA∨.
Autrement dit,x2 est donńe par la trivialisation deL|f(L) qu’on en d́eduit
comme dans la preuve de la proposition et la différencex1−x2 est d́efini par
l’isomorphismeL|f(L) ' L|f∨(L) de la d́emonstration de la proposition 6.3,
isomorphisme qu’on a vûetre une isoḿetrie.
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Remarque 6.5.On vérifie aiśement que les expressions explicites pour
d̂eg H0 et d̂eg H∞ que nous avonśecrites plus haut donnent la décompo-
sition de la hauteur relative en une somme de hauteurs locales canoniques
comme dans [1,4].

7. Métriques ad́eliques vs. mod̀eles entiers

En faisant appel̀a la th́eorie des ḿetriques ad́eliques duèa S. Zhang (cf. [22]),
on peutéviter les ŕeférences aux modèles de Ńeron dans cet article, voire
ne pas supposer queA/S est un sch́ema ab́elien comme dans la propositi-
on 6.3. SoitAK une varíet́e ab́elienne sur un corps de nombresK etEK une
extension deAK par le groupe multiplicatifGm, donńee par un faisceau
inversibleL ∈ Pic0(AK) et un�isomorphisme du carré�

C(L) := p∗
12L ⊗ p∗

1L∨ ⊗ p∗
2L∨ ' OAK×AK

,

d’où en particulier un isomorphisme canonique pour toutn ∈ Z, [n]∗L '
Ln. Un entiern ≥ 2 étant fix́e, le fibŕe en droitesL poss̀ede pour toute
placev deK une unique ḿetriquev-adique telle que cet isomorphisme soit
une isoḿetrie (th́eor̀eme 2.2 de [22] dont la démonstration est une adapta-
tion dans ce contexte du procéd́e utilisé par Tate pour construire la hauteur
normaliśee sur une variét́e ab́elienne).

De plus, cette ḿetriquev-adique rend le th́eor̀eme du carŕe une isoḿetrie.
La métriquev-adique surL induit en effet une ḿetriquev-adique surC(L)
telle que l’on ait une isoḿetrie[n]∗C(L) ' C(Ln) ' C(L)n ; commeC(L)
est trivial, cette ḿetriquev-adique est ńecessairement la ḿetrique triviale
surOAK×AK

telle que la section1 a pour norme1 en tout point, cqfd. En
particulier, pour toutp ∈ Z, l’isomorphisme[p]∗L ' Lp est une isoḿetrie.

SiAK a bonne ŕeduction env, l’unique mod̀ele entier(Av,Lv), Av étant
unov sch́ema ab́elien qui prolongeAK etLv l’uniqueélément dePic0(Av)
qui prolongeAK , nous fournit une ḿetriquev-adique canonique donnant en
x ∈ AK(K̄v) une norme≤ 1 si cette section est régulìere dans un voisinage
de l’adh́erence dex dansAv. Cette ḿetrique cöıncide avec celle que nous
avions d́efinie auparavant.

La collection de ces ḿetriquesv-adiques constitue de plus une métrique
ad́elique au sens deloc. cit. Elles permettent par les m̂emes formules que
celles que nous avons données dans le cas archimédien de construire une
métrique ad́elique canonique sur le faisceauOP(1) de la compactification
P(OAK

⊕ L∨), et cette ḿetrique ad́elique v́erifie des propríet́es toutà fait
analogues̀a celles que nous avonsétablies dans cet article.

Explicitons maintenant ce qu’est une métrique ad́elique pour un fibŕe en
droites surSpecK. Un tel fibŕe est unK-espace vectorielL de dimension1;
fixons une basee de L. Une ḿetrique ad́elique surL revient alorsà une



400 A. Chambert-Loir

collection(‖e‖v) ∈ ∏
v |K∗|v pour toutes les placesv deK, |K∗|v désignant

le groupe des normesv-adiques deśeléments non nuls deK, telle que
‖e‖v = 1 pour presque toutv. Il poss̀ede un degŕe arithḿetique, d́efini par

d̂eg (L, (‖·‖v)) = −
∑

v

logv ‖e‖v ,

où logv : |K|∗v → Q est la normalisation naturelle du logarithme de sorte
que la formule du produit s’écrit

∑
v logv |x|v = 0 pour toutx ∈ K∗.

Ainsi, le degŕe arithḿetique ne d́epend pas du choix de la base. En fait, cette
description rend apparent qu’il existe un unique isomorphisme du groupe
des classes d’isomorphismes de fibrés en droites surSpecK avec ḿetriques
ad́eliques sur le groupêPic(Spec oK) compatible aux degrés arithḿetiques.

Cette notion de ḿetriques ad́eliques fournit ainsi une construction al-
ternative des hauteurs canoniques sur l’extensionEK . L’analogue de la
proposition 6.1 est que les points deEK(K) de hauteur relative nulle re-
levant un pointx ∈ AK(K) sont en bijection naturelle avec les triviali-
sations isoḿetriques deLx. La proposition 6.3 se prouve dans ce cadre
en remplac¸ant les isomorphismes dans les groupes de Picard compactifiés
utilisés dans la preuve de cette proposition par des isométries de fibŕes en
droites munis de ḿetriques ad́eliques. Ainsi formuĺee, elle s’́etend au cas de
mauvaise ŕeduction.
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Pŕepublication, Univ. Pierre et Marie Curie, Paris, 95.
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Univ. P. et M. Curie, Paris, 1995.

6. P. Cohen. Heights of torsion points on commutative group varieties, Proc. London
Math. Soc.52 (1986), 427–444.
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