Ann. Scient. Ec. Norm. Sup.,
4° série, t. 33, 2000, p. 789 a 821.

POINTS DE PETITE HAUTEUR
SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES

PAR ANTOINE CHAMBERT-LOIR

RESUME. — Dans ce texte, nous étendons au cas des variétés semi-abéliennes les énoncés de diverses
variantes de la conjecture de Bogomolov concernant la non-densité des points de petite hauteur. Inspirés
par les travaux récents de Ullmo, Zhang et Bilu, nous démontrons ensuite ces conjectures lorsque la variété
semi-abélienne est isogéne a un produit d’'une variété abélienne et d'un tore. La démonstration utilise
la géométrie d’Arakelov et des arguments d’équirépartitior2000 Editions scientifiques et médicales
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ABSTRACT. — We extend to the case of semi-abelian varieties the statements of various variants of
the conjecturalla Bogomolov about the non-density of small points of small height in abelian varieties.
Inspired by recent work of Ullmo, Zhang and Bilu, we then prove these conjectures when the semi-abelian
variety is almost split. The proof uses Arakelov geometry and equirepartition argume2@€0 Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Introduction

Cet article expose quelques propriétés des hauteurs sur des variétés semi-abéliennes vues sous
I'angle de la théorie d’Arakelov.

Soientk un corps de nombres &t une variété semi-abélienne (c’'est-a-dire une extension
0—T— G — A— 0dune variété abéliennd par un torel") définie surk. En tant que groupe
algébrique, il est quasi projectif; on dispose donc de hauteurs de Weil.

A tout triplet (X, D, £) constitué d’'une compactification équivariante li§se~ X du tore,
d’un diviseur amplél’-invariant surX et d’un faisceau inversible, ample et symétrique dur
nous attachons dans cet article un représentant canonique de la hauteur de Wdila@ette
normaliséese comporte bien sous l'action des morphismes de multiplication par un entier
positif; quandT = 1, elle coincide avec la hauteur de Néron—Tate, tandis qu’elle redonne la
«hauteur naive» (de Weil-Mahler) usuelle quahe: 0 et X est I'espace projectif. En utilisant
la théorie des métriques adéliques de S. Zhang, nous définissons aussi la hauteur canonique d’'une
sous-variété dé/ @ k.

Ceci fait, on est en droit de tenter de généraliser aux variétés semi-abéliennes les résultats de
Ulimo [30] et Zhang [35] concernant la conjecture de Bogomolov.

Le résultat principal de cet article est le suivawi( le paragraphe 5, conjectures 5.1, 5.2
et 5.3 et le théoreme 6.1) ou, conformément a I'usage, nous appeltErassariété de torsion
d’'une variété semi-abélienrie définie sur un corps algébriquement clos, toute sous-variété qui
est la translatée par un point de torsion d’'un sous-groupe algébrique conngxe de
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790 A. CHAMBERT-LOIR

THEOREME — Soientk un corps de nombres & une variété semi-abélienne définie gur
isotriviale, c’est-a-dire isogene au produit d’'une variété abélienne et d'un tore. On a les trois
énoncés suivants.

(a) Equirépartition des petits pointsoit (z,, ),en Une suite de points dg(k) dont la hauteur
normalisée tend ver§ et telle qu’aucune sous-suite ne soit contenue dans un sous-groupe
algébrique strict. Alors, la suitéu,, ),en de mesures sui(C), définie par

1
Hn = o777 bo(wn
(zn) K] 2. ot

o:k(z,)—C

(siz € G(C), 6, désigne comme d’habitude la mesure de Dirac au pointonverge vaguement
vers la mesure de Haar normalisée supportée par le sous-groupe compact maxigh@ de
(b) Sous-variétés de hauteur nullsait X une sous-variété fermée irréductible de® k.
La hauteur normalisée d& est positive ou nulle; elle est nulle si et seulemenXsést une
sous-variété de torsion d&.
(c) Non-densité des petits pointsoit X une sous-variété fermée dé
(1) I'ensemble des sous-variétés de torsion(deontenues dan& n’a qu’un nombre fini
d’éléments maximaux
(2) notonsX* le complémentaire dans de la réunion des sous-variétés de torsion contenues
dansX, il existe alorse > 0 tel que I'ensemble des points dé*(k) dont la hauteur
normalisée est inférieure est vide.

Notons que cette hauteur normalisée n’intervient dans le premier alinéa du théoréme ci-dessus
gue sous la forme : «les hauteurs d’une suite de points tendendwees on peut vérifier que
cette notion ne dépend que de De méme, pour I'existence d’une minoration de la hauteur
normalisée des points dé* dans le troisieme alinéa.

Le théoréme, en tout cas son deuxiéeme alinéafaestsi 'on omet I'hypothése qué: est
isotriviale,cf. le théoreme 5.6.

L'équivalence des deuxieme et troisieme alinéas du théoréme résulte plus ou moins formel-
lement des travaux de S. Zhang [33,34] sur I'amplitude arithmétique. Dans le cEs-ol}

L. Szpiro, E. Ullmo et S. Zhang ont prouvé dans [29] que les deux premiers alinéas du théoreme
(équirépartitiorvs.conjecture de Bogomolov) sont aussi équivalents.

A ce propos, notons que le point 1) de I'alinéa c) du théoréme n’est pas nouveau : M. Hindry
I'a en effet démontrévoir [14]) pour tout groupe algébrique commutatif. Cependant, nous
n'avons pas besoin d'utiliser son théoreme : sous I'’hypothése que la variété semi-abélienne est
isotriviale, c’est un corollaire de I'approche arakelovienne de ces questions. [e-casest dQ
a M. Raynaud [25] tandis que le cds= 0 a été prouvé par M. Laurent [19].

LorsqueT =1, ce théoreme a été démontré recemment par E. Ullmo [30] pour une courbe
dans sa Jacobienne, puis presque immédiatement généralisé par S. Zhang [35]; peu apres,
S. David et P. Philippon ont démontré dans [10] I'existence d’une minoration de la hauteur
normalisée des sous-variétés qui ne sont pas des variétés de torsion.

Lorsqu’enrevanche = 0, le premier alinéa du théoreme est un théoréme de Y. Bilu [3], alors
gue le deuxieme alinéa a été démontré dans le cas d’une hypersurface par W. Lawton dans [20],
puis dans le cas général par S. Zhang [33] en lien avec le troisieme alinéa.

Dans le cas olG = A x T est un produit, I'équirépartition d’'une suite de petits points
(zn, = (2n,t,)) est ainsi un théoreme une fois projeté sur chacun des facteaetr®.. Il convient
d’insister sur le fait que cela n’implique pas notre théoréme, qui peut étre vu comme une
démonstration deihdépendancdes deux variables aléatoires,) et (¢, ).
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POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 791

Nous démontrons ce théoréme en suivant la voie inaugurée par E. Ullmo, c’est-a-dire a I'aide
d’arguments d’équirépartition. Cependant, les métriques hermitiennes naturelles dans le contexte
des variétés semi-abéliennes sortent du cadre classique de la géométrie d’Arakelov :

— elles ne sont pas lisses; cela oblige d’'une part a définir les hauteurs par un procédé limite
en recourant a la théorie des métriques adéliques de Zhang, et d’autre part a définir divers
objets analytiques par approximation via un théoréme da a Bedford—Taylor et Demailly qui
permet d’effectuer des produits de courants sous des hypothéses de positivité. L'utilité de
cette théorie en géométrie d’Arakelov est apparue pour la premiére fois dans les travaux de
V. Maillot [21] concernant la géométrie d’Arakelov des variétés toriques;;

— les «courants de courbure» qui interviennent sont concentrés sur le sous-groupe compact
maximal, ce qui engendre des complications techniques. Pour les contourner, nous traitons
tout d’abord le cas du rang torique(voir le lemme 6.4 et I'appendice quaidd= G,,).

Nous utilisons ensuite un argument de Bilu pour passer au cas général.

Comme il nous a semblé que le cas du groupe multiplicatif plongé naturellemenPdans
éclairait la situation, sans pour autant contenir les complications liées aux variétés abéliennes,
nous avons inclus ce cas dans un appendice ; nous conseillons bien sir au lecteur de le lire en
premier.

Signalons enfin que ce théoréme a été utilisé récemment par B. Poonen [24] pour prouver un
théoréme sur les variétés semi-abéliennes isotriviales qui combine les énoncés de type Mordell-
Lang (prouvé par M. McQuillan, [22]) et Bogomolov. Ce théoréme serait d’ailleurs démontré
pour les variétés semi-abéliennes quelconques des que I'on aurait prouvé les alinéas a) et c) sans
I'hypothése d'isotrivialité.

Le plan de cet article est le suivant : les § 1 et 2 contiennent des rappels préliminaires de
géométrie d’Arakelov (particulierement en ce qui concerne la théorie des métriques adéliques de
S. Zhang) et des compléments concernant les métrisations des fibrés inversibles sur les variétés
abéliennes.

La construction des hauteurs canoniques est faite au 8 3 et dans le § 4 qui lui fait suite,
nous calculons la hauteur d’'une variété semi-abélienne compactifiée a I'aide du plongement
G! — Pt

Nous énonconses8 5 les différentes variantes de la conjecture dgdnolov et précisons en
détail leurs liens. Puis, dans les § 6 et 7, nous démontrons le théoréme principal.

1. Préliminaires de géométrie d’Arakelov

Pour la commodité du lecteur, nous commencons par rappeler brievement dans ce paragraphe
guelques résultats de géométrie d’Arakelov dont nous ferons par la suite un usage constant.

1.1. Géométrie complexe

Rappelons quelques notations de géométrie complexe. Boilne variété analytique
complexe. On not@ et d les composantes holomorphe et antiholomorphe de la différentielle
extérieured = 0 + J sur les formes (voire les courants) sir On noted® = (i /47)(0 — ), Si
bien quedd® = —d°d = (i/27)d0.

On appellerdibré en droites hermitiesur X un couplel = (L, ||-||) constitué d'un fibré en
droites holomorphe suX et d’'une métrique hermitienne continue gur

Si X est lisse, on attache a un fibré en droites hermitien un courant dg typeappelé
courant de courburet défini localement par

c1(£) = —dd°log s|?,
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792 A. CHAMBERT-LOIR

oU s est une section locale dé ne s’annulant pas (cela ne dépend pas du choix)d8i la
métrigue hermitienne sut est lisse, son courant de courbure est en fait une forme différentielle,
dite forme de courbure.

On dira qu’un courant” de type(p, p) estpositif si pour tout choix de formes différentielles
de type(1,0), C* a support compact suxt, (wi,...,wqs—p), d désignant la dimension dg, le
courant

T A (icr A@r) A+ A (iag—p ANQg—p)

est une mesure positive sir. Quandl’ = c¢;(£), cela équivaut a dire que la métrique hermitien-
ne sur£ s’écrit (dans une trivialisation locale £ ~ Ox) ||s||?(z) = |¢(s)(z)|? exp(—u(z)), oU
u est une fonction pluri-sous-harmonique (psh pour abrégertXsur

1.2. Cas des espaces singuliers

Soit X un espace analytiqgue complexe réduit. Suivant [33], on dira qu’'une fonftsom X
estC si pour tout morphisme analytiqye: U — X d’'un ouvert/ deC™ vers X, la composée
©* f est une fonctior£> surU. On définit de méme la notion de forme différentielle de classe
C*, de fonction psh sukX.

Un fibré en droites hermitied sur X sera ditC> (resp. a courbure positive) si dans toute
trivialisation locale, la métrique est donnée par une fondafign(resp. psh). Cela revient a dire
que pour tout morphisme analytiqge U — X d’un ouvert deC™ vers X, le fibré en droites
hermitieny* £ surU est muni d’'une métrique lisse (resp. & courbure positive).

On commettra aussi I'abus de langage consistant a écrirejégant un fibré en droites
hermitien sur un espace analytique complexe, le cousdi) est positif. Cela signifiera que la
métrique est donnée par une fonction continue et psh.

1.3. Métriques adéliques

SoientX une variété projective sur un corps de nombres £ un fibre inversible suX .

La géométrie d’Arakelov considere alors la donnée d’'un modele projectif etXplaur
'anneauo,s des entiers d’'une extension finké de &, d’un fibré inversiblel sur X dont la
restriction a la fibre générique est une puissancé det d'une métrique hermitienn&> sur
X (C), supposée invariante par la conjugaison complexe.&it une place finie de&, on déduit
du modéle entier une norme-adique sur les fibres dé en décrétant que les sections entieres
enw ont une normeg< 1. Si pour toute place dek, les métrigues-adiques aux places de &’
au-dessus de sont invariantes par les groupes de Galois locaux, une telle donnée détermine une
collection de normes-adiques suL, appeléenétrique adélique algébriquair L.

Plus généralement, on dit ([34], 1.2) qu’une collectipn) de normes-adiques sur les fibres
de £ est unamétrique adéliqus’il existe une métrique adélique algébrique) sur L telle que :

— pour toute place, le rapportr, /p, est une fonction continue bornée sXitk, ), invariante

sous l'action deGal(k, /k,) ;

— pour presque toute place non archimédienng = p,.

Une suite de métriques adéliqu@s, ,,)», converge vers une métrique adélique) si pour
presque tout, la suitep,, , = p,,, €t Si pour touw, la suitelog(p, »/p.,) converge uniformément
vers0.

En géométrie d’Arakelov, les métriques adéliques qui interviennent sont limites de métriques
adéliques algebriques particulieres : on dit qu’une métrique adelique algébriguem@s(resp.
semi-positivesi, avec les mémes notations que ci-desSest ample suX (resp. a un degrg 0
sur toute courbe contenue dans une fibre vertical& ¥let si la forme de courbure déen les
places archimédiennes est strictement positive (resp. positive ou nulle). Une métrique adélique
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POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 793

est diteample(resp.semi-positivisi elle est limite de métriques adéliques algébriques amples
(resp. semi-positives).

Le produit tensoriel de deux métriques adéliques définit encore une métrique adélique; de
méme, la métrique adélique duale est définie naturellement. On dit ainsi qu’'une métrique
adélique(p,) sur L estintégrables’il existe deux fibrés inversibleg; et £, sur X munis de
métriques adéliques semi-positivgs ,) et (p2,,) tels quel = L1 @ LY et p, = p1,, ® pgﬂ,
(cf.[34], 1.3). On notera courammefitpour désigner la donnée d'un fibré inversidlet d’'une
métrique adélique sut.

1.4. Hauteurs

Ces métriques adéliques permettent de définir des nombres d’intersection arithmétique et
la hauteur des sous-variétés. En effet, Zhang étend dans [34] la théorie de lintersection
arithmétique de Gillet—Soulé ([12]pir aussi [28] pour une introduction et [7] pour un exposé
détaillé des hauteurs dans ce point de vue). Il prouve en effet qije(sourl < i < dimV + 1)
sont des fibrés en droites sir munis de métriques adéliques semi-positives at st une
sous-variété fermée d€, les nombres d’intersection arithmétique

(Gi(L1) - E (Laimver) | V)

(calculés a l'aide d’une désingularisation génériqueds d’un modeéle entiefl/, (Ei)), comme
dans [7], 2.3, si ce n’est que nous ne nous intéressons qu’au degré arithrrTéﬁqiml’élément
calculé danoc.cit) convergent lorsque les métriques adéliques@empprochent celles de%

([34], Th. 1.4). La limite, indépendante de la suite approximante, est notée naturellement

(¢(L1)--E(Laimvs1) | V).

Si V est fixé, cela définit une application linéaire en chacun des fibrés, ce qui permet d’étendre
la définition a tous les fibrés en droites munis de métriques adéliques intégrables.

Lorsque£ est un fibré en droites gros (ce qui veut dire gwél)d™X > 0) muni d’'une
métrique adélique semi-positive (voire intégrable), on définitdateur del” relativement &
par la formule

1
hz(V) = (dimV + 1) deg, V

Siz € X (k) estun point rationnel, on a

(/C\l (Z)dim V+1 | V) )

hz(@)=— Y [k:Qulog]sllo(@);

places v de k

cette expression étant indépendante du choix d’'une section nonsraille,. Cette derniére
formule a un sens <€ est un fibré en droites muni d’'une métrique adélique quelconque et la
fonctionh est alors un représentant de la hauteur de Weil gour

Un théoreme fondamental de S. Zhang relie les hauteurs des points et celles des sous-variétés
de X pour un fibré en droites muni d’une métrique adélique amplé &t un fibré en droites
sur X muni d’'une métrique adélique intégrable, on note

pz(X)= inf_hx(z) et ez(X)=sup inf hx(x).
zeX (k) YCX x¢Y (k)

Ce sont des éléments feU {—oo} et R U {400} respectivement.
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794 A. CHAMBERT-LOIR

THEOREME 1.5 (cf. [34], Th. 1.10). — Soit £ un fibré inversible gros muni d’une métrique
adeélique semi-positive et tel que-(X) # —oo. Alors, on a l'inégalité

ez(X) > hs(X) > ﬁ (ez(X) + (dim X)p#(X)).

Démonstration— Ce théoreme est prouvé dans [34] lorsque la métrique adélique est ample (ce
qui implique quéuz > —00).

Soit m: X — X une desmgulansatlon générique dé et M un flbre inversible muni
d’'une métrique adélique ample sit. Poura € N*, soit M, = =L @ M; c’est un fibré
en droites ample suX muni d’'une métrique adéligue semi-positive. D’apres le théoreme
d’approximation 3.6.1 de [21]M, est un fibré inversible muni d’une métrique adélique ample.
On peut lui appliquer le théoreme 1.10 de [34], d’ou l'inégalité

(1) (%) 2 g (0) 2 T (e () + g (X)),

Or, en utilisant la multilinéarité des produits d’intersection, on voit que lorageead verstoo,
(1) a= 4 Xey (74 L% @ M)HmX converge verse (7 L)1 X = ¢;(£)4mX daprés la
formule de projection;
(2) de mémea—l‘dimx( L L2 @ M) HHdim X | X) converge vergc,; (£)'+4m X | X);
(3) commeyz # —o0, a” MM_Q tend versuz;
(4) etfinalement, puisque est blratlonnela‘leM tend verse;
Lorsqu’on divise les trois membres de 'inégalité (T) pagt qu on fa|t tendrer vers+oo, on
obtient I'inégalité souhaitée.

1.6. Théorie de Bedford—Taylor

En un certain sens, la théorie des métriques adéliques est une complétion de la théorie
d’Arakelov usuelle, en tout cas en ce qui concerne des produits de premiéres classes de Chern
arithmétiques. Elle fait intervenir des limites d’intégrales de formes différentielles positives et le
fait remarquable est que la limite de ces formes existe souvent en tant que courant.

PROPOSITIONDEFINITION 1.7.— Soientl; (pourl < j < d) des fibrés en droites sur une
variété projective complex& de pure dimensiod, munis de métriques hermitienne continues
wj que I'on suppose limites uniformes de métriques hermitienngsisses a formes de courbure
positives.

Soit 7 : X — X une résolution des smgulantes de (i.e. un morphisme birationnel propre
tel queX est lissg. Les formes d|fferent|eIIeA i ci(mL;, mwj k) sur X convergent vers un

courant positif ferme SuX. Son image parr, est une mesure sut indépendante du choix de
X.Onla note/\ 1¢1(Lj,w;); cette expression est linéaire symétrique enles w;).

Si tous les fibrés sont égaux(4,w), on définit ainsic; (£,w)? qui est une mesure positive
sur X. Si elle donne & une mesure non nulle, on notera ,, I'unique mesure de probabilité
proportionnelle &c; (£, w)?.

Démonstration— C’est essentiellement une reformulation des résultats de Bedford—Taylor et
Demailly (cf. [1], [11]) sur I'opérateur de Monge—-Ampére. Commencons par prouver le résultat
concernant la limite de courants skir Le probleme étant local, quitte a choisir une partition de
l'unité finie de X, il n’est pas restrictif de supposer que les fibfgssont triviaux. Les meétriques

4® SERIE— TOME 33 — 2000 N° 6



POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 795
w; etw; , correspondent alors & des fonctiang(continue) etu; ;. (lisse) surX via la formule
wi(f)(@) = f(x)] e
De plus,uy,; converge uniformément vets surX et
ci(m* Ly, m*w;j k) = ddu; k.

D’apres, par exemple, le corollaire 2.6 de [11], le prod\ljltzl(ddcuj,k) converge au sens des

courants vers un courant positif fermé, n¢{§:1 (dduy), surX. Comme il est de degr@l, d),
c’est une mesure.

Pour démontrer que I'image de cette mesureX@st indépendante du choix de la résolution
des singularités choisie, remarquons qu’on peut «coiffer» deux résolufions X et X — X
par une tr0|S|emé(3 — X1 xx xX» — X. Il suffit alors de demontrer que la mesure calculée
surX3 poussée SUX, est €gale a la mesure calculée Sar. 1l est clair gu’elles coincident
la ol X5 — X, estun isomorphisme. Le complémentaire dansest un fermé algébrique de
dimension< d; c’est un ensemble pluripolaire qui est donc de mesure nulle pour la mesure
(dd“u3)?, voir par exemple [15], proposition 4.6.40

Les mesures données par la proposition précédente apparaissent naturellement en géométrie
d’Arakelov. C'est dans le travail de V. Maillot [21] sur la géométrie d’Arakelov des variétés
toriques qu’elles ont été introduites pour la premiére fois de maniere générale.

Nous utiliserons le calcul suivant :

PROPOSITION 1.8. — Soient X une variété projective définie sur un corps de nombres
k c C et L un fibré en droiteggro sur X muni d'une métrique adélique semi-positive. Soit
f:X(C) — R une fonction continue. On suppose qu'il existe un fibré inversible ample métrisé
M sur X dont la métrique hermitienne sous-jacente a une courbyi@1) positive et tel que
c1(M) + dd°f est un courant positif. Définissons le fibré inversible métdgéf) commel
mais dont la métrique hermitienne a la place infihie~ C est multipliée paexp(—c¢f).

Le fibré L(cf) est alors intégrable et la hauteur d&¥ relativement a ce fibré vérifie le
développement limité

hz g =hz(X) +¢ / frz+0(e2).
X(C)

Démonstration— L'existence deM montre que le fibré trivialDx (¢ f) dont la métrique
adélique est multipliée parxp(—cf) est intégrable. Ainsi, par produit tensorigl(c f) est
intégrable. Comme le produit d’intersection des fibrés en droites munis de métriques adéliques
intégrables est multilinéaire, on a I'égalité

(@LEnNmH | X) = > .

dim X +1 (dlmX+1
£
k=0

) (Cl (@(f))k/c\l (Z)dirrlX+1—k | X)
Compte tenu de la définition d€ X), il suffit, pour établir la proposition, de prouver I'égalité

(/C\l (@(f))/c\l (Z)dimX | X) = / fcl(Z)dimX.
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796 A. CHAMBERT-LOIR

Mais cette derniére égalité est vraie lorsque la métrique adélique est algébrique (c’est la
formule a(n)z = a(nw(z)) de [28], lll, 2.3.1); la hauteur est définie par passage a la limite

en approchant la métrique adélique par des métriques algébriques, de méme que la mesure dans
la définition 1.7. O

2. Métriques adéliques canoniques sur les variétés abéliennes

Une partie des résultats de ce paragraphe est bien connue des spécialistes. Les précisions qu’on
peut y trouver nous seront néanmoins utiles dans la suite de ce texte.

Soit A une variété abélienne sur un cokp$Sic € A(k) estla section neutre, dibré en droites
rigidifié sur A est la donnée d’un fibré en droit€ssur A et d’un élément non nul dé|. (c’est-
a-dire d’'un isomorphisme* L ~ Ogpec1). Si I'on se donne deux fibrés inversibles rigidifiés
isomorphes, il existe un unique isomorphisme, dit rigidifié, qui respecte les rigidifications.

Si £ est un fibré inversible sud, on noteCube(£) le fibré inversible suri®> donné par

PiasL @ Pi, L @pis L7 @ p5 L7 @ piL @ psL @ piL,

ol p; désigne le morphismd? — A donné par la somme des composantes d’indices contenus
dans!. Si £ est rigidifié,Cube(L£) est canoniquement rigidifié et le théoréme du cube implique
alors que, pour tout fibré en droites rigidifié, il existe un unique isomorphSue (L) ~ O 4»
compatible aux rigidifications ; cet isomorphisme sera appelé isomorphisme du cube.

De mémeCarré(L) est le fibré inversible sud? défini avec des notations analogues par

P LOpiL @psLt

Lorsquecl estrigidifié,Carré(L) I'est aussi et s est algébriquement équivalent a zéro, il existe
un unigue isomorphisme rigidifi@arré(L) ~ O 42, appelé isomorphisme du carré.

LEMME 2.1.-Soit A une variété abélienne sur un corpset £ un fibré en droites rigidifié
sur A muni d’un isomorphisme rigidifié

@:[n]*L~L?

pour deux entiers etd > 2.

On suppose que

— soitk est un corps valué e est muni d’une métrique-adique,

— soitk est un corps de nombres £test muni d'une métrique adélique
et on suppose que cette métrique est telle que I'isomorphisest une isométrie.

L'isomorphisme du cube est alors une isométrie.

Si L est algébriquement équivalent a zéro, on a la méme assertion avec I'isomorphisme du
carre.

Démonstration— Qu’un morphisme de fibrés en droites métrisés soit une isométrie se vérifie
place par place. Il suffit donc de traiter le caskoéist un corps valué.

Soit s € I'(A3,Cube(£)) I''mage de la sectionl par lisomorphisme du cube. Alors,
o = [n]*s/s? est une section globale rigidifiée du fibré inversible rigidifié* Cube(L) ®
Cube(L£)~4. Comme induit une isométrie de ce fibré inversible avec le fibré inversible
trivial (muni de la métrique trivialg|1|| = 1), la norme des est constante, égale & Soit
f(x) =log||s||(x). C’est une fonction continue bornée sditk) telle que pour tout: € A(k),

4® SERIE— TOME 33 — 2000 N° 6



POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 797

f(nz) =d f(z). Comme la multiplication pam est surjective sur(k), on en déduit que
inf f =dinf f, sup f =dsup f.

Commed > 2, inf f = sup f = 0. Autrement dit,s est de norme constante égalel det
l'isomorphisme du cube est une isométrie.
L'argument pour I'isomorphisme du carré est identiques

Pour tout fibré en droite rigidifié sur une variété abélienne qui est symétrique ou antisymé-
trique, il existe un unique isomorphisme*£ ~ £ avecd = n? ou d = n suivant les cas. Le
théoreme 2.2(b) de [34] implique alors I'existence de métriques rendant ces isomorphismes des
isométries. Le lemme précédent implique donc que tous les fibrés en droite rigidifiés sur une
variété abélienne sur un corps valué (resp. sur un corps de nombres) disposent d’'une métrique
canonique qui rend les isomorphismes du cube ou du carré une isométrie.

Si £ est ample et symétrique, il est bien connu ggeest la hauteur de Néron—Tate stifk)

associée &, hauteur que I'on note auslAs't.

COROLLAIRE 2.2.— SoitA une variété abélienne sur un corpgjui est soit un corps valué
soit un corps de nombres. Soighet Q deux fibrés en droites rigidifiés suf, £ étant ample et
Q algébriqguement équivalent & zéro. Spit A(k) tel que, notant, : A — A la translation par
g dansA, on ait

pr(@)=t;L0 L7 =Q.
Alors, il existe une isométrie canonique compatible aux rigidifications

O~ LR L' RL Y,

Démonstration— NotonsQ’ le fibré métrisé du membre de droite. Il est rigidifié grace a la
présence du troisieme terme si bien qu'il suffit de prouver qu’il vérifie le théoreme du carré avec
métrique. Or,

Carré(Q) =p},Q ©p; Q' @p; Q!
=phati LR P L @piti L7 @psti L @ pi LR ps LR L],
:Cube(Z)|A2X{q} =0 4. O

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombresi £ est un fibré inversible rigidifié,
symétrique et ample sut, la métrique adélique canonique stiest elle-méme ample en vertu
du théoréme 2.2 de [34]. Lorsqueest algébriquement équivalent a zéro, le corollaire précédent
implique que la métrique adéliqgue canonique est intégrable. Le fait qu’elle soit méme semi-
positive dépend d’une construction algébro-géométrique plus précise dont Michel Raynaud et
Klaus Kinnemann m’ont donné deux démonstrations différentes. Il faut en effet trouver un
modéle semi-positif (d’une puissance) desur 'anneau des entiers d’une extensiorkdéux
places de bonne réduction, cela ne pose aucun probléeme, de méme aux places infinies ou la forme
de courbure de la métrique hermitienne canonique est nulle. Aux places de mauvaise réduction,
il faut montrer qu’une puissance deposséde un modeéele numériquement équivalent a zéro.

LeEmME 2.3 (Kinnemann).-Soit R un anneau de valuation discrete dont le corps des
fractions k est de caractéristiqué. SoientA une variété abélienne sur et Q € Pic’ A un
fibré inversible algébriqguement équivalent ur A. Alors, il existe une extension fini¢ dek,
un schémal propre et plat sur la cl6ture intégral&’ de R dansk’, et un fibré en droite® sur
Atels que

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



798 A. CHAMBERT-LOIR

~ A®p k' = Ao k' etQ@p K estune puissance 1 de Q; -
— pour toute courb&' contenue dans la fibre spéciale dele degré deQ sur C est égal &.

Démonstration— En fait, K. Kiinnemann démontre dans [17], lemme 8.1, que ceci est vrai
pour toute variété projective lisse sirqui admet un modéle régulier s, et tout cycle
algébriguement équivalent @ Il démontre dans [18] (théoremes 3.5, 4.2) que les variétés
abéliennes admettent un modeéle régulier quitte a effectuer une extension finie de

Remarque2.4. — Quelques remarques tout de méme sur ce lemme. Remarquons pour
commencer qu'il est vrai lorsque la variété abélienne a potentiellement bonne réduction : sur
une extensiont’ telle queA ®y k' a bonne réduction, on choisit podrle modéle de Néron de
A® k' ; c’estun schéma abélien et tout fibré en droites algébriquement équivalsnt &a fibre
générigue se prolonge en un unique fibré en droites algébriquement équivdl@ntdstence et
propreté du schéma abélien dual). _

Il est aussi vérifié si la variété abélienne est une courbe elliptique : on peut choisid peur
modéle minimal régulier et I'étude de la matrice d’intersection de la fibre spéciale montre que
tout diviseur de degrés’étend en un unique diviseur (& coefficients rationnels) qui est de degré
sur chaque composante irréductible de la fibre spéciale.

Dans le cas général, Kinnemann se raméne au cas des courbes en utilisant le fait qu’un
fibré en droite algébriquement équivalent grovient via une correspondance d’'un fibré en
droite de degré sur une courbe projective lisse, quitte a faire une extension des scalaires.
Pour les courbes, le méme argument concernant la matrice d’intersection de la fibre spéciale
fournit I'extension voulue. L'existence d’'un modele régulier ou la théorie de I'intersection de
Fulton puisse s’appliquer permet d’étendre cette correspondance et donc d’obtenir I'extension
recherchée.

Appliguée a une courbe elliptique, la formule de Faltings—Hriljac exprime I'auto-intersection
d’un diviseur d’Arakelov de degr® en fonction de la hauteur de Néron—Tate du point
correspondant. Sur une variété abélienne, elle admet la généralisation suivante.

THEOREME 2.5. — SoientA une variété abélienne sur un corps de nombireg et Q deux
fibrés en droites rigidifiés suf munis de leurs métriques adéliques canoniques. On suppose que
L est ample symétrique @ algébriquement équivalent & zéro. Spit A(k) un point tel que
Q=vrc(q) (=t;LxL71).

Alors, pour touta € {0,...,1+dim A}, a#2,0na

( (@) ( )1+d1mA a|A) _0

tandis que pour =2, 0n a

2

dim A7
dm A c1(£) he(q).

(&1 (& (L) mA  A) = -
Démonstration— Notonsg = dim A et soitf la fonction polynomiale définie par
- 1 « g+1 _
(2.1) fl@) = (&u(L) + 21 (Q)) 7" —Z< . ) &1(Q) % (L) +dimA-a,
a=0

On commence par rappeler que
G (Z)1+g =0;
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en effet, lorsqu’on remplacg par|[2]* £, ce nombre est multiplié par+9 puisque2]* L ~ et
aussi par car le degré de la multiplication parest49. (Le méme argument permet de prouver
la nullité des expressions du théoréme pot# 2.)

CommeQ = ¢, (q), le corollaire 2.2 implique que poure Z,

2€1(Q) =C1(t7,L) — 1(L) — 7C1(Llzq),
our: A — Speck est le morphisme structural canonique. Ainsiy gst entier,

Fla) = (1(t3,L) — 71 (L))"
g+1

=X (T v @, 2 e E
a=0

d’apres laformule de projection. @, (£)9+1 ¢ S'interpréte comme un élémentaﬁ-‘?“*“(/l)
si bien quer.c; (£)9172 est nul sia # 0 et sia # 1. Poura =0, on a

deg (C1(t5,L)7Y) = (G1(t5, L) | A) = (Gu(L)9H! | tuguA) = (G1(L)7H! | A) =0.
Poura = 1, 7,c1 (L)Y appartient fﬁO(Spec o)) et s'identifie &, (L£)?. Par suite,

+1

2) ) =7

= —(g+1)e1(£)hz(wg)
= —(g+1)e1 (£) bz (g) - 2.
En comparant les formules (2.1) et (2.2), on obtient le théoreme.

) 4] (ﬁ)gd/e?ga (Z|zq)

3. Hauteurs normalisées sur les variétés semi-abéliennes

3.1. Compactifications équivariantes

On considére un schéma semi-abélien
1-T—-G—=A—=0

sur un schéma' (disons, noethérien, séparé; rapidemehsera le spectre de I'anneau des
entiers d’'un corps de nombres). Fixons une compactification équivaiianteX du tore (ainsi,

X est uneS-variété torique). On supposera toujours gXieest projective lissesur S. Alors,
I'image directe de&= par le morphismé@ — X définit unS-schémad, ainsi qu’'un morphisme
7:G — A propre (c’est une fibration dont les fibres sont, localementispour la topologie de
Zariski, isomorphes X) ; cf. par exemple [6], 10.2, Lemma 6.

De maniére plus élémentaire, dans le cas ou le Toest déployé sufs, un isomorphisme
T ~ G! nous fournit fibrés en droites sud, algébriquement équivalent9anotés’, ..., L;.
Alors, siT — X est donné par un éventail (régulie®)de R?, on peut décrires en recollant
des sous-schémas de fibrés vectorielssde la forme

(@lee))
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Remarque3.2. — Dans ma these [8], j'ai traité le cas ®U= G,,. LorsquesS est le spectre
d’un corps de caractéristique P. Vojta fait cette construction dans son article [32]. Auparavant,
J.-P. Serre [27] avait considéré la compactificativfy — (P!)!. Voir aussi Knop-Lange [16],
toujours lorsques est le spectre d’'un corps. Dans un travail récent avec Yuri Tschinkel [9], nous
introduisons la notion de torseur arithmétique qui éclaire particulierement ces constructions de
hauteurs dans des situations fibrées.

L'action deT" sur X se prolonge en une action: G x G — G. On dispose aussi d§-
morphisme<y — G, notésin|- qui prolongent la multiplication pat: G — G.

3.3. Fibrés en droitesG-linéarisés

CommeX est lisse, tout diviseur d& invariant par I'action d&” définit un unique faisceau
inversible£ sur G, G-linéarisé au sens que gi, p» (resp.m) désignent les deux projections
(resp. la loi d’addition)& x¢ G — G, on a un 1 isomorphismep;, m)* L =~ (p1,p2)* L astreint
a une relation de compatibilité s x s G x g G. (Autrement dit, on dispose d’isomorphismes
compatibles, pour € G etg € G, L,.,, ~ L,® L,.) En particulier, la restriction d& a la section
unité deG est munie d’une trivialisation canonique. De méme, on dispose d’'un isomorphisme
canoniquen|=L ~ L&

Desormals on se place sur le spectre d'un corps de norhbres

PROPOSITION 3.4. — Tout faisceau inversibles-linéarisé £ sur la compactificationG
possede une unique métrique adélique telle que, pour tout entierl, I'ilsomorphisme
canoniquen| =L ~ L®™ soit une isométrie.

Démonstration— Fixons un entiem > 1. S. Zhang a montré ([34], Theorem 2.2) qde
posséde, pour toute placede k, une unique métrique-adique continue et bornég||, telle
gue I'ilsomorphisme canoniqqe]*aﬁ ~ L@ soit une isométrie en.

Il faut montrer que la collection des métriquigd = (||-||.).» est une métrique adélique. Il
suffit de vérifier que la collection de métriques obtenue provient pour presque toute place
modéle entier sur un ouvellt du spectre de I'anneay, des entiers dé. Pour cela, il suffit de
démontrer les quatre points suivants :
la compactification équivarianté se prolonge en un schéma propre et platsurU ;
le morphismén|~ se prolonge en un morphisme Gy — Gy :
le faisceau inversibl€ se prolonge en un faisceau inversildle surGy ;
lisomorphismdn]* £ ~ £L®" se prolonge en un isomorphisméL; ~ ﬁ%”.

En effet, ce modéle entier définit pour toute placge & qui domineU une métriquey-adique
canonique; les propriétés ci-dessus impliquent que cette métrigd&ue rend I'isomorphisme
[n]* L ~ L®™ une isométrie, ainsi qu'il fallait prouver.

Il existe alors un ouvert/ de Spec oy, tel que :

— lak-variété abéliennel se prolonge en un schéma abélién surU ;

— le k-toreT se prolonge en un torE; surU ;

— lavariété torique (liss€) — X se prolonge en ung€-variéteé torique lissé€y — Xy.

Alors, I'extensionG € Extépeck(A,T) se prolonge en une unique extensiGp de Ay par

Ty. Le résultat est bien connu 8l = G,,, (existence du schéma abélien dual); il s’en déduit
immédiatement pour un tore déployé puis par descente au cas d'un tore quelconque. Puis, la
compactification équivariant€ se prolonge en une compactification équivariafite du U-
schéma semi-abéligH;; .

On peut de plus supposer gdeprovient d’un diviseur effectif/-invariant surX ; alors, ce
diviseur s’étend en un unique diviseliy;-invariant surXy, puis en un unique diviseury -
invariant surGy;. Ainsi, £ se prolonge en un unique faisceau inversible-linéarisé Ly, sur
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Gy. On dispose ainsi d’un unique isomorphismg.—Ly ~ L™ qui prolonge l'isomorphisme
U
analogue su$pec k.

Montrons maintenant que ces métriques adéliques ne dépendent pas du choix de:l'entier
Sin > 2, notonsy,, 'isomorphisme canoniqubz]*aﬁ ~ L% Sim etn sont deux entiers 2,
l'isomorphisme

PO ([mpn) : [mnl5L ~ [m]* L5 ~ O™
est égal ap,,,,,. MunissonsC de la métrique adélique définie par I'entiern. Fixons une place
v de k. Les logarithmes des normesadiques des isomorphismes,, ¢, et @,,, sont trois
fonctions continues bornégs, f,, et f,., deG(k,) dansR telles que pour tout € G(k,),

nfm(x) + fn([m]x) = fmn(x)'

Par définition de la métrique adélique définie par I'entier, f.,, = 0. Il en résulte que pour
toutx € G(ky),

) = == fufma) = — fou((mn]2)

par symétrie. Commg,,, est bornée etan > 2, on en déduiff,,, = 0 puis f,, = 0. Autrement dit,
les isomorphismeg,, ety,, sont des isométries des gdesst muni de la métrique qui rend,,,,
une isométrie. Comme il existe une unique métrique qui rendine isométrie, les métriques
v-adiques surLZ, puis les métriques adéliques, ne dépendent pas du choix de I'entier

Remarque3.5. — Dans le cas ol = 0 et X = P?, cette métrique est une des métriques
usuelles suOp(1) : si P € k(xo, ..., xz,) esthomogene de degré

|P(J)O,---7xt)|
Pl(xo:--1my) = ’
|| H( 0 f) max(|xo|,~-~a|$t|)

Plus généralement, toujours quadd= 0, elle a été considérée de maniere approfondie par
Maillot [21] dans son étude de la géométrie d’Arakelov des variétés toriques. Qliaasd
quelconque et = 1, doncX = P!, je I'ai utilisée dans [8].

PROPOSITION 3.6. —Si £ provient d’'un diviseur invariant ample suk, cette métrique
adélique est de plus semi-positive. En particulier, les métriques adéliques fournies par la
proposition3.4 sont intégrables.

Démonstration— Quitte a faire une premiéere extension des scalaires, on peut supposer que le
tore sous-jacent&@ est déployé. Soient alogg; des fibrés en droites algébriquement équivalents
a 0 sur A qui définissent la variété_semi-abelienGe D’apres le lemme 2.3, il existe une
extension finiek’ de k, des modélesl; de A sur Specoy/, un entierV > 1 et des modeles
Q; des Q?N sur A; qui sont de degré sur toute courbe contenue dans une fibre verticale.
Quitte a considérer le produit fibré dels au-dessus dBpec oy, NOUS POUVONS SUpposer que

tous lesA; sont égaux &.

Soit G’ la variété semi-abélienne image @epar I'image directe via le morphisnﬁm T.

Par leA-morphisme naturely — G’ d’élévation & la puissandg dans les fibres{®" s’identifie
isométriguement a l'image réciproque d'un fib€é sur G7. Il suffit ainsi de montrer que la
métrique adélique sut’ est semi-positive. B
Soit G le 0;,-modeéle deG” obtenu en recollant des sous-schémas de fibrés vectoriels sur
de la formeV (P, (®); Q")) Soit £ le modéle entier d&’ induit par le méme diviseuf-
invariant Dx sur X que celui qui définitC. D’aprés la théorie des variétés toriques, il existe
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alors des diviseurd), T-invariants surX linéairement équivalents a un multipte Dx tels
que(), D, = 0. SurG, on dispose de diviseuf®,] induits par lesD, dont I'intersection est
vide. (En effet, les cycle§-invariants sur une variété toriqgue ont une description purement

combinatoire en termes de I'éventail. Dans la famile— A, toutes les fibres sont décrites
par le méme éventail et possedent donc la méme combinatoire.) De plus, il existe paurrout
fibré en droite€d, sur.A de la forme®, Q" tel queL’ = O([D]) © 7% Qs.

Soit C' une courbe contenue dans une fibre vertical&Zd&oit s tel queC ¢ [Ds]. Alors
deg O([Ds])|c = 0 et puisque Ier sont de degré sur I'imagen(C) deC dansA, on a

deg[:|c >0

De plus,L’ posséde une métrique hermitienne dont la forme de courbure est positive ou nulle :
il suffit de noter que du point de vue différentiel hermitien, la fibratibn- A est localement un
produit, un fibré en droites algébriguement équivaleénser une variété abélienne étant plat. On
recopie alors la preuve de [34, 2.3] en remplacant le mot «<ample» par «semi-positif».

3.7. Construction des hauteurs normalisées

Considérons un fibré inversibl@-linéarisé£ sur G, relativement ample sud, muni de sa
métrique adéliqgue canonique. Alors, pour tout fibré inversible ample symétridusur A,
L ® 7 M est ample. (C’est une conséquence du fait que les fibre§ de A sont toutes
isomorphesyoir [31], Lemma 3.1.) En munissano¥t de la métrique adélique définissant la
hauteur de Néron—Tate sur comme dans le paragraphe 2, on obtient une métrique adélique
semi-positive canonique sir® =* M, et donc une fonction hauteur sur les sous-variétés.de
CommeL ® 7* M est ample, sa restriction aux points est un représentant d’'une hauteur de Weil
surG(k).

DEFINITION 3.8.— Cette fonction, attachéd® — X, £, M), sera appeléeauteur norma-
lisée On la notehz, .+7 eth lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité possible.

Lorsque la variété toriqu — X choisie pour compactifigr est une variété de Fano, on peut
choisir pourZ le fibré inversible associé au complémentairddgansX qui est un diviseuf -
invariant relativement ample (diviseur anticanonique relatif). Dans ce cas, la hauteur normalisée
ne dépend plus que d’'une compactification équivariante du tore et d'un faisceau inversible ample
symétrique sur la variété abélienne. Les deux exemples classiquement uliljsés (P!)9 et
GY, C PY) sont d'ailleurs dans ce cas.

Il résulte de la définition des métriques adéliques canoniques que la hauteur normalisée d’'un
pointz € G(k) relativement & ® 7* M vérifie pour tout point: € G(k) et tout entiem > 1 la
relation

hZ®7r*M(["]G$) = hz([n]gz) + hm(w([n]gx)) =nhz(x) + thH(W(x)).
On a alors le lemme suivant :

LEMME 3.9.— Pour toutz € G(k), on ahz(x) > 0. Ainsi, pour tout: € G(k), h(z) > 0; on
a de plus égalité si et seulementrsést de torsion.

On notera que ce lemme implique que pour toute sous-vakiétie G rencontrant, on a
legalité ez, . 77(X) = 0.
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Démonstration— CommeL est représenté par un diviseur contenu dansG, toute hauteur
de Weil attachée & est minorée su6/(k). La propriété de normalisation implique alors que
pour toutz € G(k), hxz(x) > 0.

Commeh—; est la hauteur de Néron—Tate sdirelle est positive, ce qui impliqu?a(x) > 0.

Si de plusr € G(k) est de hauteur normalisée nulle, on voit dug((r)) = hz(z) = 0. Par

suite, tous les itérés, [2]x, etc. sont de hauteur nulle. Comniex 7* M est ample et qué
est un représentant de la hauteur de Weil pour ce fibré, le théoréme de Northcott implique qu’ils
forment un ensemble fini. Cela implique quest de torsion. La réciproque est clairex

Remarque3.10. — Lorsqué = 1 et X = P!, D. Bertrand donne dans [2] une décomposition
de la hauteur relative d’un point comme une somme de hauteurs locales, toutes positives ou
nulles. En général, st est représenté par un divisetrinvariant effectif dont le support ne
rencontre pass, on peut vérifier que sa section canonique est de norme inférieure ou éigale a
en toute place.

La proposition suivante résume les propriétés des hauteurs normalisées vis-a-vis des mor-
phismes de multiplication par un entier positif.

PROPOSITION 3.11. — SoientV une sous-variété dé etn un entier> 2.
(1) Si[n].V désigne lecycleimage directe dé” par le morphisme de multiplication par,
on a pour tous entierg etb positifs tels que: + b = dim V' + 1 I'égalité

(Cu@)* e (7 M)? | [n] V) = n T2 (E (L) 1 (" M)? | V).

(2) Si¢ est un point de torsion d€ etV une sous-variété dé, alorsV et + V ont méme
hauteur normalisée.

Démonstration— (1) C'est la formule de projectionf.[7, 2.3.1, (iv)] dans le cas de métriques
adéliques algébriques; le cas général s’en déduit par approximation.

(2) Soitn un entier> 2 tel quen|q¢ = 0. Commeln].V = [n].({+ V), laformule précédente
implique I'égalité des degrés arithmétiques. Conimet ¢ + V' ont méme degré géométrique,
I'égalité des hauteurs en résulte

4. Un exemple

Dans ce paragraphe, on calcule explicitement quelques-uns des invariants introduits plus haut
pour une variété semi-abélienne compactifiée a I'aide du plonge@ient P*.

On se fixe ainsi un corps de nombigsune variété abélienng de dimensiory définie sur
k, un fibré inversible ample et symétriquel sur A et ¢ élémentsq,...,q de A(k). Pour
ie{l,...,t}, on poseQ; = prm(q;) =t; M ® M~'. Tous ces fibrés en droites sont munis
de leur métrique adélique canonique.

SoitG la variété semi-abélienne

G:=[I(v(e!)~{o}).

(Le produit est relativement 4. Un point deG est la donnée d'un point € A et pour tout;,
d’un élement non nul d&;|,.)
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En explicitant la construction d@ faite au § 3, on peut identifie¥ au fibré projectif
G=P(O 09/ ®-® Q)

dontun pointestla donnée d’'un point A etd’éléments nontous nuls d&|,, Q1la,- - -, Qt|a-
Notonsr: G — A la projection canonique.

Lest + 1 diviseursG! -invariants deP! définis par la nullité des coordonnées fournissent des
diviseursDy, ..., D, surG. Les fibrés inversibles correspondants seront ngigs. ., £,. De
plus, onapourtout l'égalité D; — Do ~ ¢, (7* Q;) dansCH' (G) (cf.[13, Chap. V, Prop. 2.6]).
Si les £; sont munis de leur métrique adélique canonique, il est aisé de vérifier que I'égalité

précédente est vraie avec métriques : pourtaufl,... ¢},
¢ (L) =t1(Lo) +7C1(Qy).

On noteraa; =7¢1(L;). Posons aussi

t
9=, «q= Z(Iz et L= ®£ J/SARE=F aro)
=1

PROPOSITION 4.1. —Pour toute famille de fibrés en droiteg; (1 < j < g) munis de
métriques adéliques intégrables sulr on a

t
DO.DI...Dt.Hel(f):

Démonstration— Choisissons des modélﬁs@-, etG = P(Og@ QNlV @---) surlanneaw
des entiers dé. Aux places archimediennes, munissonsdgsle leur metrique plate canonique.
Le cycle arithmétique; défini par I'annulation de 1&° coordonnée prolong®; et on peut
le munir d’un courant de Green canonique en muniséants Q; @ --- @ 9, de la métrique
hermitienne somme directe orthogonale. B

Comme les d|V|seursD s’intersectent propremenDo - Dy est représenté par un couple
(Z,g9z) € Zt“(G), ol Z € Z'*1(G) est un cycle supporté par l'intersection des et g un
courant de Green pour. Or, I'intersection desD; est vide, si bien queZ = 0. L'équation
dd®gz + 6z = wz, le fait quewz soit C> et I'ellipticité de dd® impliquent alors qu’il existe
un courant lissenz sur G(C) (c’est-a-dire une forme différentielle de tyge ¢) de classe
C*) et deux courants: et v de types(t — 1,t) et (¢t,¢ — 1) respectivement de sorte que
gz = az +0u+0v. Autrement dit, I'élément0, az) € it“(G) représente le produi®, - -

SoientF, . .. ,?g des fibrés en droites munis de métriques adélique&'s@n veut prouver
que le produit

€1(Lo) - -Ci(Ly) - Ca(Fr) - Cr(Fy) =0.

Par approximation, on peut supposer que les métriques adéliques stir $emt algébriques
données par des élémeﬁiséﬁ-'v) € @1(5) Soit(Z’, gz/) un représentant de leur produit.

Si I'on se donne des modéle€s, de G munis de deux morphismes, : G, — G et Uy
Gn— G qui étendent respectivement I'identité et la multiplication pate nombre a calculer
est la limite des expressions
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1 — * * 1 — * *
Pn ::Wdegwn(zﬂgz)'son(Zlng’):Wdegwn(oﬂaz)'son(zlﬂgz/)

1 — 1
= Wdeg(O,aZO[n]/\wzf):W /(aZO[n])wa
G(C)

d’aprées la formule 2.3.1, p. 63 de [28].

Le fait d’avoir choisi une métrique plate sur 185 a la conséquence suivante. SGit_ A(C)
un ouvert sur lequel le®; possédent une section de normeDu point de vue différentiel
hermitien, on peut alors identifier-* w )CG( ) au produitP?(C) x U(C). SurP?, le produit
d’intersection arithmétique analogllie; .Dy est représenté par un couple o), ol v est une
forme différentielle de typét,¢) surP*(C). La formeay s'identifie a la forme différentielle
«constante» induite par, etay o [n] surG(C) s'identifie de méme &]*«. La nullité de la
hauteur des variétés toriques pour les métriques adéliques canoniques ([21], proposition 7.1.1)
signifie exactement que

li ! *a=0
e [ Irle=0
Pt(C)

Par suite P, tend vers) quandn tend verst+oo, ce qu'il fallait démontrer. O

THEOREME 4.2. —Relative au fibré inversible métrigd® =* M, on a

E(@)z—ﬁ( Z (q— t+1)%)>

Démonstration— On veut calcule®, (£ @ 7* M)9Tt+1, L'égalité de cycle2].G = 229G
et la proposition 3.11 impliquent quesi ¢ + 2,

/C\l (Z)aﬁl (ﬂ_*ﬂ)g+t+l—a =0.
Ainsi,

g+t+1 —

aEen M = (77 e @ e

— (7713 ) @ va @)+ (n0) e (R

t+2
(TS (V) ervra@ e @) e ¢

("7 2 (157 v (@) o (@) (e

d’apres la formule de projection. On voit que dans cette somnfe4sk —a) + (g— 1) > g +1,
c’est-a-dire sia < t, le terme correspondant est nul. Il nous faut ainsi calculei (£o)®
poura=t, a=t+1eta=t+2 Ce sontdes éléments @&1°(A), CH'(A) et CH2(A)
respectivement.
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Le premier est en fait égal@a.c;(Ly)! = 1 (par exemple parce que le produit est représenté

numériquement par le cycle, - - - D,).
Utilisons maintenant la proposition précédente que I'on peut développer en

0=2(Lo)"* + @ (Lo)'n"e1(Q) + (L) ' (Za (@) @) i

i<j
Appliquantr, et utilisant la formule de projection, on obtient ainsi
me1(Lo) ™ = —¢1(Q),

tandis que si on multiplie pat (£,) avant d’appliquerr,, on trouve

N =

A = s = 1~ —~
m.C1(Lo) T2 =¢1(Q)* - ;C1(Q71)01(Qj) =-01(9)*+ 3 ;C1(Qi)2-
1<J =
(A proprement parler, on n’écrit ces égalités qu’aprés avoir multiplié les deux membres par
©1(Q)2¢ (M) poura +b=goug —1.) Il en résulte que

G (L @m Mottt
- (g ::5 1) ((t L)Q(H Dt 1ye @2 -+ 20+ 1)@

+(t+1)2= < +Zc1 Q) 2)>c1 (M)~

57T e (—a@Q e ;61@2)61%9—1

t t
1/g+t+1 ~ ~
—E(QH )<t+1>t+1c1(M>g(<t+1>ZhM<qi>—hM<Zqi>>
1=1 1=1
d’'aprés le théoréme 2.5. Ainsi, on a

G (L@ m Mottt
e o (e S i So))

Le calcul de I'intersection géométrique est plus facile. Commedgsont algébriquement
équivalents a zéro, tout se passe du point de vue numérique comme si I'on avait un produit et

g+t

(LT M) = ( )

)(t+ 1)fer(M)9.

Finalement,
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1 G (Ler M)+ttt
g+t+1 c(L@m*M)ott

1 (g+t+1D! gt (t+1)F e (M)9
g+t+1 glt+2)! (g+1)! (Et+1)tci(M)9

x ((t+1>§t:ﬁAj(ql) ~ <iq>>
- t+2<t+1 ; hM(Z%»

En utilisant la quadraticité de la hauteur de Néron—Tate, on a enfin

h£®7r “M (E)

Z (g— (t+1)g) = (t+ Dh(q) — 2(t + Dh(q) + (t + 1) Z

=(t+1) <(t +1) Zﬂ(qi) - ﬁ@))

si bien que le théoréme est démontré&
Le corollaire que voici acquerra tout son sel au paragraphe suivant.

COROLLAIRE 4.3.-0On aﬁ(@) < 0, avec égalité si et seulement si la variété semi-abélienne
G estisotriviale.

Démonstration— Comme la hauteur de Néron-Tate est définie positiveAfir) @ R, la
formule du théoréeme précédent montre @4@) < 0. De plus, on a égalité si et seulement si
h(g) =0 eth(q — (t + 1)g:;) = 0 pour touti, c'est-a-dire) = ¢ = (t + 1)¢; dansA(k) @ R.
Par suite, tous leg; sont de torsion dand(k), les fibrés en droite®); d’'ordre fini etG est
isotriviale. O

Remarque4.4. — On peut effectuer le calcul de la hauteur normalisée pour le fibré inversible
L= Ll oM
0<i<t

et, posant

@t

r=(nig+ - +nqe) — (no+ - +mny) 1

dansA(k) ® R, on obtient la formule

2
@)= (M) RE) - )

Ainsi, parmi les fibrés en droiteS-linéarisés métris_éE surG tels quel ® 7* M est de degré
donné, c’est le fibré anticanonique relatif qui donn@ Ea plus grande hauteur.

LEMME 4.5.-Ona

#z(@) = —max(Bad(q) max(Bu(g = (t+ 1)a) ).
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Démonstration— L'intersection ded); pour0 < i < t est vide. Par suite, il suffit de prouver
les égalités

fggt hze () = —hyz(q), ;2%1 hzo () = _hﬂ(q —(t+ 1)%‘)-

Compte tenu de l'isométrig; ~ L, ® 7*Q;, on a pourr € G(Q),

hZ(X)Tr*H(x) = (t + 1>h£_0(x) + h@('f((l’)) + hm(’]‘[‘(i{,’))
= (t+ Dbz () + hyg(m(x) + q) — byz(q)
en vertu de I'isomorphisme de faisceaux inversibles métrisés du corollaire Z.2'&ypartient

pas au support d®,, I'argument de la preuve du lemme 3.9 implique d|1#:0~(3:) > 0. Ainsi,
pourz ¢ Dy, on a

hz®7r*m(x) = —hﬂ(Q)-

Lintersection desD; pouri # 0 est un sous-schéma fermé @eque la projectionr identifie
canoniquement & et la restriction de’, s’identifie alors au fibré trivial. Ainsi, si: est dans
tous lesD; mais pas dan®, et si de plusr(z) = —q, on ahz, _.77(z) = —hyz(q).

De la méme maniére, on prouve que:st D;,

~

bz xq (@) > _Eﬂ(q —(t+1)q)

et que cette minoration est optimale §ir. D;. O

COROLLAIRE 4.6.—0On au(G) < 0, avec égalité si et seulement@iest une variété semi-
abélienne isotriviale.

5. Variantes de la conjecture de Bogomolov

Soit G' une variété semi-abélienne sur un corps de nombresQ. On fixe une compacti-
fication G ainsi qu’une hauteur normalisée comme précédemment. SKiamte sous-variété
irréductible deG' et X son adhérence daiig Rappelons qu’on appelle sous-variété de torsion
de G toute sous-variété dé ® Q qui est la translatée d’un sous-groupe algébriqué/de Q
par un point de torsion.

F. Bogomolov énonce dans [4] une conjecture sur la hauteur de Néron—Tate des points
algébriques des sous-variétés d’'une variété abélienne. Cet énoncé se généralise aux variétés semi
abéliennes de la fagon suivante.

ENONCE 5.1 (Généralisation de la conjecture de Bogomolov). —

(1) L'ensemble des sous-variétés de torsion contenues danga qu’un nombre fini
d’éléments maximaux.

(2) SiX™ désigne le complémentaire dasdes sous-variétés de torsion contenues dens

il existe un réek > 0 tel que pour tout: € X*(Q), h(x) > e.

Ainsi que I'a montré Zhang dans [33], cet énoncé équivaut dans le cas des variétés abéliennes
a un autre énoncé que Philippon avait conjecturé indépendamment [23].

ENONCE 5.2 (Généralisation de la conjecture de Philippon).a-variété X est de hauteur
normalisée nulle si et seulement’Siest une sous-variété de torsion @e

La conjecture d’équirépartition que nous énoncgons ci-dessous a été introduite par Szpiro,
Ulimo et Zhang dans [29] lorsqug& est une variété abélienne; il y est prouvé qu’elle équivaut
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dans ce cas a la conjecture de Bogomolov précédente. L'équirépartition des suites de petits points
joue un role essentiel dans les démonstrations par Ullmo et Zhang des analogues abéliens des
énoncés 5.1 et5.2.

ENQ\JCE 5.3 (Conjecture d’équirépartition des petits points)Seit (z,,) une suite de points
de G(Q) dont la hauteur normalisée tend veret telle qu’aucune sous-suite ne soit contenue
dans un sous-groupe algébrique strict @e Désignons paiO(z,,) I'adhérence schématique
de x,, dansG et ép(,,) la mesure de comptage sur I'ensemble finjz,)(C). Alors, la
suite de mesures de probabili% do(x,)(C) CONvVerge vaguement vers la mesure de Haar

normalisée portée par le sous-groupe compact maximal@d#).

Lorsque X est une variété abélienne, ces trois énoncés sont wmaiis[30], [35] et [10]).
LorsqueX est un tore, les deux premiers énoncés ont été démontrés par Zhang dans [34] puis
par d’autres méthodes par Bombieri—Zannier [5] et Schmidt [26]. L'énoncé d’équirépartition est
dans ce cas un théoréme de Y. Bilu [3].

Dans le cas semi-abélien, ces énoncés ne sont pas forcément équivalents et nous allons méme
donner un contre-exemple & I'énoncé 5.2 un peu plus bas. NéanmqitiX si 0, c’est-a-dire
si la hauteur de tous les points Geest positive, on peut dire quelque chose.

LEMME 5.4.-Siu(X) >0, les énoncéS.1et5.2sont équivalents.

Démonstration— Bien qu'il faille juste reprendre les arguments utilisés dans I'équivalence des
analogues abéliens de ces énoncés, nous détaillons la preuve pour le confort du lecteur.

Lorsqueu(X) > 0, I'inégalité du théoreme 1.5 s’écrit en effet

1

X)>h(X)> ———
e(X) (X) 1—|—dimXe

(X)

si bien que la nullité d@(Y) et celle dee( X)) sont équivalentes. Le reste de la preuve procéde
comme dans [34].

Supposons que I'énoncé 5.1 est vérifiéXSn’est pas une sous-variété de torsidf, est non
vide si bien que:(X) > ¢ > 0 et donch(X) > 0. Réciproquement, st est une sous-variété de
torsion, ses points de torsion sont Zariski-denses, ce qui imptigki¢ = 0 et doncﬁ(Y) =0.

Supposons maintenant I'’énoncé 5.2 satisfaitXSi'est pas une sous-variété de torsion, donc
Si E(Y) > 0, il existe un ouvert de Zariski non vid€ de X tel que siz € U, la hauteur
de = est strictement positive. En particulidr, ne rencontre aucune sous-variété de torsion
de G et toute sous-variété de torsion decontenue dan est contenue dan¥ ~ U. Par
récurrence descendante sur la dimension des composantes irréductillles &e on voit que
les sous-variétés de torsion maximales contenuesXawt en nombre fini. Si de plus la borne
inférieure de la hauteur normalisée sur I'ouvert complémenf&iretait nulle, on pourrait en
déduire I'existence d’'une sous-variété de hauteur nulle qui n’est pas incluse dans les précédentes,
et donc d'aprés I'’énoncé 5.2, une autre sous-variété de torsion, ce qui est une contradiction.

LEMME 5.5.-Siu(X) > 0, 'énoncé5.3implique I'énoncé.2

Démonstration— Supposons en effet que la hauteur normalisé& dest nulle mais quex
n'est pas une sous-variété de torsion. Comme on a supposg(dlie> 0, le théoréme 1.5
impliqgue comme précédemment queX ) = 0, c’est-a-dire qu'il existe une suite:,,) de points
de X (Q) dont la hauteur tend vefset convergeant vers le point génériqueXieEn particulier,
aucune sous-suite n’est contenue dans un sous-groupe algébrique strict. L'énoncé 5.3 implique
alors que la suite des mesuigs, ) c)/#0(z,) converge vaguement vers la mesure de Haar
normalisée portée par le sous-groupe compact maximal(@@). Par suite,X (C) contient

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



810 A. CHAMBERT-LOIR

ce sous-groupe compact maximal. Remarquons alors que le sous-groupe compact maximal de
G, (C) est Zariski-dense dan&,, ; par suite, le sous-groupe compact maximal d’un tore
complexe est aussi Zariski-dense, ce quiimplique que le sous-groupe compact maxitt@l)de

est dense dans chaque fibre @e— A. PuisqueX est une sous-variété algébrique, elle doit
contenir toutes ces fibres, et donc étre égalg d'ou une contradiction. O

Il résulte des calculs du paragraphe 4 que les variétés semi-abéliennes qui ne sont pas
isotriviales sont de hauteur normalisée strictement négative. On a, autrement dit, le théoréeme
suivant :

THEOREME 5.6. — La généralisatiorb.2de la conjecture de Philippon efstusse

Néanmoins, lorsqué&’ n’est pas isotrivialey(G) < 0 et il est donc possible (probable ?) que
les deux autres conjectures soient vérifiées.

Dans la suite de ce texte, nous allal#snontrerces trois conjectures lorsqagest isotriviale.
Dans ce cagy(G) = 0 si bien que I'on a d’ores et déja les implications

Conj. de Bogomolow—>- Conj. de Philippor= Conj. d’équirépartition

De plus, il est clair que si les conjectures 5.1 et 5.3 sont vraies pour une variété semi-abélienne
G, elles sont vraies pour toute variété semi-abélienne qui lui est isogéne. Par suite, il suffit de
traiter le cas d’une variété semi-abélienne qui est un protiifl". La théorie du § 3 se simplifie
grandement dans ce cas et ofi & A x X.

6. Un théoréme d’équirépartition générique en rang torique égal a un

Le théoréme principal de cette section est le théoreme 6.1 ci-dessous. Dans le cas d’'un tore,
il s’agit du théoréme de Bilu, dont nous donnons en appendice une preuve arakelovienne. Nous
généralisons en fait cette preuve et obtenons ainsi un théoréme d’équirépartition générique pour
les variétés semi-abéliennes de rang torique étjdUae adaptation des méthodes employées par
Ullmo puis Zhang pour en déduire la conjecture de Bogomolov pour les variétés abéliennes, ainsi
gue de la méthode employée par Bilu pour passékglea un tore quelconque nous permettra de
prouver la conjecture de Bogomolov pour les variétés semi-abéliennes isotriviales au paragraphe
suivant.

THEOREME 6.1. — Soient, sur un corps de nombresune variété abélienng et G la variété
semi-abélienned x G,, de compactificatiorG = A x P'. Notonsw:G — A la projection
naturelle. SoitC un fibré ample sufy, muni de sa métrique adélique canonique qui définit une
hauteur normalisée suf au sens de la définitioB.8.

SoitV C G une sous-variété fermdaréductible et de dimension 0) qui rencontreG. Soit
(x,,) une suitegénériquale petits pointdde V (k), c’'est-a-dire qu’on suppose

— gu’aucune sous-suite de,, ) n’est contenue dans un fermé strictde

— etquehz(z,) — 0 quandn — +oo.

On suppose de plus que I'une des deux hypothéses suivantes est satisfaite

— oubienV =G;

— ou bien la projection naturell®’ (C) — A(C) est génériquement finie.

Fixons une place : k — C. Pour toutn, soitO(z,,) I'orbite de x,, dansG sous I'action de
Gal(k/k) et puo(,, ) la mesure de probabilité sur (C,) portée parO(z,,) et invariante sous
I'action de Gal(C, /k).

Alors, la suite des mesurgsy ..,y converge vaguement vers la mesure de probabjﬁé/,
définie dans la définitiof.7.
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Avant de démontrer le théoréme, remarquons que I'on peut supposer

T=0p(l) & 7M.

On noteraD le diviseur «infini»A x {co} de G. On aOg(D) = Op(1), d’'oli une section
canoniquap deOp(1).

Le résultat clef dans la démonstration de ce genre de théoreme d’équirépartion par des
méthodes de géométrie d’Arakelov est le suivant, démontré par Szpiro, Ullmo et Zhang quand
les métriques hermitiennes sont lisses :

PROPOSITION 6.2 (Szpiro, Ullmo, Zhang). -Considérons un fibré en droitgsample, muni
d’'une métrique adelique ample sur une variété projecfiveléfinie sur un corps de nombres
k C C. On suppose qu¥ est de hauteur nulle pout. Soient(z,,) une suite générique de petits

points dansX (Q) et f: X(C) — R une fonction continue telle que la propriété suivante soit
satisfaite:

pour touts > 0 assez petit, le courart (£) + & dd° f est positif surX.

Alors, on a l'inégalité

liminf/f,uo(zn) >/fuz
X

n—oo
X

Démonstration— Poure assez petit, comme dans I'énoncé de la proposition, considérons
le fiboré en droites métris€(c f) sur X qui n’est en fait autre qué&, mais dont la métrique
hermitienne al'infini ¢ C C) est multipliée paexp(—e f). Par définition, le courant de courbure
deL(cf) est égal &, (L) + ¢ dd°f, donc positif; en particulier, la métrique adéliquede f)
est semi-positive, si bien qu’on peut appliquer le théoréme 1.5 a la suite générjguet au
fibré métriséZ(s f). On obtient ainsi

liminfhz ) (0) > hz g (X).

n— oo

Calculons alors les deux membres de cette inégalité. Pour le membre de gauche, on a:
hZ(sf)(mn) = hz(2) +5/flt0(xn),
X

tandis que le membre de droite vaut d’aprés la proposition 1.8

h=(X)+¢e [ fr=+0(?).
I3 )[ c

CommeX est de hauteur nulle pout et comme(z,,) est une suite de petits points, il en
résulte en divisant parl'inégalité

1iminf/fuo(xn)2/flfz+ O(e).
X

X

Il reste a faire tendre vers0 par valeurs supérieures et la proposition est démontrée.
On rassemble en un lemme des résultats conraisgar exemple Zhang, [33], 6.4).
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LEMME 6.3.— La norme de la section canonigsg deOp(1) est

ul) = |ul 5 u 1
lspl(e.[t:u]) = i 2 € A(C), fr:u] € P(O),

et, notant{ =t¢/u € C U {oo}, on a pour le courant de courbure la formule

_ dArg(Q)

o (Op(D) = <5

Adjgj=1-

On a noté[t : u] 'unique point deP*(C) dont les coordonnées homogénes s@nt). De
plus, siX est une variété analytique complexe}Y — X une sous-variété différentielle réelle
de X etn une forme différentielle lisse dans un voisinageden noten A 6y le courant(porté
parY’) i.i*n.

Démonstration— Comme nous sommes dans une situation produit, le calcul se raméne au
calcul analogue suP!, avecD = [1: 0] = co. La métrique de Fubini-Study sd}(D) donne a
sp lanorme

|ul
(1t + [ul?)1/2°
Lisomorphisme[n*]O(D) ~ O(D)" envoie la sectiorin|*sp sur la sectiors},. Le procédé
limite par lequel|sp || est définie implique alors que

Isplles([t:u]) =

- = 1 " 1/71,:1- |U'| _ |U’|
o el = iy Boplles (7wl = in o a2y = tmax(lal, 1)

comme annonce.

Dautre part,c; (O(D)) est la mesureld®log ||sp || + 6o surP*(C). Commelog |sp| est,
hors du sous-groupe compact maxinsdl, le logarithme de la valeur absolue d’une fonction
méromorphe, cette mesure est supportée par le cercle. Elle est de plus invariante par rotation et
de masse totalé. Par suite, I'unicité de la mesure de Haar implique que

¢1(0(D)) = % d Arg(¢) A dj¢j=1-

Le lemme est donc démontréo

LEMME 6.4.— Soit f une fonctionC> sur G(C). Il existe alors une fonctio® sur G(C)
ayant les propriétés suivantes

— & est continue

— & = f sur le sous-groupe compact maximal@éC) ;

— pour touts > 0 assez petitg; (£) + ¢ dd°® est un courant de typ@, 1) positif sur G.

Démonstration— Avec les notations du lemme 6.3, il nous suffit de construire une fonction
continue® sur A x P! (dont les coordonnées homogénes sont toujours n@tée$) vérifiant
les propriétés suivantes :

— ® est continue;

— pourtoutz € A ettoutd € R, ®(z,[e? : 1]) = f(z,[e? : 1]);

— pour touts assez petitg; (£) + edd“® est un courant de typd, 1) positif.
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Posons, pouk € R,

2 2
O(z,[t:u]) = f(z,[t:u]) + Alog%’

de sorte que les deux premiéres conditions sont satisfaites. On a, Qietapt = re®,

1 - do
dd°® =dd° A——d(AdC— A — Adp=1.
I+ 27(1+r2)? ¢Adg 27 Nor=1

D’autre part, on a une expression de la forme

— dé
c1(L)=m"wa + Gy N br=1,

oliwy = c; (M) est une forme différentielle de tyde, 1) lisse surA et strictement positive.
Ainsi,

c1(L) +edd“® = (W*wA +eA QMTZHIQ)? d¢ AdC + eddﬂf) + (1 - 5/\)% Abp—1.
Nous allons montrer qu’il exist&y, > 0 etey > 0 tel que sie < gg et A = Ay, le premier terme
est une forme différentielle de tyge, 1), lisse et strictement positive. Si de plasc 1/, le
second terme est un courant positif, ce qui conclura la démonstration du lemme.

Le premier terme s'interpréte en effet comme une forme hermitienne sur le fibré tangént de
La restriction de ce fibré aux ouveits etUs de G, définis part| < 2 et |t| > 1/2, est triviale,
une base du fibré dual étant donnée par I'adjonctioddgesp. ded(1/t)) a une base de’,.
Dans ces ouverts, cette forme hermitienne s’écrit ainsi par blocs

(hA(z) +ea(z,t) eb(z,1) )
eb*(z,t) ec(z,t) +eXu(t) )’

ol a, b et c se déduisent des coordonnéesddé f dans les bases locales du fibré cotangent,
tandis ques(t) vaut (2 (1 + [t[*)?) ~! dansl; et (2m(1+ |1/1t|2)2)_1 dansl,. Les coefficients
de cette matrice sont en particulier des foncticostinuede (z,t) € U; (resp.Us).

Une telle matrice hermitienne est définie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux
sont positifs. Par relative compacité des deux ouvértst Us, il existe ainsi une constante > 0
telle que, poute| < 1, lesg premiers mineurs sont 0 en tout point de. Si || < &1, il reste &
s'assurer de la positivité du discriminant de la forme hermitienne. Or, le discriminant s’écrit, en
développant suivant la derniere colonne,

e(AR(t) + c(z,t)) det(ha + ca(z,t)) + O(e?),

le O étant uniforme sut/; etUs. Par compacité, il exist&, tel queiox(t) + c(z,t) > 0 en tout
point deG. Alors, lorsques > 0 tend verd), le premier terme domine et le discriminant est bien
strictement positif dés que> 0 est assez petit. O

Preuve du théorémé.1 quandV = G.—Soit f:G — R une fonction continue que le
théoréme de Stone—Weierstral? nous permet en fait de supptssur G. Choisissons une
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fonction® comme dans le lemme 6.4. En lui appliquant la proposition 6.2, il en résulte I'inégalité

(%) lirr}Linf/fI)uo(xn) 2/@1/2.

G G

LEMME 6.5. —Lamesure:; (£)4™ & (définie par la proposition-définitioh. 7)est un multiple
de la mesure de Haar portée par le sous-groupe compact maxingi{dg.

Démonstration— En effet, la derniére formule du lemme 6.3 implique que le support de cette
mesure est contenu dans le sous groupe compact maxinigl@dg D’autre part, les métriques
hermitiennes étant invariantes par translation d’'un point de torsion, cette mesure est invariante
par translation d’un point de torsion d&C). Comme les points de torsion dé sont denses
(pour la topologie complexe) dans le sous-groupe compact maximal, cette mesure est invariante
par translation par tout point du sous-groupe compact maximal. C'est donc un multiple de la
mesure de Haar. O

Il s’ensuit que I'on peut remplacdr par f dans le second membre de I'inégalitg. (
LEMME 6.6.—Ona

lim (@~ o, =0.
O(a:")

Preuve du lemme- On sait quér+(z,,) tend vers). Ecrivonsa,, = (z,,,t,) pourz, € A et
t, € Gp,, de sorte que

hz(l’n) = hm(zn) + hm(tn)

et ces deux termes étant positifs, ils tendent tous deux(zelca décomposition en facteurs
locaux positifs de la hauteur de Weil SRt implique alors que le terme local a I'infini tend aussi
vers0.

Comme la fonction(z,t) — —logmax(1, |t|) = §(t) mesure la «distance» au sous-groupe
compact maximal dé&/, les conjugués de,, tendent en moyenne vers ce sous-groupe compact

maximal. Précisément, sic G.,(Q),

a#{T€Ot);6(t)>Oé}

1 (
hop(l)(t)>—#0(t) > logmax(1,|r]) > IO

T€O(t)

(Cest l'inégalité de Bienaymé—Tchébitchev.) Par suiténsi) est une suite de réels positifs, la
proportion des conjugués dg, dont la distance au sous-groupe compact maxima&l@e) est
supérieure av,, est majorée pali(z,,)/a,. D'autre part, la fonctiord — f est continue, nulle
sur le sous-groupe compact maximal@eC) ; il existe donc une fonction — w(«) tendant
vers( en 0 telle que si la distance de au sous-groupe compact maximal est inférieure a
|(f — ®)(x)] < w(a). On a alors l'inégalité

1 1 h(zy,)
‘V/((I)—f)lffo(mn) < m Z +m Z gw(an)—i— ”f_@”a—n

points proches points loins

Il suffit de choisira,, = \/h(z,,) pour obtenir le lemme annoncé.

Remarquons que ce lemme n’a pas fait intervéhat implique que toute mesure limite d’une
suite de mesures de la formeo.,,)) pour une suitgz,,) de petits points est concentrée sur le
sous-groupe compact maximal @¢C). 0O
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En utilisant le lemme, nous obtenons l'inégalité

(4) tminf [ fhoq, > [ frz
n
el G

En appliquant cette inégalité-af, nous en déduisons le théoréme 6.1 quiingd G, c’est-a-
dire le théoréme d’équirépartition pour une suite générique dans une variété semi-abélienne de
rang toriquel. O

Preuve du théorémeé.1 quandV # G. — Donnons-nous une fonction contingiesur V(C).
En vertu des théorémes de Tietze—Urysohn et Stone—Weierstral3, nous pouvons supppser que
est la restriction & d’'une fonctionC*> surG(C).

SoitV’ C V I'ensemble des points ol la projection natureltd” — A n’est pas étale. Comme
V estirréductibledim V/ < dim V' et son imager(V’) est de dimensiof dim A.

Fixons une famillgp, )~ de fonction> sur A(C) telles que pour touk >0, ona:

- 0<pa<1;

— px = 0 dans un voisinage ouveit, dew (V') ;

— px = 1hors d’'un voisinagéV, den (V') ;
et telle que de plug, converge simplement vers la fonction caractéristique du complémentaire
dansr (V') quand\ — 0. Définissons ensuite une fonctignsurG(C) en posanfy, = f-pyomn.

LEMME 6.7. —Pour tout\ > 0, il existes\ > 0 tel que pourie| < e, le courantde typél, 1),
c1(L]y) 4+ edd®fy est positif ou nul.

Preuve du lemme- En effet, il est positif dans le voisinage ! (Uy) NV de V' puisque
fr y estnul ete; (L|y) y est positif. De plus, suV ~. 7—1(U,), le courantc; (£) est minoré
par le courantr*c; (M), lequel est strictement positif puisque: VV — A est étale hors de
7~ 1(U\) D V'. Ainsi, poure assez petitg; (L|y) + e dd® f, est positif hors dé&/y. O

Le lemme précédent montre que nous pouvons appliquer la proposition 6.2 aux forfgtions
et—fy, d’ou I'égalité

(x % %) ﬁgl/wa(zn) Z/fwz‘v-
1% 1%

Remarquons maintenant que la suiter, ) est une suite générique de petits points ddns
D’apreés le théoreme d’équirépartition de Szpiro, Ullmo et Zhang [29], la suitg ) est donc
équirépartie dand (C) pour la mesure:. 4 de Haar normalisée dé(C). En particulier,

limsup/|f — Ao, < Iflpa(Wy).
%4

Quand) — 0, 14 (W) tend par convergence dominée vergV') = 0.

De méme, quand — 0, [;, Iavgy conveE]e verg,, (1 — 1#*1w(V/))fVZ\v' (o]V [ BEE PRV
désigne la fonction indicatrice de 7 (V') C G. Commef est bornée, il suffit donc de montrer
que

/lﬁ—lﬁ(vz)Cl (Zv)dim\/ =0.
\4
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Ceci est vrai parce que ' (V') est une sous-variété algébrique strictd/delonc un ensemble
complet pluripolaire ; un tel ensemble est ainsi de capacité nulle, c’est-a-dire négligeable pour
des mesures du type Bedford—Taylooif par exemple la proposition 4.6.4 de [15], déja utilisée
dans la justification de la définition 1.7).

Ainsi, en faisant tendra vers0 dans I'égalité £ x x), nous obtenons I'égalité du théoréme 6.1,
lequel se trouve donc démontrén

7. Preuve de la conjecture de Bogomolov pour les variétés semi-abéliennes isotriviales

THEOREME 7.1. -Si G est une variété abélienne isotriviale, les conjectisels 5.2et 5.3
sont vraies.

La démonstration de ce théoreme est I'objet de ce paragraphe. Remarquons qu'il nous suffit
de démontrer la conjecture 5.3 ; comme il a été rappelé au paragraphe 2, la conjecture 5.1 en est
une conséquence. On peut aussi supposetoes un produitd x 7.

La premiere étape de la démonstration consiste a traiter le cas d’'une variété semi-abélienne
dont le rang torique est égalla

PROPOSITION 7.2. — SoientGG une variété semi-abélienne de rang toriqusur un corps de
nombresk et (x,,) une suite de petits points d&k). On suppose que cette suite, ) est stricte,
c’est-a-dire qu'aucune sous-suite n’est contenue dans un sous-groupe algébrique strct de
Alors, elle est générique.

Démonstration— Raisonnons par I'absurde et supposons, quitte a extraire une sous-suite, que
la suite(z,,) converge vers le point générique d’une sous-variété irrédudtidestincte deG.
Comme la hauteur d’un point d&(Q) est supérieure ou égale a celle de son image dans la variété
abélienne, la suitér(x,,)) de points ded(Q) est une suite de petits points, stricte puisque la
suite (z,,) est stricte dang;. D'aprés le théoreme de Zhang [35] (conjecture de Bogomolov
généralisée aux sous-variétés de variétés abélienn@s) = A. Ainsi, ou biendim V' = dim A
et la projection/ — A est génériquement étale, ou biéim V' > dim A et 'onaV = G.

On peut de plus supposer que le fibré inversible amimlkoisi surG est égal a* M @ Op(1).

Alors, il résulte du théoreme 6.1 que la suite des mesures de probabiite ) associée a la
suite(x,,) converge vaguement vers la mesure

AN a0\ dim V'

(7.3) (W*cl(ﬂ) +61(OP(1)|V)) /deg, V.

D’apres le théoreme d’équirépartition de Szpiro, Ullmo et Zhang ([29]), la suite des mesures
attachée a la suite(z,,) converge vaguement pour la mesure

(7.4) (et (M) ™/ deg g A.

Cela implique I'égalité de l'image directe sut de la mesure (7.3) et de la mesure (7.4).
En développant I'égalité obtenue, on obtient, usant du faitué — A est génériquement
fini, que les courantdy = c;(M)¥=A-L A 7.1 (Op(1)|y) et Ty = cy(M)4m4 sont
proportionnels.

LEMME 7.2.—Le support du courant; (Op(1)|y) estinclus dans I'intersection dé(C) et
du sous-groupe compact maximal@éC).

Démonstration— Hors de l'intersection dé& (C) et du sous-groupe compact maximal de
G(C), la formule donnée dans le lemme 6.3 montre que la métrique canoniqd@e$uj|y
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est lisse. On peut donc, sur cet ouvert, calculer le courant de courbure en restreignant le courant
de courbure d&)p (1) sur G(C). Le calcul du courant a été fait dans le lemme cité; il est
précisément nul hors du sous-groupe compact maxinal.

Nous reprenons la démonstration de la proposition 7.2 en distinguant deux cas.

Premier cas : supposons qué N D # (), D désignant le diviseur «a l'infini» dans la
compactification = A x P'. Comme dans le lemme 6.3, la section canonipiele Op (1)
s'interpréte comme la fonction méromorphg. Comme elle n’est pas constante 30y elle
n'est nulle part localement de module constant8uisi bien qu’on peut trouver une fibre de
V(C) — A(C) qui ne rencontre pas le sous-groupe compact maximél(@&). En particulier,
c1(0Op(1)|y) est nul au voisinage de cette fibre et par conséquent, le suppbrede strictement
inclus dans4A. CommeT’ est une forme différentielle partout strictement positive 4upn a
nécessairemefit; = 0.

Or, l'intégrale

/W*Cl(M)dimV—l /\C1(OP(1)|V)
\%4

calcule le degré relativement au fibré inversible ampledu cycler,(V - D) € CH*(4). La
nullité deT; implique que ce degré est nul. Or, l'intersectign D est propre}/ n’étant pas
contenue dan®, si bien qu’un représentant dé- D est donné par une somme,; n;[V;], ou
lesV; sont les composantes irréductiblesider D et lesn; des entiers strictement positifs. On
obtient quel” N D = (), ce qui est absurde.

Deuxiéme cas : supposons quen D = (). Dans ce cas} est affine et propre sud et
7 : V — A estfini. Cela fournit une équation pordansA x P! :

trfay ()t 4 4 ag(2) = 0.

CommeV N D = (), on voit que pour tout, a; est une fonction réguliere sut, donc une
constante. Autrement dit; = A x V;, ouV; est un ensembliéni de points deA®. On en déduit
gu’il existe une suite de points dg dont les hauteurs tendent verssi bien quel; contient
un point de torsion. Puisquié est irréductible}; est formé de points de torsion Btest une
sous-variété de torsion, contrairement a I'hypothése que la(syijeest stricte. Nous avons donc
démontré que la suiter,,) est générique dars. O

Preuve de la conjecturd.3. - Soit(x,,) une suite stricte de petits points d&k). Pour
simplifier les notations, on note; la mesure de Haar normalisée portée par le sous-groupe
compact maximal d&/(C).

Pour tout caractére du tofe: T' — G, on peut pousser la situation le longdece qui nous
fournit une variété semi-abélienti¢, = A x G,, de rang toriquel, munie d'un morphisme
¥:G — Gy, ainsi qu'une suite de petits points, ,, = 1(z,,) € Gy (k). Sauf siy est le caractére
trivial, cette suite est stricte. D’apres la proposition précédente, elle est donc générique.

La suite des orbitegy est, en vertu de la proposition 7.2, équirépartie pour la mesure de
Haar normaliséeg,, .

Alors, si i est une valeur d’adhérence de la suite de mesysgs ), on voit que pour tout
caractere) non trivial, . pu = vg,, .

D’autre part, le support de est inclus dans l'intersection des images réciproques)pau
sous-groupe compact maximal@eg (C), c’est-a-dire que est une mesure de probabilité portée
par le sous-groupe compact maximal@eC).

Or, lamesure atoutes ces propriétés et la théorie des séries de Fourier impligue-gue .
Comme I'ensemble des mesures de probabilité&«) est compact pour la topologie faible-

Ty,n)
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(théoreme de Banach-Alaoglu), la suitg ., ) converge vers la mesurg;, ainsi qu'il fallait le
démontrer. O

Nous avons donc prouvé I'analogue de la conjecture de Bogomolov pour une variété semi-
abélienne isotriviale.
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Appendice : le théoréme d’équirépartition de Bilu via la géométrie d’Arakelov

Nous démontrons dans ce paragraphe un théoreme d’équirépartition pour une suite générique
de petits points (ce qui revient a stricte, dans ce cas) Bdngl initialement a Bilu [3]. Il a
montré comment en déduire la conjecture de Bogomolov pour unitergandA = 0, avec
nos notations).

THEOREME(Bilu). — Soit(,),en Une suite d’éléments d&,,,(Q) = Q. On suppose

— gu’aucune sous-suite n'est constarite.(la suite(x,,) est générique)

— que la hauteur normalisée dg, tend verd) quandn — +oo.
Notons O(z,,) I'adhérence dez, € P'(Q) dansPg,. Alors, pour toute fonction continue
/:P(C)— R, onalaconvergence

27
1 . Z_
CardO(z,) > )f(x)%%/f(ee)de.
0

z€0(z,)(C

Autrement dit, la suite des mesur@@wéom)(c) converge vaguement vers la mesure de

Haar normalisée sur le sous-groupe compact maximabde

Démonstration— La densité des fonctions de clags® dans les fonctions continues sur
P1(C) nous permet de supposer gfiestC>. Soit alors® : P!(C) — R continue telle que :

- ®=fsurSt;

— ® est harmonique sur les deux disque®déC) bordés pas* (d’équations en coordonnée

inhomogénejz| < 1 et|z| > 1).

L'existence et l'unicité deb est classique (noyau de Poisson), on vérifie par un calcul explicite
quedd®® est une mesure portée par le cercle unité, absolument continue par rapport a la mesure
de Haar sur ce cercle. En effet, sgie’®) = > _., ¢, e™? la série de Fourier dg sur le cercle
unité ; on pose

nez

P(re') = Z ¢ min(r™, 77" e,
neZ
Alors,

. de
CH ind
dd CIJ——( g [n|cn e )%/\57:1,

neZ
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est une mesure concentrée sur le cercle unité, absolument continue par rapport a la mesure de
Haar sur le cercle unité.

Soit £ le fibré inversible hermitiep: (1) muni de sa métrique canonique, dont la forme de
courbure est la mesure de H%rde portée par le sous-groupe compact maximaliie Pour
A € R, définissonsC(A®) comme le fibré en droites hermitien suivant : c’6stomme fibré en
droites, la métrique étant celle demultipliée parexp(—A®). La forme de courbure dé(\®)
est égale a

C1 (,C) + )\ddc(I)

Autrement dit, elle est nulle hors du sous-groupe compact maximal et positive sur le cercle unité
si |\| est assez petit.

D’apres le théoréeme 1.10 de [34] sur I'amplitude arithmétique, conséquence du théoreme de
Hilbert—-Samuel arithmétique, on a

. 1
hn%me hZ(A@) (xn) = hZ(%p) (P,
soit

1

—_—— T = C1 L 2 .
Card O(z,) zeg(;")q)( )> A / Per(£) +0(4)

P1(C)

m

liminf A (
1

Si I'on fait tendre) vers0, par valeurs supérieures ou inférieures, on obtient alors

2
. 1 1 i0
€0 (xn) 0

Commed = f surSl,gn peut remplaced par f dans cette derniere intégrale. D’autre part,
la hauteur d'un poinf € Q est minorée par la demi-somme des composantes archimédiennes
des hauteurs deet&—1, c’est-a-dire

- (1o lo (€)1
0> g X el
soit
1 1 _
h(¢) = Card0(©) me%%@ 5 log max(|z|, |z| 7).

Notons que la fonctiomw — d(z) = 1 logmax(|z,|z|~*) mesure la «distance» deau cercle
unité.

Comme la suitér(z,,) tend vers) et comme aucune sous-suite n'est constante, le théoreme
de Northcott implique quém Card O(x,,) = +oc. Soit pour tout, un réelw,, > 0; on suppose
quea;,, — 0. La proportion des: € O(z,,) tels qued(z) > «,, S’estime ainsi:

h(z,

~—

Card{z € O(xy,); d(z) = an} < Card O(zy,)

aﬂ,

Remarquons alors que
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Yo f@) - Y o)

z€0(zy) z€0(xn)
< Y @) -e@)+ Y [f(@) - o)
d(z)Zan d(z)<an
< Card{z € O(x,,);d(2) = an}||f — @ oo + CardO(z,) sup |[f — |

d(z)<an

< CardO(z,,) (hfn”) If—®@|loo + o(1)>

d’apres I'uniforme continuité d¢ — ® surP!(C) et le fait quex,, — 0. On choisit maintenant

apn, = +/h(zy,). Ainsi,
1
CardO (x4) Z Ut CardO(xn) Z ()
z€0(xy) z€O0(xn)

converge vers.
En définitive, nous avons prouvé que

1
e > [
Card O(zy,) 2€0en)
converge vers
27
L[ ey a0
o ’
0
ce qui conclut la preuve du théoremex
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