UNIVERSITE PARIS VI — P. ET M. CURIE

THESE DE DOCTORAT

Spécialité : MATHEMATIQUES

présentée par : Antoine CHAMBERT-LOIR

Sujet : EXTENSIONS VECTORIELLES, PERIODES
ET HAUTEURS

Soutenue le 20 décembre 1995 devant la commission d’examen :

= =SS5 8 S

Daniel BERTRAND  (directeur)
Jean-Benoit BosT  (rapporteur)
Pierre COLMEZ

Francois LOESER

Laurent MORET-BAILLY

Michel RAYNAUD  (rapporteur)
Lucien SZPIRO






A Laure. ..






RESUME

Cette these a pour objet I’étude des hauteurs sur certains groupes algébriques
commutatifs définis sur des corps de nombres.

Dans un premier chapitre, nous détaillons le cas des extensions de variétés
abéliennes par le groupe multiplicatif. Nous construisons, via la théorie d’Arakelov,
les hauteurs canoniques attachées a certains diviseurs relativement aux morphismes
de multiplication par des entiers. Nous donnons enfin une description des points
de hauteur relative nulle.

Les chapitres 2 et 3 sont consacrés aux extensions vectorielles de variétés
abéliennes. Selon la méme méthode, nous construisons une hauteur privilégiée
sur ’extension. Nous relions enfin les hauteurs des points de torsion au calcul
de certaines valuations de périodes p-adiques pour prouver que les points d’ordre
premier d’une extension vectorielle non triviale d’une variété abélienne ont des
hauteurs non bornées.

Ces valuations sont étudiées au chapitre 4 par deux méthodes différentes: la
premiere utilise la presque-décomposition de Hodge-Tate des schémas en groupes
finis et plats établie par Fontaine; la seconde utilise la théorie des schémas en
groupes de type (p,...,p) introduite par Raynaud, ainsi que des dévissages.

ABSTRACT

This thesis is concerned by the height functions on certain commutative
algebraic groups defined over number fields.

In a first chapter, we detail the case of an extension of an abelian variety by the
multiplicative group. We construct, using Arakelov theory, the canonical heights
attached to certain line bundles and to the morphisms of multiplication by an
integer. We then give a description of the points whose relative height is zero.

The second and third chapters are devoted to the vectorial extensions of abelian
varieties. We construct, along the same lines, some privileged height on such an
extension. We then link the heights of torsion points to the valuations of certain
p-adic periods to prove that the heights of the points of prime order in a non trivial
vectorial extension are not bounded.

These valuations are studied in chapter 4 by two different methods: the first
one uses the Hodge-Tate decomposition of finite flat group schemes, established by
Fontaine : the second approach uses the (p, ... ,p)-type group schemes introduced
by Raynaud and some « dévissages ».
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Introduction

Cette these est centrée autour de ’étude des hauteurs des points de torsion de
certains groupes algébriques commutatifs. Commencons par expliquer le résultat
principal de ce travail.

Soient K un corps de nombres dont on note Q une cloture algébrique, A une
variété abélienne sur K et E une extension vectorielle non triviale de A définie
sur K. C’est un K-groupe algébrique commutatif, quasi-projectif, si bien qu’en
plongeant ' dans un espace projectif sur lequel existe la hauteur de Weil standard,
on obtient des hauteurs de Weil sur F(Q). En fait, nous considérons une variété
projective E sur K, contenant £ comme ouvert dense et nous étudions la hauteur de
Weil sur E(Q) attachée & un plongement de E dans l'espace projectif. La fonction

hw: E(Q) — R ainsi obtenue ne dépend qu’a une fonction bornée pres de la classe
d’équivalence linéaire de la section hyperplane qui définit le plongement.

Si m est un entier non nul et si g est la dimension de A, le groupe A(Q) contient
n?9 points annulés par la multiplication par n. Comme K est de caractéristique 0,
un espace vectoriel n’a pas de point non nul annulé par n et la projection £ — A

induit un isomorphisme E(Q)ors — A(Q)iors entre les sous-groupes de torsion

de E(Q) et A(Q) respectivement. En particulier, pour tout entier n > 1, E(Q)
possede 1?9 points annulés par n.

Nous montrons alors le théoreme suivant qui évalue la moyenne des hauteurs

des points de E(Q) annulés par un nombre premier p (cf. le théoreme 3.4.11 pour

un énoncé plus précis) :

THEOREME 1. — [l existe deux constantes strictement positives C, et Cy

telles que ’on ait ['inégalité, valable pour tout nombre premier p :

1
Cilogp — Cy < 5 Z hw(P) < Cylogp + Cy

PEE(Q)
[p]EP=0

Les constantes (] et Cy sont presque effectives: nous construisons en fait
explicitement une fonction k4, sur E(Q) que nous appelons hauteur relative et dont
nous prouvons qu’évaluée aux points de torsion, elle differe de la hauteur de Weil
standard par une fonction bornée et pour laquelle C; =1 et (5 est essentiellement
la somme des logarithmes du conducteur de A et du discriminant de K (cf. la
remarque 3.4.12).



Ce théoreme généralise des résultats de Paula Cohen [7, 8] ou était traité le cas
d’une extension non triviale d’'une courbe elliptique par le groupe additif G, ; il
étend ceux de [5, 6] ou était étudiée l’extension universelle d’une variété abélienne
(de dimension arbitraire).

Il est en contraste marqué avec les résultats correspondants sur les variétés
abéliennes. En effet, l'existence de la hauteur de Néron—Tate sur une variété
abélienne montre que les points de torsion d’une variété abélienne définie sur Q
ont une hauteur uniformément bornée. Plus généralement, des que 1'on dispose
d’une variété projective X définie sur Q, d’une section hyperplane H et d’un
morphisme fini f: X — X tel que f*H ~ dH pour un entier d > 2, le procédé de
Tate (« Tate’s trick ») permet de construire une hauteur canonique, c’est-a-dire une
fonction f : X(Q) — R telle que h — hy soit borné sur X(Q) et h(f(z)) = dh(x).
On montre ainsi que les points de torsion d’une extension d’une variété abélienne

par un tore sont encore de hauteur bornée.

En revanche, une extension d’une variété abélienne par un groupe vectoriel ne
rentre pas dans ce cadre : si E est obtenue en rajoutant & £ un «hyperplan » H
a l'infini (de la méme facon qu’on plonge un K-espace vectoriel V' dans l’espace
projectif des droites de V & K), le diviseur H est relativement ample pour la
projection 7: E — A et tout diviseur ample sur E est de la forme nH + 7*D pour
un entier n > 1 et un diviseur D ample sur A. Si 'on choisit D symétrique, le
théoreme du cube montre que la multiplication par un entier ¢ agit sur D avec la
valeur propre % (qui est > 2 si £ # 1). Mais si la multiplication par ¢ se prolonge
bien en un morphisme E — E, c’est avec la valeur propre 1 qu’elle agit sur H. Le
procédé de Tate évoqué plus haut ne permet ainsi pas de construire une hauteur
canonique sur £(Q) pour les morphismes de multiplication par des entiers, et on
ne peut a priori rien dire des hauteurs de ses points de torsion.

On notera que le théoreme correspondant est faux si K est un corps de
fonctions: les points d’ordre premier a la caractéristique sont dans ce cas de
hauteur bornée (paragraphe 3.6). De méme, 'hypotheése que l'extension est non
triviale (c’est-a-dire que E n’est pas le produit d’une variété abélienne par un

espace vectoriel) est essentielle : si £ = A x V, les points d’ordre fini de E(Q) sont

de la forme (a,0) ot a € A(Q)tors €t On est ramené au cas des variétés abéliennes.

Remarquons que notre théoreme nous permet d’étudier le cas, apparemment
plus général, d’'un groupe algébrique connexe commutatif quelconque. En effet, si
G est un tel groupe algébrique sur Q, il posséde d’aprés Chevalley un plus grand
sous-groupe linéaire connexe L et alors A = G/L est une variété abélienne. Le
groupe algébrique linéaire commutatif L est lui-méme le produit d’un tore 7" et
d’un groupe vectoriel V. Notons G; I'extension de A par 1" obtenue par l'image
directe V' xT" — T'. On voit ainsi G comme une extension de GGy par V. Comme les
tores n’ont pas d’extension vectorielle non triviale, on constate que G est 'image



réciproque sur G; d’une extension de A par V. Les points d’ordre fini de G(Q) sont
alors tous de hauteur bornée si et seulement si cette extension est triviale (auquel
cas G est le produit de la variété semi-abélienne Gy par V).

La démonstration du théoreme 1 fait I’objet du chapitre 3 que nous décrivons
maintenant brievement. Pour construire (paragraphes 3.2 et 3.3) la fonction ha,
mentionnée plus haut (et notée d/e\gH dans le texte), nous utilisons la théorie
d’Arakelov, suivant en cela une méthode inaugurée par Faltings et Moret-Bailly
pour l’étude de la hauteur de Néron—Tate sur une variété abélienne. Nous

construisons :

— un schéma & plat et quasi-projectif sur 'anneau O des entiers de K tel que tout
point rationnel z € E(K) se prolonge en une unique section ¢,: Spec Oy — & ;

— un « prolongement » du diviseur H C E en un faisceau inversible .Z € Pic(&) ;

— pour tout o : K — C, des métriques hermitiennes sur le faisceau inversible
£ ®, C € Pic(E®, C);

de sorte que €;.Z est un élément du groupe éﬁl(DK) des O g-modules projectifs
de rang 1 munis de métriques hermitiennes « a l'infini ». On peut en particulier
calculer son degré d’Arakelov cTe\gsj;.i” et 'on définit ha, () comme ce degré divisé
par [K : Q].

Donnons quelques précisions sur ces constructions. Lorsque E est l'extension
vectorielle universelle de A, le groupe vectoriel V' s’identifie canoniquement au
cotangent en l'origine w,v de la variété abélienne duale AY de A, et Mazur et
Messing ont défini un modele entier & de E qui est une extension vectorielle du
modele de Néron o7 de A par le cotangent en 'origine w,v du modele de Néron de
AY ; nous suivrons leur terminologie en appelant & [’extension canonique de <. En
général, & sera le push-out de I'extension canonique par un morphisme wy v — 7,
dont la restriction a la fibre générique est wpv — V. Comme on peut toujours
plonger ¥ dans I'espace projectif des droites de 7 @ O, on en déduit par image
directe un schéma &, quasi-projectif et plat sur Spec O, muni d’un morphisme
& — &/ qui en fait un &/-fibré projectif.

On dispose alors sur & d’un fibré en droites canonique @(1), ainsi qu’une section
sp € I'(&,0(1)) dont le diviseur div(sp) a pour support & \ &. En particulier
div(sp) ® K est ’hyperplan H que nous avions rajouté a £ pour obtenir E.

Pour construire sur @(1) les métriques hermitiennes dont nous avons besoin,
nous regardons A(C) comme quotient d’un espace vectoriel (isomorphe a CY
puisque dimA = g) par un réseau A ce qui nous permet d’écrire les points
complexes de E sous la forme (CY @ Vi)/A, ou laction de A sur V¢ provient
de la structure d’extension de A par V et correspond en termes classiques aux
pseudo-périodes des formes différentielles de seconde espece. La compactification



E s’exprime trés simplement en ces termes, ainsi que @(1). En définitive, il s’agit de
construire un scindage R[A]-linéaire du produit C? @ Vi, lequel n’est rien d’autre
que le prolongement R-linéaire des pseudo-périodes.

Une fois construit cette fonction ha, sur E(K), il nous faut montrer que c’est
bien une hauteur de Weil, toute la difficulté venant des différents modeles entiers
qui entrent en jeu, phénomene a peu pres inévitable si A n’a pas bonne réduction
potentielle (cf. le paragraphe 3.3.b).

Pour évaluer les contributions de chaque place a la hauteur d’un point d’ordre
premier p, on est amené a distinguer trois cas : les places archimédiennes, les places
dont la caractéristique résiduelle est différente de p et les places de caractéristique
résiduelle p. Un calcul facile montre que les hauteurs locales sont nulles dans les
deux premiers cas. Dans le dernier cas, elles sont en général non nulles — d’ou
le théoreme 1 | — comme on s’en convainc en les reliant (proposition 3.4.7) aux
valuations p-adiques de périodes p-adiques des formes différentielles de seconde
espece, telles qu’elles ont été construites par exemple par Coleman.

La théorie de Fontaine de la « presque décomposition de Hodge-Tate » des
schémas en groupes finis nous dit alors (proposition 4.3.1) que ces périodes p-
adiques sont presque des unités, et cela suffit pour établir le théoreme 1, si on n’y
cherche pas a calculer C5 de fagon précise.

Toutefois, nous montrons au paragraphe 4.4 comment utiliser la théorie
de Raynaud [31] des schémas en groupes de type (p,...,p) pour raffiner ces
estimations, a 1’aide d’un dévissage et d’un calcul explicite sur les « schémas en
F-vectoriels ». Nous obtenons ainsi le théoreme 3.4.11 dont I’énoncé est quelque
peu plus précis que le théoreme 1 ci-dessus. Cette méthode donne non seulement
des résultats un peu meilleurs que ceux que nous avons tirés de la théorie de
Fontaine (tout particuliérement dans le cas p = 2 du théoreéme 1), mais encore,
dans certains cas, des expressions explicites pour ces valuations, plutot que de
simples majorations (cf. les lemmes 4.4.6 et 4.4.7, ainsi que 'appendice A.1).

Décrivons maintenant les autres parties de ce mémoire. Bien que ce n’ait pas
d’influence sérieuse sur le théoreme 1, nous avons taché dans ce texte d’étudier
aussi les périodes p-adiques lorsque p divise le conducteur de A. Il était pour cela
utile d’avoir des renseignements précis sur l’extension canonique. Nous donnons
quelques compléments sur celle-ci au chapitre 2 dont le paragraphe 2.3 est un
premier pas vers '« étude systématique » de I’extension canonique d’un modele de
Néron que Mazur—Messing suggerent d’entreprendre (|23, p. 55]). Nous prouvons

en particulier le théoreme suivant :



THEOREME 2 (Th. 2.3.3). — Soient K une extension finie de Qp, K une
cloture algébrique de K, Ok l'anneau des entiers de K et O3 la cloture intégrale
de Og dans K. Notons 9, le complété p-adique de O%.

Sotent A une variété abélienne sur K et o/ — Spec O, (resp. &) la limite
inductive des modéles de Néron de A (de leurs extensions canoniques) sur les
extensions finies de K contenues dans K. Notons 9 le O,,-groupe p-divisible associé

a4 et &y la restriction de Uextension &, 49 ; soit Eyniw Uestension vectorielle

n

universelle de 9.

Alors Uapplication canonique Eyniv — Eran €St un tsomorphisme.

Outre le calcul des hauteurs locales aux places de mauvaise réduction, une
conséquence de ce résultat est une démonstration de la coincidence, dans le cas de
mauvaise réduction, de 'application construite par Coleman avec celle des périodes
de Hodge-Tate, cas laissé en suspens dans [9, haut de la p. 352] (proposition 2.3.4).

Le chapitre 4 est consacré aux périodes p-adiques. Nous avons déja dit que la
théorie de Raynaud permettait d’étudier leurs valuations dans le cas des formes de
seconde espece. Nous montrons au paragraphe 4.4 qu’elle donne le méme genre de
renseignements pour les formes de premiere espece. (Voir le paragraphe 4.2 pour
les définitions précises et les notations.) On aboutit finalement au résultat suivant :

THEOREME 3 (Prop. 4.4.2, 4.4.4, 4.4.9 et 4.4.10). — Soient k un corps par-
fait de caractéristique p, W = W (k) et K le corps de fractions de W. Notons W
la cléture intégrale de W dans une cloture algébrique K de K. Soit enfin G un

schéma en groupes fini et plat sur W.

Soit x € G(W) non nul. On suppose que G (resp. G*) est connexe. Il
existe une forme de premiere espéce sur G (resp. de seconde espéce) w telle que
v(fpw) <1/(p—1) (resp. v([w <1/(p—1)).

Soit w une forme de premiére espéce non nulle sur G (resp. de seconde espéce).

Il existe x € G(W) tel que v(f,w) < 1/(p—1) (resp. v([,w <1/(p—1)).

(Remarquons tout de méme, comme on 1’a déja signalé plus haut pour les formes
de seconde espece, que la « presque décomposition de Hodge-Tate » de Fontaine
pourrait donner des résultats analogues pour les formes de premiére espece.)

L’appendice A.1 du chapitre 4 montre comment utiliser la théorie de Raynaud
pour calculer les valuations p-adiques des périodes p-adiques des variétés abéliennes
a multiplication complexe quand le corps de multiplication est non ramifié en p.
On retrouve ainsi un cas particulier d’un résultat de Pierre Colmez [11].

L’appendice A.2 donne un nouveau point de vue sur la constante de Manin
d’une courbe elliptique sur Q « de Weil forte ». L’idée est simplement de remarquer
que si p divise la constante de Manin, certaines périodes p-adiques auront des



valuations trop grandes. Malheureusement, il ne semble pas que cette approche
donne un meilleur résultat que celui de Mazur, Rational isogenies of prime degree,
Inventiones, 1978.

Enfin, dans un premier chapitre, nous avons exposé la théorie d’Arakelov d’une
extension d’une variété abélienne par le groupe multiplicatif et nous y construisons
« a la Arakelov » les hauteurs canoniques relatives considérées dans [1, §3.1]. Notre
construction de la hauteur fournit une nouvelle caractérisation des points de
hauteur relative nulle, que, faute d’application nouvelle majeure, nous n’avons
explicitée que dans le cas d’un schéma abélien :

THEOREME 4 (Prop. 1.5.1). — Soient K un corps de nombres et O l'an-
neau des entiers de K. Soient &7 un Og-schéma abélien et 1 — G, — & — o —
0 une extension de o/ par G, donnée par un faisceau inversible £ € Pic’().
La section nulle de & induit une rigidification de £ le long de la section nulle
de o et il existe une unique famille de métriques hermitiennes sur £ & C telles
que 'unique isomorphisme compatible a la rigidification que donne le théoréme du
carré soit de norme 1 pour tout plongement K — C.

Soit €, : SpecOx — o lunique section prolongeant le point x € ok (K).
Il existe alors un point de hauteur relative nulle dans & (K) relevant x si et
seulement si I'élément 2. de CHY(Og) est trivial (c’est-a-dire que le module
projectif de rang 1 correspondant admet une base dont la norme est 1 en toute

place archimédienne).

Cette caractérisation permet de vérifier que les « points déficients » introduits
par Jacquinot-Ribet [19] ont une hauteur relative nulle, sans passer par les calculs
locaux de [1].



Notations et conventions

Si X est un espace localement annelé et % un faisceau quasi-cohérent, on
utilise les conventions de [EGA II] et on note V(.#) = SpecSym*.#, P(%) =
Proj Sym*® .% les fibrés « vectoriels » et « projectifs » associés a .#. En particulier,
V(-) et P(+) sont des foncteurs contravariants. Nous commettrons l’abus de langage
consistant a appeler fibré en droites un faisceau localement libre de rang 1.

Si S est un schéma et £ un @s-module quasi-cohérent, on verra 2 comme un
faisceau en groupes abéliens (pour la topologie fppf) en associant a f : S" — S
les sections globales I'(S’, f*2). Si 2 est le dual @s-linéaire d’un faisceau quasi-
cohérent .Z#, alors le faisceau fppf associé a 2 est représenté par V(%). En
particulier si 2 est localement libre de type fini sur @g, le faisceau associé a 2
est représentable et on appellera S-schéma en groupes vectoriels tout S-schéma en
groupes de ce type.

Si G, est le groupe additif (dont les S-points sont I'(S, @) pour tout schéma S),
un schéma en groupes vectoriels est ainsi un schéma en groupes sur S localement
isomorphe (sur S) a un produit fini de G,.

On note Gy, le groupe multiplicatif dont les S-points sont I'(S, @&) pour tout
schéma S.

Lorsque G'/S est un schéma en groupes, on notera Inf'(G) le premier voisinage
infinitésimal de la section nulle dans G.

Tous les schémas en groupes seront par convention commutatifs.

Si G est un groupe et n un entier, G[n] est le sous-groupe de G des éléments
g tels que ng = 0. Si G est un schéma en groupes, G[n| désigne le sous-schéma en
groupes, noyau de la multiplication par [n].

Si p est un nombre premier et G un groupe, le module de Tate T,(G) est la
limite projective des G[p"] pour n > 1.

Soit X un schéma plat et quasi-projectif sur Z. Un fibré en droites métrisé
sur X est la donnée d’un fibré en droites .Z sur X, ainsi que d’une métrique
hermitienne (continue) sur le fibré complexe Z¢ sur X(C). On demandera que
la métrique hermitienne soit compatible a la conjugaison complexe. Le groupe
GI\-II(X ) est alors le groupe des fibrés en droites métrisés modulo isomorphisme
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(respectant les métriques). Tout morphisme de schémas X — X' induit une
application CH!(X') — CH!(X).

Soit K un corps de nombres, O son anneau d’entiers et notons S = Spec Ok
Les éléments de (/Dﬁl(S) sont alors les O x-modules projectifs £ de rang 1 munis
d’une métrique hermitienne sur les droites complexes .Z ®, C (compatibles a la
conjugaison complexe). Un élément de CH!(S) posséde un degré d’Arakelov, défini
par la formule

deg (L, || - o) = log #(L/sOx) = > log|lsllo,

0:K—C

ou s est un élément non nul quelconque de £ ; d’apres la formule du produit, il
est indépendant du choix de s.

Soit X un schéma plat et projectif sur 'anneau des entiers d’'un corps de
nombres K et (Z,| - ) € CHY(X). Associons & tout point P € Xg(K) le
réel h(P) = [K' : Q] 'degeh(Z, | - ||) ot K’ est un corps de définition de P
et ep : Spec D — X est la section canonique. Alors, la fonction P +— h(P) est
un représentant de la hauteur de Weil (logarithmique, absolue) de P pour le fibré
en droites .Zx sur Xg. (Voir [36], ou [3] pour des généralisations.)

Certaines notations changent de sens au cours du texte ; en particulier,
— nous notons e un élément d’une extension au chapitre 3 et un indice de
ramification au chapitre 4 ;
— la lettre ) peut désigner notamment le point générique d’un schéma (chapitres 1
et 3) et une forme différentielle de seconde espece (paragraphe 4.2).



Chapitre 1.—

Extensions des variétés abéliennes par
des tores

1.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous voulons montrer comment la théorie d’Arakelov permet
d’interpréter les hauteurs canoniques au sens de [1, 4] sur des extensions de
variétés abéliennes par des tores. Dans 'esprit de la construction arakelovienne
de la hauteur de Néron—Tate (cf. [27, 28, 14]), nous montrons que sur une
telle extension, il existe une hauteur canonique et elle est donnée par une degré
d’Arakelov sur un modele convenable.

Le modele entier est donné grace a la formule de Weil-Barsotti dans le cas
de bonne réduction et a une extension de cette formule faisant intervenir la
composante neutre des modeles de Néron en général (cf. [23, (5.1), p. 53]). Sur une
variante entiere de la compactification de Serre, Faltings-Wiistholz [34, 13], nous
construisons un faisceau inversible relativement ample et le munissons de métriques
hermitiennes a U'infini. Enfin, comme dans [28, 27], nous montrons que la hauteur
est obtenue par un degré d’Arakelov, le manque d’uniformité des modeles entiers
étant compensé par les propriétés du degré d’Arakelov calculé relativement aux
morphismes de multiplication par un entier sur le groupe algébrique.

Au paragraphe 1.2, nous explicitons la formule de Weil-Barsotti. Au para-
graphe 1.3, nous construisons le modele entier et les divers faisceaux inversibles
métrisés qui interviennent pour définir la hauteur relative. Nous explicitons aussi

leur comportement relativement aux morphismes de multiplication.

La méthode est celle utilisée par Moret-Bailly dans I’étude du prolongement
métrisé d’un faisceau inversible muni d’une structure cubiste sur une variété
abélienne, mais la ou Moret-Bailly utilise le théoreme du cube, comme nous
n’avons a considérer que des fibrés algébriquement équivalents a zéro, nous utilisons
le théoreme du carré. D’autre part, on pourrait facilement déduire les résultats
énoncés de ceux de Moret-Bailly sur le prolongement des biextensions [27, 28].
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Au paragraphe 1.4, nous construisons la hauteur relative. A Daide des résultats
du paragraphe précédent, nous montrons son caractere linéaire et I'identifions aux
hauteurs canoniques mentionnées plus haut. Un des avantages de cette théorie
relative est que tout le travail nécessaire pour la hauteur de Néron—Tate ne l’est
plus ici: en termes imagés, si la variété abélienne a mauvaise réduction, I’extension,

elle, a bonne réduction relativement a la variété abélienne.

Enfin, le paragraphe 1.5 contient quelques compléments sur les points de
hauteur relative nulle et les « points de Ribet » de [19, 1].

1.2. FORMULE DE WEIL-BARSOTTI

Commencons par rappeler cette formule dans le cas de schémas abéliens. Soient
S un schéma noethérien et A un S-schéma abélien. D’apres Hilbert 90, il correspond
a une S-extension commutative 1 - G,, - F — A — 0 de A par G,, un espace
principal homogene sous Gy, sur A et donc un faisceau inversible .Z € Pic(A)(S)
tel que E s’identifie au fibré en droites V(.Z") privé de sa section nulle.

Notons m (resp. p1, p2) 'addition (resp. les deux projections) A xg A — A.

ProprosITION 1.2.1 (Barsotti-Rosenlicht-Weil, [30]). — Soient S un schéma
et A un schéma abélien sur S. On note A = Pic’(A/S) le schéma abélien dual.
L’application E — £ décrite ci-dessus est un isomorphisme de foncteurs en

groupes sur la catégorie des S-schémas
Extg(A4,G,) = A .

Preuve. (cf. [26, Appendice|). Montrons d’abord que cette application est bien
a valeurs dans AY. En effet, si S” est un S-schéma, x € A(S") et £ € E(S') releve
z, la translation 7, par = dans Ag (resp. 1¢ par { dans Eg) nous fournit un
diagramme commutatif T
Eg —— Eg

T,
Ay — Ag

d’ott un isomorphisme . — 1T7.Z.

Cela implique alors que le fibré inversible m*.Z @ pi.L ' @ ps.Z L sur A xg A
est trivial et donc que £ € Pic’(A)(S) = AY(S) (cf. [30]).

Il est immédiat que cette application est un morphisme de groupes. Montrons
qu’elle est injective, autrement dit qu’il existe une unique structure d’extension

de A par G,, sur le schéma F, = G,, Xg A. En effet, la multiplication dans
Ey s’interprete comme une application A xg A — G, qui est nécessairement
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constante (A Xg A est propre sur S, tandis que Gy, est affine) donc nulle, si bien

que ’extension considérée est triviale.

Enfin, construisons la réciproque de cette application. Soit ainsi . € Pic’(A)
et posons E = V(.ZY) \ {0} le fibré en droites associé privé de sa section nulle. Le
choix de I’élément neutre dans F revient a se donner un S-point de F au-dessus
de €4, la section unité de A ; ainsi choisissons une « rigidification » de €% .Z c’est-a-
dire un isomorphisme £%.Z = @g. D’autre part, comme .Z € Pic’(A), il existe un
unique isomorphisme m*.# ~ p;.Z ® p5.Z qui est compatible avec la rigidification
de £, d’ou une application

mp : VL) x5 V(L) = V(L)

qui releve la multiplication m : A xg A — A et compatible avec la section unité
ep S — E de E. Cest la loi de groupe sur E que 'on cherchait. En effet,
I’associativité résulte du fait que les deux compositions

V(L) x5 (V(ZLY) xs V(L)) = V(L)

et
(V(ZLY) xs V(L)) x5 V(L) = V(L)

proviennent toutes deux de 'unique isomorphisme rigidifié
PiysZ = P1L @ prl @ p3Z,

p1, Po, p3 désignant les projections A3 — A et pio3 la loi de groupe A3 — A.

De meéme, la commutativité de la loi de groupe est une conséquence de la
symétrie de I'isomorphisme rigidifié m*.Z ~ pi.Z @ p5.Z.

Enfin, il existe une unique application
wp: V(L) {0} = V(£Y)\ {0}

au-dessus de la multiplication par —1, compatible avec g et provenant de
la composition de l'isomorphisme [—1]%.Z ~ £V et de l'application naturelle
V(ZLY)\ {0} = V(Z)\ {0} qui associe a une base de .Z la base duale de .£".
La composée mg o (idg, tg) est une application E — E constante sur les fibres de
la projection £ — A et a valeurs dans la fibre de E au-dessus de 4. Elle est ainsi

constante et vaut g, ce qui prouve que ¢z est le morphisme « inverse ».

Nous avons ainsi associé & tout élément de . € Pic’(A) muni d’'une
rigidification sur la section nulle une extension de A par G,, dont I'espace sous-
jacent est V(ZV)\ {0} ; cette application est la réciproque voulue. [ |
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Soient S un schéma de Dedekind, c’est-a-dire un schéma normal noethérien de
dimension 1 et 7 : A — S un «modele de Néron ». Autrement dit, il existe un
ouvert dense U de S tel que Ay est un schéma abélien et A est le modele de Néron
de Ay sur S. On note A° la composante neutre de A c¢’est-a-dire le plus grand
sous-schéma en groupes ouvert de A/S a fibres connexes.

Soit AV le modele de Néron dual, ¢’est-a-dire le modele de Néron du schéma
abélien dual (Ay)Y (indépendant de U).

On a alors le lemme :

PROPOSITION 1.2.2 (Artin-Mazur, [23, Lemme (5.1), p. 53]). — Awvec ces no-
tations, il existe un unique isomorphisme de foncteurs sur la catégorie des S-
schémas lisses

Extg(A°, G,,) = AY

qui prolonge la dualité des schémas abéliens Ay et (Ay)".

Preuve. Artin-Mazur prouvent ce lemme en montrant que Extg(A° G,,)
vérifie la propriété universelle du modele de Néron, a savoir que pour tout S-
schéma lisse S, une S’-extension de Ay s par Gy,g se prolonge uniquement en
une S’-extension de A% par G,,s. Nous donnons ici une démonstration un peu
plus constructive que la leur. Comme S’ — S est lisse, la formation du modele
de Néron commute au changement de base S’ — S et nous pouvons supposer que
S" = S dans la suite.

La démonstration de la proposition 1.2.1 nous ramene a montrer le fait suivant :
soit £y € Pic(Ay) muni dune rigidification % £y ~ Oy et d’un isomorphisme
rigidifié m? Ly — piLy @ p;Ly, alors il existe une unique fagon de prolonger
ces données en un faisceau inversible £ € Pic(A’), une rigidification ¢*,.% ~ Og
et un isomorphisme rigidifié m*,.Z — p{.Z ® p;.Z. (Rappelons qu’un modele de
Néron vérifie toujours m, 00 = Og.)

Choisissons un diviseur Dy € Div(Ay) tel que .2 = @(Dy). Comme A° est
régulier, 'adhérence schématique D de Dy dans A° est un diviseur de A° et
définissons &) = @(D). Pour rigidifier %, on le remplace par £ @ 7*¢*o. %}’
qui est un faisceau inversible % sur A%, muni d’une rigidification qui prolonge la
rigidification initiale sur .#7;. Enfin, le faisceau inversible m*,.% ® pi.%,)’ ® p;.%,’
est (sur S) génériquement trivial, puisque trivial une fois restreint & Ay xy Ay C
AY xg A, Comme la projection m : AY xg A — S est & fibres connexes, il
provient de la base et est donc de la forme 7.4, le faisceau inversible .#;; étant
canoniquement trivial. Posons finalement .2 = %, @ 7*.#". C’est un élément de
Pic(A%) muni d’une rigidification et d’un isomorphisme rigidifié comme on voulait,
ce qui prouve l'existence du prolongement.

L’unicité du prolongement se démontre de méme, si £ et £’ sont deux
prolongements, le faisceau inversible .2’ ®.Z" est génériquement trivial et rigidifié.
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Il provient ainsi de la base, mais le faisceau inversible sur S dont il provient
est nécessairement trivial a cause des rigidifications. Ainsi, il existe un unique
isomorphisme rigidifié¢ .Z — £’ et il est compatible aux deux isomorphismes
supplémentaires. [ |

1.3. COMPACTIFICATION, METRIQUES

Soit S un schéma de Dedekind connexe, notons 1 son point générique. Soient
A, une n-variété abélienne, A son modele de Néron sur S et A° la composante
neutre de A. Soient E, une extension de A, par G, et E lextension de A" par
G,, fournie par la proposition 1.2.2. Notons .Z le faisceau inversible sur A° associé
a E, vue comme G,,-torseur, de sorte que E s’identifie & V(.ZY) \ {0}.

On pose # = Oy & £V et on définit £ comme P(#). Cest un A°-fibré
projectif dont E est un ouvert. En effet, si P € A%(S) et ep : S — A° est la section
correspondante, un S-point de E au-dessus de P correspond a un isomorphisme
Os — 5%, tandis qu'un S-point de E correspond & un quotient localement libre
derang 1 de e5,(040®.L"), autrement dit & un sous-faisceau inversible de Os®e},. L
tel que le quotient soit sans torsion.

Les projections de # vers @ 4o (resp. .£") définissent deux sous-schémas de F,
respectivement les sections « nulle » et « infini» (la section nulle est effectivement
la section nulle de V(.£")). Ce sont deux diviseurs relatifs de £ au-dessus de A°,
notons les Dy (resp. Do). Notant 7 la projection P(#) — A, il résulte du lemme
suivant que Op(y)(Dy — Do) = T 2.

LEMME 1.3.1. — (¢f. [17, Chap. V, Prop. 2.6]) Soient X un schéma, & un
faisceau localement libre de rang n+ 1 sur X et m: P =P(&) — X. Si N et V
sont deux faisceauz localement libres sur X, de rang 1 et n respectivement, avec
une suite exacte 0 — N — & — ¥ — 0, l'image de P(¥) — P est un diviseur
D dans P et Op(l) = Op(D) @ m*.N".

Preuve. Posons &' = & @ A et P’ = P(&"). Comme .4 est inversible, P’ est
canoniquement isomorphe a P, le faisceau @p/(1) s’identifiant d’apres [17, Chap.
II, Lemma 7.9] & Op(1)® .41, Cela nous ramene & prouver le lemme quand .4 est
trivial. Dans ce cas, I'injection @y — & s’interpréte comme un élément non nul de
['(X, &), puis comme 7,0(1) = &, comme une section s non nulle de I'(P, Up(1))
dont le diviseur est égal a D ; ainsi, le lemme est démontré. [ |

Notons .#, et .#, les faisceaux inversibles associés aux diviseurs Dy et D.
Ainsi, My @ M), ~ 1*L. Si 0 : SpecC — S est une point complexe de
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S, montrons comment munir les faisceaux inversibles o*.#, (resp. o* #y) de
métriques hermitiennes.

Montrons tout d’abord 'existence d’une « métrique carrée » sur .£ (cf. [28, I1.2]
dans le cas cubiste) :

PROPOSITION 1.3.2. — Soient X une variété abélienne complexe et £ un
faisceau inversible sur X muni d’un « isomorphisme carré» m*.Z ~ pi.L Q@ p5.L.
Alors, il existe une unique métrique hermitienne sur £ telle que cet isomorphisme
soit de norme 1. De plus, si £ est rigidifié a ['origine, cette métrique est ["unique
métrique hermitienne sur £ compatible a la rigidification et dont la forme de

courbure est nulle.

Preuve. Tout d’abord, il existe une unique rigidification a ’origine telle que
'isomorphisme carré y soit compatible et si ¢; € H3,(X) est la premiére classe de
Chern de .Z, il existe d’apres la théorie de Hodge une unique forme différentielle
invariante par translations qui représente c;. D’autre part, le « lemme 99 » (cf. [16,
pp. 148-149]) implique I'existence d’une métrique hermitienne sur .Z dont la forme
de courbure soit cette forme différentielle, et deux telles métriques different d’une
constante strictement positive. Il existe ainsi sur .Z une unique métrique qui soit
compatible a la trivialisation a I’origine et dont la forme de courbure soit invariante
par translations. D’autre part, % appartenant a Pic’(X), on a ¢; = 0 et la courbure
de la métrique est nulle.

Enfin, le fibré m*Z @ piZY @ pi.LY, trivial, est muni d’une métrique
hermitienne dont la forme de courbure est nulle. Par suite, il possede une section
globale sans zéros dont la norme est une fonction harmonique et donc constante, X
étant compacte. Ainsi, la norme de l'isomorphisme carré est constante ; sa valeur

a ’origine est par définition égale a 1, d’ou la proposition. [ |

COROLLAIRE 1.3.3. — Avec les notations de la proposition précédente,
l'unique isomorphisme [n]*.£ ~ ZL%" compatible auz rigidifications a 'origine est

une isoméetrie.

Preuve. La proposition précédente nous fournit sur le faisceau inversible
n]*Z®ZL"", canoniquement isomorphe au faisceau €y, une métrique hermitienne
canonique dont il faut vérifier qu’elle est triviale. Or, d’une part cette métrique est
constante (sa forme de courbure étant nulle), et d’autre part, la norme de la section
1 vaut 1 a l'origine, ce qui acheve la preuve du corollaire. [ |

La proposition précédente nous fournit une métrique canonique sur o*.Z, si
bien que # est muni, pour tout point complexe o : SpecC — S de S, d’une

: sl s = (s1,82) est une section locale de @4 & £V, on

métrique continue || - [|7,, :

définit

180150 () = max ([|sa[|(27), [|s2[l (7)) -
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REMARQUE 1.3.4. Cette métrique est seulement continue; c’est cependant
cette métrique précisément qui reflete 'action du tore sur la compactification, cf. la
proposition 1.3.5. D’autre part, lorsqu’on considere la hauteur de points rationnels,
il suffit de choisir une métrique continue. Enfin, comme c’est une limite uniforme
de métriques lisses, les arguments de [38] montrent que la considération de cette
métrique est légitime dans le contexte de la géométrie d’Arakelov en dimension
supérieure, par exemple pour étudier la hauteur des cycles (ce que, jusqu’a nouvel
ordre, nous ne ferons pas !).

Comme le faisceau inversible @p (1) est un quotient de 7%, il est naturellement
muni d’une métrique hermitienne. D’apres le lemme 1.3.1, #) = 7*.Z @ Op(1) ce
qui nous donne une métrique hermitienne canonique wy sur .#y. De méme, .4,

est muni d’une métrique hermitienne canonique wye.

Etudions enfin le comportement des objets que nous venons d’'introduire par
rapport aux morphismes de multiplication par n dans E.

PrOPOSITION 1.3.5. — Le morphisme [n|g : E — E s’étend uniquement en
un morphisme E — E, toujours noté [n]. De plus, si » € {0,00} et n > 0, on
a des isomorphismes canoniques de norme 1 : [n|* M, ~ A" ; pour n < 0, on a

[n]* My ~ AV et réciproquement.

Preuve. Si n € Z, la multiplication par n dans E provient du diagramme

suivant :

V(Z)\A{0} ——= V(L") \ {0} == V([n]"Z)\ {0} —— V(Z£")\ {0}

) ] o

ou, lapplication V(.ZY)\ {0} — V(£"")\ {0} associe a une section sans zéros de
< la puissance tensorielle n-eme de cette section, et le carré de droite est cartésien.
Il en résulte que le morphisme [n] : E — E s’étend & E selon le diagramme, dont
le carré de droite est cartésien :

PY) P(Op ® L") — P([n]*¥) P(V)

Gl

A0
la fleche P(#') — P(O 40 & Z£V") étant donnée par le morphisme d’algebres

Sym* (@ 40 & gvn) — Sym* (@040 & gv)



18 1. Extensions des variétés abéliennes par des tores

pour nn = 0, et
Sym* (@40 @ L") Sym* (O 40 @ L) — Sym* (Op0 & L") @ L)

quand n < 0.
Quand n > 0, on a ainsi [n|=Cp(1) = Op(n). D’autre part, quand n < 0, on a
d’aprés [17, II, Lemma 7.9],

—1E0p(1) = Op(1) @ 7.2

Par conséquent, [—1]% 4 = My et [—1]5M0 = M, soit parce que [—1] est une
involution, soit par un calcul direct. La formule pour n < 0 quelconque résulte de
Iécriture [n] = [—1] o [—n].

Il reste a montrer que ces isomorphismes respectent les métriques hermitiennes :

pour cela, il suffit de montrer que les isomorphismes
—1]"Op(1) = Op(1) @7"L et n]*Op(1) = Op(n), pourn >0,

respectent eux-memes les métriques. Dans le premier cas, il suffit de remarquer que
les métriques hermitiennes sur les deux faisceaux localement libres canoniquement
isomorphes 7, [—1]*@p(1) = O & L et T (Op(1) @ 7*L) = (OO0 ® L) R L
coincident, si bien que l'isomorphisme naturel [—1]*@p(1) ~ Op (1) @ 7*.Z est une
isométrie. Dans le second cas, cela résulte du fait que le morphisme de faisceaux
localement libres

Sym* (@40 © LV") — Sym* (040 & £V)

est une isométrie partielle. [ |

1.4. CONSTRUCTION DES HAUTEURS RELATIVES

On reprend les notations du paragraphe précédent, en supposant que S est
le spectre de l'anneau des entiers d'un corps de nombres. Rappelons que le
premier groupe de Chow—Arakelov (/Dﬁl(S ) de S s’identifie au groupe des faisceaux
inversibles sur S munis de métriques hermitiennes «a l'infini » compatibles a la
conjugaison complexe.

Fixons tout d’abord un entier N > 0 qui annule les groupes des composantes
connexes de A, pour tout point s € S.

Soient P € E(n) et Q = w(P) € A(n). Comme A/S est le modele de Néron
de A,, il existe une section g : S — A qui prolonge (). Par conséquent, on
peut trouver un entier N > 1 tel que [N]4Q € A(n) se prolonge en une section
evjg S — A°. Par suite, E/A° étant projectif, [N]P se prolonge en une section
Enp - S — E qui releve EIN]Q-
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PROPOSITION 1.4.1. — 8i « € {0,00}, les éléments (ciy;pt.) @  de
GI\-II(S) ®z Q ne dépendent pas du choix de N. On les note H, 5(P).

Preuve. Le caractere canonique des métriques hermitiennes w, sur les faisceaux
inversibles ., implique qu’elles sont invariantes par la conjugaison complexe.
Ainsi, nous avons bien par fonctorialité des éléments efy,p.#, dans CH'(S).

D’autre part, si M est un autre entier qui annule les groupes des composantes
connexes de A, pour tout s € S, montrons que

(5[N}P///-) Q@ N (5[M]P///-) ® IVa

Pour cela, il suffit de supposer que M est un multiple de IV, soit M = Nk pour un
entier £ > 1. Or d’une part, [k|*.#, = #>* en tant que faisceau inversible métrisé
(proposition 1.3.5) et d’autre part, epp = [k] © €[np, si bien que I'on a

ennpHe = (5E(N]P'%O)®k7
ce qui conclut la preuve de la proposition. [ |

D’autre part, la proposition 1.3.5 (ou la proposition 1.4.1, comme on veut !)

entraine immédiatement la proposition suivante :

ProprosITION 1.4.2. — Soit P € E(n). Sin > 0, on a H,s([n|P) =
nH, s(P). De plus Hy s([—1]P) = Huo,s(P).

PROPOSITION 1.4.3. — Soient ' — n une extension finie, f : S — S le
normalisé de S dans 1/, A’ le modéle de Néron de A, %, n', E' Uextension de A
par G, qui prolonge E, xn'. Si P € E,(n), on a

feH, (P xg S") =[S": S]H, s(P) € CH'(S") ®z Q

Preuve. Si A/S est semi-stable, c’est clair: la composante neutre de A’ est
obtenue a partir de celle de A par changement de base, si bien que E' = F xg S’,
etc.

Dans le cas général, soit p : A x5 S" — A’ le morphisme naturel qui prolonge
lidentité A, x ' = A,. L’'image de A° xg S’ par ¢ est contenue dans A" et il
nous faut comparer ¢*.Z" et £ x5 S'. Or, p*.Z'® f*.£" est un faisceau inversible
métrisé sur A° x¢ S’ qui vérifie le théoréme du carré et est génériquement trivial.
Comme S" — S est fidelement plat, on a (7 xg S"),Opoy .50 = Og ; d’autre part,
A% ¢S — S’ est a fibres connexes, si bien que ¢*.Z'® f*.Z" provient d’un faisceau
inversible sur S’, lequel est trivial a cause des rigidifications. Autrement dit, p*FE’,
etc. sont obtenues a partir de £ par changement de base, d’ou la proposition. W

Nous pouvons donc poser :
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DEFINITION 1.4.4. Soient 7 la cloture algébrique de n et P € E(7). Sin' est
une extension finie de n telle que P € E(n) et f : S" — S est le normalisé de
g,\on appelle hauteurs relatives de P les éléments H,(P) := f.H, s/(P) ® ﬁ de
CH'(S) ®z Q.

THEOREME 1.4.5. — Les fonctions deg H, : E(f) — R sont les hauteurs
canoniques sur E(7) attachées aux faisceauz inversibles M., sur F,,. De plus
(Zarhin-Bloch, Mazur—Tate), deg Hy(P) — deg Hoo(P) est la hauteur de Néron—
Tate de w(P) relativement au faisceau algébriquement équivalent a zéro £ sur

A.

Preuve. Pour « € {0,00}, soit h, une hauteur de Weil sur E(7) attachée au
faisceau inversible .#, , sur En- Fixons un entier n > 2. Les hauteurs canoniques
relatives au faisceau inversible .Z,; de poids n pour le morphisme [n]g (cf. par
exemple [4]) sont par définition les fonctions sur E(77) définies par

h.(P) = lim ih.([n’“]P).

k—o0 ’n,k’

Rappelons pourquoi cette limite existe: comme [n|*.#,, = .#,, il existe une

constante C,, telle que |h,([n]P) — nh,(P)| < C, pour tout point P, si bien que
1 1 _ 1
Lo (P) — (P < e

et la limite s’écrit comme somme d’une série uniformément convergente. La
he — h| < Cyp/(n — 1),
tandis que le terme canonique vient de ce que h,([n]P) = nh,(P) pour tout P.

dénomination hauteur est justifiée par la comparaison

Montrons maintenant qu’il existe pour toute extension finie ' — 7 une
constante C,y telle que l'on ait, pour tout point P € E(n'), 'inégalité

ha(P) — deg H,(P)| < Cy.

En effet, si S’ est le normalisé de S dans 1’ et si 'entier N > 0 annule les
groupes des composantes connexes du modele de Néron de A, sur S’, 'expression
h.([N]P) — Nh,(P) est bornée uniformément en P € E(n'). D’autre part,
deg H,([N]P) = Ndeg H,(P) d’apres la proposition 1.4.2. Enfin, en choisissant
comme modele entier de F,y 'adhérence de £’ dans un espace projectif convenable,
on constate que la différence deg H,([N]P) — h.([N]P) est uniformément bornée
lorsque P décrit E(n'). En mettant bout & bout ces majorations, on a bien une

inégalité comme annoncée.

La proposition 1.4.2 et la définition de la hauteur canonique entrainent alors
que pour tout P € E(n'),
ha(P) = dog H(P).

L’extension finie 1’ étant arbitraire, cela implique bien que h, = (T(%H..
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Enfin, comme .4y, ® .#) = 7%, on a pour tout P € E(n) relevant un point
de A°,
deg Hy(P) — deg Hoo(P) = deg ebn*.Z = deg (1 0 ep)*Z.

Autrement dit, he désignant la hauteur de Néron-Tate sur A, relative au fibré
inversible .Z, la fonction linéaire

deg Hy —deg Ho, —hg o

est, pour tout ' — 7, bornée sur un sous-groupe d’indice fini de A(n') ; elle est

alors nécessairement nulle, ce qu’il fallait démontrer. [ |

Remarquons pour finir que les hauteurs relatives contiennent toute 'informa-
tion nécessaire pour connaitre la hauteur d’un point de 'extension (compactifiée)
dans un plongement projectif donné : le groupe de Picard de E, est Z & Pic(4,),
si bien que tout faisceau (trés) ample sur F, est de la forme 7.4 ® Op(n) pour
un faisceau (tres) ample 4" sur A, et un entier n > 0. En sus de la hauteur de
Néron-Tate sur A,, la connaissance de H, suffit donc, méme si la considération
de Hy + H,, est plus symétrique.

COROLLAIRE 1.4.6 (Waldschmidt, [7, App.], Laurent [21]). — Soit hyr une
hauteur de Néron—Tate sur A, pour un diviseur symétrique ample et h la fonction
E,(m) — Ry définie par hyp o + deg Hy + deg Hoo. C'est une hauteur sur E, ;
de plus h(P) = 0 si et seulement si P est d’ordre fini.

Preuve. Que ce soit une hauteur résulte du théoreme 1.4.5 et des remarques
qui précedent ; elle est positive comme somme de fonctions positives. Enfin, si
h(P) = 0, il est nécessaire que hyr(m(P)) = 0, ce qui prouve que 7 (P) est d’ordre
fini. Alors, pour tout entier n, h([n]P) = nh(P) = 0 et le théoreme de Northcott
entraine que I'ensemble {P,2P,3P,...} est fini, ¢’est-a-dire que P est d’ordre fini.
La réciproque est claire, d’ou le corollaire. [ |

1.5. POINTS DE HAUTEUR RELATIVE NULLE

Pour finir, nous voulons donner quelques expressions explicites des hauteurs H
et H, et appliquer la théorie précédente a 1’étude des points de hauteur relative
nulle.

Nous conservons les notations des paragraphes précédents. Rappelons qu’un
point P de E = P(#) relevant une section (de la composante neutre) ¢ : S — A°
est la donnée d’un quotient inversible de rang 1 de #, soit un faisceau inversible .#
sur S et deux sections xg : Og — S, 11 : 6L — I telles que (v, 71) : W — I
soit surjectif. Le point P, appartient a F, si et seulement si zyp # 0 et x; # 0.
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Les faisceaux inversibles .Z,, et .#, étant définis par les inclusions @40 — #
et LY — W, les diviseurs sur S des éléments 0, = zo € Hom(Os, 7) et
Oy =z, € Hom(sggv, &) s'interpretent respectivement comme les intersections
(transverses, sur le schéma E) Dy, - {P} et Dy - {P}.

Alors, e}, M = 7 et la norme de la section 0., de .# pour la métrique
hermitienne héritée de .#,,, en tout point o € S(C), est donnée par la formule

o]l

100 ll” =

max({|zo||7, [lz1|7)

(a proprement parler, le membre de droite pour étre calculé, nécessite le choix
d’une métrique sur .# mais n’en dépend pas). Notons div(f,,) = p%:s Noop|P], O1 &

alors
iv (0-0) = (div(0oc ), — log |0 |>7)
et

deg Hoo(P) = deg div (6c) = D nioolog N(p) — - log [16c|”.
p 7€S(C)
C’est une somme de termes positifs de sorte que la hauteur relative d/e\gHoo(P)
est nulle si et seulement si . est un isomorphisme dans CH!(S): fy est un
isomorphisme de faisceaux inversibles et sa norme est 1 en toute place; cette
derniére condition équivaut a ||zo/z1]|” > 1.

De méme, si div () = 5, nop[p], on a
deg Hy(P) = > _noylogN(p) — > log|lfhl|” .
pesS ceS(C)
ou

[

160]l” =

max(|lzo|”, [|z1[|7)"

Ainsi, la hauteur relative cTe\gHg(P) est nulle si et seulement si 6, est un
isomorphisme dans (/?Hl(S ), soit si ¢’est un isomorphisme de faisceaux inversibles
sur S dont le norme est 1 en toute place, ce qui signifie ||z1/zo]|” > 1.

PROPOSITION 1.5.1. — Awec les notations précédentes, si eq : S — A%, il
existe un point P € E(S) de hauteur relative nulle relevant Q si et seulement si le

faisceau inversible métrisé ¢.L € CH(S) est trivial.

Preuve. En effet, les considérations qui précedent montre que si P est un tel
point, les deux sections zy : Og — & et xy : 5’(‘2.,2”\/ — . sont des isomorphismes
de faisceaux inversibles et ||z9/2z1]|” = 1 pour tout o € S(C). Autrement dit, la
section rationnelle z; oxy " de £ est sans poles ni zéros et de norme 1. Cela signifie
bien qu’elle réalise un isomorphisme @s ~ % dans CH!(S). |
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Ce résultat peut paraitre surprenant, mais il s’explique bien par le lemme
suivant (dont il peut étre intéressant de remarquer que 'analogue géométrique
est classique) :

LEMME 1.5.2. — Soient S le spectre de 'anneau des entiers d’un corps de
nombres et (L, ||-||) un élément de CHY(S), d’ordre fini. Alors il existe une extension
finie f 8" — S telle que f*(L,|| - ||) est nul dans CH!(S").

Preuve. Soit n > 1 un entier tel que (L®",|| -||™) = 0 et choisissons une base
t, € L®" de norme 1 en toute place, soit [|t,]|” = 1 pour tout o € S(C). Il existe
une extension finie S’/S (par exemple, 'anneau des entiers du corps de classe de
Hilbert du corps des fractions de S) telle que L' = L ®, Os est un @g module
libre de rang 1; soit donc s’ une base de L'. Alors, s®" est une base de L™ ® @s
et il existe une unité u de @g telle que s'®™ = wut,. Une extension S” — S’ telle
que u/™ € Ogn permet de poser s” = u /"s'; on constate que s” est une base
de L" = L' ®gy Ogr de norme 1 en toute place, si bien que L @ @g» = 0 dans
CH!(S"). |

Revenons a notre discussion : si ) € A(S) est de la forme [n]Q, avec Q1 € A(S)
et P € E(S) est un point de hauteur relative nulle qui releve @, on peut considérer
un point P relevant @, tel que [n]p P = P. Or, le faisceau d’Arakelov £, % n’est

pas forcément trivial, mais juste de torsion, ce qui signifie que P, n’est pas a prior:
défini sur S.

On en déduit aussi de la proposition précédente le fait suivant [2, proposition
2]: st K = Q ou si K est un corps quadratique imaginaire, la nullité de la hauteur
de Néron—Tate de v € A(K) relativement a & implique qu’il eziste un point de
hauteur relative nulle dans [’extension paramétrée par £ relevant un multiple de
z. En effet, comme Z|,, = (Z|.)®", on peut choisir n de sorte que .Z|,, ~ Os
dans Pic(A) ; il n’y a qu’une place archimédienne et si s est une base de .Z|,,, la
nullité de deg.Z |, implique que ||s|| = 1 et 2|, = 0 dans CH(S), ce qu’il fallait

démontrer.

REMARQUE 1.5.3. On vérifie aisément que les expressions explicites pour
deg Hy et deg H,, que nous avons écrites plus haut donnent la décomposition de la

hauteur relative en une somme de hauteurs locales canoniques, comme dans [1, 4].

Montrons enfin comment les « points de Ribet » de [19, 1] s’interprétent dans
ce contexte, en supposant que A/S est un schéma abélien.

PROPOSITION 1.5.4 (voir aussi [1, th. 4]). — Supposons que A est un schéma
abélien sur S. Soient f : AY — A un S-morphisme de schémas abéliens et
g=f—fV: A,\; — A, qui est un endomorphisme antisymétrique. Il existe au-
dessus du point g(-£) € A(S) un S-point canonique de hauteur relative nulle.
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REMARQUE 1.5.5. On peut éviter de supposer que A/S est un schéma abélien
en faisant appel a la théorie des métriques adéliques de Zhang (cf. [39]) et en
remarquant que le groupe GI\-II(S) s’identifie au groupe des métriques adéliques
sur K.

Preuve. Sur X = A x AY, considérons la (bi)extension de Poincaré Py, et
de méme sur Y = AY x A, métrisés de sorte que le théoreme du cube est une
isométrie [28]. Soit s I'isomorphisme Y ~ X qui échange les facteurs ; par unicité
du prolongement métrisé, on a un isomorphisme de faisceaux inversible métrisés
s* Py = Py qui prolonge la bidualité sur la fibre générique.

Le critere valuatif de propreté entraine que ¢ se prolonge en un unique
endomorphisme AY — A. Alors, on a les égalités entre faisceaux inversibles
métrisés, qui résultent de ce qu’elles sont vraies sur 7 et de l'unicité du
prolongement, :

Ly = Pxlpe)e = Pyle e par dualité
— (S*L@Xﬂj’f\/(f) = gZX|fV(ip)’ip = g|fv($),

si bien que 2|4 #) est canoniquement trivial, en tant que faisceau inversible métrisé
sur S. La preuve de la proposition 1.5.1 montre que les S-points de hauteur relative
nulle relevant g(.#’) correspondent aux isomorphismes |,y — (@s, ||1||) dans
GI\-II(S ), d’ott un point canonique défini par I'isomorphisme ci-dessus. [ |

REMARQUE 1.5.6. Prouvons que le «point de Ribet» défini dans [19] et
considéré dans [1] du point de vue des hauteurs est égal au point donné par la
proposition précédente. Considérons comme dans [19, (4.1), p. 146] le diagramme

1 G, F*E AV 0

f

1 G, ) A 0

Choisissons y € f*E(n) relevant .Z, soit z' = f(y) € E(n), d’ott un 1-motif
M,: Z — f*E. Par définition de la dualité de Cartier des 1-motifs, le dual de M, est
un 1-motif M, : Z — E. Soit 2? € E(n) I'image de 1. Le point x; := ' —2? € E(n)
releve f(Z) — fY(Z) et Bertrand prouve dans [1] que ce point est de hauteur
relative nulle. Quand A/S est un schéma abélien, on peut faire cette construction
sur S en choisissant y € f*E(S) (si ¢’est possible) et en raisonnant en termes de
S—1-motifs. Pour simplifier, raisonnons « localement sur SU {oo} » (S compactifié
en rajoutant les places a l'infini) — le résultat a obtenir est de nature locale, en
I’espece une hauteur locale a calculer en un point indépendant de y — et choisissons
y € f*E(S); il correspond donc & un isomorphisme fY(Z)|y — Os puisque
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f*E est paramétrée par f¥. Alors, la description symétrique du 1-motif M; est la
trivialisation de Py | g pv(¢) = fY(Z)|» que définit y. Le 1-motif dual est alors
donné par la trivialisation canonique de x|y« donnée par la trivialisation
précédente et la dualité entre les S—schémas abéliens A et AY. Autrement dit, 22 est
donné par la trivialisation de .Z’| (&) qu’on en déduit comme dans la preuve de la
proposition et la différence x' —2? est défini par I'isomorphisme £ ) ~ 2| v (g)
de la démonstration de la proposition 1.5.4, isomorphisme qu’on a vu étre une

isométrie.
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Chapitre 2.—

Autour de I’extension universelle

2.1. INTRODUCTION

Dans ce court chapitre, nous étudions un modele entier particulier de ’extension
universelle d’une variété abélienne. La construction est due a Mazur et Messing et
nous commengons par rappeler au paragraphe 2.2 les résultats principaux de [23]

dont nous aurons a faire usage.

Au paragraphe 2.3, nous pouvons alors étudier un peu plus en détail [’extension
canonique d’'un modele de Néron, telle qu’elle est définie dans [23, §5]. Puisqu’un
modele de Néron n’a pas forcément d’extension universelle (son Ext' par G, n’étant
pas nécessairement localement libre), nous utilisons son extension canonique qui
est un modele entier privilégié de I'extension universelle de sa fibre générique. Si
tout est défini sur I’anneau des entiers d’une extension finie de Q,, nous prouvons
en fait qu’au niveau des sous-schémas en groupes de p™-torsion, quitte a étendre les
scalaires afin de rendre ces schémas en groupes finis et plats, tout se passe comme si
I'extension canonique est universelle (théoreme 2.3.3). Outre le calcul au chapitre 3
d’une hauteur locale dans le cas de mauvaise réduction (proposition 3.4.9), ce
résultat nous permet de prouver que I'application construite par Coleman dans [9]
coincide avec l'application périodes p-adiques de Hodge-Tate (proposition 2.3.4).

2.2. RAPPELS SUR L'EXTENSION UNIVERSELLE

Ce paragraphe contient les résultats de [23] dont nous aurons besoin par la
suite.

Soit S un schéma et G' un schéma en groupes fini et plat sur S. Notons G* le
dual de Cartier: c’est le schéma en groupes qui représente le faisceau de groupes
abéliens Homg(G, G,,). On obtient alors une application ag : G — wg- par le
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diagramme :

G(S,) = Homsf(GE,, G’msl)

1
— Homg/_schémas pointés (Inf (G")s = Gps1) = we= @ Ogr.

D’apres [23, 1.4, p. 5], cette application est universelle pour les homomorphismes
de G dans un S-faisceau quasi-cohérent : pour tout S-faisceau quasi-cohérent M
(vu comme un faisceau en groupes abéliens pour la topologie fppf sur S) et tout
morphisme de faisceaux abéliens f: G — M, il existe un unique morphisme de
faisceaux quasi-cohérents f: wg- — M tel que f = f o ag.

Fixons un nombre premier p, soit S un schéma et G un groupe p-divisible sur S.
On suppose que p est localement nilpotent sur S, ou bien que S est le spectre d’un
anneau p-adiquement complet. Si n > 1, notons G(n) le noyau de la multiplication
par p" sur G. Il existe alors une extension vectorielle universelle de G' qui est
donnée, quand p" = 0 dans S, par le diagramme commutatif suivant :

[p"]
0 G(n) G G 0
|
aG(n) |
|
v
0 wa* E(G) G 0

ol l'on a identifié wgm)- avec wg- puisque p"@s = 0. Que cette extension soit
universelle signifie que pour toute extension vectorielle 0 -V — F — G — 0, il
existe un unique morphisme f : wg- — V tel que F = f,E(G).

Si A est un schéma abélien sur une base quelconque S, il existe aussi une
extension vectorielle universelle E, i (A) universelle de A ; c’est une extension de
A par le cotangent en 'origine wsv du S-schéma abélien dual de A. De plus, si p
est nilpotent sur S, elle est donnée par le diagramme obtenu a partir du précédent
en remplacant G par A et en utilisant le fait que AY(n) = A(n)*. En particulier,
la restriction de l’extension vectorielle Euiv(A) au groupe p-divisible G de A est
canoniquement isomorphe a ’extension universelle de G.

En particulier, soit x € A(n), & € Eyniy(A) relevant . Le point [p"]& € Eypniy (A)
releve 0 et définit donc un élément Oy (%) € wav ; la classe de Oypiy () modulo
p"wav ne dépend en fait que de x, d’olt une application

8univ : A(n) — WAV /p”wAv

Or ce dernier quotient s’identifie & w(,)- et 'on vérifie que I'application Oy, n’est
autre que gy,

Donnons une autre description de ’extension universelle de AY : on sait que A
représente les extensions de A par G,,. Appelons rigidification d’une telle extension
11— G,, > F — A — 0 la donnée d’'un scindage de cette extension sur le premier
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voisinage infinitésimal de la section nulle de A, autrement dit, un scindage de
la suite exacte des espaces tangents correspondante. Appelons Extrigg(A4, G,,) le
faisceau sur S d’extensions rigidifiées de A par G,,. On a ainsi une suite exacte

0 — wa — BExtrigg(4,G,,) = AY =0

D’apres [23, 2.6, p. 21], cette extension vectorielle est 'extension universelle de AY.

Enfin, Mazur et Messing étendent cette construction au cas d’un modele de
Néron : supposons que S soit le spectre d’un anneau de Dedekind et A un modele
de Néron sur S. Comme le S-groupe Ext'(A° G,,) des extensions de la composante
neutre A° par G,, est représenté (pour la topologie lisse) par le modele de Néron
dual AV, on dispose pareillement d’une suite exacte de faisceaux abéliens :

0 — wy — BExtrigg(4°, G,,) = AY — 0

D’aprés [23, 5.2, p. 54], cette suite exacte est représentable par des S schémas
en groupes lisses. Suivant la terminologie de Mazur et Messing, nous appellerons
extension canonique de AV D'extension vectorielle donnée par Extrigg(A°, G,,) et
nous la noterons FE.,,(A"). Notons que sa restriction au point générique n de S est
canoniquement 'extension universelle de A,,.

Il est bon de remarquer que E,,(AY) n’est pas forcément I'extension universelle
de AY, pour la simple raison que celui-ci n’en posséde pas forcément, cf. les contre-
exemples de Breen—Raynaud dans [23, 5.6, p. 58].

2.3. COMPLEMENTS SUR L’EXTENSION CANONIQUE

Soient S le spectre d’un anneau de valuation discrete de caractéristiques mixtes
(0,p) et m : A — S un modele de Néron. Comme précédemment, on note A° la
composante neutre de A, AV le modele de Néron dual. Notons S, le sous-schéma,
fermé de S défini par l'idéal (p") de Os.

Soient G le noyau de la multiplication par p” dans A, A le plus petit sous-
schéma en groupes ouvert de A qui contient G.

On fait Uhypothese que G est fini et plat sur S,

ce qui implique notamment que A/S est semi-stable. On a alors une suite exacte :
() 0 G — Al Pa g0y

et comme Ext' (G, G,,) = 0 (cf. par exemple [SGA 7, Exp. VIII, 3.3.1]), la suite
exacte des Ext’s se récrit de la maniere suivante :

0 — Homg(G, G,,) = G* — AV = ExtL(4°, G,,) 24 Extl (A, G,.) — 0
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Il en résulte que G*, qui est fini et plat sur S, est le noyau de la multiplication par
p™ dans AV,

Notons, pour tout S-schéma en groupes H, Inf'(H) C H le premier voisinage
infinitésimal de la section nulle dans H. Par définition [23, 2.1], (¢)- Homrig(G, G,,)
est alors 'ensemble des homomorphismes f : G — G, munis d’une rigidification
le long de Inf'(A°%) de la suite exacte 1 — G,, — E(f) — A° — 0 induite
par push-out de (¢) par f (c’est-d-dire une section Inf'(A°) — FE(f) commutant
aux projections). L’oubli de f nous définit ainsi un morphisme de groupes
(¢)- Homrig(G, G,,) — Extrig(A°, G,,) compatible avec les projections naturelles
sur G* et AV. On constate que I'on a le lemme suivant :

LEMME 2.3.1. — Ce morphisme de groupes induit un isomorphisme entre
(¢)-Homrig(G, G,,) et la restriction a G* de Extrig(A°, G,,).

D’apres [23, 2.2|, on dispose d’une suite exacte
0 — wa — (¢)-Homrig(G, G,,) = G* — 0

Comme G* est annulé par p", on en déduit une application : G* — wa/p™.
(Relever © € G* en Z, multiplier  par p", cela donne un élément de w4 bien défini
modulo p"w,). Comme G* est fini et plat et wy/p" = we un faisceau quasi-cohérent
sur S, cette application se factorise par I'application universelle ag-: G* — wq et

le théoreme suivant les compare :

THEOREME 2.3.2. — L’application [ est égale a —a-, l'opposée de l'appli-

cation universelle de G* a valeur dans un faisceau quasi-cohérent.

Preuve. Soit f € G* = Hom(G, G,,) et choisissons un relevement de f dans
(¢)- Homrig(G, G,,), autrement dit une rigidification o de I'extension f.(¢) le long
du premier voisinage infinitésimal de la section nulle. Alors, I'extension [p"]. f.(¢)
est triviale (car [p"]g,, o f = 1) et munie d’une rigidification qu’il faut comparer a
la rigidification naturelle sur ’extension triviale.

Nous pouvons sans restreindre la généralité étendre les scalaires a S,,. Alors, les
premiers voisinages infinitésimaux de la section nulle Inf'(G) dans G et Inf'(A°)
dans A° coincident canoniquement, si bien que f définit une application (toujours
notée f) Inf'(A°) — Inf'(G,,).

L’extension E = E(f) = f.() est quotient de A" x G,, par le sous-groupe des
points de la forme (g, f(g)™!) pour g € G. Ainsi, posons pour x € Inf'(A%), soit
i € Inf'(A™) un point tel que [p")i = z et définissons o(r) comme la classe de
(z, f(£)™") dans E dont on voit qu’elle ne dépend pas du choix de & dans f,(¢).

L’extension [p"]. f.(¢) est alors quotient de E x G, par le sous-groupe des
points de la forme ([0,t],¢7") pour t € G,,. La rigidification induite par o
associe & x € Inf'(A%) la classe de I'élément ([, f(Z)7'],1). Or, l'isomorphisme
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(") fu(e) — AY x G,, est donné par ([a,t],u) — ([p"]a,t?"u). Par suite, la
rigidification o’ sur ’extension triviale A x G,, que nous avons obtenue s’écrit
o'(x) = ([p"1%, f(2)7") = (x, f(2)7)).

Cette extension triviale de A° par G,,, rigidifiée, nous définit 1’élément
—f*(dt/t) de wyo = wg. Par conséquent, B(f) = —f*(dt/t) = —ag(f), ce qu'il
fallait démontrer. [ |

Dans la suite, nous identifierons la restriction & G* de Extrig(A4°%, G,,) au
push-out par la multiplication par —1 de l’extension vectorielle que définit
(¢)- Homrig(G, G,,). Cette convention rend I'isomorphisme du lemme 2.3.1 compa-
tible avec celui défini par Mazur et Messing [23, 2.5.7, p. 20] dans le cas de bonne
réduction.

Soient K une extension finie de Q,, Ok son anneau d’entiers et A une variété
abélienne sur K dont nous notons A le modele de Néron sur Spec Ok (supposé
semi-stable pour simplifier). Soient A}, la variété abélienne duale de Ax et AYO
la composante neutre de son modele de Néron sur Spec . Fixons une cloture
algébrique K de K et soit O, = li(ln O /p" l'anneau des entiers du complété p-
adique de K.

Pour tout entier n > 1, soit K™ C K une extension finie de K telle que le
noyau de la multiplication par p” dans le modele de Néron A,, de Ax® K™ soit fini
et plat sur 'anneau O™ des entiers de K™ ; notons G,, extension des scalaires
a O, de ce schéma en groupe. On peut de plus supposer que K™ c KD et que
K = U, K™.

Comme A, est semi-stable, on dispose pour tout n d’une immersion ouverte
canonique A, @ O+ < A ., Cela nous permet de définir A,, = lim A, ®9,
qui est un O,-schéma en groupes lisse, localement de présentation finie.

De méme, les fleches naturelles entre faisceaux d’extensions rigidifiées
Extrigom (AY°, Gpn) @ O - Extriggwsn (AY°, Gp)

sont des immersions ouvertes et permettent de définir [’extension canonique de A

sur 9, ; c’est une extension vectorielle

0= wavo ® Oy = Ean(As) = A = 0

Comme G,, s’identifie au noyau de la multiplication par p"” dans A.,, on peut
définir G, = lign Gy, qui est le groupe p-divisible sur O, attaché a A
La restriction de I’extension canonique de A, a G, nous fournit une extension

vectorielle sur O,

0— wavo @D, = Eeap(Goo) = Goo — 0
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que nous pouvons appeler I'extension canonique de G,. Mais pour tout n > 0,
Goo % Spec(D,/p™) dispose d’une extension universelle, comme tout groupe p-
divisible sur un schéma ou p est nilpotent, d’ou une extension universelle de G,
sur O,

Dans ces conditions, on a le théoreme suivant, qui généralise la proposition 2.4.1
de [23], ou il était supposé bonne réduction :

THEOREME 2.3.3. — L’extension canonique de G s’identifie canonique-

ment a son extension universelle.

Preuve. Pour le démontrer, nous pouvons réduire modulo p™ puis passer a la

limite. Considérons alors le diagramme suivant

0 Goo(n) G ] Goo 0
G (n)*

00— Wao(n)* Euiv(G) Goo 0
f

00— Wgo(n) Eean(Goo) G oo 0

dans lequel Eypi (Goo) est lextension universelle de G sur Ox/p" et f est
obtenue par définition de ’extension universelle. (Remarquons que G (n) = G, et
W (n): = Wavo/pP".) Soient Ocay (resp. Ouniv) les cobords G (n) — wa., (n) Obtenus
a partir des extensions canoniques et universelle de G : si i € {univ,can} et si
z € Gu(n), on choisit un relevement & € E;(G) et on pose 0;(x) = [p"]g, (%) €
wGoo(n)*.

Par définition, Ouiy = QG.o(n)s Ocan = f © Ouniv et le théoreme 2.3.2 joint a
la convention se signe qui suit le lemme 2.3.1 nous dit que Jcan = Qg (n). La
proprié¢té universelle de ’homomorphisme o, (,) entraine alors que f = 1 est
I'unique homomorphisme f de wg_ (n)- dans lui-méme tel que Ocan = f © g (n)-
Ainsi, f =1 modulo p" puis f =1. [ |

Le théoreme 2.3.3 a deux applications: la premiere sera le calcul d’une
hauteur relative locale dans le cas de mauvaise réduction (nous la verrons aux
propositions 3.4.7 et 3.4.9 plus loin).

La seconde application est une démonstration de la coincidence, dans le cas
de mauvaise réduction, de 'application définie par Coleman [9] avec Hodge—
Tate. Avec les notations précédentes, Coleman définit en effet une application
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Oay: Tp(Ax) — way ® C, de la fagon suivante: Soit v = (z,) € T,(Ak), il
correspond a x, un diviseur D,, € A} (K) tel que p" D, est linéairement équivalent
a zéro; si p"D,, = div(f,), la suite de forme différentielles méromorphes df,,/ f,
converge vers une forme différentielle holomorphe sur A} ® C, qui est par définition

9AK (JI)

PROPOSITION 2.3.4. — On a l’égalité 04, (x) = « lim »agm) (7).

Preuve. On peut bien siur supposer que A a réduction semi-stable sur I’anneau
des entiers de K. Il suffit alors de montrer que 64, (z) appartient a wav ® O, et
que modulo p", 04, (2) = agm)(2,). Or, z,, correspond & une extension (e,) de A°
par G,,, définie sur O . Une fois choisie une rigidification de cette extension,
on obtient une rigidification sur l’extension triviale obtenue par pull-back de
I'extension [p"]*(e,,). Or, cette rigidification est précisément définie par la restriction
en lorigine de df,,/ f,, modulo p™.

Autrement dit, le Corollaire 12e (Note added in proof de [9]) est vrai dans le
cas de mauvaise réduction, en remplacant ’extension universelle par ’extension
canonique. Pour finir le calcul, on peut raisonner sur le groupe p-divisible dont
le théoreme précédent nous dit que ’extension canonique est en fait ’extension
universelle, cqfd. [ ]
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Chapitre 3.—

Extensions vectorielles des variétés

abéliennes

3.1. INTRODUCTION

Nous construisons dans ce chapitre une hauteur particuliere sur une extension
d’une variété abélienne par un groupe vectoriel, dans ’esprit des constructions du
chapitre 1 et de la hauteur de Néron—Tate.

Nous I’évaluons ensuite aux points d’ordre fini. L’énoncé principal de ce chapitre

est le suivant :

THEOREME 3.4.11. — Soient K un corps de nombres, A une variété abé-
lienne sur K de dimension g et E une K -extension non triviale de A par un groupe
vectoriel V. Il existe une hauteur de Weil hy, sur E(K) associée a un plongement
projectif de E telle que pour tout nombre premier p ne divisant ni le discriminant
de K ni le conducteur de A, la moyenne des hauteurs des points de E annulés par

p vérifie l'inégalité

2 1
<1—]—9>logp<ﬁ > hw(P) < logp.

[p]P=0

PeE(K)
Il généralise les résultats de Paula Cohen [7, 8| qui traitait le cas d’une extension
non triviale d’une courbe elliptique et de [5, 6] ou l'on s’intéressait a 1’extension

vectorielle universelle d’'une variété abélienne de dimension arbitraire.

Lorsque l’extension vectorielle est universelle, le modele entier est fourni
(comme annoncé au paragraphe 2.1) par I’extension canonique du modele de Néron
d’une variété abélienne, due a Mazur et Messing ; dans le cas général, nous utilisons
un push-out de cette extension canonique, utilisant le fait que sur la fibre générique,
I’extension vectorielle a étudier est elle-méme un push-out de I’extension universelle.

Nous compactifions ce modele entier en un fibré projectif sur le modele de
Néron de la variété abélienne. Il nous suffira alors d’étudier la hauteur relative

pour le fibré inversible relativement ample @(1). Elle sera notée d/e\gH dans le
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texte et la hauteur de Weil Ay, est la somme de cette hauteur relative et d’'une
hauteur de Néron—Tate sur la variété abélienne. Il est plus délicat de montrer que
la hauteur relative se calcule effectivement a ’aide d’un degré d’Arakelov que dans
le chapitre 1 car la multiplication par un entier > 1 sur le groupe algébrique ne

permet plus de « caler » la hauteur convenablement.

Les paragraphes 3.2 et 3.3 sont les pendants des paragraphes 1.3 et 1.4 dans le
cas d’une extension par G,, et le plan en est tres proche.

Enfin, nous relions au paragraphe 3.4 la hauteur des points d’ordre fini aux
calculs du chapitre 4 concernant les valuations de périodes p-adiques. Ceci nous
permet d’étudier le comportement asymptotique de la moyenne des hauteurs des
points d’ordre premier donné, lorsque cet ordre tend vers l'infini et d’établir ainsi
le théoreme principal.

3.2. COMPACTIFICATION, METRIQUES

3.2.a. Modeéles entiers

Soit S un schéma de Dedekind connexe, notons 1 son point générique. Soient
A, une 7-variété abélienne, A son modele de Néron sur S et A’ la composante
neutre de A. Soit AV le modele de Néron dual, ¢’est-a-dire le modele de Néron sur

S de la variété abélienne duale (A,)".

Soient V;, un n-groupe vectoriel et £, une extension de A, par V;. Par définition
de 'extension universelle, il existe un unique homomorphisme f,, : way — Vi tel
que E, = fpFEuiv. L'extension canonique de A est une extension par le groupe
vectoriel wyv et fizons un S-vectoriel V' ainsi qu'un homomorphisme f : wyv =V
qui prolongent f,. (Comme S est de Dedekind, un choiz meilleur que les autres
pourrait consister a prendre pour V' I'image du réseau wyv dans V;,.) On définit
alors F := f,F.,. Cest une extension de A par le groupe vectoriel V' qui prolonge
E,.

Soit # le faisceau localement libre sur S dont V' provient (i.e. # est le faisceau
des sections de V, ou bien encore V- = V(#V)). D’apres [25, 111.4.7 et 111.3.7],
Extg(A, V) = HYA,O4 ®p; #), d’ott un recouvrement ouvert i de A et pour
tous Uy, U, € U une section oy, p, : Uy NU; — V vérifiant la condition de cocycle

0= OU,U, + OU,U; + OU,U, - U1 N U2 N U3 — V.

Réciproquement, de telles sections déterminent £ de la facon suivante: si U € 4
et m: E — A est la projection, notons Eyy = 7~ 1(U) C FE; alors, il existe un
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isomorphisme ¢ : Ey — V xg U vérifiant pour Uy et U, € 4,

Yu, — Puy = (UU1U270)'

Or, HY(A,0O4 ® #) est canoniquement isomorphe & Ext'(@4, Oy @ #), Diso-
morphisme associant au cocycle {O'Uin ; U;,Uj € U} les matrices de transition
1dW O.UZ‘U]‘
0
Z sur A, derang rg V' 41, avec une suite exacte naturelle 0 — # — % — O, — 0.

Soit £ = P(Z£V). L’inclusion V, < V(ZV) définit un sous-fibré isomorphe 2
P(#"V) (les hyperplans de V) de E qui est un diviseur D. En outre, un S-point de

€ GL((O4 @ #') ® O4) qui définissent un faisceau localement libre

E correspond A un quotient inversible de .# ", alors qu’un S-point de E s’interpréte
comme un tel quotient #" — £ tel que la composition @4 — F" — Z soit un
isomorphisme. On voit ainsi qu’il existe une immersion ouverte canonique F < E,

le complémentaire de I'image de E dans E étant précisément D.

Le lemme 1.3.1 montre que @pyvy(1) = @(D). Il est par définition relativement
ample sur A et est muni d’une section canonique sy telle que div(sp) = D.

3.2.b. Métriques hermitiennes

Soit o € S(C); apres changement de base par o, on veut munir @(D) d’une
métrique hermitienne. Pour simplifier les notations, on notera A, etc. les objets
A xg,C,... En particulier, A est un tore complexe CY/A, o g = dim A et A
est un réseau de C9, et V = C" pour n =rgV.

LEMME 3.2.1. — Il exziste un homomorphisme p: A — V tel que E(C) soit
le quotient de V' x C9 par l’action de A suivante :

A (u,2) = (u+ p(A), 2+ A), AeAN, weV, zeC
Le fibré vectoriel V(Z") est de méme le quotient de (C & V') x CY par l'action
A ((tu),z) = ((t,u+tp(N)), 2+ N), AeN, teC, ueV, zeC.

Preuve. Comme H'((C9)*", @) = 0, I'extension de CY par V obtenue par pull-
back de E est scindée. Une fois choisi un scindage, on obtient une représentation
p de A = m(A) dans V qui agit par translations sur lui-méme. Réciproquement,
étant donnée p, on reconstruit £ puis V(.Z") a l'aide des formules indiquées.

Si p' est la représentation attachée a un autre scindage, p' — p: A — V s’étend
par R-linéarité en un homomorphisme C-linéaire. construit est canoniquement
isomorphe, Le morphisme donné sur les revétements universels par ((¢,u),z) —
((t,u+ (p' — p)(2)), 2) est alors un isomorphisme. |
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Avec les notations du lemme, E est le quotient de P(C & V) x CY par 'action
de A qui provient de celle sur V(.Z"). Dans ces conditions, le diviseur D est défini
par l'équation ¢ = 0 et ¢ s'identifie & la section sp de @(D). Si 7 : E — A
désigne la projection naturelle, @ (D) est un quotient de 7*.Z" et il suffit de munir
V(#") d’'une métrique hermitienne h pour que @(D) en hérite naturellement par
la formule

15D l((tu,2) = L
o h,(t,u)l/?
(SiueV,te Cetze CIavec (t,u) # (0,0), on note ([t : u], z) 'unique point de
P(#") dont un relevé dans (C® V') x CY est ((t,u), 2).)
Il reste a construire h,. Pour cela, on remarque que la suite exacte de fibrés
vectoriels sur A

0> VxA=>V(F)>CxA—0

admet une section " naturelle : désignons toujours par p le prolongement R-
linéaire de p : A — V en une application C? — V et posons p(t, z) = ((¢,tp(2)), 2).
Pour A € A, on a

Al 2) = A- (4 1p(2)), 2) = (&, tp(A) +p(2)), 2 + A),

tandis que
(A~ (t,2) = @(t, 2+ A) = (L, tp(z + A)), 2+ A),

de sorte que ¢ : C x CY — (C @ V) x CY passe au quotient par 'action
de A. A la section @ est ainsi associé un scindage €*° de la suite exacte ci-
dessus, @ : V(ZV) — (V@ C) x A décrit sur le revétement universel de A par
(ta u)z - (ta U= tp(Z))z,

Choisissons une métrique hermitienne || - ||y sur l'espace vectoriel V. Alors,
on peut munir V(ZV) de la métrique somme directe orthogonale des métriques
constantes || - ||y sur V- x A et |- | sur C x A.

Nous avons ainsi établi la proposition

PROPOSITION 3.2.2. — Une fois fizée une métrique hermitienne sur V', il
existe une unique métrique hermitienne sur @(D) pour laquelle la norme de sp est

donnée par ['expression

50l = i |
Vi —tp(2) |} + [t]2

REMARQUE 3.2.3. La métrique hermitienne construite est indépendante du
choix de la représentation p : A — V. En effet, si p+ 6 est une autre représentation
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définissant ’extension, # : CY — V étant un homomorphisme C-linéaire, on a les

égalités
~1/2
Isoll(putoe),y = [t (||U +t0(z) — tp'(2)|* + |75|2)
~1/2
= [t (||U —tp(2)|]> + |t|2)
= |Ispll(tu],2)-

3.3. CONSTRUCTION DE LA HAUTEUR RELATIVE

3.3.a. Construction

Soient R un anneau de Dedekind, S = Spec R, K le corps de fractions de R et
n = Spec K le point générique de S. Notons R la cloture intégrale de R dans une
cloture algébrique K de K, S = Spec R.

Soit 0 — V;, = E,, — A, — 0 une n-extension d’une n-variété abélienne A, par
un 7-groupe vectoriel V;,. Notons ¢, la classe de I'extension dans H'(A,,V, ® O, ).

DEFINITION 3.3.1. Un S-modele de cette extension est la donnée d’un S-
schéma A plat, de type fini et séparé, prolongeant A, tel que A(S) = A,(n), d’un
S-groupe vectoriel V' prolongeant V, et d’une classe ¢ € H' (A, V ® O4) telle que
cRN=cy.

Un S-modele est la donnée d’un S-groupe vectoriel V prolongeant V,, d’une
famille (K;) d’extensions finies de K contenues dans K, telles que U; K; = K,
et, notant S; le normalisé de S dans Spec K;, d’un S;-modéle (A;,V Xg S;, ¢;)
(du changement de base & Spec K;) de [’extension, astreints & la condition de
compatibilité suwante: si R; C Rj, on demande l'existence d’une tmmersion
ouverte ¢ : A; xg, S; — A; qui est lidentité sur la fibre générique et telle que
¢ @ Ry = ¢*c;.

Si K est un corps de nombres, un (S, 00)-modele (resp. un (S, o0)-modele) est
la donnée d’un S-modele (resp. un S-modéle) et, pour tout plongement o : K — C,
d’une métrique hermitienne sur le C-espace vectoriel, V; @, C, invariantes par la

conjugaison complexe.

Notant S, le spectre du complété de S en un point fermé v de .S, un S-modele
détermine canoniquement (par changement de base) un S,-modele. De méme, la
donnée d’une place ¥ de S relevant v permet d’obtenir un S,-modele par extension
des scalaires d’'un S-modele.

D’apreés le critere valuatif de propreté, un un S-modele (A,V,c¢) (resp. un
(S, 00)-modele) tel que A est projectif (propre) sur S fournit automatiquement un
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S-modele (resp. un (S, co)-modele) en prenant pour toute extension finie S” — S le
S'-modele (A xgS",V xgS',¢xgS"). Nous dirons qu’un tel S-modele est projectif.

La définition précédente tire son intérét de la proposition suivante, selon
laquelle I’extension canonique définit un S-modele. Cependant, si A, n’a pas bonne
réduction, ce S-modele n’est pas un S-modele projectif au sens des lignes qui
précedent.

ProrosIiTION 3.3.2. — Soit 0 =V, — E, — A, — 0 une extension comme
ci-dessus et f, : way — Vy Uapplication canonique définissant [’extension. Si A est
le modéle de Néron de A, sur S, soit f : wav — V un homomorphisme du cotangent
en l'origine du modéle de Néron de A;?/ vers un S-groupe vectoriel prolongeant Vi,
tel que f @sn = fy.

Supposons que A est semi-stable. Alors, la collection, pour toute extension
finte 8" — S, du modele de Néron A" de A, sur S et de la classe du push-
out de l'extension canonique de A" par la composition de f et de 'application
wav — wav Xg S" définit un S-modéle.

Preuve. Soit S — S une extension finie, notons 7’ le point générique de S’
et désignons par A’ le modele de Néron de A, x 1/, par V' le S’-groupe vectoriel
V xg S', et par ¢ la classe de cohomologie ¢ € H' (A", V' ® O4) définie par le
push-out par f xg S’ de I’extension canonique de A’.

Tout d’abord, (A", V', ') est un S’-modele de I'extension : on a A'(S") = A, (n)
en vertu de la propriété universelle du modele de Néron et la fibre générique de
I’extension canonique étant canoniquement isomorphe a ’extension universelle, on
en déduit par push-out que ¢ ®g 1’ = ¢, X, 1'.

Il reste a montrer que ces S’-modeles sont bien compatibles. Comme A/S est
semi-stable, A’/S" est aussi semi-stable, et il suffit de prouver la compatibilité entre
le S-modele défini par A et le S’-modele.

Si A/S est un schéma abélien, alors A" = AxgS’, ¢ = cxgS’ et la compatibilité
est immeédiate.

Dans le cas général, application canonique AY xg S" — A" qui prolonge
I'identité sur la fibre générique est une immersion ouverte. Elle induit par
conséquent un isomorphisme sur les composantes neutres, ainsi que sur les premiers

voisinages infinitésimaux de la section nulle
Inf'(AY? x5 S') = Inf'(A™9).

D’autre part, I'extension canonique est définie par Extrigq(AY°, G,,); partant
d’une S-extension rigidifiée de AVY, on peut faire le changement de base & S’ d’ou
une application canonique Egan(A) Xg S" — Ean(A’) qui prolonge l'identité sur
la fibre générique. Comme la notion de rigidification commute au changement de
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base, cette application identifie E.,(A) xg S" comme le pull-back de Eg,,(A") par
I'immersion ouverte A xg 5" — A'.

Cette derniere immersion ouverte induit un isomorphisme sur les cotangents a
lorigine si bien que I'application f’ : wsv — V' provient de f par extension des
scalaires. La compatibilité en résulte. [ |

Comme au paragraphe 3.2, tout S-modele (A, V, ¢) permet de définir un faisceau
localement libre # tel que V' = V(#7V), un faisceau localement libre .# de rang
rg V + 1, extension de @4 par #, et dont la classe est précisément ¢, un S-schéma
quasi-projectif et plat F = P(Z"), un diviseur D C F, un faisceau inversible
@ (D), relativement ample et muni d’une section s, dont le diviseur est D.

De méme, un (S, oo)-modele fournit une métrique hermitienne sur le faisceau
inversible (D), compatible a la conjugaison complexe.

Fixons un S-modele (resp. un (S, co)-modele si S est le spectre d’'un anneau
d’entiers de corps de nombres). Soit P € E,(n) et Q = n(P) € A,(n). Par
hypothese, il existe une unique section ¢ : S — A qui prolonge (). D’autre part,
E/A étant projectif, le critere valuatif de propreté permet de prolonger P en une
section £p : S — E qui releve eq.

DEFINITION 3.3.3. On définit des S-hauteurs relatives locales de P : si p est
un idéal mazimal de R et v est la valuation (normalisée) de R associée d p, on
pose hs,(P) = ({P} - D),, produit d’intersection au-dessus de p du 1-cycle {P} et
du diviseur D, transverses.

Dans le cas global, étant donné un (S,00)-modéle, si o est un plongement de
K dans C, on définit hg,(P) = —log||sp||”(P).

On définit enfin élément Hg(P) = ep@(D) de CH'(S), appelé S-hauteur
relative de P pour le (S, 00)-modéle considéré.

La proposition suivante reproduit la définition du degré arithmétique d’un
élément de CH'(S) :

ProPOSITION 3.3.4. — On a l’égalité

deg Hs(P) = 3 hs,, (P)log N(p) + 3 hs,(P).
pes 5€5(C)

La donnée d'un S-modele (resp. d’un (S, o00)-modele) permet de définir ces
fonction sur tout E, (7). Pour simplifier, on n’explicite la définition que dans le cas
des corps de nombres.

DEFINITION 3.3.5. Fizons un (S,00)-modéle. Soit P € E,(7) et ' C 7 une
extension finie de n telle que P est défini sur n'. Soit k : S" — S le normalisé de
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S dans 1. Alors l'élément k. Hg (P) ® [S,—IS} de CHY(S) ®z Q est indépendant du
choiz de S'. On Uappelle hauteur relative de P pour ce (S, 00)-modéle.

Si 'on ne précise pas le (S, 00)-modele, ¢’est que 'on a choisi le modéle défini
par les extensions canoniques, le choix d’un homomorphisme wav — V' et d’une
métrique hermitienne sur V,. Nous la noterons parfois Hc,, quand il pourrait y
avoir confusion.

3.3.b. La hauteur relative est une hauteur

Rappelons (cf. par exemple [35] ou [20]) qu'il existe sur ’espace projectif
P"(Q) une fonction Ay appelée hauteur et jouissant de nombreuses propriétés
(théoreme de Northcott, etc.). Si X/Q est une variété algébrique quasi-projective,
tout plongement ¢ : X — P% nous fournit une fonction Ay, sur X (Q) que nous
appellerons hauteur de Weil. Plus généralement, nous appellerons hauteur de Weil
sur une variété quasi-projective X définie sur Q toute fonction Ay x: X(Q) =+ R
qui est la somme d’une fonction de la forme Ay, et d’une fonction bornée. Si X est
projective, on peut associer par linéarité une fonction hyy,p (définie a une fonction
bornée pres) a tout diviseur D € Div(X). Une hauteur de Weil sur X associée au

diviseur D sera par définition une fonction h: X(Q) — R telle que h — hy,p soit

bornée.

THEOREME 3.3.6. — Soit hy une hauteur de Weil sur E, associée au
diviseur D. Alors, il existe une constante C' telle que pour tout point P € E(7]), on
ait

|deg Hean (P) — hyy (P)]| < C.
LEMME 3.3.7. — La hauteur relative définie a partir d’un S-modéle projectif

est une hauteur de Weil.

Preuve. En effet, si (A,V,c) est un S-modele projectif, (Te\gH(P) est alors
le degré d’Arakelov du faisceau inversible métrisé ¢5@(D), calculé a 'aide d’un
modele projectif £ de E,,. [ |

Dans le lemme suivant, les S-points d’un S-modele projectif n’est rien d’autre
que la limite inductive des S’-points de E’ = E’\ D', les immersions ouvertes
A x S — A’ définissant des immersions F x S — E’ d’ou une injection
E(S) — E'(S"). Nous dirons qu’ils forment un groupe si leur restriction a la fibre
générique est un sous-groupe de E, (7).

LEMME 3.3.8. — Il existe un S-modéle projectif de lextension dont les S-

points sont un groupe.
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Preuve. Soit 2 un S-schéma propre, de type fini et plat, dont la fibre générique
est A, ; par exemple, 'adhérence de A, dans un espace projectif P'¢ convenable.
Soit % un S-schéma propre, de type fini et plat qui d’une part prolonge A, x, A,,
et d’autre part est muni d’applications p, py, m: % — 2 qui prolongent
respectivement la premiere projection, la seconde projection et la multiplication
A? — A, ; par exemple, 'adhérence dans 2™ de I'image de A} par la composition
A2 P g5y g,

Soient (U;) un recouvrement ouvert affine fini de 2, U;; U'intersection de U; et
Uj, qui est aussi un ouvert affine ; soient donc U; = Spec R; et U;; = Spec R;;. Les
Ui, sont des ouverts affines de A, sur lesquels le V,-torseur En|Ui,7, est trivial, d’ou
une section oy : U, — E,. Sur U;, N U;,, la différence o; — o; est une fonction
réguliere f;; a valeurs dans V,, soit f;; € R;; ® V;,. Par conséquent, on peut trouver
un S-groupe vectoriel V' dont V;, soit la fibre générique et tel que f;; € R;j; @ V'
les f;; vérifiant encore la condition de cocycle, cela nous définit bien un S-modele
projectif de 'extension, et donc un S-modele projectif par changement de base.

Notons E — 2 le V-torseur formé a partir de S-modele.

Comme 2" est un S-modele propre d’une variété abélienne, il résulte du critere
valuatif de propreté que les S-points de .2~ forment un groupe. En revanche, F
n’est pas propre sur S, et 'ensemble E(S) n’est pas a priori un sous-groupe de
E (7). 11 reste a montrer comment modifier ce modele de sorte que cette propriété
soit satisfaite.

Notons €, Vouvert (affine) (py,p2) H(U; x5 U;) N m H(Uy) de %, Ryjj, son

anneau et € , sa fibre générique. On a une fonction fi;, : 45%,, — V5, définie par
fijk(.’li,l‘l) = (O’Z(.’L’) @En Uj(l‘l)) @En Ok (l‘ ) An.’L’,) R

si bien que f; appartient & R;j, ® V ®g 1 et il existe un dénominateur commun &
tous ces éléments. Ainsi, quitte a remplacer V' par %V C Vi, sans changer les f;,
etc., on peut supposer que

fijk € Rij @ V.

Dans ces conditions, montrons que F(S) est un groupe. Il suffit de montrer que
E(S") est un groupe pour toute extension finie S — S, et les propriétés ci-dessus
restant vraies apres changement de base a S’, on peut se contenter de prouver que
E(S) est un groupe. C’est alors une propriété locale pour la topologie de Zariski
sur S, ce qui nous ramene au cas ou S est le spectre d’un anneau de valuation
discrete.

Soient e et ¢ € E(S), v = 7(e) et ' = w(e) € Z(S). Comme S est un trait,
on peut trouver i, j et k tels que (p1,p2) *(z,2") € Qyji. Alors, comme E est un
V-torseur sur 2", dire que e est entier revient a dire qu’il existe un élément v € V'
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tel que e = oy(x) + v, et de méme pour €' (le 4+ est au sens des torseurs). On
constate alors que

eop, ¢ = (0i(z)+v) S (0;(a) + )
= op(x a4, 2") + (v =0+ fiji(z,2"))

ce qui prouve que e © ¢’ appartient bien a E(S). Ainsi, E(S) est un groupe, ce qui

conclut la preuve du lemme. [ |

Le lemme qui suit est une variante de la proposition 3.4.3 démontrée plus loin.

LEMME 3.3.9. — Soient (A, V, c) un S-modéle et v une place de S = Spec R.
Pour tout A € R non nul, on note [\.E le A\™'V torseur construit o l'aide du S-
modéle (A, A"V, ¢). Dans ces conditions, pour tout P € E,(n), hsy(P) < v()) si

et seulement si P se prolonge en un point entier de [A|,E(S).

LEMME 3.3.10. — Etant donnés deuz S-modéles dont les points forment un
groupe, notons hg,1 et hs,o les hauteurs locales en une place v de S définies par

ces modeles. Alors,

sup |hse1(P) = hsp2(P)| < sup |hgpi(P) = hspa2(P)].
PecEy(n) PeEy,(n)
w(P)=0
Preuve. Soient donc (Ay, Vi, c1) et (Ag, Vo, o) deux S-modeles. Notons F et
E5 les Vi-torseurs (resp. V3) correspondants. Soit P € E, (1), Q = 7(P) € A,(n) et
(1, Q2 les deux sections de A;(S), As(S) prolongeant (). Soient P; et P les points
entiers de F(S) et Ey(S) qui prolongent P.

Montrons qu’il existe P’ € E,(n) tel que 7(P") = Q et tel que P se prolonge
en un point entier P et P dans chacun des S-modeles E) et Fs.

Comme S est affine, la restriction du V; torseur £ a (Q; est triviale et on fixe un
isomorphisme u; : Q7 E; — Vi. De méme, fixons un isomorphisme us : Q5 Ey — Vs,
compatible & I'isomorphisme @19 : E1, — E,. Ainsi, il suffit de trouver v; € V7,
vy € Vy tel que 1 o uy'(vy) = uy'(vy). L'isomorphisme QfE), ~ Q3F,, se
prolonge en un homomorphisme Q7 E; — %Q;EQ pour un entier D > 1 et il suffit
de prendre v; € DV} pour conclure.

Alors, le point P, appartient a Ei(S) si et seulement si P, ©p, Py aussi
(car E1(S) est un sous-groupe), et de méme, P, € FEy(S) si et seulement si
Py — P) € E5(9).

Si, pour A € R, on désigne par [\|,E; le S-modele (Aj, %Vl, c¢1) de l'extension
E,, et de méme pour Es, le lemme 3.3.9 affirme que hg, 1 (P) < v(A) si et seulement
si le point P se prolonge en un point entier dans [A],Ej.
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Par suite, les points entiers des S-modeles [\], E; étant aussi des groupes, on a

les équivalences

hsor(P) <v()) & P e [N.Ey(S)
& P — P e [N.E(S)

car PY se prolonge en un point entier du %Vl—torseur [A]+E1, et de méme,
hswa(P) & Py— Py € [\LEy(S).

Finalement, comme le point P — P° se projette en l'origine de A,, le lemme est
démontré. [

Preuve du théoréme 3.3.6. Vu les lemmes précédents, il suffit de comparer les
hauteurs globales en la fibre & 1'origine définies par, d’une part un (S, co)-modele
projectif, et d’autre part le (S, c0)-modele que donne I’extension canonique.

On commence par se ramener au cas ou les mémes métriques hermitiennes sur
V, sont les mémes, ce qui change les hauteurs globales par une fonction bornée.

Alinsi, les hauteurs locales archimédiennes sont les mémes.

Ensuite, il existe un ouvert dense U de S tel que le U-modele obtenu par
extension des scalaires a partir de ’extension canonique est projectif. Ainsi, on
peut supposer que les hauteurs locales en toute place v € U coincident.

Enfin, pour I'ensemble fini de places v € S\ U, la comparaison en 'origine est
facile : on a deux R,-modules V; et V5, ainsi que des isomorphismes V; @ K ~ V, ~
Vo ® K tels que hg,1(w) et hgy,o(w) soient le dénominateur de w dans Vi @ K
(resp. Va2 ® K) pour tout w € V,, ® K. Comme l'isomorphisme V; @ K ~ Vo @ K (et
son inverse) que ’on obtient a un dénominateur borné, il existe ainsi une constante
C, telle que pour tout w € V,, ® K,

|hS,v,1(w) - hS,v,2(w)| < Cv-

En définitive, les deux hauteurs different sur E,(7j) d’une fonction bornée, majorée

par C' = Y C,log N(v). |
vgU
COROLLAIRE 3.3.11. — Soit hyy une hauteur de Weil sur En associée d un

plongement projectif de E,. Il existe un entier n > 1 et une constante C' tels que

pour tout point P € E(T) d’ordre fini, on ait
| (P) — ndeg H(P)| < C.

Preuve. En effet, la structure du groupe de Picard des fibrés projectifs nous dit
que hy est associé & un élément de la forme 7. ® @(n) dans Pic(E,), w étant la
projection E, — A, ; comme ce fibré est ample, n > 1. Le corollaire se déduit des

deux points suivants :
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— grace a lexistence de la hauteur de Néron-Tate sur A,(7), le terme
correspondant a 7*.Z est uniformément borné lorsque m(P) décrit A, (7)sors ;

— daprés le théoreme 3.3.6, la différence entre ndeg H(P) et le terme corres-
pondant & @(n) est uniformément bornée lorsque P € E, (7). |

3.4. HAUTEUR DES POINTS D’ORDRE FINI

Nous calculons ici la hauteur relative des points d’ordre fini sur une extension
vectorielle ; remarquons que la projection 7 : E, — A, induit un isomorphisme
entre les sous-groupes de torsion :

LEMME 3.4.1. — Soit 7 : E, — A, une extension vectorielle d’une variété
abélienne, n étant le spectre d’un corps de caractéristique 0. Alors, pour tout entier
non nul n et pour tout point x € A, annulé par n, il existe un unique point § € b,

relevant x et annulé par n.

Preuve. Notons 0 — V,, — E, — A, — 0 cette extension. Soit un point §, € £,
relevant z. Le point [n|&, est au-dessus de [n]Jr = 04 et est donc un élément du
groupe vectoriel V. Alors, on cherche ¢ sous la forme &, + v, ce qui donne comme

1

unique solution v = —>([n]&). |

Si la partie archimédienne de la hauteur est tres facile a évaluer, la partie a
distance finie nécessite plus de soin et les calculs du chapitre 4 sur les schémas en
groupes finis.

Nous conservons les notations du paragraphe 3.3.

3.4.a. Calcul archimédien

PropOSITION 3.4.2. — Soit n un entier non nul. Soient S' — S le
normalisé de S dans une extension finie n’ — n et P € E(n') tel que [n|P = 0.
Alors, pour tout o € S'(C), on a hg ,(P) = 0.

Preuve. Pour simplifier les notations, effectuons le changement de base par
o : SpecC — S'. 1l faut ainsi montrer que ||sp|lp = 1. Comme Pextension de
CY9 par V obtenue par pull-back de E est scindée, le méme calcul que dans le
lemme 3.2.1 montre que la loi de groupe sur £ se déduit par passage au quotient
par 'action de 7 (A) de opération

(u,2) ® (v, 2) = (u+u', 2z + 2')
sur V x CY. Vue comme loi de groupe rationnelle sur F, elle provient de ’opération

([t:u],2)® ([t":u'],2") — ([tt', t'u + tu'], 2 + 2').
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Par suite, la multiplication par n provient du morphisme ([t : u], z) — ([t : nu],nz)
sur P(C @ V) x CY. Il en résulte que les coordonnées des points annulés par n de
E| lues sur le revétement universel, sont ([1: p(\)/n], A\/n) avec A € A (mod nA).

D’apres la proposition 3.2.2, on a 1’égalité

-1/2
lsplle = 1t (Ilu = tp() 1} + [17)

alors que 'on a uw = p(\)/n, t =1 et z = \/n, si bien que ||sp|lp = 1. |

3.4.b. Calcul aux places finies : préliminaires

Désormais, on choisit une place v de S et on suppose, apres changement de
base, que S est le spectre d’un anneau de valuation discrete R. Si K est le corps
des fractions de R (donc n = Spec K est le point générique de S), A/S est le
modele de Néron d’une variété abélienne Ax /K et E est une extension de A par
un groupe vectoriel V/S. On note i : V' — E l'inclusion naturelle.

Le push-out de I'extension F via la multiplication par A € R sur V nous donne
une extension [\|,E, ainsi qu'un morphisme uy : E — [\].E : si 'on considere la
suite exacte

0=V S pugv B DLE =0

qui définit [A], £, le morphisme u, est la restriction de py & Exg{0} = E. Si A n’est
pas une unité de R, 'application uy ne s’étend pas & E. Cependant, si P € E(n),

cela a un sens de considérer la section €,,(py: S — [A].E associée au point uy(P),
calculé sur la fibre générique (cf. le paragraphe 3.3.a).

ProrosiTION 3.4.3. — Soit P € E(n). Alors, on peut calculer la S-hauteur
relative locale hg,(P) (définition 3.3.3) par la formule

hso(P) = min{v(N) ; A€ R\ {0},20,()(S) C [ALE(S)}.

Preuve. Soient 4 un recouvrement ouvert de A et w = (wyyr) un cocycle qui
représente la classe de U'extension E dans H'(A, 04 @ #). Sip: S — A est un
S-point de A, un S point p de E au-dessus de p est alors une famille de morphismes
oy : p Y (U) — V pour U € U vérifiant oy — oy = wyyr o p. L'extension [\, F
correspond a la classe Aw et le S-point uy(p) est représenté par les morphismes
Aoy,

Comme R est principal, un S-point de E au-dessus de p est un couple ({op}, t)
défini a multiplication par une unité de R pres et tel que oy — oy = twyyr o p pour
tous U, U' € U, et (oy,t) # (0,0) modulo I'idéal maximal de R.

Par définition de U'intersection arithmétique, (5(S) - D), est égal a v(t), si bien
que p(S) C E si et seulement si v(t) = 0. D’apres ce qu’on vient de voir, &,,(p)
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correspond a la famille ({oy },t/\) tant que v(t/A) > 0, et a ({Aoy/t},1) quand
v(A/t) = 0, d’ou la proposition. |

LEMME 3.4.4. — Soit P € E(K). Alors, hs,(P) > 0. Si de plus [n|gP se
prolonge en un point entier de E/S, par exemple, si [n]pP = 0, alors hg,(P) <

v(n).

Preuve. La premiere partie du lemme est évidente. Pour démontrer la seconde,
utilisons la structure affine de E : soient Q1 = 7(P), Q2 = w([n]gP) = [n]aQ: et
choisissons P, € E(S) tel que 7(P;) = @, (il en existe car Spec R est affine !);
posons enfin P, = [n]x P qui se prolonge par hypothese en un point entier de E/S.
Alors, il existe un unique z € V ® K tel que P = P; +i(x), ¢ désignant I'inclusion
V — E. La multiplicité d’intersection est alors égale a

min{v(A); A€ R\ {0}, \z eV CV®K}.

Par hypothese, nx = i *([n]g(P — P1)) = [n]gP — [n]p Py est entier, et hg,(P) <
v(n). |

COROLLAIRE 3.4.5. — Si P € E(K) est un point annulé par un entier n # 0

et si la caractéristique résiduelle ne divise pas n, on a hg,(P) = 0.

COROLLAIRE 3.4.6. — Si P € E(K) est un point annulé par un entier
n > 1, la hauteur relative globale de P vérifie (Te\gH(P) < logn.

Preuve. En effet,

K : Qldeg H(P) = 3" hso(P)logN(®) + Y. hsap)

v finie 0:K—C

Le terme archimédien est nul, le terme non archimédien hg, (P) est positif, majoré
par v(n). Par conséquent,

deg H(P) <

) ;v(n) log N(v) = logn.

3.4.c. Groupes finis

On conserve les notations du paragraphe précédent. Soit p la caractéristique
résiduelle; si NV est un entier non nul, notons A(N) le sous-schéma en groupes
Ker[p"]4 de A, que I'on suppose fini et plat sur S. C’est notamment le cas si
A/S est un schéma abélien ou bien si K est suffisamment gros pour que les points
d’ordre pV soient définis sur K et si A est semi-abélienne en les places au-dessus
de p.
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Le sous-schéma en groupes Ker[p"],v de A" s’identifie alors au dual de Cartier
A(N)* de A(N). Rappelons aussi que way) = wav ®z (Z/p"Z). Nous noterons
Jn Papplication wa(y)y — V/pNV déduite du morphisme f : wyv — V qui définit
le modele entier de 'extension.

Soit B un schéma et H un schéma en groupes fini et plat sur B. Rappelons (cf.

les chapitres 2 et 4) que 'on dispose d’une application canonique ay : H — wy-,
ou H* est le dual de Cartier de H.

PROPOSITION 3.4.7. — On suppose que le schéma en groupes A(N)/S est
fini et plat sur S. Soit P € E(K) un point annulé par pY, notons Q = n(P) et
eg : S — A(N) la section qui prolonge Q. Alors, on a pour tout A € R\ {0}
[’équivalence :

hs,u(P) gv()\) — )\fNoaA(N)ongo dans V/pNV.

Preuve. L’extension E est obtenue a partir de 'extension canonique de A/S
par push-out via ’application wav — V.

D’apres le lemme 3.4.1 et la proposition 3.4.3, 'inégalité hg,(P) < v(\) est
vraie si et seulement si £g se releve en un point annulé par pV dans Pextension
vectorielle [A],E. Or, pour vérifier ce dernier fait, il n’est pas restrictif d’effectuer
le changement de base de S = Spec R & Sy = Spec(R/p"R). En effet, une fois
choisie une origine P, dans la fibre affine au-dessus de ¢ (comme dans la preuve
du lemme 3.4.4), I'équation & résoudre s’écrit p¥x = v et cette équation possede
une solution z € V si et seulement si v € p¥V, c’est-a-dire s’il y a une solution
apres changement de base a Sy. De méme, la condition de droite est vraie si et
seulement si elle est vraie apres changement de base a Sy puisque w4y~ est déja
annulé par p?.

Pour simplifier les notations, on notera de la méme maniere les S-schémas et
les Sy schémas obtenus par extension des scalaires de S a Sy.

La construction du cobord g : A(N) — V/pNV associé & une extension E de A
par un groupe vectoriel V' (cf. le pagraphe 2.2, page 28 pour 'extension universelle)
montre qu’il existe un point P annulé par p” et relevant ) dans ’extension si et
seulement si Jg(Q) = 0. Or, les résultats rappelés au chapitre 2 (cas de bonne
réduction) ou bien le théoreme 2.3.2 (cas de réduction semi-stable) montrent que
le cobord associé a ’extension canonique est a4y, si bien que le cobord associé
a l'extension vectorielle E est fy o asny et celui associé a I'extension Al E est
Afn © auny, ce qui conclut la démonstration de la proposition. [

3.4.d. Calcul aux places finies : suite

Dans tous ce paragraphe, K est une extension finie de Q,, R est 'anneau des
entiers de K, A/R est le modele de Néron d’une variété abélienne sur K, V est
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un R-schéma en groupes vectoriels et E une extension de A par V. On suppose
que A est semi-stable. Notons aussi q 'idéal maximal de R et v la valuation de Q,
définie par q, normalisée par v(p) = 1. Soient K’ une extension finie de K telle que
la p-torsion de Ag soit définie sur K’ et R’ la cloture intégrale de R dans K’. Soit
S’ le spectre de R’ et p I'idéal maximal de R’

La proposition 3.4.7 va nous permetre d’appliquer les résultats du chapitre 4
et d’en déduire des évaluation des hauteurs relatives locales des points d’ordre p.
Nous ferons en particulier appel a la proposition suivante qui sera démontrée au
prochain chapitre (indépendamment de ce qui suit) :

ProPOSITION (Proposition 4.4.2). — Soit G un schéma en groupes fini et
plat sur R, annulé par p. On suppose que R est absolument non ramifié. Soit

f : wg- = R/pR une application non nulle. Alors, il existe x € G(R) tel que si
A € R\ {0} vérifie \fag(z) =0, on a linégalité v()\) > (1 - p%l) v(p).

On déduit alors immédiatement de cette proposition, ainsi que de la proposi-
tion 3.4.7, I’évaluation suivante :

PROPOSITION 3.4.8. —  Supposons que A/R est un schéma abélien, que K
est absolument non ramifié sur Q, et que la réduction modulo p de lextension E
est non triviale.

Alors, il existe un point P € Ex(K') d’ordre p dont la hauteur relative locale

vérifie
By (P) > (1 - ﬁ) 0p(p)

On peut donner des résultats plus précis dans certains cas a condition
de connaitre le schéma en groupes des points annulés par [p| et lapplication
wg- — V/pV. Donnons ici le cas étale et le cas supersingulier. Les calculs de
I’appendice A.1 concernant le cas des variétés abéliennes a multiplication complexe
pourraient aussi étre retraduits dans ce cadre. Le cas étale était le résultat principal
de [6], voir aussi [23, bas de la page 56] ot il est virtuellement montré que la hauteur
locale est strictement positive. Dans le cas supersingulier, ceci redonne, par une
méthode toute différente, une partie des résultats de [8], mais sous ’hypothese que
le corps de base est non ramifié en p.

PROPOSITION 3.4.9. — On suppose que A a réduction semi-stable en les
places au-dessus de p et que E est l'extension canonique de A. Soit P € Ex(K')
un point d’ordre p qui se projette en un point de A(R') dont la réduction modulo p

est d’ordre p ; alors la hauteur relative de P est égale a vy(p).

Preuve. Avec les notations précédant la proposition 3.4.7, le théoreme 2.3.3
signifie que le morphisme fy défini par 'extension est l'identité. Il suffit alors
d’appliquer le lemme 4.4.6. [ |
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PROPOSITION 3.4.10. —  Supposons que A/ R est une courbe elliptique dont
la réduction modulo p est supersinguliere et que K est absolument non ramifié sur
Q.- Si E est lextension universelle de A, tout point P € Ex(K') d’ordre p a pour
hauteur relative locale hgr ,, (P) = (1 - zﬁ) vp(p) -

Preuve. Mettre 3.4.7 contre 4.4.7. |

3.4.e. Conclusion

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme principal de ce

chapitre.

THEOREME 3.4.11. — Soient K un corps de nombres, A une variété abé-
lienne sur K de dimension g et E une K-extension non triviale de A par un
groupe vectoriel V. On suppose que A admet un modéle semi-stable sur ’anneau
des entiers de K. Soit p un nombre premier qui ne divise ni le discriminant de K
ni le conducteur de Ak et tel que de plus application « f : wav — V' » qui définit le
modele entier ne se réduise pas en 0 modulo chacune des places divisant p. Alors,
la moyenne des points de E annulés par p vérifie l’inégalité

2 1 —
(1 - 1—9) logp < e > deg H(P) < logp.

[p]P=0
PecE(K)

REMARQUE 3.4.12. Il est clair que tout nombre premier p assez grand
vérifie I’hypothese du théoreme. Si p ne divise ni le discriminant de K ni le
conducteur de Ay, il suffit que les diverses extensions vectorielles obtenues par
réduction modulo les places divisant p soient non triviales ; cette derniere condition
sera d’ailleurs automatique si 1'on a choisi comme modele entier l'extension
« meilleure que les autres » définie au paragraphe 3.2.a. On obtient ainsi I’énoncé
du théoreme 3.4.11 cité dans l'introduction de ce chapitre.

Preuve du théoreme 3.4.11. 11 s’agit de recueillir les informations contenues
dans la proposition 3.3.4, la proposition 3.4.2, le lemme 3.4.4 et la proposition 3.4.8.
Soit p un nombre premier tel que le corps de définition K soit non ramifiée sur Q
en p, tel que A ait bonne réduction en toutes les places divisant p, et enfin tel que
la réduction de I'extension modulo ces places soit non triviale.

Soit K’ une extension de K telle que les points d’ordre p de A soient définis
sur K', soit S’ le spectre de 'anneau des entiers de K.

(1) Si 0 € S'(C) et P € E(K) est annulé par p, on a dapres la
proposition 3.4.2 hg ,(p) = 0.

(2) Sip est un point fermé de S” dont la caractéristique résiduelle est premiere

ap, P € E(K) est annulé par p, alors, d’apres le lemme 3.4.4, on a hg ,, (P) = 0.
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(3) Sip est une place de S’ dont la caractéristique résiduelle est p et P € E(K)
est annulé par p, le lemme 3.4.4 affirme aussi que 0 < hg,, (P) < v(p).

Les points (1), (2) et (3) impliquent déja que

T 1
[p];_odegH(P) - m[pz (Z hs v, logN(p) + > he, )

|P=0 \peS’ 7€S'(C)

= Z IOgN ) ( Z hS’,vp)
[p]P=0

pes’
plp
< ng‘lz (5) log N (p) < 1
< Up\P) 108 S pUlogp.
[K,:Q] pes’ P
plp

Utilisons maintenant la minoration 3.4.8.

(4) Soit p une place de S’ dont la caractéristique résiduelle est p et notons
g la place de S au-dessous de p, de sorte que q/p est non ramifiée. D’apres la
proposition 3.4.8, il existe un point P € E(K') d’ordre p dont la hauteur locale
vérifie

hsr v, (P) > (1 - —1> vp(p)

Or, Pensemble des v € E(K') tels que [p]lz = 0 et hg o, (7) < (p—2)vp(p)/(p—1)
est un sous-groupe de E(K'). On vient de voir qu’il n’est pas égal a toute la p-
torsion de F(K'), donc son ordre divise strictement p* et 'ensemble des P € E(K")
d’ordre p et tels que hgr,, (P) > (p — 2)vy(p)/(p — 1) est de cardinal supérieur ou

égal & p* — p?~! = p?~1(p — 1). Par conséquent, comme de plus hg ,, >0, on a
> hsw, (P) > (p = 2)p"  up(p) = p*(1 — 2/p)vy(p).
PZ];?(KO’)

Finalement, on a, en utilisant aussi les points (1) et (2),

> deg H(P) > p™(1—2/p) g & () o N (p) > p* (1 —2/p)logp.
[p]P=0 ' Plp

On laisse au lecteur le soin de raffiner le théoréme 3.4.11 au moyen des
propositions 3.4.9 et 3.4.10 (cf. [5] dans le premier cas).

REMARQUE 3.4.13. Quitte a se contenter d’une inégalité large dans le théo-
reme 3.4.11, on peut n’utiliser du chapitre 4 que le paragraphe 4.3. En particulier,
le théoreme 1 de 'introduction générale est conséquence des résultats de Fontaine
sur la « presque décomposition de Hodge—Tate » des schémas en groupes finis.
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3.5. POINTS DE HAUTEUR RELATIVE NULLE

Dans ce paragraphe, nous voulons donner quelques exemples de points de

hauteur relative nulle sur ’extension universelle.

Soient K un corps de nombres, A une variété abélienne sur K dont on suppose
que le modele de Néron A sur 'anneau Oy des entiers de K est semi-stable.

Au moins conjecturalement, les énoncés de transcendance permettent de prédire

que la contribution archimédienne a la hauteur d’un point e de E(K) ne peut
s’annuler que si son image a dans A(K) est un point de torsion.

Dans ce cas, la formule donnant la contribution archimédienne prouve que celle-

ci n’est nulle que si le point e est lui-méme d’ordre fini.

Notons alors G le schéma en groupes sur Spec Ok, noyau de la multiplication
par p dans A. L’unique point de torsion de E(K) relevant a est de hauteur relative
nulle si et seulement si ag(a) = 0. Supposons que K est non ramifié sur Q en les

places divisant ’ordre p de a.

Pour toute place v divisant p, le schéma en groupes G, = G ® O, contient une
plus grande partie torique G*" ; notons H, le quotient de G, par G¥* et b, 'image
de a dans H,. Comme 'application naturelle wg: — wp» est un isomorphisme et
que la formation de I'application ag commute aux changements de base, ag(a) = 0
si et seulement si ay,(b,) = 0 pour toute place v divisant p. On déduit alors des
résultats du paragraphe 4.4 que pour tout quotient simple 7: H, — M, 7(b,) = 0.

Alinsi, pour assurer que cTe\gH(e) = 0, il suffit que b, = 0 pour toute place v,
autrement dit que a appartienne en toute place v divisant p a la partie torique
du noyau de la multiplication par p de A. On constate en fait que cette condition
suffit, sans hypotheses sur la ramification.

La courbe modulaire X((11) est une courbe de genre 1 avec bonne réduction
hors de 11 dont il est bien connu que le Z-schéma en groupes de 5-torsion comporte
un p5. En effet, elle possede 5 points rationnels sur Q (dont deux pointes) ; dans
le modele de Néron de X;(11), ils engendrent un sous-Z-schéma en groupes de
Xo(11)[5], d’ordre 5. D’apres la classification des schémas en groupes d’ordre
premier par Oort et Tate [29], ce schéma en groupes est (sur 'anneau Zj5) Z/5
ou ps. Comme il possede des points rationnels, c¢’est Z/5. Par suite, Xy(11)[5]
possede un sous-schéma en groupes isomorphe a ps. Dans I'extension universelle
de cette courbe elliptique, les points d’ordre fini qui relevent ces points de X,(11)
sont de hauteur relative nulle.

Pour construire (une infinité) d’autres exemples, suivons la méthode utilisée
par Wiles dans son «3-5 trick ». Notons G[5] le Z-schéma en groupes noyau
de la multiplication par 5 dans le modele de Néron de Xy(11) et soit Y'(5) la
courbe modulaire qui classifie les couples (E, ) ou E est une courbe elliptique
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et ¢ : G[5] — E une injection de schémas en groupes. La courbe X'(5) (la
compactifiée de Y'(5)) est une tordue de la courbe modulaire X (5) qui parametre
les courbes elliptiques avec une structure de niveau 5. Cette courbe est, sur Q,
isomorphe a la réunion disjointe de quatre courbes de genre 0 — il en est ainsi de
méme pour X'(5). Or, X'(5) a un point rationnel sur Q, a savoir Xy(11), si bien
quune des composantes de X'(5)g est définie sur Q et possede par conséquent
une infinité de points Q-rationnels. Tous ces points donnent lieu a des courbes
elliptiques sur Q dont I’extension universelle a des points d’ordre 5 dont la hauteur
relative est nulle. En fait, tous les points de Y'(5)(Q) donnent lieu a de telles
courbes (sur une extension finie de Q). Des produits de telles courbes elliptiques

nous fournissent alors des exemples en toute dimension.

3.6. REMARQUES SUR L’ANALOGUE GEOMETRIQUE

Soient C' une courbe projective lisse sur un corps k algébriquement clos et K
le corps des fonctions de C. Soient Ax une K-variété abélienne, A/C son modele
de Néron et E — A lextension canonique (chapitre 2, ou [23, 5.1]) de A sur C.
Ainsi, Fx — Ak est Iextension universelle de Ag.

On peut recopier presque mot pour mot la construction de la hauteur relative
sur la compactification naturelle de Fx que nous avons donnée quand C' est le
spectre « compactifié » d'un anneau d’entiers de corps de nombres. On obtient ainsi

une hauteur relative sur Ex (K ), qui est ’analogue géométrique de celle que nous
avons étudiée dans le cas arithmétique.

PROPOSITION 3.6.1. — 5% ’entier n est premier a la caractéristique de k, la
projection Ex — Ak induit un isomorphisme entre les sous-groupes de n-torsion

et tous les points de Ex(K) annulés par n sont de hauteur relative nulle.

Au contraire, si n est égal a la caractéristique de k, la n-torsion de Ey est
égale a la fibre de Ex — Ak au-dessus de 0, en particulier, les points d’ordre n de

Ex(K) ont des hauteurs non bornées.

Preuve. Pour démontrer la premiere assertion, supposons n premier a la
caractéristique de k et récrivons la preuve du corollaire 3.4.5. On peut supposer que
les points de Ax(K) annulés par [n]4 sont définis sur K. Comme n # 0 dans K,
la projection naturelle Ejx — Ay est injective sur les sous-groupes de n-torsion.
Soient ensuite Y = (U;) un recouvrement ouvert affine de C' et P € Ax(K) un
point annulé par n, ep : C' — A la section correspondante. Comme U; est affine et
que E est un torseur sous un groupe vectoriel, la restriction de E a U; est triviale et
il est possible de relever la restriction de ep a U; en une section ¢; : U; — E. Alors,

n|gpi : Ui — E releve la section nulle gy : C' — A et correspond donc a un élément
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v; € wyv. Définissons maintenant ¢} : U; — E par ¢} = p; Op (%vi), si bien que
[n]gl : U; — E est la restriction a U; de la section nulle de E. Il en résulte que les
sections ¢} se recollent en une section ¢ : C' — E annulée par [n]g et relevant p.
En particulier, d'une part Fx(K)[n| - Ax(K)[n] est un isomorphisme et d’autre
part, les points de Ex (K )[n] ont une hauteur relative nulle.

Supposons maintenant que n est égal a la caractéristique de k. La descrip-
tion [23, 2.6.2, p. 21] de 'extension universelle d'une variété abélienne sur une base
ou p = 0 entraine que les points annulés par p dans Ex(K) relevant £ € Ay (K)
sont représentés par des couples (z,1) € Ax(K)xway tels que [plz = et a(§) =0,
a étant I'application universelle du K-schéma en groupes Ag[p] vers wa p)- = way .

Si & = 0, toute la fibre au-dessus de 0 est annulée par p. Si £ # 0, £ a par
définition une image non nulle dans le quotient étale de Ak[p] et le calcul du
morphisme universel d’un schéma en groupes étale montre que l'image de & est
non nulle, si bien qu’aucun point relevant £ dans Ex (K) n’est annulé par p.

Cela prouve bien que la p-torsion de Fx est la fibre en zéro de Fx — Ag qui
est un K-vectoriel dont les points ont des hauteurs arbitrairement grandes. |
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Chapitre 4.—

Périodes des schémas en groupes finis et
des variétés abéliennes

4.1. INTRODUCTION

Ce chapitre est essentiellement centré autour des schémas en groupes finis, qui

finalement s’averent concentrer les problemes qui nous intéressent.

Nous commencons par rappeler rapidement dans le paragraphe 4.2 la théorie
des formes différentielles de premiere et seconde especes sur un schéma en groupes
fini et plat, cf. [15, 23].

Nous utilisons ensuite au paragraphe 4.3 la « presque décomposition de Hodge—
Tate » des schémas en groupes finis, établie par Fontaine, pour obtenir un
résultat de majorations de valuations p-adiques des périodes p-adiques de seconde
espece. On a vu au chapitre précédent (remarque 3.4.13) que ce résultat suffit
essentiellement pour démontrer le théoreme principal 3.4.11.

Nous donnons au paragraphe 4.4 une autre méthode pour évaluer ces valuations
de périodes, qui utilise les schémas en groupes de type (p,...,p) introduits par
Raynaud dans [31]. L’intérét pour nous de cette théorie est qu’elle permet d’obtenir
une majoration des valuations des périodes p-adiques des formes de seconde espece
meilleure que celle que nous avons tirée de la théorie de Fontaine, notamment
lorsque p = 2. La technique consiste a « dévisser » un schéma en groupes fini et plat
annulé par p a I'aide d’une suite de Jordan-Holder dont les quotients successifs sont
du type introduit par Raynaud. Les calculs explicites sont alors treés commodes.
Toutefois, hormis I’étude du plus grand quotient étale, les dévissages que cette

théorie nécessite nous limitent au cas «e < p — 1 ».

Nous donnons a I’appendice A.1 une application de notre méthode. On retrouve
ainsi certains des calculs de Colmez dans [11] ou il évaluait les valuations des
périodes p-adiques des variétés abéliennes a multiplication complexe. Les schémas
en groupes de type (p,...,p) y apparaissent essentiellement comme des « groupes
finis & multiplication complexe ».
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Enfin, nous montrons a 'appendice A.2 comment ces majorations de valuations
de périodes permettent de donner un nouveau point de vue sur la « conjecture de
Manin » pour une courbe elliptique admettant une paramétrisation modulaire forte.
Toutefois, nous n’obtenons pas mieux que le résultat de Mazur de 1978 la-dessus.

4.2. PERIODES p-ADIQUES

4.2.a. Seconde espece

Soit B un schéma et G un schéma en groupes fini et plat sur B. Notons
G* = Hom(G, G,,) le dual de Cartier de G. La (bi-)dualité de Cartier permet
d’écrire G = Hom(G*,Gy,) d’out un homomorphisme naturel ag: G — wg-/p
qui associe a f: G* — Gy, la forme différentielle f*(dt/t). D’apres [23, 1.4]
(voir aussi [24]), cette application est universelle pour les homomorphismes de
G dans un faisceau quasi-cohérent : pour tout faisceau quasi-cohérent M (identifié
au schéma en groupes qu’il représente) sur B et tout morphisme de B—schémas en
groupes ¢ : G — M, il existe un unique morphisme de faisceaux quasi-cohérents
O 1wg- — M tel que ¢ = Qo ag.

Soient maintenant K une extension finie de Q,, O I'anneau des entiers de K
et H un groupe p-divisible sur Spec O (par exemple un groupe formel p-divisible
sur O, ou le groupe p-divisible attaché a un O g-schéma abélien). Notons H* son
dual au sens des groupes p-divisibles et wy+- le module des formes différentielles
invariantes sur H*. On notera O 'anneau des entiers d’une cloture algébrique K
de K et O, le complété p-adique de O.

Considérons 'extension universelle ([23, 1.8, 1.9, 1.10]) de H par un schéma en
groupes vectoriels sur Oy : ¢’est une suite exacte

0= wyg-—EH)—H—0

Si x = (21,...) est un élément du module de Tate p-adique T,(H), Coleman [9,
Note added in proof] considere une suite (Z,) de points entiers dans E(H)(O%)
relevant la suite (). Alors, pour tout entier n, [p"|pm)®, releve 0 € H(O%) et
définit donc un élément de wy- ® Oz. On constate que la suite [p™]p )@, converge
dans wy- ® O, et on note Oy (z) sa limite.

Si H est le groupe p-divisible attaché a un schéma abélien sur Ok, wy- est
le dual du O k-module des formes différentielles de seconde espece (défini comme
le quotient de Hj, par le sous-module des formes différentielles invariantes). Ceci
justifie d’appeler cette application 0y application périodes de seconde espéce.
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Notons H(n) le noyau de la multiplication par p" dans H ; c’est un schéma
en groupes fini et plat sur Ox. Soit ¢, 'inclusion H(n) — H qui identifie wy -
a wy-/p"wy-. On peut relier 'application de périodes fy aux homomorphismes
o) de la fagon suivante (cf. [12]).

LEMME 4.2.1. — Soient x, € H(O,) tel que [p"|gx, =0 et &, € E(H)(9D,)

qui reléve x,. On a Uégalité ooy (xn) = 0, ([P") E)an).

Preuve. Notons B,, 'anneau 9O,,/p"9,,. Les groupes abéliens wn)+/0,(9,) et
WH(n)*/B, (Bn) sont égaux, si bien qu'il est loisible, pour démontrer ce lemme,
d’étendre les scalaires a B,,. Comme ¢, est un isomorphisme sur B,, il reste a
montrer le fait suivant : soit © € H(n)(B,) et & € E(H)(B,) qui releve z. Alors,
I'élément [p"]pm)@ de wy+/p, est égal & aym ().

Comme p est nilpotent dans B,,, on dispose de la description suivante de E(H)
23, 1.8]) : c’est le push-out par apy(,) : H(n) = wyp)- de la suite exacte
(n) (n)

0— H(n) — H 2 750

Ainsi, le point & est défini par un couple (a,b) € H(B,,) X wy+ modulo les points de
la forme (&, —ap ) (€)) pour & € H(n)(B,). Avec ces notations, & releve le point
[p"|a et [p" gyt = ([p"]ga, p"b) = ([p"]ma,0). Comme on a supposé que & releve
x, on voit que [p"]p(u)d est donné par le couple (x,0) € H(B,) X wy-, lequel couple
est dans la méme classe que (0, agm)(z)), d’ott le lemme. |

Sin:wyg ®O, — O, est une forme de seconde espece et v € T,(H), on notera
[, m Vélément n(fy(x)) de O,. S'il est non nul, sa valuation est bien définie et le

lemme précédent montre que ’on peut la calculer a un cran fini comme suit.

LEMME 4.2.2. — Soit p € Q. et firons un entier n > p. La valuation de
[, m est supérieure ou égale a p si et seulement si p"~Pn(agm)(r,)) = 0.

Preuve. En effet, [, n appartient a p”9O,, si et seulement sip”~” [, n =0 mod p",
soit, en vertu du lemme précédent, p™ ?n(ag(n)(2,)) = 0. [ |

Si G est un schéma en groupes fini et plat sur O, annulé par p", nous convien-
drons d’appeler forme différentielle de seconde espéce sur G tout homomorphisme
wg« — O%/p". L’homomorphisme universel a¢ induit de méme une application
périodes. Si z € G(Ox) et n: wg- — Og/p™ est une forme de seconde espece, un
abus de notations fréquent nous fera noter [, 7 pour I'élément (noag)(z) € Ox/p™.
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4.2.b. Premiere espece

Gardons les notations du paragraphe précédent. Soit en outre {2 = Q}D?/DK le
module des différentielles de Kahler de O3 /O k. Cest un O module de p-torsion,
p-divisible [15].

Soient w € wy = lign wp(ny une forme différentielle invariante sur H («de
premiere espece ») et © = (z1,...) € T,(H). On peut considérer z,, comme un O k-
morphisme de schémas Spec O — H(n) ce qui nous procure pour tout entier n > 1
un élément x}w € €2 et finalement une suite (z}w) € 7),(£2) que nous noterons [, w.
Nous désignerons cette application T,(H) x wy — 1,(2) par application périodes
de premiere espece.

Pour définir la valuation d’un élément de 7},(€2), nous utiliserons la convention
suivante (cf [11, p. 637]) : si w € Q, Pensemble des & € O tels que xw = 0 est un
idéal principal et on notera v,(w) U'opposé de la valuation d’un de ses générateurs.
Alors, si w = (w1, ...) € T,(2) la suite n + v,(w,) est stationnaire et nous notons
vy(w) sa limite.

Il résulte facilement de cette définition le lemme suivant :

LEMME 4.2.3. — Soit p € Q4 et fizons un entier n > p. Soit x = (x1,...) €
T,(H) et w € wy. Alors, la valuation de [,w est supérieure ou égale d p si et
seulement st p"Pxrw = 0.

Comme dans le cas des formes de seconde espece, si G est un schéma en groupes
fini et plat sur Ok, nous appellerons forme différentielle de premiere espece une
forme différentielle invariante, et ’application périodes de premiere espece dans ce
contexte est simplement I’évaluation qui associe & (z,w) € G(O%) X wg 'élément

z*w € €1, que nous noterons aussi [, w.

4.3. APPLICATION DE LA THEORIE DE FONTAINE [15]

Dans ce paragraphe, nous voulons montrer comment, a ’aide de la théorie de
Fontaine de la « presque décomposition de Hodge—Tate des groupes finis », on peut
évaluer les valuations p-adiques des périodes p-adiques.

PrRoOPOSITION 4.3.1. — Soient R l'anneau des entiers d’une extension finie
de Qp, v la valuation de R, normalisée par v(p) = 1 et G un schéma en groupes
fini et plat sur Spec R, annulé par p". Notons D la différente de R sur Z,. Soit
frwe- — R/p™ une application linéaire d’ordre p" exactement (i.e. \f = 0 pour
A € R implique N € (p")). Il existe v € G(R) tel que si A € R\ {0} vérifie
AMag(x) =0, alors v(A) = n — -5 —v(Dp).

p—
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Preuve. Notons comme Fontaine €2 le module des différentielles de R/R dont
on rappelle que ¢’est le R-module engendré par les éléments  dy pour = et y dans
R, avec les relations z dy +y dx = d(xy) pour tous z et y € R et dz = 0 pour tout
z € R. Alors, Fontaine construit dans [15, §4] une application (qu'il note ¢¢)

R ®z, G(R) — R ®p wg- ® Hom(wg, Q)

dont la premieére composante est exactement notre application «g, prolongée par
linéarité. Si a est un élément de R tel que v(a) = p%l +v(Dp), il prouve de plus [15,
Corollaire, p. 401] que le noyau et le conoyau de ¢ sont annulés par a.

Comme f est d’ordre p" exactement, il existe £ € wg- tel que f(£) € R/p™ est
une unité. D’autre part, le résultat de Fontaine implique que a(&,0) appartient a
I'image de ¢ et il existe ainsi un élément z = Y, \; ® 2; € R Rz, G(R) tel que
va(z) = (a€,0), autrement dit

Z Aiag(x;) = af

Si la proposition était fausse, il existerait un A € R tel que v(a)) < n mais

A (ag(x)) =0 pour tout x € G(R) et alors,

g (©) = A (TSl =0
ce qui est une contradiction. [ |

Remarquons que si G est un groupe de Barsotti—Tate tronqué d’échelon n (par
exemple, la p"-torsion d’un schéma abélien sur R), wg- est alors libre sur R/p™ et
il existe une application linéaire wg« — R/p™ d’ordre p™ exactement.

D’autre part, si on note e 'indice de ramification de R/Z,, la différente Dp
a une valuation supérieure & 1 — 1/e (avec égalité si et seulement si l'extension
est modérément ramifiée, cf. [33, Prop. 13, p. 67]). Par suite, dés que e > p — 1,
1— p%l — v(Dpg) est négatif ou nul et la proposition précédente ne dit plus rien sur
les points d’ordre p. En particulier, la proposition précédente ne dit rien des points
d’ordre 2 ! En revanche, elle pourrait permettre de donner une minoration non
triviale de la somme des hauteurs des points d’ordre p™ pour un entier n explicite
(dépendant de la ramification en p).

Dans le paragraphe suivant, nous utiliserons la théorie de Raynaud des schémas
en groupes de type (p,...,p) pour obtenir, sous ’hypothese e < p — 1, un résultat
un peu meilleur: il supposera d’une part que la forme différentielle de seconde
espéce non nulle (et non pas seulement primitive); d’autre part, il donnera une

minoration non triviale quand p = 2.
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4.4. SCHEMAS EN GROUPES DE TYPE (p,...,p) ET VALUATIONS DE PERIODES

4.4.a. Rappels sur la théorie de Raynaud

Nous rappelons dans ce paragraphe les principales propriétés des «schémas
en groupes de type (p,...,p)» dont nous aurons besoin. Tous les résultats de ce
paragraphe sont dus a Raynaud et sont tirés de [31].

Soit R un anneau local complet pour une valuation discrete v, de caractéristique
résiduelle p et de caractéristique 0 ; notons p l'idéal maximal de R et k = R/p le
corps résiduel. On note K son corps des fractions et R la cloture intégrale de R dans
une cloture algébrique K de K. L’anneau R contient Z,, et donc aussi I’élément
w € Z, C R défini par Raynaud en [31, (17), p. 242]. Rappelons la congruence
w = —p (mod p?).

Soit e l'indice de ramification de R sur Z,. On supposera dans tout ce
paragraphe que e < p — 1.

Soient r > 1 un entier, ¢ = p" une puissance de p et F le corps fini a ¢ éléments.
On dit qu'un caractere x : F — R* est fondamental si 'application composée
F — R* — k est un morphisme de corps. Si k contient F,, ce que I'on supposera
désormais, il existe r caracteres fondamentaux y;, indexés par Z/rZ et vérifiant
Xi = Xit1-

Un schéma en groupes en F-vectoriels sur R est un schéma en groupes fini et
plat G sur R dont le foncteur associé hg : (Sch /R)Y — Ab provient d’un foncteur
hg : (Sch /R)® — (F — vectoriels) — autrement dit, ¢’est un schémas en groupes
fini et plat sur R muni d’une action de F.

Soit alors &7 = o7 I'algebre affine de G et .# I'idéal d’augmentation (définissant
I'élément neutre de G). L’action de F sur G se traduit en une décomposition
canonique ¥ = @, &, de .# indexée par les caractéres x : F — R*, ou F agit
sur .#, via le caractere x. On est amené a n’étudier que les schémas en groupes en
F-vectoriels qui vérifient la condition supplémentaire [31, p. 246]

(k) Chacun des .#, est un R-module libre de rang 1.

On démontre alors (prop. 1.2.2, p. 247) qu'un R-schéma en groupes en F-
vectoriels de rang ¢ vérifie la condition (#%). De plus, Raynaud montre (cor. 3.3.7,
p. 268) qu'un R-schéma en groupes fini et plat, annulé par p et simple est
automatiquement un R-schéma en F-vectoriels vérifiant (xx) pour un corps fini
F-convenable.

Si G/ R est un schéma en groupes en F-vectoriels vérifiant cette condition (%x),
Raynaud donne des équations explicites pour G, la loi d’addition, etc. Plus
précisément, il montre qu’il existe r couples (;,d;) d’éléments de R, indexés par
Z/rZ, vérifiant v;0; = w et tels que de plus:
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— Palgebre affine de G est &7 = R[X;,i € Z/rZ)/ (X! — 6; X115 i € Z/rZ);

— le dual de Cartier G* de G est défini par les couples (;,7;) ; notons &/* son
algebre ;

— I'élément \ € F agit sur 7 (resp. sur «/*) par la formule [A]*X; = x;(\)X;
(resp. [A]*Y; = xi(\)Y3) ;

~ la dualité¢ G x G* — G, = Spec R[T, T~'| est donnée par la formule

v & (M) o (1)

olt la somme sera désormais notée )°,, la notation étant motivée par [31];

— la comultiplication peut aussi étre donnée explicitement, mais cela ne nous
sera pas nécessaire.

Le module des différentielles de G est engendré sur o/ par les dX;, i € Z/rZ,
avec les relations pr’fldXi = 0;dX;;;. Par conséquent, le module wg des
différentielles invariantes, qui s’identifie au module des différentielles en 1’origine,
est donné par

wag — @ R/((Sz—l) [dXz]

I€EZ/rZ
On déduit enfin de la remarque 3.4.2 de [31] qu'un R-schéma en groupes

vectoriels défini par les équations X? = §;X;,1 est simple si et seulement si la

suite des v(d;) n’est pas invariante par une permutation circulaire non triviale.

4.4.b. Formes de seconde espeéce

Commengons par calculer les formes de seconde espece. Si x = (x;) € G(R),
le morphisme associé par la dualité de Cartier ¢, : G* — G,, est donné par la

formule
T [ [V,
X i i

d’ou il résulte que

aglr) = so;;wT/T):z(Hx?i) (Zajyﬁ“yml---m:f dyj)
X J

}

= Z.’L‘Z [dY;] € W= -

Ce calcul nous permet d’établir le lemme :

LEMME 4.4.1. — Soient G/R un schéma en groupes fini, plat, annulé par
p, simple et f : wg- — R/pR non nul. On suppose que 'indice de ramification e

de R sur Z, est inférieur ou égal a p — 1. Alors, si v € G(R) est non nul et si
A€ R\ {0} est tel que Afag(z) =0, on a l'inégalité v(\) > (1 — L) v(p).

e p—1
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Preuve. Notons ¢ = #G et soit r 'entier tel que p” = ¢. Notons aussi F le
corps fini a ¢ éléments. D’apres les rappels faits plus haut, G est un schéma en
F-vectoriels et est donc défini par des équations X? = §;X; 1, avec §; € R, 7; € R
et 0;7; = w.

Le point z est défini par les équations 2¥ = §;x;,,, d’olt on tire

ol = (0 b)) a
Comme x # 0, on a ainsi
1,
v(w;) = p— (7" 0(8) + -+ v(0isr 1)) -

Comme e < p — 1, on peut interpréter 'expression de v(z;) en fonction des
v(0;) comme un développement p-adique et lordre sur les v(x;) est lordre
lexicographique sur les (d;,...); en particulier, les valuations v(z;) sont distinctes
puisque I'égalité v(z;) = v(x;) implique que la suite (v(d1),...) est invariante par
la permutation circulaire n — n + 7 — ¢ et, G étant simple, une telle permutation
circulaire est nécessairement triviale.

Notons «; € R/pR l'image par f de [dY;] et v la valuation de 'annulateur de
f, c’est-a~dire 1’élément de Q tel que A\f =0 < v(\) > v. Ainsi, v(o;) > v(p) — v
pour tout i, et I’égalité est atteinte. Notons j l'unique élément de Z/rZ tel que
v(a;j) = v(p) — v et v(x;) minimal. Puisque v;_1[dY;] = 0, on a I'égalité v;_ja; = 0
d’ott il ressort que v(d;_1) < v(p) — v.

Soit A € R\ {0} tel que Afag(z) = 0. On a alors Azja; = 0, si bien que

v(A) =2 v —v(x;). On a ainsi

1

v(A) = v- o1 (P 0(8)) + - -+ po(Bj4r2) + 0(Jj4r 1))
> v () + o po(p) + (0(p) — )
), v
p—1 qg—1
et comme v > v(p)/e (la plus petite valuation non nulle d’un élément de R\ {0}),
on a bien v(\) > (% - p%l) v(p). |

Un argument de dévissage nous permet de passer ensuite au cas général :

PROPOSITION 4.4.2. — Soit G un schéma en groupes fini et plat sur R,
annulé par p. On suppose que l'indice de ramification e de R sur Z, est inférieur
ou égal a p — 1. Soit f : wg- — R/pR une application non nulle. Alors, il
eviste x € G(R) tel que si A € R\ {0} vérifie \fag(z) = 0, on a Uinégalité
v(N) > (L =) v(p).
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Preuve. Notons v = (% — %1) v(p). Considérons un diagramme commutatif
P
L T
0 H' G H 0
oy (676 ag
L T
W= wWa* W = 0
f
R/pR

dans lequel H est un schéma en groupes simple. Distinguons deux cas :
—si fu* # 0, il existe par récurrence un élément x € H' tel que si Aft*ay (x) =
0, alors v(\) > v. Or, on a

AMag(u(z)) = A ag(x),

si bien que ¢(x) convient dans ce cas.

— si fu* = 0, lapplication f passe au quotient et définit une application
f : wy- — R/pR qui n’est pas nulle. Par conséquent, si # € H(R) est non nul
et )\faH(i) = 0, on a, d’apres le lemme 4.4.1, v(\) > v. Soit z € G(R) tel que
m(z) = & # 0. L’égalité A fag(x) = Afay () entraine que = convient. |

REMARQUE 4.4.3. (Comparaison avec la proposition 4.3.1.) Si 'on suppose
de plus que la forme de seconde espece f : wg« — R/pR est primitive, i.e. que
Af = 0 implique A\ € pR, alors on peut appliquer la proposition précédente a
¢ 1f, m étant une uniformisante de R et v(r) = 1/e. On constate alors qu’il
existe un point x € G(R) tel que si A € R\ {0} vérifie Afag(z) = 0, alors on
av(A) > (1 - p%l) v(p), ce qui est sensiblement meilleur que le résultat fourni
par la proposition 4.3.1 (avec n = 1, v(Dg) > 1 — %) D’ailleurs, méme dans le
cas non ramifié, la proposition 4.4.2 donne v(\) > 1 — 1/(p — 1), alors que la
proposition 4.3.1 ne donnait « que » v(A\) > 1—1/(p —1).

Les énoncés précédents affirmaient l'existence pour toute forme de seconde
espece non nulle d’un point telle que la période soit presque une unité. Nous
pouvons donner un énoncé dual, sous I’hypothése (nécessaire) que le dual est
connexe. La méthode de démonstration oblige de supposer que l’indice de
ramification est 1.

PROPOSITION 4.4.4. — Soit G/R un R-schéma en groupes fini et plat dont
le dual est conneze. On suppose que R est absolument non ramifié. Si x € G(R)
est non nul, il existe une forme de seconde espéce f : wg- — R/pR telle que pour

tout A € R\ {0}, I’égalité \fag(z) = 0 entraine l'inégalité v(\) > (1 - ﬁ) v(p).
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Preuve. Par hypothese, wg« # 0. Si G est simple, il suffit d’apres le lemme 4.4.1
de choisir une application non nulle f : wg- — R/pR arbitrairement pour que la

conclusion de la proposition soit vraie.

Dans le cas général raisonnons par récurrence en distinguant deux cas. S’il existe
un sous-schéma en groupes non nul H C G tel que © ¢ H, notons 7 : G — G/H la
projection et choisissons f : wg/ny- — R/pR tel que Afag/u(m(x)) = 0 implique
v(A) > (p—2)v(p)/(p — 1). Alors, on constate 'homomorphisme 7* o f : wg- —
R/pR satisfait a la conclusion du théoreme.

Sinon, x appartient a tout schéma en groupes non nul inclus dans G et
appartient en particulier & un schéma en groupes simple G (il n'y a d’ailleurs dans
ce cas qu'un unique sous-schéma en groupes simple. .. ). Comme le dual G* de G
est connexe, le dual de G est aussi connexe et la proposition appliquée a GG; nous
fournit f; : wg, — R/pR tel que Afiaq, (z) implique v(A) > (p — 1)v(p)/(p — 1).
D’apres le lemme suivant, ’application entre R/pR-espaces vectoriels war = war
est injective et on peut prolonger f; en un homomorphisme f : wg- — R/pR, ce
qui conclut la démonstration dans ce cas. [ |

LEMME 4.4.5. — L’homomorphisme naturel wg: — wg- est injectif.

Preuve. Notons Gy = G/G,. Comme R est absolument non ramifié, il résulte
du premier cas de la proposition 3.2.1 de [32] que G, G et G5 sont des BT;. Si k est
le corps R/pR, les R-modules wg, wg, , wg, (resp. de méme avec les groupes duaux)
sont des k-espaces vectoriels dont on note d, dy, dy (resp. d*,... ) les dimensions.
Or, les noyaux K et K* des applications wg, — wa, et wg: — wg- dans les suites

exactes

wG2—>wG—>wG1—>0 et wGI—>wg*—>wG5—>O

sont des k-espaces vectoriels de dimensions n = dy +dy — d et n* = d5 + dj — d*.
D’apres [18, Remarque 2.2.2.b)], on a les égalités

d+d =rgd, dy +di =rgG, et do+d; =1gGy .
Par conséquent, n + n* = 0 et 'application wg: — wg+ est injective. [

Les résultats précédents sont valables sans hypotheses sur la nature du schéma
en groupes. Voici deux exemples ou des renseignements supplémentaires sur la
géométrie de celui-ci permettent de les raffiner.

LEMME 4.4.6. — Soit G/R un schéma en groupes fini et plat. Notons T :
G — G son quotient étale mazimal. Alors, si v € G(R) vérifie w(x) # 0, I’égalité
Aag(z) = 0 pour A € R implique \ € pR.

Preuve. On peut supposer que = € G(R) et Il suffit de prouver le résultat
quand G = G*; de plus, on peut supposer que x € G(R) et quitte & prendre un
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quotient plus petit, on peut aussi supposer que G est engendré par z. Alors, G/R
est un schéma en groupes étale de rang p et la théorie de Oort—Tate [29] indique
que G a pour équation X? — X = 0, son dual a pour équation Y? — wY = 0 et
I'application G — we« est donnée par x — z[dY]. Or, annulateur de [dY] est (p)
et z s'identifie & une racine p — 1-eéme de 'unité, si bien que Aag(x) = 0 implique
bien \ € pR. [ ]

De méme, les arguments de l'exemple [31, 3.4, p. 271] permettent de traiter
plus completement le cas supersingulier :

LEMME 4.4.7. — Supposons que G/R est le sous-groupe de p-torsion d’une
courbe elliptique sur R de réduction supersinguliére ; supposons aussi que R est
absolument non ramifié. Soient v € G(R) non nul et A\ € R tels que Aag(z) = 0.
Alors on a v(\) = (p? —p—1)/(p* — 1).

Preuve. Pour commencer, remarquons que G est simple, car sinon il admettrait
un sous-groupe d’ordre p, lequel serait étale ou toroidal, conformément a la
classification [29] des groupes d’ordre p sur une base non ramifiée ; mais ceci est
incompatible avec I’hypothese que la courbe elliptique est supersinguliere. Ensuite,
comme G est simple et R non ramifié, c’est un groupe en F-vectoriels du type
étudié par Raynaud. Il correspond & = 2 (F = F,2) et on a nécessairement
v(71) = 0 et v(72) = 1 (ou le contraire), car sinon G serait étale ou toroidal. Par
suite, Aag(y) = 0 si et seulement si y =0 ou v(\) > (p* —p—1)/(p* — 1). |

4.4.c. Formes de premiére espece

Traitons maintenant le cas des formes de premiere espece. Rappelons (cf. [15],
ou le paragraphe 4.2) qu’elles sont définies comme suit : si v € G(R) et w € wg/r,
on considére  comme un morphisme x : Spec R — G, d’ot1 on obtient un élément

[wi=a*w € Q}_%/R qui est la « période » voulue.

LEMME 4.4.8. — Soit G un R-schéma en groupes fini et plat, simple. On

suppose que R est absolument non ramifié. Soient v € G(R) et 0 # w € wa/r
non nuls. Si A € R\ {0} est tel que \[,w = 0, on a alors l'inégalité v(\) >

(1= 75) o).

Preuve. Comme dans le paragraphe précédent, G' est un schéma en vectoriels
auquel les descriptions de Raynaud s’appliquent. Gardons les mémes notations,
de sorte que G est défini par les équations X? = §;X;,1. On a calculé wa/R =

@ (R/6; 1)[dX;]; notons w = Y w;[dX;] (on considere en fait l'image dans
i€Z/rZ
R/6; 1 d’un élément w; € R). Comme w # 0, il existe donc i tel que w; # 0
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(mod p) et v(d;—1) > 1. Si x = (x;), on a les équations ¥ = d;x;,1 et
/w = Zwi dx; € QIE/R.
r i

;g -1 N
On a comme précédemment z{~ = a;, ou

o prfl pT72
ai=10; Oig1 " Oipro1

Il n’est pas restrictif de supposer que le corps résiduel de R est algébriquement
clos. Alors, z est défini sur l'extension K’ = K(w) ot w! ! = p. Comme
P(z) = X97! —p est un polyndome d’Eisenstein, @ engendre ’anneau des entiers de
K' et en est une uniformisante. Autrement dit, R’ = R[w]. Ecrivons a; = p“iu;, ol
u; est une unité de R et 1; > 0. Comme ¢ — 1 est premier a p, il existe u;/(q_l) € R,

si bien que x; = w"iv;, ou v; est une unité de R. Alors,
dl‘i = l/iwyiil’l)i dw + w” d’l)i = Viw”iflvi dw

puisque v; € R, soit dv; = 0. L’annulateur de dw dans Q}{,/R, et aussi dans Q}—{/R

est alors égal & P'(w) = (¢ — 1)w??, si bien que Pannulateur de Adz; est nul si et
seulement si \y;@” 1 € (wi?). Si p divise v;, alors dz; = 0. Si p est premier & v;,
cela implique v(\) > (1 - ”"1) v(p).

=
Remarquons qu’il existe un unique ¢ tel que v(0; 1) = 1, w; # 0 (mod p) et v;

minimal, soit j cet élément. On a A [, w = 0 si et seulement si Adz; = 0. Or,

—1
v <p T r 1=
p—1
si bien que
1
o) > (1 - —) o(p),
p —
comme il fallait démontrer. [ |

Un dévissage analogue au cas des formes de seconde espece va nous permettre
de passer au cas général :

PROPOSITION 4.4.9. — Soit G un schéma en groupes fini et plat annulé par
p sur R. On suppose que R est absolument non ramifié. Soit w € wg une forme

différentielle non nulle. Alors, il existe x € G(R) tel que la nullité X [, w = 0 pour
A € R\ {0} implique U'inégalité v(\) > (1 - zﬁ) v(p).
Preuve. Considérons comme précédemment une suite exacte

0—-H 5G5S H—0, Wy == wae — wyr — 0,

ou H est un R schéma en groupes simple.
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~Si @ = 1*(w) # 0, il existe par récurrence & € H'(R) tel que A ;o = 0
implique v(A) > (p — 2)v(p)/(p — 1). Or, on a

/L(x) w=(r)'w=2a""(w) = /:Ed),

si bien que ¢(x) convient.
— Si *(w) = 0, il existe @ € wy tel que w = 7*w. Soit 0 # ¥ € H(R). Si

m(z) =, on a
/w:x*w:x*ﬂ*djz/@,
T T
si bien que x convient, d’apres la proposition précédente. [ |
Donnons enfin I’énoncé dual. Il faut cette fois exclure une partie étale :

PROPOSITION 4.4.10. — Soit G/R un schéma en groupes fini et plat, annulé
par p. On suppose que R est absolument non ramifié et que G est connexe. Soit
v € G(R) non nul. Il eziste alors une forme différenticlle w € wq/g telle que
Af,w=0 pour A € R\ {0} implique v()\) > (1 - zﬁ) v(p).

Preuve. Si G est simple, il suffit de choisir une forme différentielle non nulle
w € wg (qui est distinet de 0), puis d’appliquer le lemme 4.4.8.

Dans le cas général, soit H, C G le R-schéma en groupes engendré par = (c’est-
a-dire le plus petit R-sous-schéma en groupes de G contenant x). Si H, # G, il suffit
de choisir par récurrence w, € wy, /i satisfaisant a la conclusion de la proposition
pour H, et x, puis de choisir w € wg/r dont la restriction a H, est ¢gale a w,, ce
qui est possible, en vertu de la surjectivité de ’homomorphisme wqg/r — wm,/r

Si H, = G et que G n’est pas simple, c’est que G contient un sous-groupe
simple H tel que = ¢ H. Alors, I'image 7(x) de = par la projection 7 : G — G/H
est non nulle, on choisit w € wg/y qui convient pour 7(x) la forme différentielle
m*w satisfait a la conclusion de la proposition. [ |
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Appendices

A.1. VARIETES ABELIENNES DE TYPE CM

Dans ce paragraphe, nous voulons montrer comment utiliser la théorie de
Raynaud des schémas en groupes de type (p,...,p) pour calculer les valuations
p-adiques des variétés abéliennes de type CM. Dans le cas ou le corps de
multiplication est non ramifié en p, nous redémontrons ainsi un résultat de
P. Colmez [11].

A.l.a. Type CM et schémas en groupes en F-vectoriels

Soient R un anneau de valuation discrete complet, K son corps des fractions
que 'on suppose de caractéristique 0, p son idéal maximal et £ le corps résiduel
fini de caractéristique p. Comme R est supposé complet, R contient ’anneau
W (k) des vecteurs de Witt sur & et 'on dispose d’une application de Teichmdiller :
Teich : kK — R qui est multiplicative. De plus R contient ’élément w défini par la
formule (17) de [31], cf. le paragraphe 4.4.a.

Soient A/R un schéma abélien, G le R-sous-schéma en groupes des points
annulés par [p]; notons ¢ = dim A/R, si bien que G est fini et plat d’ordre p*
sur R.

On suppose qu’il existe un corps de nombres FE, de degré 2g sur Q, et
une injection Op < End(A/R) de lanneau des entiers de E dans les R-
endomorphismes de A. On dispose alors du «type CM»: si K est une cloture
algébrique de K, le corps de multiplication complexe E agit sur wa g ®x K via un
ensemble ® de g plongements o : E < K tels que ®U® = Hom(E, K). Il n’est pas
restrictif de supposer que ces plongements sont définis sur K, quitte a remplacer
K par une extension finie.

Soit (p) = [I, m& la décomposition de l'idéal (p) C Op en idéaux premiers.
Notons aussi g, le cardinal de Og/m, ; on a la relation [[q, = p*. On suppose
désormais que ’estension E/Q est non ramifiée en p, autrement dit, e, = 1 pour
tout «.

Comme G est annulé par p, on dispose d’une action de Oz /p sur G, ¢’est-a-dire
une application [[, F,, — End(G/R). Alors, le groupe G/R se décompose en un
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produit [ G, tel que l'action de O sur G, se factorise par F, . Ainsi, G, est un
schéma en F, -vectoriels, son ordre est supérieur ou égal a g, mais alors I'égalité

H#Ga:#G:p2g:HQa

implique que l'ordre de G, est exactement g, si bien que G, est justiciable des
descriptions de Raynaud. En particulier, ’action de F,, sur wg, est induite par
d, «caracteres fondamentaux » F, — R. Explicitement, si G, est défini par les
équations X] = 04, X;+1 (0Ui € Z/1,Z, ¢ = p" €t du; € R est tel que w/d,; € R),
on a la description suivante de wg, /g (cf. le paragraphe 4.4.a) :

wGa/R = @ (R/da,ifl) [dXZ]

AN /

(Comme G, est en fait le noyau de la multiplication par p dans un groupe p-
divisible, on a v(d,;) € {0,v(p)} pour tout i d’apres la remarque 1.5.4 de [31].)

Rappelons que F, agit sur X; via le caractere fondamental x; : F — R™;

par conséquent, l'action de Fy, sur wg, est a travers les caracteres fondamentaux
Xi tels que v(dq-1) # 0.
Nous appellerons F-type de G, 'ensemble des caracteres fondamentaux qui

interviennent dans la représentation de F,, sur wg,.

Nous allons maintenant comparer le type CM de A et les F-types des G,,.

PROPOSITION A.1.1. — Soit 0 un plongement E — K. Il existe un unique
a et un unique caractére fondamental x, de Fy, tels que le diagramme suivant soit
commutatif :
O F,.
J
| Xo
o |
¥ Teich
R/p

De plus, Uapplication o — X, induit une bijection entre les o tels que o~ (p) = my,
et les caractéres fondamentauz de F g, qui fait se correspondre le type CM de A et

la réunion des F-types des G,,.

Preuve. Comme Teich est une section de la fleche de réduction R — R/p, la
réduction de y, mod. p doit étre égale a la fleche pointillée du diagramme laquelle
existe a fortiori, et donc I'idéal premier o~ (p) de Oy est égal & m,. Ayant choisi
ainsi I'idéal m,, notons @ la fleche pointillée. La composée Teichoz : F,, — R
induit une application multiplicative F — R* car Teich est multiplicative; c’est
donc un caractere x,. Comme de plus, x, mod p = 7, le caractére x, est un
caractére fondamental de F_ .
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Comme E est non ramifié en toutes les places divisant p, sa cloture galoisienne
E ne Dest pas non plus, cf. [22, Corollary, p. 108] et I'application o — y, est
injective. De plus, le fait que E soit non ramifié en p implique I’égalité

#Hom(FE,K) =29 = Z[an i O

a
d’ou découle la surjectivité de ’application o — Y.

Finalement, soient 0 € Hom(E, K) et w € Q} p, tels que 2w = o(z)w pour
tout © € Op. On a wg/p = QY /p Oz Z/pZ et 2*(w @ 1) = xo(2)(w @ 1). Par
conséquent, le type CM de A et les F-types des G, se correspondent bijectivement
par application o — x,. [ |

A.1.b. Valuations des périodes de premiere et seconde espéece

Nous calculons dans ce paragraphe les valuations des périodes, toujours dans
le cas ou le corps de multiplication complexe est non ramifié.

Soient x € G (R) non nul et i € Z/r,Z. Suivant que v(d4; 1) = v(p) ou est
nulle, on dispose de la forme de premiere espece [dX;] ou de celle de seconde espece
[dY —i]* sur laquelle la multiplication complexe agit par le caractére fondamental
Xi- Nous allons calculer la valuation de I'intégrale sur x de cette forme différentielle.

Si v(0ai—1) = v(p), la forme différentielle de premiere espece dX; € wa,/r
est non nulle. On a [, [dX;] = dx;. Les calculs du paragraphe 4.4.c montrent que
Adx; = 0 si et seulement si

v(A) = v(p) q_l(azlpv L1 k>

Or, nous avons vu que 0 € ® et o (p) = m, si et seulement si v(dq,-1) # O,
pour x, = x;. Par suite, v(d;+,,—1-x) # 0 si et seulement si x;_j intervient dans le
F-type. Nous avons donc obtenu que la valuation de [, [dX;] est égale a

1 ra—1

(%) — p“.
q—1 uz::
Xifueqz'a
D’autre part, si v(da,i-1) = 0, c’est la forme différentielle de seconde espece
[dY;]* € wg: /r qui est non nulle. On a

J1avi) = @Y ac, (2) = [V Y wilayi] = @

Ainsi, A [,[dY;]* si et seulement si v(Az;) > wv(p), ce qui donne la méme
expression (x) pour la valuation de la période [, [dY;]*.

Ces calculs nous redonnent ainsi une partie (facile) des résultats de Colmez (a
peu de choses pres la deuxieme formule de la page 658 de [11]), sous 'hypothese
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restrictive que le corps de multiplication complexe est non ramifié en le nombre

premier considéré.

A.2. UNE REMARQUE SUR LA CONJECTURE DE MANIN

Dans cet appendice, nous expliquons comment les considérations de valuations
de périodes permettent d’appréhender la constante de Manin d’une courbe
elliptique dite de Weil forte. Cependant, il ne semble pas qu’elles permettent a
elles seules de démontrer cette conjecture. On obtient cependant dans la preuve
de la proposition qui suit une caractérisation tres proche de celle que 'on peut
trouver dans les résultats de Raynaud cités dans un article récent d’Abbes—Ullmo
sur la question (A propos de la conjecture de Manin pour les courbes elliptiques
modulaires, a paraitre).

Soit Ag une courbe elliptique semi-stable sur Q de conducteur N. D’apres un
théoreme d’A. Wiles, Aq est modulaire et il existe un morphisme ¢: Xo(N)q —
Agq défini sur Q. L’image réciproque par ¢ d’une différentielle de Néron sur Aq
est un élément de H'(X,(N)q, Q'), c’est-a-dire une forme modulaire de poids 2
pour ['g(V), propre pour les opérateurs de Hecke et a coefficients dans Q. On
éerit ca(q + X2 ¢nq") son g-développement en la pointe infinie et la conjecture
de Manin est que |c4| =1 si Ag est une « courbe de Weil forte ».

Notons Jy(N) le modele de Néron sur Z de Jy(N)q, la jacobienne de Xo(N)q ;
soit aussi X((/N) le modele minimal régulier sur Z de Xy(N)g. On déduit de
¢: Xo(N)q = Aq un morphisme ¢: Jy(N) — A, ot A est le modele de Néron de
Aq. Comme Aq est une courbe de Weil forte, le noyau Kq de ¢ est une variété
abélienne sur Q.

LEMME A.2.1. — Soitw € Qh/z une différentielle de Néron. Si p divise c4,
il existe une forme différentielle n € Q}]O(N)/Z telle que *w = pn.

Preuve. La propriété universelle des modeles de Néron montre que la paramétri-
sation Xo(N)q — Aq se prolonge de maniere unique en Xy(N)"sse — Jo(N) 25
A. D’autre part, i*: H°(Jy(N), Q') — HO(Xo(N)"¢ Q) est un isomorphisme et
HO(Xo(N)isse QY = HOY(Xo(N), QY).

Si p divise ca, le ¢g—développement de ¢*w en la pointe oo est nul modulo
p. Comme @*w est propre pour l'involution d’Atkin—Lehner, laquelle échange les
deux pointes, p*w est nul modulo p et il existe n € wyy () tel que p*n = pf, comme

annonce. ]

ProprosITION A.2.2 (Mazur). — Soit p un nombre premier impair. Alors p

ne divise pas cy4.
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Preuve. Supposons par ’absurde qu’un nombre premier impair p divise ¢y, et
rappelons que A est semi-stable en p. On fait dans la suite 'extension des scalaires
de Z a Z,. Notons K le modele de Néron de Kq.

Supposons d’abord que p ne divise pas N, i.e. que A ait bonne réduction en
p. Le diagramme du serpent attaché a la multiplication par p dans la suite exacte
0= Kq — Jo(N)q = Aq — 0, joint au fait que Kq est une variété abélienne
implique que ¢ induit une surjection Jo(N)[p](Q,) — A[p](Q,). Soit z € A[p|(Z,).

Il existe donc y € Jy(N)[p|(Z,) tel que p(y) = = et

/w:/ wz/go*wzp/nzO
T v(y) Yy Yy

puisque [ply = 0. Mais 0 # w € wypy, et ceci contredit la proposition 4.4.9 car
1/(p—1) < 1.

Supposons maintenant que p divise N, i.e. que A ait mauvaise réduction semi-
stable en p. Les sous-schémas en groupes A[p| (resp. Jo(N)[p], K[p]) noyaux de la
multiplication par p dans A (resp. Jy(N), K) sont alors plats et quasi-finis sur Z,.
Ils possedent une partie finie A[p)’ (resp.... ) et une partie étale A[p]' (resp.... )
dont la fibre spéciale est vide. De plus les applications K[p| — Jo(N)[p] — Alp]
se factorisent en des applications correspondantes sur les parties finies qui sont

des schémas en groupes finis et plats sur Z,. Notons A[p|® (resp.... ) les parties
connexes de A[p],. ..

Appliquant la proposition 4.4.10 & A[p]°, le méme argument que dans le cas
de bonne réduction nous ramene & prouver que 'image de Jo(N)[plg, dans A[p]¢,
est non nulle. Or, I'application Jo(N)[plg, — Alplg, est injective car il ne peut
exister d’application non triviale d’un Z,-schéma en groupes étale vers un Z,-
schéma en groupes connexe que si p = 2. Le diagramme du serpent attaché a
I'application Jy(N)[p] — A[p] et aux suites exactes composante connexe/quotient
étale de Jo(N)[p]! et A[p]/ entraine alors que I'application Jo(N)[plg, — Alplg,

est surjective. [ |
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EXTENSIONS VECTORIELLES, PERIODES ET HAUTEURS
ANTOINE CHAMBERT-LOIR

RESUME. — Cette these a pour objet I’étude des hauteurs sur certains groupes
algébriques commutatifs définis sur des corps de nombres.

Dans un premier chapitre, nous détaillons le cas des extensions de variétés
abéliennes par le groupe multiplicatif. Nous construisons, via la théorie d’Arakelov,
les hauteurs canoniques attachées a certains diviseurs relativement aux morphismes
de multiplication par des entiers. Nous donnons enfin une description des points
de hauteur relative nulle.

Les chapitres 2 et 3 sont consacrés aux extensions vectorielles de variétés
abéliennes. Selon la méme méthode, nous construisons une hauteur privilégiée
sur I'extension. Nous relions enfin les hauteurs des points de torsion au calcul
de certaines valuations de périodes p-adiques pour prouver que les points d’ordre
premier d’une extension vectorielle non triviale d’une variété abélienne ont des
hauteurs non bornées.

Ces valuations sont étudiées au chapitre 4 par deux méthodes différentes : la
premiere utilise la presque-décomposition de Hodge-Tate des schémas en groupes
finis et plats établie par Fontaine; la seconde utilise la théorie des schémas en
groupes de type (p,...,p) introduite par Raynaud, ainsi que des dévissages.

ABSTRACT. — This thesis is concerned by the height functions on certain
commutative algebraic groups defined over number fields.

In a first chapter, we detail the case of an extension of an abelian variety by the
multiplicative group. We construct, using Arakelov theory, the canonical heights
attached to certain line bundles and to the morphisms of multiplication by an
integer. We then give a description of the points whose relative height is zero.

The second and third chapters are devoted to the vectorial extensions of abelian
varieties. We construct, along the same lines, some privileged height on such an
extension. We then link the heights of torsion points to the valuations of certain
p-adic periods to prove that the heights of the points of prime order in a non trivial
vectorial extension are not bounded.

These valuations are studied in chapter 4 by two different methods : the first
one uses the Hodge-Tate decomposition of finite flat group schemes, established by
Fontaine : the second approach uses the (p, ..., p)-type group schemes introduced
by Raynaud and some « dévissages ».

MoTs CLEFS. — théorie d’Arakelov — hauteurs — extension universelle —
variété abélienne — points de torsion — groupes p-divisibles — périodes — schémas
en groupes finis



