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Équations en tout genre

Équations diophantiennes :

les inconnues sont des nombres entiers ou rationnels ;

les équations sont données par des relations polynomiales entre les

inconnues

Grossièrement, trois paramètres :

le nombre de variables ;

le nombre d’équations ;

le degré des équations, c’est-à-dire le plus grand nombre de fois que

des inconnues sont multipliées entre elles dans une équation.
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Échauffement : équations en une variable

Les équations diophantiennes en une variable sont faciles à résoudre.

Théorème
Soit a0, . . . , an−1, an ∈ C, avec an , 0.

Toute racine x de l’équation de degré n :

anx
n + · · ·+ a1x + a0 = 0

vérifie

|x | 6 max

(
1,
|a0|+ · · ·+ |an−1|

|an|

)
.

Il suffit donc d’essayer un à un tous les entiers dans l’intervalle décrit par

l’inégalité du théorème...

p. 3
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Équations de degré 1

Un vieux problème (iii-ve s. ap. J.-C.) :

有物不知其數，三三數之剩二，五五數之剩三，七七數之
剩二。問物几何？

c’est-à-dire :

Un nombre de choses est inconnu. Si on les compte par trois, il en

reste 2 ; si on les compte par cinq, il en reste 3 ; si on les compte

par sept, il en reste 2. Trouver ce nombre de choses.

Ce problème « chinois » est dû à Sūnžı, publié dans le Sūnžı Suàngj̄ıng孫子
算經, Le classique mathématique de Sūnžı.

La géométrie des équations diophantiennes p. 4
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Sūnžı Suàngj̄ıng,

reproduction d’une page d’une

édition de la dynastie Qing

Source : Wikipedia
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Le problème chinois

Ce genre d’exercices a ensuite été reproduit dans d’autres manuels,

comme le

Shùshū Jiǔzhāng ---數書九章,

Traîté mathématique en neuf sections, 1247,

lui-même inclus dans le

Sìkù quánshū ---四庫全書,

Le recueil complet des quatre trésors, xixe s.,

une sorte d’encyclopédie commandée par les empereurs Qing pour

prouver qu’ils surpassaient l’Encyclopédie Ming (environ 1403).

La géométrie des équations diophantiennes p. 6



Traîté mathématique en neuf

sections

(數書九章, Shùshū Jiǔzhāng)

reproduction du Sìkù Quánshū

四庫全書(1847)

Source : Wikipedia
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Le problème chinois

有物不知其數，三三數之剩二，五五數之剩三，七七數之
剩二。問物几何？

c’est-à-dire :

Un nombre de choses est inconnu. Si on les compte par trois, il en

reste 2 ; si on les compte par cinq, il en reste 3 ; si on les compte

par sept, il en reste 2. Trouver ce nombre de choses.

soit encore :

n = 3x + 2 = 5y + 3 = 7z + 2,

l’inconnue principale étant n.

Le « théorème chinois » apprend que la plus petite solution est n = 23 et que

toutes les autres sont obtenues en ajoutant un multiple de 105 = 3 × 5 × 7.

La géométrie des équations diophantiennes p. 8



Le problème chinois

有物不知其數，三三數之剩二，五五數之剩三，七七數之
剩二。問物几何？

c’est-à-dire :

Un nombre de choses est inconnu. Si on les compte par trois, il en

reste 2 ; si on les compte par cinq, il en reste 3 ; si on les compte

par sept, il en reste 2. Trouver ce nombre de choses.

soit encore :

n = 3x + 2 = 5y + 3 = 7z + 2,

l’inconnue principale étant n.

Le « théorème chinois » apprend que la plus petite solution est n = 23 et que

toutes les autres sont obtenues en ajoutant un multiple de 105 = 3 × 5 × 7.

La géométrie des équations diophantiennes p. 8



Le problème chinois

有物不知其數，三三數之剩二，五五數之剩三，七七數之
剩二。問物几何？

c’est-à-dire :

Un nombre de choses est inconnu. Si on les compte par trois, il en

reste 2 ; si on les compte par cinq, il en reste 3 ; si on les compte

par sept, il en reste 2. Trouver ce nombre de choses.

soit encore :

n = 3x + 2 = 5y + 3 = 7z + 2,

l’inconnue principale étant n.

Le « théorème chinois » apprend que la plus petite solution est n = 23 et que

toutes les autres sont obtenues en ajoutant un multiple de 105 = 3 × 5 × 7.

La géométrie des équations diophantiennes p. 8



Équations de degré 2

La géométrie des équations diophantiennes p. 9



Équations de degré 2

Le problème des bœufs d’Archimède

Archimedis Opera omnia, cum commen-

tariis Eutocii

Édité par J. L. Heiberg

B. G. Teubner, Leibzig, Volume 2 (1881),

pages 448--450

La géométrie des équations diophantiennes p. 10



L’équation de Brahmagupta (Pell-Fermat)

Si n est un paramètre (non carré), il s’agit de trouver les solutions en

nombres entiers de l’équation

x
2 − ny

2 = 1.

Exemple : x2 − 2y2 = 1. Solutions (3, 2), (17, 12),...

Brahmagupta (628 ap. J.C.) : si (x, y) et (x′, y ′) sont des solutions, on peut

en construire une troisième (x′′, y ′′) par la formule :

x
′′ = xx

′ + nyy
′, y

′′ = xy
′ + x

′
y.

Toutes les solutions (ou presque) sont obtenues à partir d’une solution

minimale.

Explication moderne : on écrit

x
2 − ny

2 = (x +
√

ny)(x −
√

ny),

la norme du nombre quadratique x +
√

ny et on observe que

(x +
√

ny)(x
′ +
√

ny
′) = (xx

′ + nyy
′) +

√
n(xy

′ + x
′
y).

La géométrie des équations diophantiennes p. 11
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L’équation de Pythagore

Il s’agit de trouver les solutions de l’équation

x
2 + y

2 = 1.

Seules solutions entières : (±1, 0), (0,±1).

Solutions en nombres rationnels ?

A

M

P

B

Si M a pour coordonnées (1, t),

P a pour coordonnées (x, y) avec
x =

1 − t2

1 + t2

y =
2t

1 + t2

t = arctan(B̂AP) = arctan(B̂OP/2)

La géométrie des équations diophantiennes p. 12
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Paramétrage rationnel des coniques

La procédure expliquée pour le cercle fonctionne pour toute conique

(équation du second degré en deux variables)

pourvu qu’il existe déjà une solution rationnelle.

Exemples :

x2 + y2 = −1 — problème de signe

x2 + y2 = 3 — problème modulo 4.

Théorème (Hasse, 1921)
S’il n’y a pas de problème de signe ni de problème de congruence, alors il

y a une solution rationnelle.

La géométrie des équations diophantiennes p. 13
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Équations de degré 3 et plus

Diophante, Arithmétique. Édition de 1670. Source : Wikipedia
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Une équation cubique

y2 = x3 − 2x

x

y

La géométrie des équations diophantiennes p. 15



Une équation cubique
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x

y

p•
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Une équation cubique

y2 = x3 − 2x

x

y

p•

q•
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Une équation cubique
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x

y

p•

q•

•p ∗ q
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Une équation cubique

y2 = x3 − 2x

x

y

p•

q•

•p ∗ q

•p + q

On définit ainsi une loi de

groupe commutative sur

l’ensemble des solutions

rationnelles.

L’élément neutre est un point

« à l’infini ».

La géométrie des équations diophantiennes p. 15



Courbes elliptiques

Ce sont les courbes définies par une équation cubique de la forme

f(x, y) = y
2 − x

3 − ax − b = 0, ∆ = −4a
3 − 27b

2 , 0.

La condition sur le discriminant signifie que la cubique est non singulière : si

(x, y) est un point singulier,

∂

∂x
f(x, y) =

∂

∂y
f(x, y) = 0

entraîne que y = 0 et x est racine double de x3 + ax + b.

Contrairement aux coniques, on ne peut pas les paramétrer par des

fractions rationnelles.

La géométrie des équations diophantiennes p. 16
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f(x, y) = y
2 − x
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3 − 27b

2 , 0.
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Courbes elliptiques --- Une autre conjecture de Poincaré

Considérons une courbe elliptique, donnée par équation cubique de la

forme

y
2 = x

3 + ax + b, ∆ = −4a
3 − 27b

2 , 0

a et b étant des nombres rationnels.

Théorème (Mordell, 1922)
Le groupe des solutions rationnelles est un groupe abélien de type fini.

Théorème (Siegel, 1929)
Il n’y a qu’un nombre fini de solutions entières.
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Équations de degré supérieur

On considère maintenant une équation de degré au moins 4, définissant

une courbe non singulière. Il est important de se placer dans le cadre de la

géométrie projective et de tenir compte des singularités à l’infini, ou

complexes.

Théorème (Faltings, 1983 ; conjecturé par Mordell)
Il n’y a qu’un nombre fini de solutions rationnelles.

Conséquence : pour tout entier n > 4, l’équation de Fermat n’a qu’un

nombre fini de solutions.
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Trichotomie géométrique

Jusqu’à présent, on a vu trois grandes classes d’équations :

degré 1 ou 2 (coniques) : paramétrisations rationnelles, nombre parfois

infini de solutions entières ;

degré 3 (« courbes elliptiques ») : pas de paramétrisation des solutions,

nombre parfois infini de solutions rationnelles, nombre fini de solutions

entières ;

degré 4 ou plus : nombre fini de solutions rationnelles.

La bonne façon de comprendre cette trichotomie consiste à regarder les

solutions complexes qui forment une surface de Riemann. La distinction est

alors

genre 0 (sphère de Riemann, courbure > 0) ;

genre 1 (courbure nulle) ;

genre 2 ou plus (courbure < 0).
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En dimension plus grande ?

Pour les systèmes d’équations dont la géométrie est de plus grande

dimension, la situation est largement ouverte.

On se limite au cas de systèmes d’équations définissant une variété

algébrique complexe projective et lisse.

L’analogue de la condition « genre > 2 » s’appelle variété de type général.

Une conjecture de Lang affirme qu’alors les solutions rationnelles sont

contenues dans une sous-variété algébrique stricte. Autrement dit, elles

vérifient une condition algébrique supplémentaire !

Seul ( ?) cas connu : sous-variétés de variétés abéliennes (Faltings, 1991).

Conséquence de la conjecture de Lang (Caporaso, Harris, Mazur, 1997) :

le nombre de solutions rationnelles d’une courbe de genre > 2 est

uniformément majoré en fonction de son genre !
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Le 10e problème de Hilbert

David Hilbert, 1900, Congrès international des mathématiciens :

Entscheidung der Lösbarkeit einer diophantischen Gleichung.

Eine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Unbekannten

und mit ganzen rationalen Zahlkoefficienten sei vorgelegt : man

soll ein Verfahren angeben, nach welchen sich mittels einer

endlichen Anzahl von Operationen entscheiden lässt, ob die

Gleichung in ganzen rationalen Zahlen lösbar ist.

De la possibilité de résoudre une équation diophantienne.

On donne une équation diophantienne en un nombre

quelconque d’inconnues et à coefficients entiers rationnels : on

demande de trouver une méthode par laquelle, au moyen d’un

nombre fini d’opérations, on pourra distinguer si l’équation est

résoluble en nombres entiers rationnels.

Décider une équation diophantienne p. 21
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Le problème de décision (Hilbert, 1928)

En 1928, Hilbert généralise son 10e problème et énoncé le problème de

décision (Entscheidungsproblem) : il s’agit de prouver (ou d’infirmer)

l’existence d’un algorithme qui résout tout problème mathématique

(convenablement formalisé, en logique du premier ordre).

1936 : Gödel, Turing, Church prouvent qu’un tel algorithme n’existe pas.
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Mais pour les équations diophantiennes ?

Si le problème général de la décision n’a pas de solution, on peut encore

espérer que le 10e problème de Hilbert a une réponse positive.

Théorème (Matyasevich, 1970)
Il n’existe pas d’algorithme qui, étant donné une équation diophantienne

arbitraire, dise si elle possède une solution en nombres entiers, ou non.

Version forte : Il existe un polynôme

f(t, x1, . . . , xm) ∈ Z[t, x1, . . . , xm]

en m + 1 variables telle qu’aucun algorithme ne puisse dire, étant donné

un entier a ∈ Z, si l’équation

f(a, x1, . . . , xm) = 0

possède une solution dans Zm ou pas.

Pour les solutions rationnelles : la question est ouverte !
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Et pour les équations en deux variables ?

Revenons donc aux équations en deux variables définissant une courbe

non singulière.

En genre 0, le théorème de Hasse-Minkowski permet de décider

effectivement si l’équation possède une solution rationnelle ou pas. Le point

est qu’il n’y a qu’un nombre fini de congruences à vérifier.

En genre 1, on a une majoration de la taille d’une solution entière (A. Baker,

6 1970). Pour les solutions rationnelles, il existe un procédé qui, en pratique,

fournira tôt ou tard des générateurs du groupe des solutions (cf. Tate, 1974)

mais c’est encore une conjecture (« finitude du groupe de

Tate-Shafarevich »).

En genre > 2, obtenir une version effective de la conjecture de Mordell est

une question complètement ouverte.
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La conjecture ABC

Conjecture (Masser, Oesterlé, 1985)
Pour tout θ > 1, il existe Kθ > 0 de sorte que l’on ait :

Si A, B,C sont trois entiers premiers entre eux tels que A + B = C, alors

max(|A| , |B| , |C|) 6 Kθ

(
rad(ABC)

)θ
.

Le radical d’un entier (ici ABC) est le produit des nombres premiers qui le

divisent.

Autrement dit, cette conjecture affirme que les multiplicités des facteurs

premiers de A, B,C ne sont pas trop grandes.

Record (Reyssat, 1987) :

2 + 3
10 × 109 = 23

5

θ(a, b, c) :=
log(max(a, b, c))

log(rad(abc))
≈ 1.63

Décider une équation diophantienne p. 25
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Fermat comme conséquence de la conjecture ABC

Soit une solution (x, y, z) non triviale (xyz , 0) de l’équation de Fermat

x
n + y

n = z
n.

On peut supposer x, y, z premiers entre eux.

Posons alors A = xn, B = yn, C = zn.

Comme rad(xnynzn) = rad(xyz), si la conjecture ABC est vraie, on a

max(|x | , |y | , |z |)n 6 Kθ

(
rad(xyz)

)θ
.

D’autre part, il est évident que rad(xyz) 6 |x | |y | |z | 6 max(|x | , |y | , |z |)3. On

a donc

max(|x | , |y | , |z |)n 6 Kθ max(|x | , |y | , |z |)3θ,

d’où, si n > 3θ,

max(|x | , |y | , |z |) 6 K
1/(n−3θ)
θ .

Ainsi, on contrôle les solutions de l’équation de Fermat en degré n > 3θ.

Si n est assez grand, elles sont nécessairement toutes triviales.
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La conjecture ABC pour les polynômes

Théorème (Stothers, 1981 ; Mason, 1984)

Soit A, B,C ∈ C[t] trois polynômes premiers entre eux tels que A + B = C.

Alors

max(deg(A), deg(B), deg(C)) 6 ν(ABC) − 1

Ici, ν(ABC) est le nombre de racines complexes (sans multiplicité) du

polynôme ABC.

Preuve : On pose D = AB′ − A′B = AC′ − A′C = CB′ − C′B.

On a D , 0, et deg(D) 6 deg(A) + deg(B) − 1.

Si x est une racine de multiplicité m de A, B ou C,

c’est une racine de multiplicité > m − 1 de D, donc

deg(D) > deg(A) + deg(B) + deg(C) − ν(ABC).

On a donc deg(C) 6 ν(ABC) − 1, et de même pour deg(A), deg(B).
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c’est une racine de multiplicité > m − 1 de D, donc

deg(D) > deg(A) + deg(B) + deg(C) − ν(ABC).

On a donc deg(C) 6 ν(ABC) − 1, et de même pour deg(A), deg(B).
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Application à l’irrationalité géométrique

Grâce au théorème de Stothers-Mason, la même preuve que ABC⇒

Fermat démontre que les solutions de l’équation de Fermat (n > 3) ne sont

pas paramétrables par des fonctions rationnelles.

Si Pn + Qn = Rn, pour trois polynômes premiers entre eux P,Q, R ∈ C[t],
on a

n max(deg(P), deg(Q), deg(R)) 6 ν(PQR) − 1

6 deg(P) + deg(Q) + deg(R) − 1

< 3 max(deg(P), deg(Q), deg(R)),

donc n < 3.
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ABC⇒ Mordell

Théorème (Elkies, 1991)
Si la conjecture ABC est vraie, la version « effective » de la conjecture de

Mordell l’est aussi : on peut donner une borne explicite pour la taille des

solutions.

Principe : Construire (Bely̆ı) une fonction rationnelle φ de x et y dont la

restriction à la courbe est « non ramifiée » sauf au-dessus de 0, 1,∞.

Appliquer la conjecture ABC à φ(P) + (1 − φ(P)) = 1, et conclure.

Inversement :

Théorème (Moret-Bailly, Szpiro, 1990)
Une version effective de la conjecture de Mordell implique la conjecture

ABC (avec un exposant plus grand que 1 + ε).
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Démontrer la conjecture ABC ?

17 septembre 2012, New York Times :

A Possible Breakthrough in Explaining a Mathematical Riddle

9 mai 2013, http://projectwordsworth.com/
the-paradox-of-the-proof/ :

The Paradox of the Proof

« I decided, I can’t possibly work on this. It would drive me nuts. »

« You don’t get to say you’ve proved something if you haven’t explained it.

A proof is a social construct. If the community doesn’t understand it, you

haven’t done your job. »

Version géométrique --- immense généralisation du théorème de

Stothers-Mason : Vojta, McQuillan, Yamanoi...

Décider une équation diophantienne p. 30
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