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MULTIPLICITES POLAIRES, SECTIONS PLANES, ET CONDITIONS DE WHITNEY 

B e r n a r d  TEISSIER 

S U M M A R Y  

To e a c h  r e d u c e d  e q u i d i m e n s i o n a l  a n a l y t i c  a l g e b r a  OX, x ~ one can  a s s o c i a t e  

a s e q u e n c e  o f  d i n t e g e r s ~  w h e r e  d=  dim O X 
~X 

MX, x = { m x ( X ) , m x ( P l ( X ) ) , . . . , m x ( P d _ l ( X ) )  j 

w h e r e  f o r  O~ k ~  d - l ,  Pk(X) i s  a g e n e r a l  l o c a l  p o l a r  v a r i e t y  o f  e o d i m e n s i o n  k 

o f  X~ a s  d e f i n e d  by  L5 D.T.  and  m y s e l f ~  and  m d e n o t e s  t h e  m u l t i p l i c i t y  a t  x .  
x 

One can  v i s u a l i z e  Pk(X) a s  f o l l o w s  : P i c k  an e m b e d d i n g  X ~ E  N o f  a r e p r e -  

EN ~ E d - k + l  s e n t a t i v e  o f  ( X , x )  and  t a k e  a g e n e r a l  l i n e a r  p r o j e c t i o n  p :  The 

c l o s u r e  i n  X o f  t h e  c r i t i c a l  l o c u s  o f  t h e  r e s t r i c t i o n  plX ° o f  p t o  t h e  n o n -  

s i n g u l a r  p a r t  X ° o f  X i s  p u r e l y  o f  c o d i m e n s i o n  k o r  e m p t y ,  i t s  m u l t i p l i c i t y  

a t  x i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c h o i c e  o f  t h e  g e n e r a l  l i n e a r  p r o j e c t i o n  p and  o f  t h e  

e m b e d d i n g .  I t  i s  d e n o t e d  by  m x ( P k ( X ) ) .  Note  t h a t  P o ( X ) =  X. I p r o v e  h e r e  t h e  

Theo rem : L e t  X be a r e d u c e d  p u r e l y  d - d i m e n s i o n a l  c o m p l e x - a n a l y t i c  s p a c e ~  

and  Y a n o n - s i n g u l a r  s u b s p a c e  o f  X .  G i v e n  a p o i n t  O C Y, t h e  f o l l o w i n g  c o n -  

d i t i o n s  a r e  e ~ u i v a l e n t  : 

i )  The p a i r  ( X ° , Y )  s a t i s f i e s  t h e  W h i t n e y  c o n d i t i o n s  a t  O .  

i i )  The map f r o m  Y t_oo ~ d  g i v e n  by  Y ~ M x , y  .i.s c o n s t a n t  i n  a n e i g h b o u r h o o d  

o f  O i n  Y . 

E q u i v a l e n t l y ,  (X°~Y) d o e s  n o t  s a t i s f y  t h e  W h i t n e y  c o n d i t i o n s  a t  0 i f  and  

o n l y  i f  one o f  t h e  g e n e r a l  l o c a l  p o l a r  v a r i e t i e s  Pk(X)  i s  n o t  e q u i m u l t i p l e  

a l o n g  Y a t  O .  

So t h e  f o l l o w i n g  p i c t u r e  a l r e a d y  s h o w s  t h e  g e n e r a l  p h e n o m e n o n  : h e r e  X 

i s  t h e  s u r f a c e  i n  ¢3 d e f i n e d  by  y2 3 t 2 x  2 - x - = O, Y i s  t h e  t - a x i s ,  and p i s  t h e  

p r o j e c t i o n  o n t o  t h e  ( x , t ) - p l a n e  : t h e  c u r v e  d e f i n e d  by x + t 2=  O, y =  O i s  a 
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g e n e r a l  p o l a r  c u r v e  f o r  X, i t  i s  n o t  e q u i m u l t i p l e  a l o n g  Y s o  (X°~Y) d o e s  

n o t  s a t i s f y  t h e  W h i t n e y  c o n d i t i o n s  a t  O, w h i c h  i s  o b v i o u s  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  

( s e e  C h a p .  I I I )  

t 

X 

Y 

P 

x 

An i m p o r t a n t  f e a t u r e  o f  t h e  s e q u e n c e  MX~ x i s  t h a t  i t  i s  an  a n a l y t i c  i n -  

v a r i a n t  o f  t h e  g e r m  (X~x)  w h i c h  c a n  be  c o m p u t e d  t o p o l o g i c a l l y ,  j u s t  l i k e  t h e  

m u l t i p l i c i t y  c a n  be  c o m p u t e d  by  c o u n t i n g  t h e  n u m b e r  o f  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n  

w i t h  X o f  a g e n e r a l  ( N - d ) - p l a n e  i n  ~N n e a r  x ( s e e  C h a p .  IV a n d  V I ) .  
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I N T R  0 D O C T I O N  

§ 1. 

"Tu n'es qu'un mortel, aussi ton esprit doit-il nourrir deux 

pens4es ~ la lois. " 

Ba cch yl i de 

T o u t  c e  t e x t e  e s t  c o n s a c r @  a l a  d @ m o n s t r a t i o n  d ' u n  s e u l  r @ s u l t a t ,  q u i  

e s t  l a  r @ a l i s a t i o n  de l a  p a t t i e  a l g ~ b r o - g ~ o m @ t r i q u e  du p r o g r a m m e  c o n s ~ c u t i f  

[Te  l ] .  R a p p e l o n s  ce  p r o g r a m m e ,  q u i  s ' i n s c r i t  ~ l ' i n t @ r i e u r  d ' u n  e f f o r t  p o u r  

c o m p r e n d r e  l e  l i e n  e n t r e  l a  s t r u c t u r e  a l g @ b r i q u e  d ' u n  e n s e m b l e  a l g @ b r i q u e  ou 

a n a l y t i q u e ,  e t  s a  s t r u c t u r e  t o p o l o g i q u e .  

A) [ ~ _ ~ [ ~ 1 ~ 2 ~  : A s s o c i e r  ~ c b a q u e  a l g S b r e  a n a l y t i q u e  c o m p l e  

xe  r ~ d u i t e  OX, x p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d u n  @l~men t  MX~ x d ' u n  e n s e m b l e  d i s c r e t  

( u n e  m u l t i p l i c i t @  g @ n @ r a l i s ~ e )  de t e l l e  f a £ o n  q u e ,  b r a n t  doun@s un  e s p a c e  a n a -  

l y t i q u e  c o m p l e x e  r @ d u i t  p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d ,  un  s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  Y 

de X e t  u n  p o i n t  n o n - s i n g u l i e r  O E ¥ ,  on a i r  @ q u i v a l e n c e  e n t r e  : 

i )  L ' a p p l i c a t i o n  Y ~ M x , y  e s t  c o n s t a n t e  s u r  Y au v o i s i n a g e  de O. 

i i )  Le c o u p l e  ( X ° , Y )  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  au v o i s i n a g e  O .  

R e m a r q u e  : L e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  s o n t  d e s  c o n d i t i o n s  d i f f b r e n t i e l l e s  

( p o u r  u n e  d 6 f i n i t i o n  p r e c i s e ,  v o i r  ( C h a p .  I I I ,  2 . 2 . 1 ) ) ,  q u i  d ' u n e  p a r t  s o n t  

i m p l i q u 6 e s  p a r  d e s  c o n d i t i o n s  a l g 6 b r o - g b o m 6 t r i q u e s  ( c f .  C h a p .  I I I ,  2 . 5 . 1 )  e t  

d ' a u t r e  p a r t  i m p l i q u e n t  d e s  r 6 s u l t a t s  de t r i v i a l i t ~  t o p o l o g i q u e  ( C h a p i t r e  VI e 

4 . 3 . 1 ) .  E l l e s  o n t  6 t 6  i n t r o d u i t e s  p a r  W h i t n e y  d a n s  [W] e t  6 t u d i 6 e s  p a r  Thom 

[ T h ] ,  M a t h e r  [ M a ] ,  ~ o j a s i e w i c z  e t  H i r o n a k a  [H 1 ] ,  [H 31 .  
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~) ~£}~£_}2P2}2g~9~£ : D o n n e r  une  i n t e r p r 6 t a t i o n  de HX,x en t e r m e s  de l a  

t o p o l o g i e  de l ' e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  X au v o i s i n a g e  de x.  

Les  r 6 s u l t a t s  de [Te 1] r 6 a l i s a i e n t  ce p r o g r a m m e  d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  

ou X e s t  une  h y p e r s u r f a c e  de ~ d + l  d o n t  l e  l i e u  s i n g u l i e r  ¥ e s t  n o n - s i n g u l i e r ~  

l e  r ~ l e  de l a  m u l t i p l i c i t 6  M x , p o u r  x ~ Y, b r a n t  t e n u  p a r  l a  s u i t e  ~ d e s  
~x 

n o m b r e s  de M i l n o r  d e s  s e c t i o n s  de X p a r  d e s  p l a n s  g 6 n 6 r a u x  de ~d+ l  p a s s a n t  p a r  

x e t  de c o d i m e n s i o n  s u p 6 r i e u r e  ou 6 g a l e  a l a  d i m e n s i o n  de Y. 

P o u r  un  6nonc6  p r 6 c i s  du r 6 s u l t a t  p r i n c i p a l  de ce t r a v a i l ,  v o i r  l e  

C h a p i t r e  V, e t  p o u r  d e s  r e n s e i g n e m e n t s  s u r  l a  p a r t i e  t o p o l o g i q u e ,  v o i r  l e  

C h a p i t r e  Y I ,  § 4. 

§ 2 .  

C e t t e  g ~ n ~ r a l i s a t i o n  a ~ t~  p e r m i s e  p a r  l ' i n t r o d u c t i o n  d a n s  [ L ~ - T e ]  d e s  

v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s  l o c a l e s  g ~ n ~ r a l e s  a s s o c i ~ e s  a un  ge rme  d ' e s p a c e  a n a l y t f q u e  

(X~O) ~ ( ~ N , o ) ~  r ~ d u i t  e t  p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d • On p e u t  d ~ c r i r e  i n ~ o r m e l l e -  

ment  une  v a r i ~ t ~  p o l a i r e  l o c a l e  g ~ n ~ r a l e  de c o d i m e n s i o n  k de X comme c e c i  : 

S o i t  XCC N u n  r e p r ~ s e n t a n t  du ge rme  ( X , O ) ,  e t  s o i t  p : ~ N ~ ¢ d - k + l  une  p r o j e c -  

t i o n  l i n ~ a i r e  g ~ n ~ r a l e .  Une v a r i ~ t ~  p o l a i r e  Pk (X,O)  e s t  l ' a d h ~ r e n c e  d a n s  X 

du l i e u  c r i t i q u e  de l a  r e s t r i c t i o n  de p a l a  p a r t i e  n o n - s i n g u l i e r e  X ° de X. 

La m u l t i p l i c i t ~  g ~ n ~ r a l i s ~ e  c S e r c h 6 e  e s t  l a  s u i t e  [ m o ( P k ( X , O )  ; O g k ~ d - 1 ] C  ~ d  

d e s  m u l t i p l i c i t ~ s  en O d e s  v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s  g ~ n ~ r a l e s  de r o u t e s  l e s  c o d i m e n -  

s i o n s  k ,  O ~ k ~  d - 1 .  On m o n t r e  au C h a p i t r e  IY que  c e t t e  s u i t e  d ~ e n t i e r s  ne 

d~pend  en f a i r  que  de l t a l g ~ b r e  a n a l y t i q u e  OX~ O.  

P a r  a i l l e u r s  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  e s t  s u b s t a n t i e l l e m e n t  p l u s  s i m p l e  que  

c e l l e  de [Te  1 ] ,  p u i s q u e  l i o n  p e u t  r a i s o n n e r  p a r  r ~ c u r r e n c e  s u r  d imX - dim ¥ 

l ~ a i d e  de r ~ s u l t a t s  de t r a n s v e r s a l i t ~ .  On p e u t  d ' a i l l e u r s  r ~ s u m e r  l e s  m o y e n s  

t e c h n i q u e s  e m p l o y ~ s  en d i s a n t  q u ' i l  s ' a g i t  du d ~ b u t  d ' u n e  t h ~ o r i e  s y s t ~ m a t i q u e  

de l a  t r a n s v e r s a l i t ~  d e s  e s ~ a c e s  s i n ~ u l i e r s ,  s i  l ~ o n  c o m p r e n d  un e s p a c e  s i n g u -  

l i e r  comme e n s e m b l e  s t r a t i f i ~ ,  muni  en o u t r e  en c h e q u e  p o i n t  d e s  v a r i ~ t ~ s  

p o l a i r e s  l o c a l e s  g 6 n ~ r a l e s  d e s  a d h e r e n c e s  d e s  s t r a t e s .  Les  p r i n c i p a u x  r ~ s u l t -  

t a t s  t e c h n i q u e s  s o n t  d e s  r ~ s u l t a t s  de t r a n s v e r s a l i t ~  : t r a n s v e r d a l i t ~  d~une  
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v a r i 6 t 6  p o l a i r e  l o c a l e  g 6 n 6 r a l e  au n o y a u  de l a  p r o j e c t i o n  s e r v a n t  ~ l a  d 6 f i n i r  

( c f .  Chap .  IV)  t r a n s v e r s a l i t 6 ,  s o u s  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s ,  d ' u n e  h y p e r s u r f a c e  

n o n - s i n g u l i ~ r e  de cN g 6 n 6 r a l e  p a r m i  c e l l e s  q u i  c o n t i e n n e n t  Y ~ r o u t e s  l e s  

l i m i t e s  en O d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  h X ° ,  e t c .  La d 6 m o n s t r a t i o n  du t b 6 o r ~ m e  p r i n -  

c i p a l  (Chap .  V) p a r a ~ t r a  d ' a i l l e u r s  b e a u c o u p  p l u s  s i m p l e  l e  j o u r  oh l ' o n  d i s -  

p o s e r a  p o u r  p a r l e r  de t r a n s v e r s a l i t 6  d ' e s p a c e s  s i n g u l i e r s  d ' u n  l a n g a g e  a u s s i  

s o u p l e  e t  p u i s s a n t ,  e t  s a n s  d o u t e  a u s s i  v i d 6  de g 6 o m b t r i e ,  que  l a  t o p o l o g i e  

a l g 6 b r i q u e .  

§ 3. 

"Si le langage ~tait parfait, l'hon~e cesserait de penser." 

Paul Val4ry 

P r o v e n a n t  d ' u n  c o u r s ,  ce t e x t e  ne va  p a s  d r o i t  au but~  m a i s  

s u i t  un  i t i n 6 r a i r e  que j ' a i m e r a i s  que  l ' o n  p u i s s e  q u a i i f i e r  de t o u r i s t i q u e .  

De p l u s  j e  me s u i s  e f f o r c ~  de c r 6 e r  l e s  p r e m i e r s  r u d i m e n t s  d ' u n  l a n g a g e  

a l g ~ b r o - g ~ o m ~ t r i q u e  p e r m e t t a n t  de p a r l e r  de l a  t r a n s v e r s a l i t ~  d e s  e s p a c e s  

s i n g u l i e r s  , l e  l a n g a g e  g b o m ~ t r i q u e  ~ t a n t  p a t r o l s  peu  commode. P a r  a i l l e u r s ~  

i l  me s e m b l e  p o s s i b l e ,  e t  t r ~ s  i n t b r e s s a n t ,  de d ~ f o r m e r  l a  r ~ d a c t i o n ,  en r e s p e c  

r a n t  s a  s t r u c t u r e  g l o b a l e ,  en c h a c u n  d e s  deux  e x t r e m e s  e n t r e  l e s q u e l s  e l l e  s e  

t r o u v e  : d ' u n e  p a r t  une  r ~ d a c t i o n  c o m p i e t e m e n t  a l g b b r i q u e ,  s u r  un c o r p s  de c a -  

r a c t b r i s t i q u e  z 6 r o  a i g ~ b r i q u e m e n t  c l o s ,  e t  d ' a u t r e  p a r t ,  m u t a t i s  m u t a n d i s ,  une  

r ~ d a c t i o n  en g ~ o m ~ t r i e  s o u s - a n a l y t i q u e  r ~ e l l e  d ~ m o n t r a n t  un a n a l o g u e  du t h ~ o r e -  

me p r i n c i p a l .  

§ 4 .  

Les  p r i n c i p a l e s  s o u r c e s  de ce t r a v a i l  s o n t  d ' u n e  p a r t  l a  c o n s t r u c t i o n  

de (Chap .  I I I ,  2 . 3 . 1 )  q u i  d ' a p r e s  une  i d 6 e  de I t i r o n a k a  p e r m e t  d ' 6 n o n c e r  une  

c o n d i t i o n  d ' 6 q u i d i m e n s i o n n a l i t 6  d e s  f i b r e s  d ' u n  c e r t a i n  m o r p h i s m e  s u f f i s a n t e  

p o u r  i m p l i q u e r  l e s  c o n d i t i o n s  de Whi tney~ e t  d ' a u t r e  p a r t  l a  r e c h e r c h e  s y s t 6 m a -  

t i q u e  d ' i n v a r i a n t s  de l a  g 6 o m 6 t r i e  d ' u n  e s p a c e  X au v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  x 
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dam,; l a  g 6 o m 6 t r i e  e t  l a  t o p o l o g i e  d e s  s e c t i o n s  p l a n e s  g 6 n 6 r a l e s  de X p a s s a n t  

p a r  x ou un  peu  ~ c ~ t 6 ,  de r o u t e s  l e s  d i m e n s i o n s .  La j o n c t i o n  e s t  p r 6 c i s 6 m e n t  

f a i t e  p a r  l a  t h 6 o r i e  d e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  comme l e  m o n t r e n t  ( Cha p .  IV ,  6 . 1 . 1  

e t  ( :hap.  V I ,  4 . 2 ) .  C e t t e  t h 6 o r i e  d e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  e l l e - m S m e  d o l t  b e a u c o u p  

l a  f o i  c o m m u n i c a t i v e  de Thom e t  Z a r i s k i  en l ' u t i l i t b  d e s  m ~ t h o d e s  de c o n t o u r  

a p p a r e n t  e t  de d i s c r i m i n a n t  p o u r  o b t e n i r  d e s  i n f o r m a t i o n s  de n a t u r e  t o p o l o g i -  

q u e e t  a l g ~ b r i q u e  s u r  l e s  s i n g u l a r i t ~ s .  

P a r  a i l l e u r s ~  J . P .  B r a s s e l e t  e t  M.H. S c h w a r t z  ( [ B - S ] ~  C o r o l l a i r e  1 0 . 2 )  

o n t  p r o u v b  que  l ' o b s t r u c t i o n  d ' E u l e r  ] o c a l e  Eu (X) de M a c P h e r s o n  e s t  c o n s t a n t e  
x 

s u r  c h a q u e  s t r a t e  d ' u n e  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  de X. P u i s q u e  L~ D.T.  e t  

d-1  k 
l ' a u t e u r  o n t  p r o u v 6  ( [ L $ - T e ~ )  l a  f o r m u l e  Eu (X) = Z ( - 1 )  m x ( P k ( X , x ) )  ~ l a  

x 
k=O 

somme a l t e r n 6 e  d e s  m u l t i p l i c i t 6 s  d e s  v a r i ~ t 6 s  p o l a i r e s  de X e s t  c o n s t a n t e  s u r  

c h a q u e  s t r a t e ~  comme l ' e s t  l a  m u l t i p l i c i t 6  de X d ' a p r e s  H i r o n a k a  [H 1] . 

11 J ' au t  r e m a r q u e r  c e p e n d a n t  que  l a  p r e u v e  a s s e z  t o p o l o g i q u e  de [ B - S ]  ne p e r -  

met  p a s  de t i r e r  un r ~ s u l t a t  de l a  s e u l e  h y p o t h e s e  que (X°~Y) s a t i s f a i t  l e s  

c o n d i t i o n s  de ! ~ h i t n e y  en un  p o i n t  O~ Y .  I1  f a u t p o u r u t i l i s e r  c e t t e  h y p o t b ~ s e  

a p r i o r i  b i e n  p l u s  f a i b l e  une  m 6 t h o d e  u t i l i s a n t  de l ' a l g ~ b r e ~  comme l e  Lemme- 

c15 du C h a p i t r e  Y~ Lemme q u i  m ' a  6 t 6  s u g g ~ r 6  p a r  un r 6 s u l t a t  de B r i a n g o n  e t  

H e n r y  ( c f .  [ B - H I )  c o n c e r n a n t  l e s  s u r f a c e s  d a n s  ~ 3 .  

§ 5 .  

Ce t e x t e  e s t  l a  r ~ d a c t i o n ~  f i d d l e  p o u r  l e s  g r a n d e s  l i g n e s ,  d ' u n  c o u r s  

donn~ ~ l ' U n i v e r s i d a d  C o m p l u t e n s e  de Madr id  en S e p t e m b r e  1980~ d ~ v e l o p p a n t  une  

c o u r t e  n o t e  ( [  Te 5 ] ) .  J e  veu~  r e m e r c i e r  l e  P r o f e s s e u r  h b e l l a n a s  de m ' a v o i r  

i n v J t ~  a d o n n e r  ce c o u r s ~  l ' ~ q u i p e  v i v a n t e  e£ s y m p a t h i q u e  d e s  a u d i t e u r s ~  e t  

p a r ~ ; i c u l i ~ r e m e n t  M a r i a - E m i l i a  h l o n s o - G a r c i a  e t  I g n a c i o  Luengo  q u i  o n t  r ~ d i g ~  l e s  

n o t e s  d ' u n e  g r a n d e  p a t t i e  du c o u r s e t  o n t  f a i r  de n o m b r e u s e s  o b s e r v a t i o n s  p e r -  

t i n e n t e s  s u r  l e  c o n t e n u .  J e  v e u x  a u s s i  r e m e r c i e r  l e s  o r g a n i s a t e u r s  de l a  Con-  

f ~ r e n c e  de La Rab ida~  ou j ' a i  p r ~ s e n t ~  un r~sum~ d e s  r 6 s u l t a t s ~  p o u r  l ' a c c u e i l  

c h a l e u r e u x  e t  e f f i c a c e  que  t o u s  l e s  p a r t i c i p a n t s  o n t  pu a p p r ~ c i e r .  P e n d a n t  l a  
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s 
r6dac t ion  j ' a i  b6n6f ic i6  des c o n s e i l s  ~ c l a i r 6 s  de L~ Dung Trang, Michel Merle, 

J.P.G. Henry e t  C. Sahbah. En p a r t i c u l i e r  je s u i s  i r e s  r econna i s san t  a Merle 

e t  Henry d ' a v o i r  t i t 6  l a  th6or ie  d'une o rn ie re  en dbcouvrant q u ' i l  f a l l a i t  

remplacer la  modi f i ca t ion  de Nash par le  morphisme conormal dans l a  d6monstra- 

f inn .  

Marie-Jo L6cuyer a assur6 la  frappe avec sa comp6tence e t  son amab i l i t 6  

coutumieres,  e t a  r 6 a l i s 6  l e s  dess ins  avec t a l e n t  e t  imagina t ion .  

L'6nonc6 e t  l e s  id6es p r i n c i p a l e s  de la  preuve sont n6s au cours de 

s6 jours  a ]a Fondation des T r e i l l e s  en 1979-80, e t  l a  p lus  grande p a t t i e  de 

la  r~dac t ion  f i n a l e  y a bt6 f a i t e .  Je remercie Annette Gruner-Schlumberger 

d ' a v o i r  crY6 un l i e u  de t r a v a i l  auss i  excep t ionne l .  
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QUELQUES CONVENTIONS ET NOTATIONS 

1) On s e  p e r m e t t r a  s o u v e n t  de c o n s i d 6 r e r  s a n s  l e  d i r e  e x p l i c i t e m e n t  un r e -  

p r 6 s e n t a n t  " a s s e z  p e t i t  IT X d ' u n  g e r m e  (X~O) ( e t  de m~me p o u r  un  m o r p h i s m e ) .  Le 

s e n s  de " a s s e z  p e t i t "  s e r a  t o u j o u r s  c l a i r  d ' a p r ~ s  l e  c o n t e x t e .  

2) E t a n t  d o n n 6 s  un  m o r p h i s m e  f :  X ~ Y  e t  un f a i s c e a u  d ' i d 6 a u x  I de O¥ on 

n o t e r a  s o u v e n t  I ~  x ou I ° O X l ' i d 6 a l  de O X i m a g e  de l ' h o m o m o r p h i s m e  c a n o n i q u e  

f I ~ f O ¥ = ( } X .  De m~me, 6 r a n t  d o n n 6 s  un h o m o m o r p h i s m e  d ' a n n e a u x  P : A , B  e t  un 

i d 6 a l  I de A~ on n o t e r a  IB ou I .  B l ' i d 6 a l  de B e n g e n d r 6  p a r  P ( I ) .  

5)  E t a n t  d o n n 6 s  un m o r p h i s m e  f :  X ~ S ,  un f e r m 6  a n a l y t i q u e  r a r e  F c S  e t  un 

s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e r m ~  H de St  on a p p e l l e r a  t r a n s f o r m 6  s t r i c t  de H p a r  

f ( r e l a t i v e m e n t  .~ F) l ' a d h ~ r e n c e  f - l ( H )  n ( X -  f - l ( F ) )  d a n s  X de 

f - l ( H )  (~ ( X - f - l ( F ) ) .  Nous n o u s  s e r v i r o n s  de c e c i  d a n s  t r o i s  c a s  : c e l u i  o u f  

e s t  s u r j e c t i f  e t  F c S  e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  s E  S o~ l a  d i m e n s i o n  de l a  

f i b r e  f - l ( s )  e s t  s t r i c t e m e n t  s u p 6 r i e u r e  ~ d i m X -  d i m S  ( c f .  C h a p .  I I I ,  § 5)~ 

c e l u i  ou f e s t  un p l o n g e m e n t  f e r m ~  e t  F r a r e  d a n s  X, l e  r 6 s u l t a t  6 r a n t  a l o r s  

^ 
n o t ~  H(~X e t  a p p e l 6  i n t e r s e c t i o n  s t r i c t e ~  ( c f .  C h a p .  IV ,  5 . 4 . 2 )  e t  e n f i n  c e l u i  

ou f a p p a r a ~ t  d a n s  un d i a g r a m m e  : 

X × S ",,X 
o o 

S 
o 

l 
S ) S 

e o 

ou e e s t  un 6 c l a t e m e n t  e t  F c S  e s t  l t e n s e m b l e  e x c e p t i o n n e l  de l ' ~ c l a t e m e n t .  

Le m o r p h i s m e  f '  : X ~ S  de l ' e s p a c e  X t r a n s f o r m 6  s t r i c t  de S p a r  f d a n s  S i n d u S t  
o 

p a r  f e s t  a p p e l 6  t r a n s f o r m 6  s t r i c t  de f p a r  e • 
o 

( C e c i  e s t  u t i l i s ~  d a n s  l e  C h a p i t r e  V ) .  

Dans  l e  c a s  ou f e s t  un p l o n g e m e n t  f e rm6~  on p a r l e r a  du t r a n s f o r m 6  
o 

s t r i c t  de X p a r  e • 
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C H A P I T R E I 

DEPENDANCE INTEGRALE SUR LES IDEAUX 

I n t r o d u c t i o n .  Dans  ce c h a p i t r e ,  on ~ t u d i e  l a  s i t u a t i o n  s u i v a n t e  : s o i e n t  X un 

e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  r ~ d u i t  e t  I un f a i s c e a u  c o h e r e n t  d ' i d ~ a u x  s u r  X, 

d ~ f i n i s s a n t  un s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  f e rm~ YcX~ que  l ' o n  s u p p o s e  r a r e  d a n s  X. 

E t a n t  donn~e  u n e  f o n c t i o n  h o l o m o r p h e  h s u r  X, on s a l t  que  l e  t h ~ o r ~ m e  d e s  z ~ r o s  

de H i l b e r t  p e r m e t  d ' e x p r i m e r  a l g ~ b r i q u e m e n t  l e  f a i t  que  h s ' a n n u l e  s u r  IYI ,  

e n s e m b l e  s o u s - j a c e n t  a ¥ ,  p a r  l ' i n c l u s i o n  h6yI~-~ ou ~ - e s t  l e  f a i s c e a u  r a c i n e  

de I ,  v ~ r i f i a n t  ( ~ )  : ~ -  p o u r  t o u t  x 6  X, e t  ce q u i  n o u s  i n t ~ r e s s e  i c i e s t  l a  
x x 

p o s s i b i l i t ~  d ' e x p r i m e r  a l g b b r i q u e m e n t  de d i f f ~ r e n t e s  f a g o n s  l e  f a i t  que  non 

s e u l e m e n t  h s ' a n n u l e  s u r  I ¥ I ,  m a i s  que de p l u s  p o u r  t o u t  c h o i x  d ' u n  s y s t e m e  de 

g ~ n ~ r a t e u r s  g l ~ . . . ~ g  p de I au v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  y E  Y, on a une  i n ~ g a l i t ~  

I h ( x ) l  ~ C S u p ( I g j ( x ) [ )  p o u r  t o u t  x a p p a r t e n a n t  a un  v o i s i n a g e  U a s s e z  p e t i t  
J 

de y ,  ou CE ~ • + 

V o i c i  un e x e m p l e  t y p i q u e  d e s  a p p l i c a t i o n s  que  j e  f e r a l  de ce t y p e  de 

c o n d i t i o n s  : s o i t  f ( Z o , . . . , z  d) = O une  ~ q u a t i o n  p o u r  une  h y p e r s u r f a c e  c o m p l e x e  

• ~ f  . . . , z  d) t e n d  v e r s  O au d a n s  un o u v e r t  u c ~ d + l  S u p p o s o n s  s a v o i r  que  ~ ( O , z l ,  
o 

8 f  . . .  z d) (1 ~ i ~ d) ; c e c i  s i g n i f i e  que  l ' h y -  m o i n s  a u s s i  v i t e  que  l e s  ~ z .  ( O , z l ,  , 
1 

p e r p l a n  z = O n ' e s t  p a s  d i r e c t i o n  l i m i t e  d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  aux  h y p e r s u r f a c e s  
o 

de n i v e a u  f ( O , Z l , . . . , z  d) = v de l a  r e s t r i c t i o n  de f a l ' h y p e r p l a n  z ° = O. Et  de 

m~me, l e  f a i t  q u ' e n  r e s t r i c t i o n  a l ' h y p e r s u r f a c e  X d ~ f i n i e  p a r  f =  O~ on a i t  au 

] ~ f  ( x ) [  ( x 6  X) ~ q u i v a u t  ~ ce que  v o i s i n a g e  de O l ' i n 6 g a l i t 6  I 5fSz ( x ) I  ~ C Sup 5z .  
o i>O 

z = 0 ne s o i t  pas  d i r e c t i o n  l i m i t e  d ' h y p e r p l a n s  t a n g e n t s  a X en s e s  p o i n t s  non- 
o 

s i n g u l i e r s .  La p o s s i b i l i t ~  d ' e x p r i m e r  a l g 6 b r i q u e m e n t  des c o n d i t i o n s  g 6 o m 6 t r i -  

ques de c e t t e  espece  e s t  un bon o u t i l  p e r m e t t a n t  en p a r t i c u l i e r  d ' 6 n o n c e r  a l -  
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b r i q u e m e n t ,  e t  de  d 6 m o n t r e r ,  d e s  r 6 s u l t a t s  de  t r a n s v e r s a l i t 6  f i n s .  

Le d e s s i n  s u i v a n t  a i d e r a  p e u t - ~ t r e  l e  l e c t e u r  : 

~ z Q = O  

f - v = O  

L e s  i n g r 6 d i e n t s  s o n t  e s s e n t i e l l e m e n t  l ' e x i s t e n c e  d e s  6 c l a t e m e n t s  e t  de  l a  n o r -  

m a l i s a t i o n  e n  g 6 o m 6 t r i e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  e t  l e  t h 6 o r e m e  d e s  s i n g u l a r i t 6 s  

i n e x i s t a n t e s  : s u r  u n  e s p a c e  n o r m a l ~  t o u t e  f o n c t i o n  m 6 r o m o r p h e  e t  l o c a l e m e n t  

b o r n 6 e  e s t  h o l o m o r p h e .  

B i e n  q u e  c e  n e  s o i t  p a s  n 6 c e s s a i r e  p o u r  l a  s u i t e ,  j ' a i  i n s i s t ~  au  § 3 

s u r  l ' a s p e c t  n u m 6 r i q u e  de  l a  c l S t u r e  i n t 6 g r a l e .  Une a p p l i c a t i o n  q u i  n o u s  s e r a  

u t i l e  a u  c h a p i t r e  V~ l a  t r a d u c t i o n  a l g 6 b r i q u e  du c o n c e p t  de  f o n c t i o n  m 6 r o m o r -  

p h e  l i p s c h i t z i e n n e ,  e s t  d o n n 6 e  au  § 6 .  

§ 1 .  C r i t ~ r e s  de  d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e .  

1 . 1  D 6 f i n i t i o n  : S o i t  I u n  i d 6 a l  d ' u n  a n n e a u  A ; u n  ~ 1 6 m e n t  h de  A e s t  d i t  

e n t i e r  s u r  I s i  i l  s a t i s f a i t  u u e  r e l a t i o n  de  d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  d e  l a  f o r m e  

h k + a I h k - ]  + . . .  + a k = 0 a v e c  a i C I i • 

On p e u t  s e  r a m e u e r  a l a  d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  s u r  l e s  a n n e a u x  a u  m o y e n  de  

l ' o b s e r v a t i o n  s u i v a n t e  : 

l ' 6 1 6 m e n t  h e s t  e n t i e r  s u r  I s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l ' 5 1 6 m e n t  h • T 6  A [ T ]  e s t  

e n t i e r  s u r  l e  s o u s - a n n e a u  P ( I ) =  Z I i T i de  A [ T ] .  
i ~ O  

Le f a i t  ( c f .  [ B b k  1]  I § ~ . 1 )  q u e  ] ' e n s e m b l e  d e s  6 1 6 m e n t s  de  A [ T ]  e n t i e r s  
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s u r  P ( I )  e s t  un s o u s - a n n e a u  de A ~ T ~  i m p l i q u e  que  l ' e n s e m b l e  d e s  & l & m e n t s  de A 

e n t i e r s  s u r  I e s t  un i d & a l  de A ~ c e t  i d & a l  s e r a  no t& ~ e t  a p p e l &  c l o t u r e  i n t & -  

g r a l e  de l ' i d & a l  I .  S i  ~ =  I ,  on d i r a  que  I e s t  i n t & g r a l e m e n t  c l o s .  I 1  r & s u l t e  

de ( L o c .  c i r . )  que  ~ e s t  i n t & g r a l e m e n t  c l o s .  

1 . 2  R e m a r ~ u e s  : 1) On a l e s  i n c l u s i o n s  I ~ T c ~ ,  I ~ J  i m p l i q u e  I ~ J ,  e t  

e s t  d o n c  l e  p l u s  p e t i t  i d e a l  i n t ~ g r a l e m e n t  c l o s  de A c o n t e n a n t  I ,  e t  doric on 

a l ' i n c l u s i o n  I . J ¢ I  . J p o u r  d e s  i d ~ a u x  I~ J de A. 

2)  S u p p o s o n s  A n o r m a l  ( i . e . ,  r ~ d u i t  e t  i n t ~ g r a l e m e n t  c l o s  

d a n s  s o n  a n n e a u  t o t a l  de f r a c t i o n s ) , e t  I i n v e r s i b l e ,  c ' e s t - a - d i r e  p r i n c i p a l ,  

e n g e n d r ~  p a r  un  ~ l ~ m e n t  g n o n - d i v i s e u r  de O. A i o r s  I = ~ ,  e t  r ~ c i p r o q u e m e n t ,  s i  

t o u t  i d e a l  i n v e r s i b l e  d~un  a n n e a u  r S d u i t  A e s t  i n t ~ g r a l e m e n t  c l o s ,  A e s t  n o r m a l .  

P r e u v e  : P u i s q u e  I e s t  p r i n c i p a l ,  l ' ~ q u a t i o n  h k h k - 1  + a I + . . .  + a k =  0 s ' ~ c r i t  

a u s s i  h k h k - 1  k + ~ l  g + " ' "  + ~k  g a v e c  a i E A e t  donc~ p u i s q u e  g e s t  n o n - d i v i s e u r  

( ~ ) k  h k - 1  
de 0 : g + a l  ( g )  + " ' "  + a k =  O, q u i  e s t  u n e  r e l a t i o n  de d & p e n d a n c e  i n t & g r a l e  

s u r  A p o u r  l ' & l & m e n t  ~ de T o t ( A )  ; d ' o u  ~ E  A p u i s q u e  A e s t  n o r m a l ,  e t  donc  
g g 

~ I  La r & c i p r o q u e  s e  v ~ r i f i e  en l i s a n t  ~ l ' e n v e r s  ce  q u i  p r & c ~ d e .  

En p a r t i c u l i e r ,  d a n s  ~ t ]  ou ~ t ]  , on a h E  ( 3 )  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l ' o r d r e  en  

t de h e s t  au m o i n s  ~ g a l  a c e l u i  de g .  

1 . 3  S o i e n t  m a i n t e n a n t  X un e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  r ~ d u i t  e t  I un f a i s c e a u  

c o h b r e n t  d ' i d ~ a u x  s u r  X d ~ f i n i s s a n t  un s o u s - e s p a c e  Y de X r a r e  d a n s  X. 

1 . 3 . 1  P r o p o s i t i o n  1 : A) E t a n t  d o n n ~ e  u n e  f o n c t i o n  h o l o m o r p h e  h s u r  X, on 

a l ' i n c l u s i o n  h c I - -  en  un p o i n t  yC  X s i  e t  s e u l e m e n t  s i  p o u r  t o u t  s y s t ~ m e  de 
Y Y 

g ~ n ~ r a t e u r s  ( g l , . . . , g p )  de I , i l  e x i s t e  un v o i s i n a g e  o u v e r t  U de y ,  d a n s  
- -  y 

l e q u e l  l e s  g i  c o n v e r g e n t ~  e t  u n e  c o n s t a n t e  CE ~ +  t e l s  que  l ' o n  a i r  l ' i n 6 ~ a ~ -  

t ~  : 

I h ( x ) l  ~ C Sup ( I g i ( x ) l )  p o u r  t o u t  x E U  • 
l~i_<p 
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B) I i  e x i s t e  u n  u n i q u e  f a i s c e a u  c o h b r e n t  d ' i d 6 a u x  ~ s u r  X t e l  ~ u e ,  p o u r  

t o u t  x E X on a i t  ( Y ) x = ~ -  d a n s  OX " 
X ~  ~ X  

D 6 m o n s t r a t i o n  : S o i t  ~ : ~ '  ~ X  l ' 6 c l a t e m e n t  n o r m a l i s 6  de l ' i d 6 a l  I d a n s  X, 

c ' e s t - ~ - d i r e  l e  c o m p o s 6  de l ' 6 c l a t e m e n t  de I e t  de l a  n o r m a l i s a t i o n  de l ' e s p a -  

ce  o b t e n u ,  q u i  e s t  r 6 d u i t  p u i s q u e  X l ' e s t .  Le m o r p h i s m e  ~ e s t  p r o p r e  e t  b i m 6 r o -  

m o r p h e  p u i s q u e  Y e s t  r a r e ,  e t  d o n c  s u r 3 e c t i f  c a r  c ' e s t  u n  m o r p h i s m e  f e r m 6  

d ' i m a g e  d e n s e .  Le f a i s c e a u  d ' i d 6 a u x  I . ~X' e n g e n d r 6  d a n s  (~X' p a r  l e s  c o m p o s ~ s  

a v e c  ~ d e s  s e c t i o n s  de I e s t  donc  u n  f a i s c e a u  i n v e r s i b l e  d ' i d 6 a u x  s u r  u n  e s p a c e  

n o r m a l .  

S o i t  h E  I ; on a p a r  h y p o t h ~ s e  u n e  r e l a t i o n  de d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  
Y 

h k h k - 1  q u i  s ' 6 t e n d  en  u n e  r e l a t i o n  de d ~ p e n -  + a 1 + . . .  + a k O~ a v e c  a .  E I i 
: 1 y '  

d a n c e  i n t ~ g r a l e  p o u r  un  r e o r S . s e n t a n t ,  e n c o r e  n o t ~  h ,  du g e r m e  h ,  c ' e s t - ~ - d i r e  

i l  e x i s t e  u n  v o i s i n a g e  ~ u v e r t  U de y d a n s  X t e l  q u e  l ' o n  a i r  

h E  H ° ( U , I )  c H ° ( U , O x  ) 

C e c i  i m p l i q u e  q u e  (h  o ~ ) x '  e s t  e n t i e r  s u r  ( I ( ~ x , ) x ,  p o u r  t o u t  x '  E ~ - I ( u ) ,  e t  

l ' o n  d ~ d u i t  de l a  r e m a r q u e  2) q u e  (h  o ~ ) x '  E ( I ( ~ x , ) x ,  p o u r  t o u t  x '  E ~ - I ( u ) .  C e c i  

m o n t r e  d ' u n e  p a r t  q u e  h E  H ° ( U , ~ ( I ( ~ X  , )  NO X) e t  d ' a u t r e  p a r t  q u e  t o u t  p o i n t  

x '  E x - l ( u )  p o s s ~ d e  un  v o i s i n a g e  o u v e r t  Vx, t e l  q u ' i l  e x i s t e  Cx,  E ~ ÷  t e l  q u e ,  

p o u r  t o u t  w' E V x , ,  on a i r  [h o ~ ( w ' ) ]  ~ C x ,  Sup Ig  i o ~ ( w ' ) l -  Le m o r p h i s m e  
l g i ~ p  

6 r a n t  p r o p r e  e t  s u r 3 e c t i f ,  on p e u t  r e c o u v r i r  ~ - l ( x )  p a r  u n  n o m b r e  f i n i  

d ' o u v e r t s  V , ,  ' E ~ - l ( v )  de t e l l e  f a v o n  q u e  UV , D n - l ( V )  p o u r  un  v o i s i n a -  
Yi Yi ~ ' Yi 

ge Y de x dans U. Prenant C = SuPi Cy[ , on en d6duit bien l ' i n 6 g a l i t b  

lh(x)I ~ C Sup I~(x)[ pour tout xE V. R6ciproquement, supposons une t e l l e  in6ga- 

l i t6  v6r i f ibe ,  disons pour tout x' E V ; la m~me in6gali t6 est  valable pour 

- I (V),  mais la, nous savons que IO est  invers ib le  h o ~ et les g.o ~ sur 
1 ~ - l ( v  ) 

e t  d ' a p r ~ s  l e  lemme de N a k a y a m a ,  s i  ( g l , . . . , g p )  e s t  un  s y s t # m e  de g ~ n ~ r a t e u r s  

de l ' i d ~ a l  I y C O X , y  c h a q u e  p o i n t  y '  E - l ( y )  p o s s ~ d e  un  v o i s i n a g e  o u v e r t  V 

t e l  que  I(~X , = ( g i  ° ~ )w '  (~X' ( p o u r  un  c e r t a i n  i ,  l g i  ~ p ) .  D i r e  oue  (hO~)w,  ~W I ~W v 



328 

e s t  bo rnS e  par  l e s  $1~ments  de I(N~X, w, 6 q u i v a u t  donc a d i r e  que l a  f o n c t i o n  

m6romorphe h o ~ e s t  bo rnSe  au v o i s i n a g e  de y '  , ce qui  s i g n i f i e  p u i s q u e  X' e s t  
g i  ° ~ 

normal  q u ' e l l e  e s t  h o l o m o r p h e ,  donc que (h o ~ ) 0  X E IOx, ~,W ~ ~W ~ 

On a donc b i e n  6 q u i v a l e n c e  e n t r e  

f m 
i )  hyE Iy  

1 . 3 . 2  i i )  ] h ( x ) [  ~C Sup ( g i ( x )  
i 

comme c i - d e s s u s .  

i i i )  a y e  (~(IO~-X,) ~ O X ) y .  

( g l ' ' ' ' ' g p ) ~ " , y - X  = I , e t  CE y + 

Pour a c h e v e r  la  p r e u v e  de l a  p r o p o s i t i o n ,  i l  s u f f i t  de r e m a r q u e r  que p u i s q u e  

I(~X , C(~X,, on a n~I(~x , cn~(~X, = O X '  f a i s c e a u  des  f o n c t i o n s  m~romorphes  b o r n 6 e s  

s u r  X, qui  e s t  un f a i s c e a u  c o h e r e n t  de Ox-mOdules  d ' a p r e s  un th~oreme  d 'Oka 

(ou l e  th6or~me des  images  d i r e e t e s  de G r a u e r t ) .  Le f a i s c e a u  n~I(~x , e s t  coh6-  

r e n t  d ' a p r ~ s  le  th6or~me de G r a u e r t ,  e t  donc l e  f a i s c e a u  ~ =  n ~ ( I O x , )  M~X ~ i n -  

t e r s e c t i o n  de deux s o u s - f a i s c e a u x  c o h 6 r e n t s  d ' u n  f a i s c e a u  c o h e r e n t ,  e s t  un 

f a i s c e a u  c o h 6 r e n t  d ' i d 6 a u x .  • 

1 . 3 . 3  C o r o l l a i r e  1 : E t a n t  donn6s  deux f a i s c e a u x  c o h 6 r e n t s  d ' i d 6 a u x  I ,  J ,  

l ' e n s e m b l e  des  p o i n t s  xE X t e l s  que J x ~ x  e s t  l e  c o m p l 6 m e n t a i r e  d ' u n  ferm6 

a n a l s t i q u e  de X. 

En e f f e t ,  l e  f a i s c e a u  T+ J / ~  e s t  c o h 6 r e n t  p u i s q u e  ~ l ' e s t ,  e t  son s u p p o r t  

e s t  l e  ferm6 c h e r c h 6 .  

1 . 3 . 4  C o r o l l a i r e  2 ( C r i t e r e  v a l u a t i f  de d6pendance  i n t 6 g r a l e )  : Pour  que l ' o n  

a i t  h E T ,  i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  ~ue pour  t o u t  morphisme a n a l y t i ~ u e  complexe  
Y 

( r e s p .  a n a l s t i q u e  r ~ e l )  ~ :  ( D , 0 )  ~ ( X , y )  ( r e s p .  ~ :  (H~0) ~ ( X , y ) )  o__~u 

( r e s p .  ~ )  d 6 s i g n e  l e  d i s q u e  u n i t 6  de ~ ( r e s p .  l ' i n t e r v a l l e  ] - I , + I [  de  ~ )  o n  

a i t ,  en n o t a n t  ~ : O X , y ~ O ~ ,  0 ( r e s p .  ~ : O X , y - a ~ , 0  ) l e  morphisme d ' a l ~ e b r e s  

a n a l ~ t i ~ u e s  c o m p l e x e s  ( r e s p .  r 6 e l l e s )  a s s o c i 6 ,  l ' i n c l u s i o n  : 
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~ ° a ( h ) ~ O ~ e ( I )  " ~ 0  ( r e s p .  ~0 ( h ) ~ O  ( I )  " (~]I,O ' o__~u a i ,  0 e s t  l ' a l g e b r e  d e s  ~ e r -  

mes en 0 de f o n c t i o n s  a n a l s t i q u e s  r 6 e l l e s  s u r  ] I )  . Cec i  s i g n i f i e  que  

v ( ~ ( h ) )  > - v ( ~ ( I ) ) ,  ou v e s t  " l ' o r d r e  d ' a n n u l a t i o n  en 0 " .  

La c o n d i t i o n  e s t  ~ v i d e m m e n t  n 6 c e s s a i r e ,  p u i s q u e  l ' i m a g e  p a r  un homomor-  

p h i s m e  d ' a n n e a u x  d ' u n e  r e l a t i o n  de d ~ p e n d a n c e  i n t ~ g r a l e  e s t  u n e  r e l a t i o n  de 

d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e ,  e t  que  05~  0 e t  a ~  0 s o n t  d e s  a n n e a u x  l o c a u x  n o r m a u x  

e t  p r i n c i p a u x .  P o u r  m o n t r e r  que  l a  c o n d i t i o n  e s t  s u f f i s a n t e ,  on u t i l i s e  l e  c r i -  

t b r e  v a l u a t i f  de p r o p r e t ~  p o u r  l e  m o r p h i s m e  n~ q u i  a f f i r m e  q u ' i l  e x i s t e  

r : ( ~ , 0 )  ~ ( m , O )  ( r e s p .  ( 9 , 0 )  ~ ( g , O )  e t  ~ '  : ( ~ , 0 )  ~ ( ~ ' ~ y ' )  ( r e s p .  

( ~ 0 )  ~ ( X ' ~ y ' ) )  t e l s  que  ~ o ~ '  = ~ o r .  I1  s u f f i t  doric de p r o u v e r  l e  r ~ s u l t a t  

p o u r  h o < e t  I(~X , en t o u t  p o i n t  y '  6 n - l ( y ) -  P u i s q u e  I(~X , e s t  un  f a i s c e a u  

d ' i d 6 a u x  i n v e r s i b l e  s u r  un  e s p a c e  n o r m a l ~  on e s t  donc  r amen6  a p r D u v e r  que s i  

h 
une  f o n c t i o n  m ~ r o m o r p h e  -- s u r  un  e s p a c e  n o r m a l  n ' e s t  p a s  h o l o m o r p h e  en un 

g 

p o i n t ~  i l  e x i s t e  un a r c  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  ( r e s p .  r 6 e l )  ~ :  ( ~ 0 )  ~ ( X ' ~ y ' )  

( r e s p .  ~ :  ( ~ 0 )  ~ ( X ' ~ y ' ) )  l e  l o n g  d u q u e l  l a  l i m i t e  de ~ e s t  i n f i n i e .  C e l a  e s t  
g 

un r 6 s u l t a t  b i e n  c l a s s i q u e  d a n s  l e  c a s  ou X' e s t  n o n - s i n g u l i e r  en y ' ,  c o n s 6 -  

q u e n c e  f a c i l e  de l a  f a c t o r i a l i t 6  d e s  a n n e a u x  l o c a u x  r 6 g u l i e r s  ( c f .  [ S e ] ~  I V - 3 9 )  

e t  L ' o n  se  r a m e n e  a c e  c a s  en u t i l i s a n t  l ' e x i s t e n c e  de s y s t e m e s  de p a r a m e t r e s  

( m o r p h i s m e s  f i n i s )  ( X ' , y ' )  P ) ( E d ~ o )  ( d =  dimy,  X ' )  e t  l e  f a i t  que  t o u t e  f o n c -  

t i o n  m 6 r o m o r p h e  s u r  ~ '  e s t  a l g 6 b r i q u e  s u r  le  c o r p s  d e s  f o n c t i o n s  m 6 r o m o r p h e s  

s u r  ( ¢ d , o )  : s i  une  t e l l e  f o n c t i o n  ~ n ' e s t  p a s  b o r n 6 e  au v o i s i n a g e  de y ' ,  un  
g 

d e s  c o e f f i c i e n t s  de l ' 6 q u a t i o n  u n i t a i r e  q u ' e l l e  s a t i s f a i t  e s t  une  f o n c t i o n  

m 6 r o m o r p h e  s u r ¢  d non  b o r n 6 e  au v o i s i n a g e  de O, doric i l  e x i s t e  un  a r c  a n a l y t i -  

que  ~ v a l e u r s  darts  (Ed~o)  l e  l o n g  d u q u e l  e l l e  t e n d  v e r s  +~ en m o d u l e .  La p r o -  

p r e t 6  de p p e r m e t  de r e m o n t e r ,  a p r e s  r a m i f i c a t i o n ,  c e t  a r c  en un  a r c  a h a l y t i -  

v a l e u r s  d a n s  ( ~ ' ~ y ' ) ~  l e  l o n g  d u q u e l  on v 6 r i f i e  a u s s i t S t  que  [~1 t e n d  que  

v e r s  +~. • 

1 . 3 . 5  R e m a r q u e  : L ' a v a t a r  de ce  c o r o l l a i r e  en a l g ~ b r e  c o m m u t a t i v e  e s t  

l ' ~ n o n c 6  s u i v a n t  : s o i e n t  A un a n n e a u  l o c a l  n ~ t h e r i e n  r 6 d u i t  e t  I un i d 6 a l  
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d e  A.  P o u r  t o u t  a n n e a u  d e  v a l u a t i o n  Y c o n t e n u  d a n s  l ' a n n e a u  t o t a l  d e  f r a c t i o n s  

d e  A e t  c o n t e n a n t  A,  n o t o n s  I v  l ' i d ~ a l  d e  V e n g e n d r ~  p a r  I ~ o n  a l ' ~ g a l i t ~  

: ( ~  I v Y 
AcV~'rot(A) 

(comparer ~ [Bbk 2], § I n ° 3). 

On a aussi les variantes suivantes : l'~l~ment h appartient a ~ si et seulement 

si, pour tout homomorphisme ~ : h : A-V, ou Vest un anneau de valuation discre- 

te, o n  a ~ ( h )  E ~ ( I ) ,  o u  , c e  q u i  e s t  ~ q u i v a l e n t ,  v ( h )  ~ v ( I )  o u v  d b s i g n e  l a  

f o n c t i o n  d ' o r d r e  s u r  A o b t e n u e  e n  c o m p o s a n t  a v e c  • l a  v a l u a t i o n  d e  Y.  S o i e n t  

A u n  a n n e a u  n ~ t h ~ r i e n  r ~ d u i t ,  I u n  i d e a l  d e  A e t  ~ l a  f e r m e t u r e  i n t ~ g r a l e  d e  

A d a n s  s o n  a n n e a u  t o t a l  d e  f r a c t i o n s .  S o i t  Z ~ S p e c  A u n  m o r p h i s m e  p r o p r e  e t  

b i r a t i o n n e l  t e l  q u e  Z s o i t  n o r m a l  e t  I ~  Z i n v e r s i b l e .  On a Y =  H ° ( Z , I ~  z )  ~ A 0 5  

~ ° ( z , I ~ z )  ~ ° ( z , o  z) = ~ .  

1 . 3 . 6  C o r o l l a i r e  3 : A v e c  I e t  h E  H ° ( X , ~ x  ) c o m m e  c i - d e s s u s ,  o n  a l ' i n c l u s i o n  

h E I s i  e t  s e u l e m e n t  s i  i l  e x i s t e  u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  U d e  y d a n s  X e t  u n  
Y Y 

m o r p h i s m e  p r o p r e  e t  s u r j e c t i f  x : Z ~ U  t e l  q u e  h o x E  I ~  Z • 

L e  f a i t  q u e  l a  c o n d i t i o n  s o i t  n ~ c e s s a i r e  r ~ s u l t e  a u s s i t ~ t  d e  l a  P r o p o s i -  

t i o n ,  e t  l e  f a i t  q u ' e l l e  s o i t  s u f f i s a n t e  r ~ s u l t e  d e  c e  q u e  h o ~ E  I O  Z i m p l i q u e  

l o c a l e m e n t  s u r  Z d e s  i n ~ g a l i t ~ s  comme d a n s  l a  P r o p o s i t i o n ,  q u i  s e  r e d e s c e n d e n t  

e n  i n ~ g a l i t ~ s  s u r  U p a r c e  q u e  x e s t  p r o p r e  e t  s u r j e c t i f .  

En  p a r t i c u l i e r ,  ~ t a n t  d o n n ~ s  d e u x  f a i s c e a u x  c o h ~ r e n t s  d ' i d ~ a u x  I e t  J s u r  X, 

9 n  a l ' ~ g a l i t ~  I = J s i  e t  s e u l e m e n t  s i i l  e x i s t e  u n  m o r p h i s m e  ~ :  Z ~ X p r o p r e  

e t  s u r j e c t i f  t e l  q u e  I . OZ = J . OZ ' e t  s i  I = J~  i l s  o n t  m~me ~ c l a t e m e n t  n o r m a -  

l i s ~ .  

1 . 4  P r o p o s i t i o n  2 : S o i t  I u n  f a i s c e a u  c o h e r e n t  d ' i d ~ a u x  s u r  X,  d ~ f i n i s s a n t  

u n  s o u s - e s p a c e  r a r e  Y c X  ; s o i t  ~ : Z ~ X  u n  m o r p h i s m e  p r o p r e  e t  s u r j e c t i f  t e l  

~ u e  Z s o i t  n o r m a l  e t  I O  Z i n v e r s i b l e  ( p a r  e x e m p l e  l ' ~ c l a t e m e n t  n o r m a l i s ~  d e  I 

v u  p l u s  h a u t ) .  S o i t  D =  U D. l a  d ~ c o m p o s i t i o n  e n  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  
i E I  1 

du  s o u s - e s p a c e  D c Z  d e  c o d i m e n s i o n  1 ,  d i v i s e u r  d e  C a r t i e r  d a n s  Z d ~ f i n i  p a r  

I~ Z • 
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A) C h a q u e  D i c o n t i e n t  u n  o u v e r t  a n a l [ t i q u e  d e n s e  (= c o m p l ~ m e n t a i r e  . d ' u n  

f e r m ~  a n a l ~ t i q u e  r a r e )  U. en  t o u t  p o i n t  z d u q u e l  Z e t  Dre  d s o n t  n o n - s i n ~ u l i e r s ,  
1 - -  

( D , z )  = ( D i , z )  e t  i l  e x i s t e  u n  s y s t ~ m e  de c o o r d o n n ~ e s  l o c a l e s  W l , . . . , w  d p o u r  Z 
V .  

en z tel que lOz, z= Wl~ ~Z avec v. 6 ~ -{0} . 
-- ,Z 1 

B) E t a n t  d o n n ~  h E  H ° ( X , O x ) ,  i l  e x i s t e  s u r  c h a q u e  c o m p o s a n t e  D i u n  o u v e r t  

a n a l s t i q u e  d e n s e  V i en  t o u t  p o i n t  z d u q u e l  ( h  • ~ ) z  . O Z , z  = wlX OZ, z (w.1 ~ 0 ) .  

C) On a h E I s i  e t  s e u l e m e n t  s i ,  p o u r  c h a q u e  i n d i c e  i t e l  q u e  
Y Y 

D. N - l ( y ) ~ ,  on a l ' i n 6 5 a l i t ~  w. ~ v . .  
1 1 1 

D ~ m o n s t r a t i o n  : L e s  p o i n t s  A) e t  B) r ~ s u l t e n t  a u s s i t ~ t  de  ce  q u e  Z ~ t a n t  

n o r m a l ,  l e  l i e u  s i n g u l i e r  de  Z e s t  de c o d i m e n s i o n  au  m o i n s  2 ,  e t  du f a i r  q u e ,  

D. ~ t a n t  i r r ~ d u c t i b l e ,  l e s  e n t i e r s  v .  e t  w. , q u i  s o n t  c l a i r e m e n t  l o c a l e m e n t  
1 1 1 

c o n s t a n t s  h o r s  d ' u n  f e r m ~  r a r e  de  D. s o n t  c o n s t a n t s  p a r c e  q u e  l e  c o m p l ~ m e n t a i -  
1 

r e  de c e  f e r m ~  e s t  c o n n e x e .  Le p o i n t  C) r ~ s u l t e  de ce  q u e  IO  Z ~ t a n t  i n v e r s i b l e ,  

e t  Z n o r m a l ,  p o u r  v ~ r i f i e r  q u e  h o x E  I ~  Z d a n s  u n  v o i s i n a g e  de - l ( y ) ,  c e  q u i  

d ' a p r ~ s  l a  P r o p o s i t i o n  1 ~ q u i v a u t  a l ' i n c l u s i o n  h E I - - ,  i l  s u f f i t  de  v ~ r i f i e r  
Y Y 

( h .  ~)  , 
q u e  p o u r  t o u t  z '  E - l ( y ) ,  g '  z '  ou g '  e s t  un  g ~ n ~ r a t e u r  l o c a l  de I ~  Z e n  z ' ,  

e s t  h o l o m o r p h e .  S u r  u n  e s p a c e  n o r m a l , l e  l i e u  p o l a i r e  d ' u n e  f o n c t i o n  m ~ r o m o r p h e  

e s t  s o i t  de c o d i m e n s i o n  1 ,  s o i t  v i d e ,  comme l e  m o n t r e  u n  a r g u m e n t  a n a l o g u e  

h o n  
c e l u i  u t i l i s ~  d a n s  l a  p r e u v e  du C o r o l l a i r e  1. Or ,  l e  l i e u  p o l a i r e  de g ,  

q u i  e s t  c l a i r e m e n t  c o n t e n u  d a n s  D Q U ' ,  U' ~ t a n t  u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  de z '  ou 

g '  e n g e n d r e  I(} z e t  a s s e z  p e t i t ,  c o n t i e n t  D.1 fTU' s i  e t  s e u l e m e n t  s i  z '  E D.1 e t  

w. < v . ,  comme on l e  v o i t  a u s s i t ~ t ,  t i n s i ,  d i r e  q u e  w. > v .  p o u r  t o u t  i ,  t e l  q u e  
1 I I 1 

D. N ~ - l ( y ) ~ J ~  6 q u i v a u t  & d i r e  q u e  p o u r  t o u t  z '  E ~ - l ( y ) ,  e t  t o u t  U' eomme c i -  
1 

d e s s u s ,  l e  l i e u  p o l a i r e  de h ° x ne  c o n t i e n t  a u c u n  D.1 n U ' ,  au  v o i s i n a g e  de z '  

donc  q u e  ce  l i e u  p o l a i r e  n ' a  a u c u n e  c o m p o s a n t e  de  c o d i m e n s i o n  1 au  v o i s i n a g e  

de - l ( y )  e t  donc  q u ' i l  e s t  v i d e ,  c ' e s t - ~ - d i r e  q u e  (h  o ~ ) z '  E I O Z , z ,  p o u r  t o u t  

z ,  E n - l ( y )  ou e n c o r e  d ' a p r e s  l a  P r o p o s i t i n n  1,  q u e  h y E ~  • ' y 

1 . 4  R e m a r q u e s  : D a n s  u n  c a s  p a r t i c u l i e r ,  on p e u t  v o i r  t r e s  s i m p l e m e n t  l e  

r a p p o r t  e n t r e  l a  P r o p o s i t i o n  2 e t  l e  c r i t ~ r e  v a l u a t i f  de  d ~ p e n d a n c e  i n t ~ g r a l e ,  
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e t  s u r t o u t  e n  t i r e r  un  c r i t e r e  v a l u a t i f  " e f f e c t i f " .  ( V o i r  [Te  9]  e t  

[ L e - T  1 ] ,  § 5 )  : 

1 . 4 . 1  S o i t  I u n  i d 6 a l  p r i m a i r e  p o u r  l ' i d 6 a l  m a x i m a l ~  d a n s  u n e  a l g e b r e  a n a l y -  

t i q u e  r ~ d u i t e  OX~ x . S u p p o s o n s  q u e  1 s o i t  e n t i e r  s u r  un  i d e a l  1 1 e n g e n d r 6  p a r  

u n e  s u i t e  r ~ g u l i e r e  ( c ' e s t - ~ - d i r e  ~ X , x  C o h e n - M a c a u l a y ) .  On p e u t  a l o r s  c o n c e v o i r  

l ' e s p a c e  o b t e n u  en  6 c l a t a n t  1 1 d a n s  X comme u n e  f a m i l l e  de c o u r b e s  p a r a m 6 t r 6 e  

p a r  ~ d - 1  , ou d =  dim 0 e t  m u n i e  d ' u n e  s e c t i o n  o .  gn  e f f e t  s i  I 
1 = ( f l ' " ' ' f d ) O X , x  ' 

l ' 6 c l a t e m e n t  de I 1 d a n s  X e s t  l e  s o u s - e s p a c e  X 1 de X x  ~ d - 1  d 6 f i n i  p a r  l ' i d 6 a l  

e n g e n d r ~  p a r  ( f ' l  T i + l  - f i + l  T i ; 1 g i g d - l )  ou ( T i : . . . : T  d) e s t  u n  s y s t e m e  de  

c o o r d o n n 6 e s  h o m o g e n e s  s u r  ~ d - 1  D ' a p r ~ s  l e s  r 6 s u l t a t s  g 6 n ~ r a u x  s u r  l a  n o r m a l i -  

s a t i o n  s i m u l t a n 6 e  ( e f .  [Te  2 ~  I )~ i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  

u ~ d - 1  a u - d e s s u s  d u q u e l  on a n o r m a l i s a t i o n  s i m u l t a n 6 e  c ' e s t - a - d i r e  que  l e  

m o r p h i s m e  c o m p o s 6  ~ 1 - - ~  X1 P r 2  ~ d - 1  • a l a  p r o p r i 6 t 6  q u e  p o u r  t o u t  t E  U~ 

( p r  2 o n )  e s t  p l a t  au v o i s i n a g e  de t o u t  p o i n t  de ( p r  2 o n ) - i ( t )  e t  q u e  de p l u s  

l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  ~ l ( t ) .  X l ( t )  s u r  l e s  f i b r e s  e s t  l a  n o r m a l i s a t i o n .  P a r  c o n -  

s 6 q u e n t  l a  c o u r b e  X l ( t )  e s t  r 6 u n i o n  de g e r m e s  de c o u r b e s  n o n - s i n g u l i e r s ,  t r a n s -  

= ~ d - 1  
v e r s e s  au  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  e n s e m b l i s t e  Dre  d ( n - l ( [ x }  × ) ) r e d  q u i  e s t  

l u i - m S m e  n o n - s i n g u l i e r  e n  t o u t  p o i n t  de ( p r  2 o n ) - l ( t ) .  On v o i t  q u e  s i  l ' o n  

e o n s i d e r e  l a  d 6 c o m p o s i t i o n  e n  c o m p o s a n t e s  i r r 6 d u c t i b l e s  X l ( t ) =  U C.  , d ' u n e  
j E J  a 

p a r t ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  l a  d 6 c o m p o s i t i o n  Dre  d=  U D i , p o u r  c h a q u e  f o n c t i o n  
i { I  

h EOX,  x , i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  V = V ( h )  de ~ d - 1  t e l  que~ p o u r  

t E V, s i  l ' o n  c o n s i d ~ r e  1 ' a p p l i c a t i o n  s u r j e e t i v e  n a t u r e l l e  ~ : O ~ I  q u i  a j E J 

a s s o c i e  l a  c o m p o s a n t e  D. de D q u e  r e n c o n t r e  l a  n o r m a l i s 6 e  de  l a  b r a n c h e  C.  de 
3 

X l ( t )  , on a ,  en  n o t a n t  w . ( h )  l a  v a l u a t i o n  de l ' i m a g e  de h dar t s  ~C , l ' 6 g a l i t 6  
a J 

( n o t a t i o n s  de  l a  P r o r o s i t i o n  2)  

w . ~ ( a )  = a 

e t  l ' o n  a a u s s i ,  d a n s  U N V ( h ) ,  l ' ~ g a l i t 6  v ( j ) =  w j ( I .  O X ( t ) ) .  P a r  e o n s 6 q u e n t ~  

p o u r  h E O X ~  x d o n n 6 ,  i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  U h a ] p d - 1  t e l  que~ 

s i  l ' o n  c o n s i d ~ r e  p o u r  t E  U h l a  c o u r b e  C t c o n t e n u e  d a n s  X d ~ f i n i e  p a r  l ' i d ~ a l  
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de OX, x engendr~  par  (T i f i + l  - T i + l  f i  ; 1 ~ i ~ d - l )  o u t  = ( T I : . . . : T  d) E U h on a, 

en r e m a r q u a n t  que ~o : i l ( t )  ~C t e s t  un i somorph i sme  : h C ~  s i  e t  s e u l e m e n t  

a t ,  j . l a  f o n c t i o n  d ' o r d r e  su r  s i  pour  chaque b r anche  de C on a ,  en n o t a n t  v 3 

v 
OX, x ob t enue  en compasant  l e s  morph ismes  OX, x ~ o C t , j , O  - O C t , j , O - - ~  o~ v e s t  

l a  v a l u a t i o n  n a t u r e l l e ,  l e s  i n b g a l i t 6 s  

v . ( h )  ~ v . ( I )  
J 3 

Le sch6ma s u i v a n t  a i d e r a  p e u t - ~ t r e  l e  l e c t e u r .  

C t , 2  

/ 

D 2 

D 
1 

X 1 

~pd-1 

~ ?  X l ( t )  -- C t , IUCt~2UCt ,  3 C t 

X 

a( o 

o F -- ]pd - I -u  
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1 . 4 . 2  Un a v a t a r  a l g 6 b r i q u e  de l a  P r o p o s i t i o n  2 e s t  l ' ~ n o n c 6  s u i v a n t  : 

S o i e n t  h u n  a n n e a u  l o c a l  n ~ t h e r i e n  e t  ~ :  Z ~ S p e c  A un  m o r p h i s m e  p r o p r e  e t  

s u r j e c t i f  de s c h e m a s  t e l  que  Z s o i t  n o r m a l  e t  I 0  Z i n v e r s i b l e .  S o i t  Z= U V un 
i 

r e c o u v r e m e n t  a f f i n e  de Z~ a v e c  Y.1 = Spec  Bi~ s o i e n t  P i , j  l e s  i d 6 a u x  p r e m i e r s  

a s s o c i 6 s  a IB.  ; d ' a p r e s  l e  h a u p t i d e a l s a t z  ( c f .  LZ-S]  Ch. Y l I~  § 7~ Th. 23)~ 

l e s  P i ~ j  s o n t  de h a u t e u r  I d a n s  l ' a n n e a u  n o r m a l  B i ~ e t  donc ( c f .  [ Z - S ] ~  ch .  V I ,  

§ 14~ Th. 33)  l e s  l o c a l i s ~ s  ( B . )  s o n t  d e s  a n n e a u x  de v a l u a t i o n  d i s c r e t e .  
Pi,j 

Soient v. les fonctions d'ordre sur h obtenues en composant la valuation 

de (B.) avec l'homomorphisme A ~ (B.) induit par ~. Un ~l~ment h ~ h 
Pi,j ~ Pi,j 

est entier sur I si et seulement si v. .(h) • v. .(I) pour tous les couples 

( i , j ) .  

1 . 4 . 3  G a r d a n t  l i h y p o t h e s e  que  l ' e s p a c e  X e s t  r 6 d u i t ,  l a  P r o p o s i t i o n  1 e t  

s e s  c o r o l l a i r e s  r e s t e n t  e s s e n t i e l l e m e n t  v a l a b l e s  s a n s  l ' h y p o t h ~ s e  que l e  s o u s -  

e s p a c e  d 6 f i n i  p a r  l ' i d ~ a l  I s o i t  r a r e  d a n s  X~ s o u s  l a  f o r m e  s u i v a n t e  : s o i t  

X 1 l a  r ~ u n i o n  de c e l l e s  d e s  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  de X s u r  l e s q u e l l e s  

l ' i d ~ a l  I i n d u i t  un f e rm~ r a r e ~  e t  s o i t  X 2 l a  r ~ u n i o n  d e s  a u t r e s .  N o t a n t  

~ X  1 l ' 6 c l a t e m e n t  n o r m a l i s ~  de I d a n s  XI~ e t  X 2 " X 2  l a  n o r m a l i s a t i o n  de X 2 ,  

on a un  m o r p h i s m e  n a t u r e l  ~ :  -- '  J ' - [X2X1 ~ X  q u i  e s t  p r o p r e  e t  b i m 6 r o m o r p h e ~  e t  

tel que l'on ait encore : hC ~x si et seulement si (h o ~) ~ I . nl~'Li~2'z pour 

tout point z E n-l(x). 

Conclusion : Sous l'hypothese que X est r~duit, h6 ~ si et seulement si 
. . . . . . . . . .  ' x 

~our tout morphisme propre et surjectif p: Z~ X tel que IJ Z soit localement 
f ~ 

p r i n c i p a l  e t  Z n o r m a l ,  on a (h  o p ) z E  [I • OZ/ p o u r  t o u t  zC p - l ( x ) .  
z 

1 . 4 . 4  Le c r i t ~ r e  v a l u a t i f  de d ~ p e n d a n c e  i n t ~ g r a l e  e t  l a  P r o p o s i t i o n  2 s o n t  

l e s  p r i n c i p a u x  o u t i l s  que  l ' o n  u t i l i s e r a  i c i  p o u r  m o n t r e r  d e s  r e l a t i o n s  de 

d ~ p e n d a n c e  i n t ~ g r a l e .  La P r o p o s i t i o n  2 a d e s  c o n s e q u e n c e s  du t y p e  s u i v a n t  : 

s o i t  n : Z ~ X  un m o r p h i s m e  p r o p r e  e t  b i m ~ r o m o r p h e  t e l  que  I ~  Z s o i t  un f a i s c e a u  

d ' i d ~ a u x  i n v e r s i b l e s ,  e t  Z n o r m a l .  S o i t  Y l e  s o u s - e s p a c e  d ~ f i n i  p a r  X, e t  s o i t  

o 
hE H (X~Ox) .  Si  c h a c u n e  d e s  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  de D= - l ( y )  s ' e n v o i e  
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s u r j e c t i v e m e n t ~  p a r  n ,  s u r  Y, e t  s i  h ~ p o u r  t o u t  x h o r s  d ' u n  f e rm~  a n a l y t i -  
x x 

que  r a r e  F de Y, a l o r s  h E ~  p o u r  t o u t  x E  Y, i . e .  h E  H ° ( X ~ ) .  En e f f e t ,  
x 

- l ( g _  F) c o n t i e n d r a ,  d ' a p r e s  l ' h y p o t h e s e ,  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  de e h a q u e  

e o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e  D. de D, e t  l ' i n e I u s i o n  h @T p o u r  x E  Y -  F i m p l i q u e r a  
1 x x 

done  l e s  i n 6 g a l i t b s  w. ~ v .  de l a  P r o p o s i t i o n  2. ( V o i r  a u s s i  l e  § 5 c i - d e s s o u s ) .  
1 1 

1 . 4 . 5  E x e r c i c e  ( c o r r i g $  d a n s  [Te  6 ] )  : S o i e n t  F 1 , . . . , F  c e t  G d e s  6 1 6 m e n t s  

de l ' i d 6 a ]  m a x i m a l  de ON+ l ~ E { z o , . . . , z N ] .  S o i e n t  I l ' i d 6 a l  de ON+ 1 e n g e n d r 6  

p a r  F I , . . . , F  c , { i l , . . . , i  e ]  c { O , . . . , N }  un e n s e m b l e  d ' i n d i c e s  e t  J l ' i d 6 a l  de 

~ ( F I , . . - , F c , G )  
~N+I e n g e n d r 6  p a r  l e s  6 1 6 m e n t s  z j  ~ ( Z i l ' ' ' ' ' Z i e  ' z j )  ' j E { O , . . . , N } .  On a 

l ' i n c l u s i o n  : 

G . 
b ( F 1 , - . - , F  c)  

b(Zil,''',Zic ) • O N + I / I  E J • O N + I / I  

1 .5  A u t r e s  p r o p r i 6 t 6 s  u t i l e s  de l a  c l o t u r e  i n t 6 g r a l e  d e s  i d 6 a u x  

Lemme de Nakayama i n t 6 g r a l  : S o i e n t  1,  I '  e t  J t r o i s  i d 6 a u x  d ' u n  a n n e a u  

I o e a l  n e t h e r i e n  A, t e l  que  I c I '  e t  J c ~  o~ ~ e s t  l ' i d 6 a l  m a x i m a l  de A. 

Si  l ' o n  a I + J I '  = I ' ,  a l o r s  I = I ' .  

P o u r  p r o u v e r  ee r ~ s u l t a t  n o u s  a u r o n s  b e s o i n  de 

1 . 5 . 1  P r o p o s i t i o n  : S o i e n t  A un a n n e a u  n ~ t h e r i e n  e t  I un i d e a l  de A. P o u r  

un 616ment  hE  A, i e s  p r o p r i 6 t ~ s  s u i v a n t e s  s o n t  6 ~ u i v a l e n t e s  : 

i )  hEY 

it) il existe un A-module de type fini fiddle tel ~ue l'on ait hMcIM. 

i )  ~ i t ) .  S o i t  h k h k - 1  une  ~ q u a t i o n  de d ~ p e n -  + a I + . . .  + a k = 0 a v e c  a.1 ( I i  

d a n c e  i n t ~ g r a l e  p o u r  h ; on en  d 6 d u i t  que  : h kE I . ( I  + hA) k - 1  d ' o u  

h ( I  + hA) k - l ~ I  . ( I  + hA) k - 1  e t  l e  r ~ s u l t a t  en p r e n a n t  p o u r  M l ' i d b a l  ( I  + hA) k - 1 .  

it) ~ i). Soit el,...,e pun syst~me de gbn~rateurs du A-module M. 

D'apres l'hypoth~se, on a des ~galit6s h . e. = E X.. e. avec X..E I, d'ou, 
1 i j  j 13 
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d ' a p r 6 s  l a  r 6 g l e  de C ram er  : d e t ( h .  I d -  A) • M= O oh A= ( K . . ) .  P u i s q u e  M e s t  
13 

un A - m o d u l e  f i d 6 1 e ~  c e c i  i m p l i q u e  d e t ( h .  I d -  A ) =  O ce q u i  e s t  c l a i r e m e n t  une  

r e l a t i o n  de d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  p o u r  h s u r  I .  

P o u r  p r o u v e r  l e  lemme de Nakayama i n t 6 g r a l ~  r e m a r q u o n s  que  ce que  n o u s  

a v o n s  ~ p r o u v e r  e s t  l ' i n c l u s i o n  T '  c I .  Or l ' h y p o t h e s e  n o u s  donne~ d ' a p r e s  l a  

P r o p o s i t i o n ,  l ' e x i s t e n c e  d ' u n  A - m o d u l e  de t y p e  f i n i  M t e l  que  l ' o n  a i r  l ' i n c l u -  

s i o n  : I ' . M  c IM+ J . I ' M  . P u i s q u e  J c ~  , on en d 6 d u i t ,  d ' a p r e s  l e  Lemme de 

Nakayama~ l ' i n c l u s i o n  I ' M c I M ~  d ' o u  le  r 6 s u l t a t  en a p p l i q u a n t  l a  P r o p o s i t i o n .  

Remar~ue  : D ' a p r ~ s  ce q u i  p r 6 c ~ d e ~  on p e u t  a u s s i  m o t i v e r  l ' i n t r o d u c t i o n  de 

l a  c l o t u r e  i n t 6 g r a l e  d e s  i d 6 a u x  p a r  l e  p r o b l e m e  de l a  " s i m p l i f i c a t i o n "  d a n s  

l e s  p r o d u i t s  d ' i d 6 a u x  : l ' 6 g a l i t 6  I J =  I ' J  n ' i m p l i q u e  p a s  I = I ' ,  m a i s  i m p l i q u e  

I = I ' .  ( V o i r  [ S a ] ) .  

§ 2. Un e x e m p l e  : l e s  i d 6 a u x  e n ~ e n d r 6 s  p a r  d e s  mon~mes.  

C o n s i d 6 r o n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  d ' u n  i d 6 a l  I de l ' a n n e a u  A= ¢ ( Z l , . . . , z  d} 
( i )  ( i )  

a 1 a d e n g e n d r 6  p a r  d e s  mon~mes z I . . . .  z d ( 1 - ~ i  g p ) .  D ' a p r e s  l e  C o r o l l a i r e  2 

du § 1, p o u r  q u ' u n  616ment  hC A, s o i t  e n t i e r  s u r  I i l  f a u t  e f  i l  s u f f i t  q u e ,  

p o u r  t o u t  h o m o m o r p h i s m e  ~ : ¢ { z l , . . . , Z d ] ~ ¢ { t } ,  p o s a n t  v.x = v ( ~ * ~ ( z ' ) ) l  - - o r d r e  

en t de ~0 ( z i )  ~ on a i r  l ' i n 6 g a l i t 6  

( p )  
v ( ~  o~(h)) ~ i n f  (a(11) v l +  . . . .  a ( 1 )  v d , . . . ,  a(lP) v l +  . . . .  a d Vd ) 

ce qui  i m p l i q u e  que  r o u t e  f o r m e  l i n 6 a i r e  a c o e f f i c i e n t s  ( V l , . . . , v  d) p r e n d ,  s u r  

l e s  e x p o s a n t s  d e s  mon~mes a p p a r a i s s a n t  d a n s  l a  s 6 r i e  h~ une  v a l e u r  au m o i n s  

6 g a l e  au minimum d e s  v a l e u r s  q u ' e l l e  p r e n d  s u r  l e s  e x p o s a n t s  d e s  mon~mes e n g e n -  

d r a n t  I .  (On l a i s s e  l e  ] e c t e u r  v 6 r i f i e r  que  l e s  a n n u l a t i o n s  p o s s i b l e s  p a r  som-  

mes de mon~mes de h p e u v e n t  ~ t r e  6 v i t 6 e s  p a r  un  c h o i x  " g 6 n 6 r i q u e "  d e s  c o e f f i -  

c i e n t s  d e s  s 6 r i e s  ~ ( z i )  E f i t ] ) .  P a r  c o n s 6 q u e n t ,  s i  hE  T ,  t o u s l e s  mon~mes 

b 1 b d 
z I . . .  z d a p p a r a i s s a n t  d a n s  h s o n t  t e l s  que  l e  p o i n t  ( b l , . . . , b d )  E ~ d  a p p a r -  

t i e n n e  a l ' e n v e l o p p e  c o n v e x e  N ( I )  d a n s  ~ d  de l ' e n s e m b l e  
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P ( a ( i )  d ( i )  ( i )  ' ' ' ' ' a d ( i ) ) "  
E ( I )  = ( J  +1~ ) oi~ a = ( a  1 

i=1 

I n v e r s e m e n t ,  s i  l ' e x p o s a n t  ( b l ~ . . . , b  d) se  t r o u v e  d a n s  c e t t e  e n v e l o p p e  c o n n e x e ,  

b I b d 
l e  monSme z I . . . .  z d e s t  e n t i e r  s u r  l ' i d ~ a l  I ( e x e r c i c e  : ~ c r i r e  l a  r e l a t i o n  

de d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e ) .  

P a r  c o n s 6 q u e n t  : 

L ' i d @ a l  I e s t  e n g e n d r 6  p a r  l e s  mon~mes d o n t  l e s  p o i n t s  r e p r 6 s e n t a t i f s  s o n t  

P 
s i t u 6 s  d a n s  l ' e n v e l o p p e  c o n v e x e  N ( I )  de l ' e n s e m b l e  E ( I ) =  U 

i=1  
p o i n t s  r e p r 6 s e n t a n t  l e s  monSmes ¢lui a p p a r t i e n n e n t  ~ I .  

( a  ( i )  + ~ d )  d e s  

Exemple  : d=  2, k =  3. La p a r t i e  h a c h u r 6 e  e s t  N ( I ) -  E ( I ) .  

e x p o s a n t  
de z 2 

111 
E(~) 

5 

e x p o s a n t  
de z 1 

A i n s i ,  l a  d i f f e r e n c e  e n t r e  I e t  ~ ,  p o u r  un  i d e a l  I e n g e n d r ~  p a r  d e s  mon8 

mes d a n s  ~ z l , . . . , Z d )  , e s t  v i s u a l i s ~ e  p a r  l e s  p o i n t s  e n t i e r s  de N ( I )  q u i  ne 

s o n t  p a s  d a n s  E ( I ) .  I 1  f a u t  c o n t r a s t e r  c e c i  a v e c  l e  f a i r  que  "~- e s t  e n g e n d r ~  

b I b d 
p a r  l e s  mon~mes z 1 . . .  z d t e l s  que  ( v b l , . . . , v b  d) 6 E ( I )  p o u r  un c e r t a i n  vE ~ ,  

c ' e s t - a - d i r e  a p p a r t e n a n t  ~ l ' i n t b r i e u r  du c~ne  de sommet  0 s u r  E ( I ) .  

Si  l ' o n  o b s e r v e  que  p o u r  d e s  i d 6 a u x  I e t  J e n g d n d r ~ s  p a r  d e s  monSmes~ 

on a l ' ~ g a l i t ~  E ( I  . J ) =  E ( I ) +  E ( J ) ~  l a  d e s c r i p t i o n  c l a s s i q u e  de l ' e n v e l o p p e  

c o n v e x e  comme e n s e m b l e  ~es b a r y c e n t r e s  i m p l i q u e  que~ ~ t a n t  d o n n ~ s  d p o i n t s  

b ( 1 ) , . . . , b  (d )  d a n s  N ( I ) ,  l e u r  somme b ( 1 )  + . . .  + b ( d )  a p p a r t i e n t  a E ( I ) ,  ce qu i  
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s e  t r a d u i t  e n  t e r m e s  d ' i d 6 a u x  p a r  l ' i n c l u s i o n  

( y ) d  c I 

I 1  s e  t r o u v e  que  c e t t e  i n c l u s i o n  e s t  v r a i e  p o u r  t o u s l e s  i d 6 a u x  d a n s  l e s  a n n a u x  

de s 6 r i e s  c o n v e r g e n t e s ,  e t  e n  f a i t  d a n s  t o u t  a n n e a u  l o c a l  r 6 g u l i e r  A, a v e c  

d =  dim A ( c f .  [ B - S ] ,  [ L i - T ]  e t  [ L i - S ] ) .  

§ 3 .  D 6 p e n d a n c e  i n t 6 ~ r a l e  e t  i n 6 g a l i t 6  de ~ o O a s i e w i c z .  

L e s  r 6 s u l t a t s  q u i  s u i v e n t  s o n t  d e s  c o n s 6 q u e n c e s  a s s e z  f a c i l e s  de l a  P r o -  

p o s i t i o n  2 du § 1,  e t  s o n t  p r o u v 6 s  en  d 6 t a i l  d a n s  ( ~ L e - T  1 ~ ) .  

D 6 f i n i t i o n  1 : S o i e n t  I un  i d 6 a l  d ' u n  a n n e a u  A. On a p p e l l e  f o n c t i o n  d ' o r d r e  

a s s o c i 6 e  ~ I ,  e t  1 ' o n  n o t e  v I l ' a p p l i c a t i o n  v I : A ~  ~ q u i  ~ h E  A a s s o c i e  

S u p [ v l h E  IV}-  

On a : v i ( h  + h ' )  ~ i n f ( v i ( h ) , v i ( h ' ) )  ~ v i ( h  . h ' )  ~ v i ( h )  + v i ( h ' )  , e t  en  p a r -  

t i c u l i e r  v i ( h k )  ~ k • v i ( h )  , a v e c  6 g a l i t 6  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l a  c l a s s e  i n i ( h )  

v i ( h ) / i v i ( h ) + l  
de h d a n s  I n ' e s t  p a s  n i l p o t e n t e  d a n s  g r l A  = @ I9 / I  "+a 

v~O 

D 6 f i n i t i o n  2 : 

v i ( h k )  
Lim ---75---_E ~ • 

k ~ + ~  

On a p p e l l e  "nu  b a r r e "  de h ,  e t  l ' o n  n o t e  v i ( h )  l a  l i m i t e  

( E x e r c i c e  : m o n t r e r  que  c e t t e  l i m i t e  e x i s t e . )  

On a : ~ i ( h  + h ' )  ~ i n f ( ~ i ( h ) , ~ i ( h ' ) )  e t  m a i n t e n a n t  : ~ i ( h  k )  = k • ~ i ( h )  • 

T h 6 o r e m e  ( S a m u e l - N a g a t a - L e j e u n e - T e i s s i e r ,  c f .  [ S a ] ,  [ N a ] ,  [ L e - T  1 ] )  : S o i t  I 

un  i d 6 a l  d a n s  u n e  a l g ~ b r e  a n a l ~ t i q u . e  h .  

a)  P o u r  t o u t  hC  A, ~ i ( h )  e s t  un  n o m b r e  r a t i o n n e l ,  o__uu + ~ .  

b )  S~i A = O X ~ y  e_~t I = I y ,  h =  hy  p o u r  u n  e s p a c e  a n a l ~ t i q u e  r 6 d u i t  X, un  f a i s -  

c e a u  c o h 6 r e n t  d ' i d 6 a u x  I s u r  X, comme d a n s  l a  P r o p o s i t i o n  2 du § 1,  e~t 

h E  H ° ( X , O x  ) ,  y E Y, a l o r s  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  6 q u i v a l e n t e s  : 
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- -  D 

i )  Vi (h )  ~ (a ,b@ ~ )  . 

i i )  I1 e x i s t e  un v o i s i n a g e  U d__~e y dans  X e t  une c o n s t a n t e  C6 ~+ 

l ' o n  a i t  l ' i n 6 g a l i t 6  de ~ o j a s i e w i c z  

t e l s  qu.e. 

[ h ( x ) [  b / a  ~ C S u p [ g i ( x ) [  ( x 6  U) 
i 

( pour  un s y s t e m e  de g ~ n 6 r a t e u r s  g l , . . . ~ g  p d_~e H ° ( U , I )  dans  H°(U,Ox) f i x 6 ) .  

c) Pour  t o u t  r a t i o n n e l  a / b ,  i l  e x i s t e  un u n i q u e  f a i s c e a u  c o h 6 r e n t  d ' i d 6 a u x  

i n t 6 g r a l e m e n t  c l o s  I - -~ /b  t e l  ~ue pour  t o u t  x~  X on a i t  

( I a / b )  x = { h 6 0 X , x /  v I (h)  ~ a / b ]  
x 

Remar~ues  : 1) L '~nonc~  a) e s t  v r a i  p l u s  g ~ n ~ r a l e m e n t  des  que A e s t  un 

anneau l o c a l  n ~ t h e r i e n  p s e u d o - g ~ o m ~ t r i q u e  au s e n s  de N ag a t a .  

2) Un c o r o l l a i r e  du Th~or~me e s t  : h C T  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  

~ i ( h ) ~  1. 

3) Si l ' i d ~ a l  I e s t  e n g e n d r ~  p a r  des  mon~mes darts E { z l ~ . . . , z  d] , 

e t  s i  h e s t  un mon~me~ on v o i t  que ( ~ I ( h ) )  -1 e s t  l e  p l u s  p e t i t  nombre r ~ e l  r 

t e l  que ( r b l , . . . , r  b d) a p p a r t i e n n e  a N ( I ) .  

4) On a l ' ~ g a l i t 6  ~i (h)  =~i(h)  • 

§ 4.  C l O t u r e  i n t ~ r a l e  d ' i d ~ a u x  e t  m u l t i p l i c i t ~ s .  

L ' e x e m p l e  p r e c e d e n t  a montr& que le  p a s s a g e  de I ~ T p e r d  beaucoup  moins  

d ' i n f o r m a t i o n  que le  p a s s a g e  de I a ~ .  Darts l e  c a s  p a r t i c u l i e r  des  i d~aux  p r i -  

m a i r e s  pour  l ' i d ~ a l  maximal  darts un anneau l o c a l  A, on p e u t  e x p r i m e r  n u m ~ r i q u e -  

ment  de f agon  p r 6 c i s e  l ' i n f o r m a t i o n  qui  e s t  c o n s e r v ~ e  dans  l e  p a s s a g e  de I a ~.  

P r o p o s i t i o n -  D ~ f i n i t i o n  ( [ S e ] ,  chap .  I I  e t  chap .  V, No 2 ) ,  EBbk 3 ] ,  § 4) : 

S o i e n t  A un anneau~ n ~ t h e r i e n  e t  I un i d 6 a l  de A t e l  que £gA A/I < +~. A l o r s ,  

pour  t o u t  e n t i e r  v a 1, £gA A / I v  e s t  f i n i e ~  e t  i l  e x i s t e  v ° e t  un polyn~me p(V) 

de deg r6  d= dim A ~ c o e f f i c i e n t s  t e l  que £gA A/ IV= p ( v )  pour  v a  Vo De p l u s  

e ( I )  d p ( v )  p e u t  ~ t r e  ~ c r i t  ~ + t e r m e s  de degr~  < v o u  e ( I )  e s t  un e n t i e r  a p p e l ~  
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m u l t i p l i c i t ~  de l ' i d ~ a l  I d a n s  A. 

4 . 1  T h ~ o r ~ m e  ( R e e s  [ R e ] )  : On a l ' ~ g a l i t ~  e ( I ) =  e ( T ) ,  

( d e u x  i d ~ a u x  a y a n t  m~me f e r m e t u r e  i n t ~ r a l e  o n t  donc  m~me m u l t i p l i c i t Y )  e t  r ~ -  

c i p r o q u e m e n t ,  s i  I e t  J s o n t  d e u x  i d ~ a u x  de c o l o n g u e u r  f i n i e  de A t e l s  que  

I ~ J  e t  e ( I )  = e ( J )  on a : I = J , d e s  que  l e  c o m p l ~ t ~  ~ d~e A e s t  ~ q u i d i m e n s i o n  

n e l .  

~ x e m p l e  : S u p p o s o n s  ( c f .  § 2)  l ' i d ~ a l  I e n g e n d r ~  p a r  d e s  mon~mes d a n s  

C [ z ! , . . . , Z d ) .  La l o n g u e u r  s u r  A de A / I  e s t  ~ g a l e  a d im~ A / I  p u i s q u e  A e s t  u n e  

~ - a l g ~ b r e ,  e t  e s t  t r ~ s  c l a i r e m e n t  ~ g a l e  au n o n b r e  de p o i n t s  a c o o r d o n n ~ e s  e n -  

t i e r e s  de ~ d  _ E ( I )  . Nous  s u p p o s o n s  donc  ce  h o m b r e  f i n i ,  c e  q u i  d a n s  l e  c a s  
+ 

d =  2 r e v i e n t  a s u p p o s e r  que  E ( I )  r e n c o n t r e  l e s  d e u x  a x e s  de c o o r d o n n ~ e s ~  ou 

a 1 a 2 
que  I e o n t i e n t  un monSme z I e t  un monSme z 2 

On a d o n c  d im¢ ~ { z l , . . . , Z d ] / I ~ =  # { ~ d  _ E ( i v ) ]  e t  p a r  a i l l e u r s  on a ,  p a r  l a  d e s -  

c r i p t i o n  de l ' e n v e l o p p e  c o n v e x e  comme e n s e m b l e  de b a r y c e n t r e s  : 

Lim ( ! .  E ( I ~ ) )  = N ( I )  
~ + ~  

e t  p a r  c o n s e q u e n t ,  p u i s q u e  l e  c a l c u l  c l a s s i q u e  d e s  v o l u m e s  d o n n e  

Lim ~ ( ~ d  _ E ( I O ) }  d : V o l . ( ~ d  - S ( I ) )  

( ou  l e  t e r m e  de d r o i t e  e s t  a p p e l ~  c o v o l u m e  de N ( I ) ~  e t  n o t ~  C o v o l .  N ( I )  ) on a 

l ' ~ g a l i t ~  : 

e ( I )  = d~ • C o v o l .  N ( I )  

L ' e s s e n t i e l  du t h ~ o r ~ m e  de R e e s ~  d a n s  ce  c a s  p a r t i c u l i e r ~  r e v i e n t  d o n c  

l ' a s s e r t i o n  que  p u i s q u e  I c J  ( i d ~ a u x  e n g e n d r ~ s  p a r  d e s  monSmes)  i m p l i q u e  

N ( I )  c N ( J ) ,  l ' 6 g a l i t 6  C o v o l .  N ( I )  = C o v o l .  N ( J )  i m p l i q u e  N ( I )  = N ( J ) ,  c ' e s t - a - d i r e  

I = J .  
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en  g r o s  l ' 6 n o n c 6  r e v i e n t  d o n c  a : s i  A C ~  s o n t  d e s  p o l y t o p e s  c o n v e x e s  e t  s i  

V o l . ( A )  = V o l . ( B ) ,  on a A= B . ]  

Le T h 6 o r ~ m e  c i - d e s s o u s  d o n n e  u n  6 n o n c 6  n u m 6 r i q u e  b i e n  m e i l l e u r ,  en  c e  q u ' i l  ne  

s u p p o s e  p a s  q u e  l ' o n  a a p r i o r i  I c J  ; c i t o n s  d ' a b o r d  l a  : 

P r o p o s i t i o n  : S o i e n t  1 1 e t  1 2 d e u x  i d 6 a u x  de A, t e l s  ~ue  £gA A / I 1  e t  £ g l  A / I 2  

s o i e n t  f i n i s .  I 1  e x i s t e  d e s  e n t i e r s  e i ~  O$  i • d =  dimA t e l s  q u e  l ' o n  a i t ~  p o u r  

v I ~ d ( d )  i d - i  
V l ,  v 2 e n t i e r s  p o s i t i f s  : e ( I  • I 2 ) =  E e i v 1 v 2 • L e s  e .  s o n t  a p p e l 6 s  

1 2 i O i 1 

m u l t i p l i c i t 6 s  m i x t e s  de 1 1 e t  1 2 ,  e t  i n t e r p r 6 t 6 s  d a n s  ( [ T e  1 ] ,  c h .  I ,  § 2 ) .  

I l s  ne  d 6 p e n d e n t  ~ue  de  ~1  e t a 2  ' on  n o t e  ~ue  e ° = e ( I 2 ) ,  e d =  e ( I 1 ) .  

D a n s  l e  c a s  d e s  i d 6 a u x  e n g e n d r 6 s  p a r  d e s  mon~mes  d a n s  ~ ( Z l , . . . , Z d ] ,  c e c i  

c o r r e s p o n d  au  r 6 s u l t a t  s u i v a n t ,  f a c i l e  h p r o u v e r  p a r  r 6 c u r r e n c e  s u r  d : 

E t a n t  d o n n 6 e s  d e u x  r 6 g i o n s  e o n v e x e s  p o l y g o n a l e s  ~ s o m m e t s  e n t i e r s  N( I  1)  

e t  N( I  2)  de c o v o l u m e  f i n i  d a n s  ~ d  + , i l  e x i s t e  d e s  r a t i o n n e l s  w i E ~+ , 0 ~ i ~ d~ 

t e l s  q u e  l ' o n  a i t ,  p o u r  v l ,  v 2 E  ~ +  : 

C o v o l - ( v I . N ( I  1) + v 2 . N ( I 2 ) )  = E wi '~1 v2 
i : O  i 

I 1  e s t  f a c i l e  d a n s  ce  c a s  de v 6 r i f i e r  q u e  

e .  = d-' w. ( O < i ~ d )  
1 1 

L e s  w.1 s o n t  a p p e l 6 s  c o v o l u m e s  m i x t e s  de  N( I  1) e t  N( I  2)  ; on  n o t e  q u e  

Wo= C ° v ° I ' ( N ( I 2 ) ) '  Wd= C ° v ° I ' ( N ( I 1 ) ) "  

Dans ([Te 7], [Te 8], [R-S]) on trouve la preuve de : 

4 . 2  T h ~ o r ~ m e  : S o i e n t  A u n  a n n e a u  l o c a l  n ~ t h e r i e n  , 1 1 e~t 12 d e u x  i d 6 a u x  

d__ee A p r i m a i r e s  p o u r  l ' i d 6 a l  m a x i m a l .  On a l e s  i n 6 g a l i t 6 s  

2 (2 ~ i ~ d) e l _  1 ~ e i • e l _  2 

S i  l ' o n  s u p p o s e  de p l u s  A n o r m a l  e t  s o n  c o m p l 6 t 6  A a 6 q u i d i n e n s i o n n e l  on a l e s  
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6 ~ a l i t 6 s  eo = e I . . . . .  e d s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l ' o n  a I 1 = 1 2 

2 
R e m a r q u e s  : Ces  i n 6 g a l i t 6 s  i m p l i q u e n t  l e s  i n 6 g a l i t 6 s  a f i a l o g u e s  wi_ 1 ~ w i • wi_ 2 

e n t r e  l e s  c o v o l u m e s  m i x t e s ~  q u i  s o n t  £ r a p p r o c h e r  ( c f .  [Te  7 ] )  d e s  i n 6 g a l i t 6 s  

de A l e k s a n d r o v - F e n c h e l  e n t r e  l e s  v o l u m e s  m i x t e s  de c o n v e x e s  d a n s  ~ d  que  

v o ~ c i  : s o i e n t  K l e t  K 2 deux  c o n v e x e s  c o m p a c t s  d a n s  ~ d .  On p e u t  m o n t r e r  que  

l ' o n  a une  e x p r e s s i o n  p o l y n o m i a l e  p o u r  l e  v o l u m e  du c o n v e x e  v 1 • K 1 + v 2 .  K 2 

(v  1, ~2 E ~ + )  : 

d(d) 
+ = v i v 1 v 2 V ° l ' ( ' ~ l  K1 ~2 K2) i-~O i 

(v  = V o l - ( K o ) ,  Vd= V o l - ( K 1 ) ) ,  
o 

e t  l ' o n  a e n t r e  l e s  v o l u m e s  m i x t e s  v i e t  K 1 e t  K 2 l e s  i n 6 g a l i t 6 s  de A l e k s a n d r o v  

F e n c h e l ~  q u i  s o n t  une  g ~ n 6 r a l i s a t i o n  d e s  i n 6 g a l i t 6 s  i s o p 6 r i m 6 t r i q u e s  : 

2 (2 ~ i ~ d) v i _  1 ~ v i - v i _  2 

a v e c  l ' 6 g a l i t 6  Vo= v 1 . . . .  v d s i  e t  s e u l e m e n t  s i  K 1 = K 2 a t r a n s l a t i o n  p r e s  

( e f .  ~ A 1 . ] ,  [We 9 ] ,  [Te 1 0 ] ) .  

A i n s i ,  t a n d i s  que  l ' a n a l o g u e  du t h 6 o r ~ m e  de R e e s  d a n s  l a  t h 6 o r i e  d e s  c o n v e x e s  

e s t  : K I ~ K  2 e t  V o l . ( K l ) :  V o l . ( K  2) i m p l i q u e  K I =  K 2 ,  l ' a n a l o g u e  du Th6or~me 

c i - d e s s u s  e s t  l e  r 6 s u l t a t  d ' A l e k s a n d r o v - F e n c h e l .  I1  f a u t  r e m a r q u e r  que  l e  t h 6 o -  

r~me c i - d e s s u s  i m p l i q u e  l e  t h 6 o r ~ m e  de R e e s  p u i s q u e  l ' o n  v 6 r i f i e  f a c i l e m e n t  que  

l ' i n c l u s i o n  I l _ ~ I  2 i m p l i q u e  l e s  i n 6 g a l i t 6 s  : e ( I  1) a e.x a e ( I 2 )  " 

4 . 3  R a p p e l o n s  e n f i n  l e  r 6 s u l t a t  s u i v a n t ,  d ' u n e  n a t u r e  p l u s  6 1 ~ m e n t a i r e  que  

l e s  p r ~ c b d e n t s  ( c f .  [Bbk 3]~ § 7) : 

S o i e n t  O un  a n n e a u  l o c a l  n ~ t h e r i e n  r 6 d u i t ~  O' un s o u s - a n n e a u  ( s e m i - l o c a l )  de 

l ' a n n e a u  t o t a l  d e s  f r a c t i o n s  de O, c o n t e n a n t  O e t  e n t i e r  s u r  O- P o u r  t o u t  i d 6 a l  

' ' l e s  i d ~ a u x  m a x i -  I de 0 p r i m a i r e  p o u r  l ' i d 6 a l  maximal~  s i  l ' o n  n o t e  m l ~ . . . ~ m  r 

maux de O'~ e t  m l ' i d ~ a l  m a x i m a l  de O, on a l ' ~ g a l i t ~  : 

r 
e ( I )  = ~ e ( I O ~ ,  ) • d imo/m O ' /m~ 

i=l i 
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On 6 c r i r a  a u s s i  e ( I O ' )  p o u r  l a  somme de d r o i t e .  

N o u s  r e t i e n d r o n s  q u e  s i  ~ : X' * X  e s t  u n  m o r p h i s m e  f i n i  b i m 6 r o m o r p h e  d ' e s p a c e s  

analytiques, et ICOX, x un id6al primaire pour l'id6al maximal, IOX, se d6com- 

p o s e  d a n s  ~ = [ ] OX' x '  en  i d 6 a u x  p r i m a i r e s  I '  e t  l ' o n  a l ' 6 g a -  
X , ,  - l ( x )  x , ~  - l ( x )  , x '  

l i t 6  : e ( I )  = ) , e ( I ; , )  = e ( I O  ) • 
x , ~ - l ( x )  X , , ~ - l ( x )  

§ 5 .  Le p r i n c i p e  de s p 6 c i a l i s a t i o n  de l a  d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e .  

J e  r a p p e l l e  i c i ,  s a n s  d 6 m o n s t r a t i o n ~  un  r 6 s u l t a t  q u i  n o u s  s e r v i r a  d a n s  l e  

p r o c h a i n  p a r a g r a p h e ~  m a i s  d o n t  n o u s  p o u r r i o n s  n o u s  p a s s e r  au  p r i x  d ' u n e  r 6 f 6 -  

r e n c e  ~ l a  t h 6 o r i e  de l a  s a t u r a t i o n  de Z a r i s k i .  Ce m~me r 6 s u l t a t  j o u a i t  u n  r ~ l e  

c r u c i a l  d a n s  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  du t h 6 o r ~ m e  "~ c o n s t a n t  i m p l i q u e  l e s  c o n d i t i o n s  

de W h i t n e y "  ( c f .  [Te  1 ] ,  c h a p .  I I ,  § 3)  q u e  l e  r 6 s u l t a t  p r i n c i p a l  de ce  t r a v a i l  

c i  g 6 n 6 r a l i s e .  I 1  e s t  i n t 6 r e s s a n t  de n o t e r  q u e  d a n s  l a  p r e u v e  q u e  n o u s  

v e r r o n s  au  C h a p i t r e  V, i l  e s t  r e m p l a c 6  p a r  u n  a r g u m e n t  de r 6 c u r r e n c e ,  r e p o s a n t  

e s s e n t i e l l e m e n t  s n r  l a  t r a n s v e r s a l i t 6  e t  s u r  un  r 6 s u l t a t  a p p a r e n t 6  au t h 6 o r ~ m e  

de B e r t i n i  i d 6 a l i s t e .  Le p a r a g r a p h e  s e  t e r m i n e  p a s  u n e  c a r a c t 6 r i s a t i o n  g~om~-  

t r i q u e  de l ' 6 q u i m u l t i p l i c i t ~  q u i  s e r a  t r ~ s  u t i l e  au  C h a p i t r e  V. 

5 . 1  P r o p o s i t i o n  (~Te 2 ] ,  h p p e n d i c e  I ,  ETe 1 ] ,  C h a p .  I I ,  § 5 ,  P r o p .  3 . 1 )  : 

S o i t  F : (X~x)  ~ ( S , s )  u n  ~ e r m e  de m o r p h i s m e  p l a t  e n t r e  e s p a c e s  a n a l y t i ~ u e s  

r 6 d u i t s ,  e t  s o i t  I u n O x - i d 6 a l  c o h 6 r e n t  de s u p p o r t  X~ t e l  ~ue  l a  r e s t r i c t i o n  

d__ee F au  s o u s - e s p a c e  Y d e  X d 6 f i n i  p a r  I s o i t  u n  m o r p h i s m e  f i n i  F :  Y ~ S ,  e t  t e l  

q u e  p o u r  t o u t  r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  F : X ~ S  d_~e F ,  l a  m u l t i p l i c i t 6  e ( I O x ( s ,  ) )  

s o i t  i n d 6 p e n d a n t e  de s '  E S ( e ( I O x ( s , ) )  d 6 s i g n e  l a  somme d e s  m u l t i p l i c i t 6 s  d e s  

i d 6 a u x  p r i m a i r e s  i n d u i t s  p a r  I d a n s  c h a c u n  d e s  a n n e a u x  l o c a u x  O X ( s , ) ~ x i ~  

x .  C Y ( s ' ) ) .  S o i t  ~ :  X '  ~ X  l ' 6 c l a t e m e n t  n o r m a l i s 6  de l ' i d b a l  I ,  e t  s o i t  D l e  
1 

d i v i s e u r e x c e p t i o n n e l ,  d 6 f i n i  p a r  l ' i d 6 a l  i n v e r s i b l e  IO~X , ; a l o r s  l a  f i b r e  D ( s )  

a u - d e s s u s  de s f f  S du m o r p h i s m e  c o m p o s 6  D ~ ] D  X - S  e s t  de d i m e n s i o n  

d im X -  dim S -  1.  
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C o r o l l a i r e  ( P r i n c i p e  de s p ~ c i a l i s a t i o n  de l a  d ~ p e n d a n c e  i n t ~ g r a l e )  : La r e s -  

t r i c t i o n  x :  D. ~ Y  de ~ ~ c h a q u e  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  D. de D e s t  s u r j e c t i v e ,  
1 1 - -  

e t  p a r  c o n s e q u e n t ,  p o u r  un  ~ 1 6 m e n t  hff  H°(X,OX ) l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  

~ u i v a l e n t e s  

i )  t l  e x i s t e  u n  f e r m ~  a n a l y t i ~ u e  r a r e  F d e  S t e l  que~  p o u r  t o u t  s '  6 S -  F ,  

on a i t  l ' i n c l u s i o n  h O x ( s ,  ) ~ I . o x ( s ,  ) • 

i i )  On a l ' i n c l u s i o n  : h ~ ° ( X , Y ) ,  e t  d o n c  en  p a r t i c u l i e r  b ~ x ( s )  c I . @ x ( s ) .  

5 . 1 . 1  R e m a r q u e s  : 1) Le p o i n t  f o n d a m e n t a l  e s t  q u e  l ' 6 q u i m u l t i p l i c i t 6  e m p ~ -  

c h e  l ' e x i s t e n c e  de " c o m p o s a n t e s  v e r t i c a l e s "  d a n s  l e  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  de 

l ' 6 c t a t e m e n t  de  I d a n s  O X ( l a n o r m a l i s a t i o n  n ' e s t  1~ q u e  p o u r  q u e  n o u s  n ' a y o n s  

p a s  a s u r v e i l l e r  l e s  c o m p o s a n t e s  i m m e r g 6 e s ) .  Le c o r o l l a i r e  s ' e n  d 6 d u i t  f a c i -  

l e m e n t  au  vu  du f a i t  q u e ,  g r a c e  c e t t e  l o i s  ~ l a  n o r m a l i t 6 ~  l e  l i e u  p o l a i r e  de 

l a  " £ o n c t i o n  m 6 r o m o r p h e "  I - l h  e s t  s o i t  de c o d i m e n s i o n  1 ( e t  e s t  a l o r s  u n i o n  

de c o m p o s a n t e s  de  D) s o i t  v i d e ~  e t  q u e  l a  s u r j e c t i v i t ~  d e s  m o r p h i s m e s  ~ :  D. ~Y~ 1 

( c o n s 6 q u e n c e  i m m e d i a t e  du T h 6 o r ~ m e )  j o i n t e  ~ i )  i m p l i q u e  q u e  c e  l i e u  p o l a i r e  

ne  p e u t  c o n t e n i r  de c o m p o s a n t e  de D. 

2)  P o u r  u n e  a l g 6 b r i s a t i o n  e t  e x t e n s i o n  de c e s  r 6 s u i t a t s ~  

l i r e  E L i ] .  

3)  On p e u t  p r ~ c i s e r  l e  p o i n t  1) s u r  l ' e x i s t e n c e  de  c o m p o -  

f l a n t e s  v e r t i c a l e s  comme c e c i  : s o i t  p : X' ~ X  l ' 6 c l a t e m e n t  de I~ e t  s o i t  

D= p - 1 ( ¥ )  ~ P r o j a n ¥ (  G I V / I  v + l  ) l e  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l ~  muni  du f a i s c e a u  
v~O 

i n v e r s i b l e  OD(1)  q u i  e s t  a m p l e  p a r  r a p p o r t  a p e t  p r o v i e n t  du X - p l o n g e m e n t  

~M l o c a l  X' c X ×  ~ o~ M+ 1 e s t  l e  n o m b r e  d e s  g 6 n 6 r a t e u r s  de I .  On a p p e l l e  i - ~ m e  

c l a s s e  de S e g r 6  c o v a r i a n t e  de  ¥ d a n s  X l e  c y c l e  s i ( y ~ x )  = p ~ ( c l ( O D ( 1 ) )  d - l - i )  

o~ d =  dim X~ c y c l e  a p p a r t e n a n t  au  g r o u p e  A . ( X )  d e s  c y c l e s  de d i m e n s i o n  i de X. 
1 dim X 

On a p p e l l e  c l a s s e  de S e g r e  de Y d a n s  X, l a  somme s ( Y ~ X ) =  E s l ( Y ~ X ) ~  e t  e n  
i=O 

p a r t i c u l i e r ~  d ' a p r e s  u n  r ~ s u l t a t  p r o u v ~  p a r  C . P .  R a m a n u j a m  ( I R a ] ,  v o i r  a u s s i  

[K1 2 ] )  s i  IYI e s t  u n  p o i n t  x 6  X, on a s ( Y , X ) =  e ( I .  OX,x  ) • I x ] ,  e t  donc  

e ( I  . OX,x  ) = d e g D ( ~ D ( 1 ) ) = ~  ( C ~ O D ( 1 ) )  d - 1 .  Le l e c t e u r  e s t  p r i ~ ,  en  u t i l i s a n t  c e  

r ~ s u l t a t  e t  l e  t h ~ o r ~ m e  de B e z o u t  ( p l u s  p r ~ c i s ~ m e n t  l e s  p r o p r i 6 t ~ s  ~ l ~ m e n t a i r e s  
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du degr~  des  f a i s c e a u x  i n v e r s i b l e s )  de v 6 r i f i e r  l ' 6 g a l i t ~  t r e s  u t i l e  que v o i c i ,  

qui  p r 6 c i s e  ( [Te  1]~ Chap. I I~ § 5~ P r o p .  Z . 1 ) ,  

S o i e n t  f :  (X,O] ~ ( ~ 0 )  un morph isme  d ' e s p a c e s  r ~ d u i t s ~  I un i d e a l  de O X 

d 6 f i n i s s a n t  un s o u s - e s p a c e  ¥ a X  t e l  ~ue f l y  : ¥ ~  s o i t  f i n i ~  p : X' ~X l ' 6 c l a -  

t e m e n t  de Y~ D v e r t . l a  r ~ u n i o n  des  c o m p o s a n t e s  du d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  D (non 

n 6 c e s s a i r e m e n t  r 6 d u i t e s )  don t  l ' i m a g e  e n s e m b l i s t e  p a r  p e s t  O~ 

deg Dver t "  = deg(O D ( 1 ) ) .  Pour t o u t  r e p r ~ s e n t a n t  s u f f i s a m m e n t  p e t i t  du g e r -  
v e r t .  

me de f e n  O~ on a l ' ~ g a l i t ~  

deg Dver t"  = e ( I  . ~X(O)) - e ( I  . OX(s) )  (pour  s /  O) 

En p a r t i c u l i e r ~  on a " e ( I . O ] ( s ) )  e s t  i n d 6 p e n d a n t  de s ~  • " s i  e t  s e u l e m e n t  s i  

dim p - l ( O ) =  dim X -  2. 

5.2 Application : Utilisons ce r~sultat pour donner l'interpr6tation g6om6- 

triqu e de la multiplicit6 d'un espace analytique complexe X en un de ses points~ 

de l ' i d ~ a l  maximal  ~X~ : d ' a b o r d  un c ' e s t - a - d i r e  la  m u l t i p l i c i £ ~  dans  OX~ x x 

lemme e x p l i c i t a n t  ( [ L i ] ~  § 1)~ e t  c o n s 6 q u e n c e  f a c i l e  de 1.1 e t  de Nakayama : 

S o i e n t  O une a l g ~ b r e  a n a l y t i ~ u e  de d i m e n s i o n  d~ e t  s o i t  ~=  ( z l ~ . . . ~ z  N) 

son i d e a l  maximal ; pour  une s u i t e  ( y l , . . . , y d )  de d 616ments  de ~ l i n ~ a i r e m e n t  

i n d 6 p e n d a n t s  modulo 92 , l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  6 ~ u i v a l e n t e s  

i )  L ' i d ~ a l  ~ e s t  e n t i e r  s u r  l ' i d 6 a l  ( y l , . . . ~ y d ) O .  

i i )  P o s a n t  O 1= ~ [ y l ~ . . . , y d ] ~ O ,  e_~t ~1=  ( y l , . . . , y d ) O 1  , l e  morphisme n a t u r e l  

d ' a l g e b r e s  g r a d u 6 e s  

~ v / ~ 9 + l  
• - -1-- -1 = g r ~ l  01 ~ g r ~  O = 0 ~ / ~ + 1  

~0 v~O 

est fini. 

Remarquons  t o o t  de s u i t e  que l a  c o n d i t i o n  i i )  e s t  ~ q u i v a l e n t e  a l a  c o n d i -  

t i o n  g ~ o m 6 t r i q u e  s u i v a n t e  : s o i t  (X~O)~(~N~o)  le  p l o n g e m e n t  du germe (X~O) 

c o r r e s p o n d a n t  ~ l ~ a l g e b r e  O~ e t  s o i t  n : ~ N  Ed l a  p r o j e c t i o n  l i n 6 a i r e  d 6 f i n i e  
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p a r  ( i n ~  y l , . . . , i ~  yd  ) ,  o~ in?~(y i E??~/~ 2 d ~ s i g n e  l a  f o r m e  i n i t i a l e  ( c l a s s e  de  Yi 

m o d u l o  ~ 2 )  , e t  s o i t  CX~ x c ~ N  l e  c ~ n e  t a n g e n t  S p e c g r ~  O h X e n  O. A l o r s  

IKer  n ~ C x , x l  = {O] ,  c ' e s t - a - d i r e  q u e  Ker  x e s t  t r a n s v e r s e  a X e n  O. On d i t  

a u s s i  q u e  ~ e s t  u n e  p r o j e c t i o n  t r a n s v e r s a l e .  C o n s i d ~ r o n s  m a i n t e n a n t  l e  s o u s -  

e s p a c e  Y de X d ~ f i n i  p a r  l ' i d 6 a l  I e n g e n d r 6  p a r  d -  1 ~ 1 6 m e n t s  ( y l , . . . , y d _ l ) ,  

e t  m u n i s s o n s  X de l a  p r o j e c t i o n  F :  X - E  d 6 f i n i e  p a r  Yd"  On s u p p o s e  q u e  

( y ] ~ . . . ~ y d )  e s t  u n  i d 6 a l  p r i m a i r e  de  OX~x"  

S o i t  p : X' - X  l ' 6 c l a t e m e n t  de  Y d a n s  X ; on a X' ~ x × ~ d - 2  p - l ( o  ) donc  dim = d - 2 ,  

e t  d ' a p r ~ s  l e  r 6 s u l t a t  p r 6 c 6 d e n t ,  p o u r  t o u t  r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  de X on a 

doric e ( I .  O X ( O ) ) =  e ( I  . O X ( ~ d ) )  , p o u r  t o u t  ~d 6 ~ a s s e z  p e t i t .  En p a r t i c u l i e r  

s i  ( y l , . . . , y d )  d 6 f i n i s s e n t  u n e  p r o j e c t i o n  t r a n s v e r s a l e  ~ : x - ~ d  e t  s i  l a  d r o i -  

t e  de  ~d  d 6 f i n i e  p a r  Yl . . . . .  Yd-1  = O n ' e s t  p a s  c o n t e n u e  d a n s  l e  d i s c r i m i n a n t  

de ~ ,  on  a e ( I .  OX(O))  = mo(X)  ~ m u l t i p l i c i t 6  de X e n  O, p u i s q u e  ~ e s t  e n t i e r  

s u r  ( y l ~ . . . , y d ) D X  ~ ( c f .  § 4)  e t  p o u r  ~d ~ O~ l e  s o u s - e s p a c e  de ~N d 6 f i n i  p a r  

Yl . . . . .  y d _ ] =  O~ yd  = ~d  ~ c o u p e  X en  d e s  p o i n t s  n o n - s i n g u l i e r s  de X~ e t  t r a n s -  

v e r s a l e m e n t  ; en  c h a c u n  de c e s  p o i n t s ~  d i s o n s  x i ( ~ d )  on a e ( I  . O X ( ~ d ) , X i )  = l ,  

e t  c e s  p o i n t s  s o n t  dDnc au  n o m b r e  de m ( X ) .  On a a i n s i  v 6 r i f i 6  en  p a r t i c u l i e r  : 
O 

5 . 3  La m u l t i p l i c i t 6  m (X) de  x c ~ N  e s t  l e  n o m b r e  d e s  p o i n t s  en  l e s ~ u e l s  u n  
O 

s o u s - e s p a c e  l i n ~ a i r e  H~d de d i m e n s i o n  N -  d~ v o i s i n  de O e t  p a r a l l e l e  a u n e  

d i r e c t i o n  t r a n s v e r s e  a X e n O~ c o u p e  X~ ( e t  q u i  t e n d e n t  v e r s  O, ~ u a n d  ~ d ' O ) -  

C ' e s t  a u s s i  l e  d e ~ r 6  l o c a l  en  x d ' u n e  p r o j e c t i o n  t r a n s v e r s a l e  x :  ( X , x ) ~  ( E d , o ) ~  

c ' e s t - ~ - d i r e  l a  m u l t i p l i c i t 6  d a n s  l ' a n n e a u  l o c a l  OX~ x de l ' i d 6 a l  e n g e n d r 6  p a r  

l e s  c o m p o s 6 e s  a v e c  ~ d e s  f o n c t i o n s  c o o r d o n n 6 e s  s u r  ( ~ d , o ) .  

5 . 4  C o r o l l a i r e  : E t a n t  d o n n 6  (X ,O)  c ( E N , o ) ~  p o u r  c h a ~ u e  e n t i e r  k ,  O g  d im X~ 

i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  U de l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  p l a n s  de c o d i -  

m e n s i o n  k d a n s  EN t e l  q u e  p o u r  t o u t  s o u s - e s p a c e  n o n - s i n g u l i e r  de c o d i m e n s i o n  k 

( L , O ) ~  (~N~o)  t e l  q u e  TL~ O~ U~ on a i t  l ' ~ a l i t ~  m o ( L N X )  = m o ( X ) .  

C'est pourquoi nous n'aurons aucun mal~ dans la preuve ci-dessous, 
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~ N  
c h o i s i r  d e s  r ~ t r a c t i o n s  l o c a l e s  P : Y~ Y c X  s o u s - e s p a c e  n o n - s i n g u l i e r ,  t e l l e s  

que  m ( p - l ( y )  N X ) = m  (X)~ p o u r  y E Y .  
Y Y 

Remar~ue  : L ' a v a t a r  a l g ~ b r i q u e ,  p l u s  p r e c i s ,  du' r ~ s u l t a t  c i - d e s s u s  e s t  

l ' e x i s t e n c e  d ' 6 1 6 m e n t s  s u p e r f i c i e l s  ( c f .  [Bbk  5 ] ,  § 7 ) .  

5 . 5  C o r o l l a i r e  ( " n o n s ~ p a r a t i o n " ,  c £ .  [Te  111,  2 . 8 . 5  e t  Th. 5 ,  [ L i  1 ] ,  4 . 5 )  : 

S o i e n t  X un e s p a c e  a n a l t t i q u e  c o m p l e x e ~  Y ~ X  un s o u s - e s p a c e  n o n - s i n 6 u l i e r ~  e_~t 

OE Y- P o u r  t o u t  p l o n ~ e m e n t  l o c a l  ( X , O ) c  ( ~ N , O ) ,  c o n s i d b r o n s  l e s  s o u s - e s ~ a c e s  

n o n - s i n 6 u l i e r s  (H~O) c ( E N ~ o )  c o n t e n a n t  ¥ i  de d i m e n s i o n  N -  dim X+ dim Y e t  t e l s  

que  d i m ( X N H )  = dim Y. 

a )  S i  l ' a p p l i c a t i o n  Y . ~  d 6 f i n i e  p a r  y ~ m  (X) e s t  l o c a l e m e n t  c o n s t a n t e  
Y 

s u r  ¥ au v o i s i n a ~ e  de O, c ' e s t - a - d i r e  s i  X e s t  ~ q u i m u l t i p l e  l e  l o n ~  de Y e__n_n O, 

p o u r  t o u t  s o u s - e s p a c e  n o n - s i n ~ u l i e r  H c ~ N  c o n t e n a n t  Y e t  t e l  que  

ITH~oNCx~oI  = T y r o  ~ on a l ' ~ g a l i t ~  

IHNXI = Y 

au v o i s i n a ~ e  de x ,  e t  de  p l u s  on a IT H , y A C X , y l  = T y , y  p o u r  t o u t  y E  Y v o i s i n  

d__~eO. 

b)  I n v e r s e m e n t ,  s i  i l  e x i s t e  un o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  U d a n s  l a  ~ r a s s m a n -  

n i e n n e  d e s  s o u s - e s p a c e s  l i n ~ a i r e s  de ¢N de d i m e n s i o n  N -  dim X + dim Y t e l  que~ 

p o u r  t o u t  s o u s - e s p a c e  n o n - s i n g u l i e r  (H,O)  de  ( ¢ N , o )  de d i m e n s i o n  

N -  dim X + dim Y, c o n t e n a n t  ¥ ,  e t  t e l  que  TH, OE U, on a i r  l ' ~ a l i t ~  IH n x I  = Y, 

a l o r s  X e s t  ~ q u i m u l t i p l e  l e  l o n g  de Y e n  O. 

P r o u v o n s  a )  : On a dim CHNX, O= dim Y p u i s q u e  CHNX, O~TH~ OACX,  0 ; 

p u i s q u e  (H n x , o )  s e  s p 6 c i a l i s e  p l a t e m e n t  s u r  s o n  c S n e  t a n g e n t ~  on a donc  a u s s i  

dim(H NX) = dim Y. Nous p o u v o n s  donc  c h o i s i r  une  r 6 t r a c t i o n  l o c a l e  

P : ( ~ N , o )  ~ (Y,O)  t e l l e  que  P - I ( o )  s o i t  t r a n s v e r s e  £ X~ c ' e s t - ~ - d i r e  

m ( P - I ( O )  n x )  = m (X) e t  que  l e  m o r p h i s m e  H N X ~ Y  i n d u i t  p a r  p s o i t  f i n i .  
O O 

L ' h y p o t h ~ s e  i m p l i q u e  que  P - I ( O )  NH e s t  t r a n s v e r s e  ~ P - l ( O )  NX d a n s  P - I ( O ) ,  
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c a r  IT -1 NC _ 1 { : [O}.  I1  s u f f i t  a l o r s  de c o n t e m p l e r  l e  d i a g r a m m e  
( o ) N n , o  (O)NX,O 

(o~ on a n o t ~  X(y )  p o u r  p - l ( y )  NX) 

I 

e ( I .  OX(O) ,O)  a e ( I .  ~ X ( y ) , y )  + > , e ( I "  ~ X ( y )  x.  ) 
x i ~ P - l ( y ) N H N X _  ¥ ' 

II V/ 
m (X) = m (X) , 

o y 

ou l a  p r e m i e r e  i n ~ g a l i t ~  v i e n t  de l a  s e m i - c o n t i n u i t 6  de l a  m u l t i p l i c i t 6 ,  c o n -  

s ~ q u e n c e  d i r e c t e  du r 6 s u l t a t  p r 6 c ~ d e n t .  (En f a i t ,  d a n s  ce c a s - c i ~  on a m~me 

6 g a l i t 6 ) ~  e t  l ' 6 g a l i t 6  v e r t i c a l e  v i e n t  de l ' h y p o t h ~ s e  de t r a n s v e r s a l i t 6 .  P u i s -  

que  p a r  a i l l e u r s  e ( I  . O X ( y ) ~ y )  ~ m y(X ) ,  on en c o n c l u t  P - l ( t )  NH N X -  Y = ~  donc 

I P - l ( y )  NH NXI = [ y ]  p o u r  t o u t  yE  Y, c ' e s t - ~ - d i r e  [HN X[ = Y, e t  l a  t r a n s v e r s a -  

l i t 6 .  

P r o u v o n s  b)  : P a r  s e m i - c o n t i n u i t 6  de l a  m u l t i p l i c i t 6 ,  s i  X n ' 6 t a i t  p a s  

6 q u i m u l t i p l e  l e  l o n g  de Y, on p o u r r a i t  t r o u v e r  une  c o u r b e  n o n - s i n g u l i ~ r e  

( C ~ O ) c  (Y,O)  t e l l e  que~ p o u r  une  r 6 t r a c t i o n  l o c a l e  P : ( ~ N , o )  ~ ( Y , O ) ,  v 6 r i f i a n t  

m ( p - l ( y )  N X) : m (X)~ YE C - [ O ]  l ' e s p a c e  X N P - I ( c )  ne s o i t  p a s  6 q u i m u l t i p l e  l e  
Y Y 

l o n g  de C. On se  r amene  a i n s i  a v 6 r i f i e r  l ' 6 n o n c ~  d a n s  l e  c a s  ou Y e s t  une  

c o u r b e ,  Dams ce cas~ H N X e s t  d 6 f i n i  p a r  dim X -  1 ~ q u a t i o n s  d a n s  X~ donc  l a  

f i b r e  de s o n  ~ c l a t e m e n t  d a n s  X e s t  de d i m e n s i o n  dim X -  2. P a r  a i l l e u r s ~  q u i t t e  

r 6 t r ~ c i r  l ' o u v e r t  U, on p e u t  s u p p o s e r  que  p - l ( y )  NH e s t  t r a n s v e r s e  

-1 
P (y )  N X en y p o u r  t o u t  yC Y -  {0)  ( i l  s u f f i t  d ' i m p o s e r  que l e s  t r a n s f o r m 6 s  

s t r i c t s  H' e t  X' de H e t  X p a r  l ' ~ c l ~ t e m e n t  de Y d a n s  EN s o i e n t  d i s j o i n t s  a u -  

d e s s u s  de Y - [0~ ce q u i  e s t  c l e i r e m e n t  i m p l i q u ~  p a r  une  c o n d i t i o n  o u v e r t e  s u r  

TH, O) P u i s q u e  p o u r  TH, OE U, on a IH N XI = Y p a r  h y p o t h e s e ,  l e  f a i t  que  la  f i b r e  

e u - d e s s u s  de 0 de l ' ~ c l a t e m e n t  de H N X d a n s  X s o i t  de d i m e n s i o n  d -  2 e t  l a  

t r a n s v e r s a l i t ~  n o u s  donnen~  p o u r  y ~  Y, ]e  d i ag r~mme s u i v a n t  

e ( I  . OX(O) ,O)  e ( I  . O X ( y ) , y )  

v/ Ii 
m (X) >_ m (X) 

o y 
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d ' o u  m ( X ) =  m (X)~ e t  l e  r 6 s u l t a t  c h e r c h 6 .  • 
o y 

R e m a r ~ u e  : On p o u r r a i t  a u s s i  b i e n  p r o u v e r  c e  r ~ s u l t a t  en  c o n s i d ~ r a n t  u n e  p r o -  

~N ~d+l 
j e c t i o n  g ~ n ~ r a l e  p : ~ ou d =  d i m X  ; p a r  l e s  t e c h n i q u e s  e x p o s ~ e s  au  C h a p i -  

t r e  IV ,  on s e  r a m ~ n e  a l o r s  a p r o u v e r  l e  r ~ s u l t a t  p o u r  l ' h y p e r s u r f a c e  X 1=  p ( X ) ,  

e t  un  c a l c u l  d i r e c t  s u f f i t  a l o r s .  

§ 6 .  S a t u r a t i o n  l i p s c h i t z i e n n e .  

J e  r a p p e l l e  i c i  l e s  t r a i t s  de l a  t h ~ o r i e ~  i n s p i r ~ e  a F .  Pham e t  moi  p a r  

l a  t h ~ o r i e  de l a  s a t u r a t i o n  de  Z a r i s k i ~  q u i  n o u s  s e r o n s  u t i l e s  p l u s  l o i n  ( c f .  

E P - T J ,  [ P ] ,  a u s s i  I L l  2 ] ,  [ B o ] ) ,  e t  j e  s i g n a l e  u n e  e r r e u r  d ' u n  t r a v a i l  p r ~ c ~ -  

d e n t  q u i  m ' a  ~ t ~  s i g n a l ~ e  p a r  Mr. E.  B ~ g e r .  

6 . 1  S o i t  X u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  r ~ d u i t ~  e t  n o t o n s  n :  X ~ X  s a  n o r m a -  

l i s a t i o n .  C o n s i d ~ r o n s  l ' i m m e r s i o n  n a t u r e l l e  i : X × X ~ X × X  du p r o d u i t  £ i b r ~  d a n s  
X 

l e  p r o d u i t .  S i  l ' e s p a c e  X e s t  s ~ p a r ~  ce  q u e  n o u s  p o u v o n s  s u p p o s e r  p o u r  s i m p l i -  

f i e r  p u i s q u e  n o u s  ne  n o u s  i n t ~ r e s s e r o n s  q u ' ~  d e s  p r o b l e m e s  de n a t u r e  l o c a l e ~  

l ' i m m e r s i o n  i e s t  u n e  i m m e r s i o n  f e r m ~ e  d ~ f i n i e  p a r  u n  f a i s c e a u  c o h e r e n t  

d ' i d ~ a u x  I .  C o n s i d ~ r o n s  l e  s o u s - f a i s c e a u  0 ;  du f a i s c e a u  ~X E d e s  g e r m e s  de f o n c -  

t i o n s  m ~ r o m o r p h e s  " f a i b l e m e n t  h o l o m o r p h e s "  c ' e s t - a - d i r e  l o c a l e m e n t  b o r n ~ e s  

s u r  X] a s s o c i ~  au p r ~ f a i s c e a u  d ~ f i n i  p a r  U ~  [ h E ~ x ( U ) / h ®  1 -  I ® h E  I ( U ) ]  p o u r  

t o u t  o u v e r t  U de X~ ou h ®  1 -  l ® h  d ~ s i g n e  l a  d i f f e r e n c e  d e s  c o m p o s ~ s  de  h a v e e  

P l  
l e s  d e u x  p r o j e c t i o n s  X × X  t X~ c ' e s t - ~ - d i r e  h o P l -  h o p2 , e t  ~ d ~ s i g n e  l a  

P2 

f e r m e t u r e  i n t ~ g r a l e  de  l ' i d ~ a l  I .  

Lemme : L___aa O x - a l ~ b r e  O ;  e s t  u n  OX-mOdule  c o h e r e n t .  

N o t o n s  ( ~ X ~  (~X = ( ~ X ~  l e  p r o d u i t  t e n s o r i e l  a n a l y t i q u e  ~ a l o r s  l e  O x - m O d u l e  

~ ;  e s t  l e  n o y a u  du m o r p h i s m e  de O x - m O d u l e s  

~x ~ , ~ × ~ / r  
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d 6 f i n i  p a r  ~ ( f )  = i m a g e  de f ®  1 -  1® f .  Or l e  O x - m o d u l e  ( ~ X x ~ / Y  e s t  q u o t i e n t  de  

(~Xx~/  I p a r  u n  i d 6 a l  c o h 6 r e n t  de  (~X×~/  I ~(~X×X ( p u i s q u e  l ' i d 6 a l  Y e s t  c o h 6 r e n t )  

X 

e t  l a  ~ x - a l g ~ b r e  (~X×X e s t  un  OX-mOdule  c o h 6 r e n t  p u i s q u e  l e  p r o d u i t  f i b r ~  X × X  
X X 

e s t  f i n i  a u ~ d e s s u s  de X (~C a]~  e x p .  19~ No 5 ) .  C e c i  p r o u v e  q u e  O~ e s t  l e  

c o n o y a u  d ' u n  h o m o m o r p h i s m e  de  O x - m O d u l e s  c o h 6 r e n t s ,  d ' o u  l e  r 6 s u l t a t .  

D 6 f i n i t i o n  : Le m o r p h i s m e  f i n i s  : X s ~ x ,  ou X s =  S p e c a n o y  ~ e s t  a p p e l 6  s a t u -  

r a t i o n  l i p s c h i t z i e n n e  de l ' e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  r 6 d u i t  X. 

R e m a r ~ u e s  : X s e s t  d o m i n 6  p a r  l a  n o r m a l i s a t i o n  de X, d o n c  s e s t  b i m ~ r o m o r p h e  

e t  p a r  c o n s t r u c t i o n  du S p e c a n  ( ~ C a ~  e x p .  19)  on a u n  i s o m o r p h i s m e  de ~X-mOdu-  

, e s s .   xs-Ox. 
L a  t e r m i n o l o g i e  e s t  j u s t i f i 6 e  p a r  : 

6 . 1 . 1  P r o p o s i t i o n  : L ' a l 6 ~ b r e  O ;  e s t  l e  f a i c e a u  d e s  g e r m e s  de f o n c t i o n s  

m ~ r o m o r p h e s  l o c a l e m e n t  l i p s c h i t z i e n n e s  s u r  X. 

D 6 m o n s t r a t i o n  : S o i t  x u n  p o i n t  de X, e t  s o i t  ( X , x ) ~  (EN,O)  u n  p l o n g e m e n t  

l o c a l .  I 1  s u f f i t  de p r o u v e r  q u e s i  h C ( O ; ) x  ~ on p e u t  t r o u v e r  u n  r e p r ~ s e n t a n t  

du g e r m e  ( X , x )  s u r  l e q u e l  h s ' ~ t e n d  en  u n e  f o n c t i o n  m ~ r o m o r p h e  l o c a l e m e n t  l i p s -  

e h i t z i e n n e .  P u i s q u e  en  p a r t i c u l i e r  h E O X , x ,  on p e u t  b t e n d r e  h e n  u n e  f o n c t i o n  

m ~ r o m o r p h e  l o c a l e m e n t  b o r n ~ e  s u r  X. Nous  v o u l o n s  m o n t r e r  q u a i l  e x i s t e  u n e  c o n s -  

t a n t e  C >  0 t e l l e  que  p o u r  t o u t  c o u p l e  (Xl~X 2) E X × X  on a i r  

_ , ~ N  
[ h ( x  1) - h ( x 2 ) l  4 C  [Ix I x2[[.  N o t o n s  Z l , . . .  z N l e s  f o n c t i o n s  c o o r d o n n ~ e s  s u r  , 

e t  de m~me l e u r  r e s t r i c t i o n  a X. A u - d e s s u s  d t u n  v o i s i n a g e  de X × X~ l ' i d 6 a l  I 

d a n s  ~X×X e s t  e n g e n d r ~  p a r  l e s  d i f f 6 r e n c e s  z~l - z"~i ' 05 z~l = z i  ° ~ 1 '  z~'=l z i  ° ~ 2  ' 

e t  Pi  : X × X ~ X ~ X. P a r  d ~ f i n i t i o n ,  e t  l e  c r i t e r e  t r a n s c e n d e n t a l  de d ~ p e n d a n c e  

i n t ~ g r a l e ,  d i r e  q u e  h E  (s~e ~ ) ~ q u i v a u t  a l ' e x i s t e n c e  d ' u n  r e p r ~ s e n t a n t  
X s x 

( X , x )  t e l  q u e ,  p o u r  wE X x X on a i r  : 
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Ih o P l  ( w ) -  h oP2(W~l < C Sup I z : ( w ) -  z ? ( w ) [  = C Sup I z i ( ~ l ( W ) ) -  z i ( p 2 ( ~ ) [  
1 1 

i i 

P u i s q u e  l e  morph i sme  X× X -  X x X  e s t  f i n i  e t  s u r j e c t i f ,  on en  d ~ d u i t  a u s s i t ~ t  

que h e s t  b i e n  l o c a l e m e n t  l i p s c h i t z i e n n e ~  e t  q u ' i n v e r s e m e n t ,  en l i s a n t  c e t t e  

p r e u v e  ~ l ' e n v e r s ,  s i  h e s t  m&romorphe e t  l o c a l e m e n t  l i p s c h i t z i e n n e ~  l e  germe 

(h )  x a p p a r t i e n t  ~ ( s ~  OxS) x. 

E x e r c i c e s  : 1) D ~ m o n t r e r  de deux f a g o n s  d i f f ~ r e n t e s  ( l ' u n e  f o n c t o r i e l l e  e t  

l ' a u t r e  t r a n s c e n d a n t e )  q u ' ~ t a n t  donn~ un morph i sme  f :  X ~ ¥  e n t r e  e s p a c e s  a n a -  

l y t i q u e s  r ~ d u i t s  qu i  se  p r o l o n g e  en  un morph i sme  f :  X~Y e n t r e  l e s  n o r m a l i s ~ s ~  

i l  se  p r o l o n g e  en un morph i sme  f s  : X s ~ Y s  e n t r e  l e s  s a t u r ~ s  l i p s c h i t z i e n s .  

O ; ) x  e s t  une  2) M o n t r e r  que~ pou r  t o u t  xE X, l ' a n n e a u  ( = 0 ~ ,  x 

a l g ~ b r e  a n a l y t i q u e ~  donc en  p a r t , c u l l e r  l o c a l .  

Exemple : S o i t  ( X , O ) c  ( ¢ N , o )  un germe de c o u r b e  a n a l y t i q u e  r ~ d u i t e .  S o i t  

X= @ C. sa  d ~ c o m p o s i t i o n  en  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s ,  e t  d ~ c r i v o n s  (C i 0 ) 
i 

p a r  une r e p r e s e n t a t i o n  p a r a m ~ t r i q u e ~  c ' e s t - ~ - d i r e  comme image r ~ d u i t e  d ' u n  

morph i sme  ( ¢ , 0 ) ~  (CN,O) d ~ c r i t  p a r  N f o n c t i o n s  z k ( t i ) E  ~ ( t i ] .  A l o r s  x = J _ . [  ( ¢ , 0 )  
i 

e t  l ' a l g e b r e  de X l e  l o n g  de l ' e n s e m b l e  f i n i  n - l ( o )  e s t  ~ ~ ] - [ f [ t i ~  • 
X , n - l ( o )  i 

Pa r  c o n s e q u e n t ,  l ' a l g e b r e  % × ~ , n _ 1 ( O ) × n _ 1  e s t  i s o m o r p h e  ~ m~ ¢[ti,t ~ ] , 
(0)  i , j  

l ' i d ~ a l  I d ~ f i n i s s a n t  l e  germe de X × X  l e  l o n g  de n - l ( O )  × n - l ( o )  e s t  d ~ t e r m i -  
X 

n~e p a r  l a  c o l l e c t i o n  de s e s  images  I .  . d a n s  c h a c u n e  de s  a l g ~ b r e s  E ~ t i , t  ] ]  

v i e t  l ' o n  a I i ,  j = ( ~ z k ( t  i )  - z k ( t ~ )  ~ l ~ k ~  N ] ) ¢ ( t i , t  j ]  ( i c i  ({ ] )  d ~ s i g n e  1 i d e a l  

e n g e n d r ~  p a r  l e s  ~ l ~ m e n t s  de l ' e n s e m b l e  [ ] ) .  Si  l ' o n  c o n s i d ~ r e  

h E - ~ [ t  i ]  ~ 0  , on a donc h 6 0 ~  s i  e t  s e u l e m e n t  s i ,  p o u r  t o u t  c o u p l e  
X , n - l ( O )  

( i , j ) ~  on a l ' i n c l u s i o n  : h ( t  i )  - h ( t ~ ) E  I i ,  j 

6 . 2  S o i t  m a i n t e n a n t  (X~O) ~ (¢N~o) un germe d ' e s p a c e  r ~ d u i t .  Pour  ~ t u d i e r  l a  

s a t u r a t i o n  l i p s c h i t z i e n n e  de X~ on e s t  amenb a ~ t u d i e r  l ' ~ c l a t e m e n t  n o r m a l i s ~  
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d a n s  X × X  de l ' i d ~ a l  I d ~ f i n i s s a n t  X x X  ( c f .  I ,  § 1 ,  P r o p .  1 ) .  Or ,  c ' e s t  a u s s i  
X 

l ' ~ c l a t e m e n t  n o r m a l i s ~  d a n s  X × X  de l ' i d ~ a l  d ~ f i n i s s a n t  l a  d i a g o n a l e  A X C X x K ,  

e t  c e t  ~ c l a t e m e n t - c i  p e u t  8 t r e  d ~ c r i t  comme c e c i  : c h o i s i s s o n s  d e s  c o o r d o n n ~ e s  

. .  ¢N ~N-1 
l o c a l e s  Z l ,  . , z  N s u r  , e t  c o n s i d 6 r o n s  l e  m o r p h i s m e  d i r .  : X x X -  A x 

q u i  ~ ( x , x ' )  E X x X -  A x a s s o c i e  l a  d i r e c t i o n  de l a  s 6 c a n £ e  j o i g n a n t  x a x '  d a n s  

CN 1' ~N-1 ~ c l a t e m e n t  E X c h e r c h ~  e s t  i s o m o r p h e  a l ' a d h b r e n e e  d a n s  X×  X×  du 

g r a p h e  du m o r p h i s m e  d i r . ,  on  a d o n e  un  d i a g r a m m e  

EX d i r .  ~ ]pN-1 

X x X  

a v e c  d im E x =  2d~ ou d =  dim X. 

L ' e n s e m b l e  d e s  d i r e c t i o n s  l i m i t e s  en  0 de s ~ c a n t e s  p e u t  ~ t r e  i d e n t i f i ~  au  s o u s -  

e n s e m b l e  a l g ~ b r i q u e  [ b - l ( o ×  0 ) [  ~ $ N - 1  e t  l ' o n  a l ' i n ~ g a l i t ~  d i m b - l ( o × o )  ~ 2 d - 1  

p u i s q u e  c e t  e n s e m b l e  e s t  c o n t e n u  d a n s  l e  d i v i s e u r  e x c e p t i n n n e l .  P o u r  t o u t  c e c i ,  

d a n s  l e  c o n t e x t e  de  l a  s a t u r a t i o n  l i p s c h i t z i e n n e ,  v o i r  ( [ P - T ] ) .  On a a l o r s  : 

6 . 2 . 1  P r o p o s i t i o n  : S o i t  ( X , O ) c  (¢N~o)  u n  ~ e r m e  de c o u r b e  r 6 d u i t e  e t  s o i t  

P : ~ N , ¢ 2  u n e  p r o j e c t i o n  l i n ~ a i r e .  N o t o n s  X 1 =  p .X l ' i m a ~ e  de X d a n s  ~2 ( d ~ f i n i e  

p a r  l e  O - i e m e  i d e a l  de F i t t i n g  F o ( P . O x ) , ( c f .  [Te  3 ] ) .  L e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  

s o n t  ~ q u i v a l e n t e s  : 

1)  La c o u r b e  X 1 e s t  r ~ d u i t e ,  l e  m o r p h i s m e  p lX = ~ : X - X  1 e s t  f i n i  b i m ~ r o -  

m o r p h e ,  e t  l ' e x t e n s i o n  n a t u r e l l e  s :  x S  X;  a u x  s a t u r ~ s  e s t  u n  i s o m o r p h i s m e .  

2)  h u c u n e  d i r e c t i o n  l i m i t e  en  0 de s 6 c a n t e s  a X n ' e s t  c o n t e n u e  d a n s  l e  

n o y a u  de  l a  p r o j e c t i o n  p .  

P r o u v o n s  1) ~ 2) : P u i s q u e  u e s t  f i n i  e t  b i m ~ r o m o r p h e ,  l e  m o r p h i s m e  n s ' ~ -  

t e n d  n a t u r e l l e m e n t  en  un  i s o m o r p h i s m e  ~ :  X ~ ' ~ X 1  d e s  n o r m a l i s a t i o n s .  C h o i s i s -  

s o n s  d e s  c o o r d o n n ~ e s  l o c a l e s  ( Z l , . . . , z  N) s u r  t N  t e l l e s  q u e  l a  p r o j e c t i o n  p s o i t  
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d ~ f i n i e  p a r  ( Z l , . . . ~ Z N ) ~  ( Z l , Z 2 ) .  S o i t  I l ' i d ~ a l  de (~X×~ e n g e n d r b  p a r  l e s  d i f -  

f e r e n c e s  ( Z l -  Z l ~ . . . ~ z  N z N) i d e a l  q u i  d ~ f i n i t  X × X ~  e t  s o i t  I 1 l ~ i d ~ a l  e n g e n -  
X 

t - -  ! I d r ~  p a r  ( z  1 -  z l ~ z  2 z 2)  i d e a l  q u i  d ~ f i n i t  ~ × X .  D i r e  q u e  l ' e x t e n s i o n  n s e s t  

X 1 

u n  i s o m o r p h i s m e  ~ q u i v a u t  d o n c ,  au  vu  de  l a  d ~ f i n i t i o n  e t  du f a i r  q u e  l ' o n  p e u t  

i d e n t i f i e r  ~ e t  ~ 1 '  h d i r e  que  l ' o n  a l ' ~ g a l i t b  de  c l S t u r e s  i n t ~ g r a l e s  I = 11 • 

C e c i  p e u t  s e  t r a d u i r e  p a r  l e  c r i t e r e  v a l n a t i f  ( 1 . 3 . 4 ) ~  ou comme c e c i  : i l  e x i s t e  

t u n e  c o n s t a n t e  C >  0 t e l l e  q u e  p o u r  t o u t e  s u i t e  ( p n , P n )  ~ X × X - 5 X  de c o u p l e s  de 

p o i n t s ~  t e n d a n t  v e r s  ( 0 ~ 0 ) ~  on a i t ~  p o u r  n a s s e z  g r a n d ~  l e s  i n b g a l i t ~ s  

[ z k ( p  n )  - ~ k ( p ~ ) [  ~ C .  S u p { [ z l ( P n ) -  z l ( p ~ ) [ , [ z 2 ( p  n )  - z 2 ( p ~ ) [ ~  

p o u r  5 ~ k ~  N .  

C e c i  i m p l i q u e  que  l e s  p o i n t s  de ~ N - 1  r e p r b s e n t a n t  l e s  d i r e c t i o n s  d e s  s 6 c a n t e s  

Pn Pn ~ q u i  o n t  p o u r  c o o r d o n n 6 e s  p r o j e c t i v e s  

( z l ( P n ) -  z l ( p ~ )  : z 2 ( P  n )  - z 2 ( p ~ ) :  . . .  : zN(p  n )  - z N ( p L ) )  

ne  p e u v e n t  t e n d r e  v e r s  u n e  l i m i t e  a y a n t  p o u r  c o o r d o n n ~ e s  p r o j e c t i v e s  

( 0 :  O:  c 3 ,  . . .  : c N) 

c ' e s t - ~ - d i r e  ne  p e u v e n t  t e n d r e  v e r s  u n e  l i m i t e  c o n t e n u e  d a n s  l e  n o y a u  de p .  

P r o u v o n s  2) ~ 1) : D ' a p r ~ s  l ' h y p o t h e s e  2 ) ,  t o u s l e s  c o u p l e s  de p o i n t s  

s u f f i s a m m e n t  v o i s i n s  de 0 e t  d i s t i n c t s  de 0 × 0  o n t  d e s  i m a g e s  d i s t i n c t e s  dar t s  

C 2 p a r  p~ doric n i n d u i t  u n  i s o m o r p b i s m e  s u r  u n  o u v e r t  d e n s e  de c h a q u e  c o m p o s a n -  

t e  de X~ e t  e s t  en  p a r t i c u l i e r  u n  m o r p h i s m e  f i n i  p u i s q u e  X e s t  de d i m e n s i o n  1. 

P a r  c o n s e q u e n t  n e s t  un  m o r p h i s m e  f i n i ~  s o n  i m a g e  e s t  r ~ d u i t e  p u i s q u e  c ' e s t  u n e  

c o u r b e  p l a n e  q u i  ne  p e u t  a v o i r  de c o m p o s a n t e  i m m e r g ~ e  p a r c e  q u e  X e s t  de C o h e n -  

M a c a u l a y  ( c f .  [Te  3 ~  § 5) e t  q u e  l a  d ~ f i n i t i o n  p a r  i d e a l  de F i t t i n g  ~ m p l i q u e  

q u e  s i  u n e  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  de  X 1 n ' ~ t a i t  p a s  r ~ d u i t e ~  a u - d e s s u s  d ' u n  

p o i n t  g ~ n ~ r a l  de  c e t t e  c o m p o s a n t e  i l  y a u r a i t  au m o i n s  d e u x  p o i n t s  de X ( c f .  

L o c .  c i t . ) .  P a r  c o n s e q u e n t ,  X 1 e s t  r ~ d u i t e ,  n e s t  f i n i  e t  b i m ~ r o m o r p h ~  e t  donc  

i n d u i t  un  i s o m o r p h i s m e  n :  X - - - ~  1 d e s  n o r m a l i s a t i o n s .  I 1  n o u s  r e s t e  a m o n t r e r  
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l ' 6 g a l i t 6  I 1=  I q u i  i m p l i q u e r a  l ' i s o m o r p h i s m e  d e s  s a t u r a t i o n s  : s i  c e t t e  6 g a l i -  

t 6  n ' a v a i t  p a s  l i e u ,  d ' a p r ~ s  l e  c r i t e r e  v a l u a t i f ,  i l  e x i s t e r a i t  u n  m o r p h i s m e  

a n a l y t i q u e  ( ~ O )  h ~ X × X  n } X × X  t e l  q u e  n o h ( ~ - ~ O ] )  ~ X  × X -  5X e t  q u e  

n o t a n t  z . (u )~  e t  z!(u)~ l e s  6 1 ~ m e n t s  de ~ , O  = ~ { u ]  d o n n 6 s  p a r  z i o P l  ° n o h e t  

z i  ° P2 ° n o h r e s p e c t i v e m e n t ,  on a i t ,  p o u r  au  m o i n s  u n  e n t i e r  k ,  3 ~ k g  N l ' i n ~ -  

g a l i t ~  de v a l u a t i o n s  u - a d i q u e s  

V ( Z k ( U ) -  z ~ ( u ) )  < i n f [ v ( z l ( u ) -  z ~ ( u ) ) , v ( z 2 ( u ) -  z ~ ( u ) ) ]  

en  d i v i s a n t  ( Z l ( U ) -  z ~ ( u )  : z 2 ( u ) -  z ~ ( u ) :  . . .  : Z N ( U ) -  z ~ ( u ) )  p a r  l a  p l u s  g r a n d e  

p u i s s a n c e  de  u q u i  d i v i s e  t o u t e s  l e s c o o r d o n n 6 e s ~  on v o l t  que  l a  l i m i t e  d a n s  

F N-1 q u i  c o r r e s p o n d  ~ l a  d i r e c t i o n  l i m i t e  d e s  s 6 c a n t e s  z ( u ) z ' ( u )  e s t  de l a  

f o r m e  ( O :  O :  c 3 :  . . .  : cN) , d o n c  a p p a r t i e n t  au  n o y a u  de p ,  d ' o u  l a  c o n t r a d i c -  

t i o n  c h e r c h ~ e .  • 

D ~ f i n i t i o n  : E t a n t  d o n n ~ e  u n e  c o u r b e  (X ,O)  c ( c N , o ) ,  u n e  p r o j e c t i o n  l i n 6 a i r e  

p :  c N - c  2 e s t  d i r e  g 6 n 6 r a l e  p o u r  X s i  e l l e  s a t i d f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  6 q u i v a l e n -  

t e s  de l a  P r o p o s i t i o n .  Une p r o j e c t i o n  p :  c N - ~ 2  ( i . e . ,  s u b m e r s i o n  en  O) e s t  

d i t e  g 6 n 6 r a l e  p o u r  u n e  c o u r b e  ( X , O ) c  ( E N , o )  s i  e l l e  e s t  c o n j u g u 6 e  ~ u n e  p r o -  

j e c t i o n  l i n 6 a i r e  g 6 n ~ r a l e  p o u r  X p a r  d e s  c h a n g e m e n t s  de  c o o r d o n n 6 e s  s u r  ~N e t  

~2 t a n g e n t s  ~ l ' i d e n t i t ~  e n  O .  

C e t t e  d ~ f i n i t i o n  e s t  j u s t i f i ~ e  p a r  l e  f a i t  q u e  l a  r ~ u n i o n  d e s  l i m i t e s  

e n  O de  s ~ c a n t e s  ~ X, q u i  e s t  l e  c S n e  s u r  I b - l ( O × O ) l  c ~ N - 1  a v e c  l e s  n o t a t i o n s  

i n t r o d u i t e s  p l u s  h a u t ,  e s t  de  d i m e n s i o n  au p l u s  2~ c a r  dim b - l ( O × O )  ~ 1 e t  d o n c  

p o ~ r  u n e  p r o j e c t i o n  l i n ~ a i r e  p g ~ n ~ r a l e ,  l e  n o y a u  de p q u i  e s t  de c o d i m e n s i o n  

ne  r e n c o n t r e  c e  c S n e  q u ' e n  O .  

R e m a r ~ u e  : On p e u t  p a r a p h r a s e r  u n e  p a t t i e  de  ce  q u i  p r e c e d e  e n  d i s a n t  q u e  

p o u r  u n e  c o u r b e  ( X , O ) c ( ~ N , O ) ,  u n e  p r o j e c t i o n  g ~ n ~ r a l e  ~ : X ~ X  1 C C  2 n o n  s e u l e -  

m e n t  e s t  u n  h o m ~ o m o r p h i s m e ,  m a t s  e s t  u n  h o m ~ o m o r p h i s m e  l i p s c h i t z i e n ,  c ' e s t - ~ -  

d i r e  q u e  l e  m o r p h i s m e  a n a l y t i q u e  ~ a d m e t  u n  i n v e r s e  l i p s c h i t z i e n .  De p l u s ,  l e  
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morph i sme  s :  x S - x  e s t  max imal  p o u r  l a  r e l a t i o n  de d o m i n a t i o n  pa rmi  ceux  qu i  

f a c t o r i s e n t  l a  n o r m a l i s a t i o n  e t  qu i  s o n t  des  p r o j e c t i o n s  g 6 n 6 r a l e s .  

6 . 3  h l g ~ b r e s  a n a l y t i q u e s  s a t u r 6 e s  de d i m e n s i o n  1. 

Nous a l l o n s  r a p p e l e r  i c i  s a n s  d 6 m o n s t r a t i o n  c o m p l e t e ,  d ' a p r 6 s  Z a r i s k i  

( [ G - T - S  I e t  I I )  e t  P h a m - T e i s s i e r  ( c f .  [BGG] A p p e f i d i c e ) ,  l a  s t r u c t u r e  des  a l g ~ -  

b r e s  a n a l y t i q u e s  s a t u r 6 e s  de d i m e n s i o n  1. D ' a p r 6 s  ce qu i  p r 6 c ~ d e ,  t o u t e  a l g e b r e  

a n a l y t i q u e  s a t u r 6 e  de d i m e n s i o n  1 e s t  l a  s a t u r a t i o n  de l ' a l g ~ b r e  d ' u n  germe 

de c o u r b e  p l a n e  r 6 d u i t e .  

S o i t  donc O=OX,  O l ' a l g ~ b r e  d ' u n  germe de c o u r b e  p l a n e  r 6 d u i t e ~  d ' 6 q u a t i o n  

f ( z l , z  2) = 0 ,  o~ f =  f l  " ' "  f r '  chaque  f .  6 r a n t  une s 6 r i e  c o n v e r g e n t e  i r r 6 d u c -  1 

t i b l e .  A l o r s  l a  f e r m e t u r e  i n t 6 g r a l e  de O dans  son  a n n e a u  t o t a l  de f r a c t i o n s  
r 

e s t  i s o m o r p h e  ~ un p r o d u i t  d i r e c t  ] [ ¢ [ t i ] ,  e t  l ' o n  p e u t  c h o i s i r  l e s  u n i f o r m i -  
i=1  

r 
s a n t e s  l o c a l e s  t.1 de t e l l e  f a ~ o n  que l ' 6 1 6 m e n t  de OX,0e-~i=~ 1- f [ t  i}  image de z 1 

n I n 2 n 
a i t  pou r  d 6 c o m p o s i t i o n  ( t  1 ~t 2 ~ . . . ~ t r r )  dans  OX~O, o~ n i e s t  l a  m u l t i p l i c i t 6  

en 0 de l a  i - e m e b r a n c h e  ( c ' e s t - ~ - d i r e  c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e )  de X en  O, qu i  

e s t  d 6 f i n i e  p a r  f i ( z l ~ z  2) = 0 .  S o i t  ( z 2 ( t l ) , z 2 ( t 2 ) , . . . ~ z 2 ( t r ) )  l a  d 6 c o m p o s i t i o n  

de l ' 6 1 6 m e n t  c o r r e s p o n d a n t  ~ l ' i m a g e  de z 2 d a n s  OX, 0 • 

• l o t s ,  comme n o u s  l ' a ~ o n s  ~u p l u s  h a u t ,  l ' i d ~ a l  I de T T ¢ [ t i , t ~ l  d ~ f i n i ~ s a n t  

K×X dans  X × X  e s t  d 6 t e r m i n 6  p a r  l e s  i d 6 a u x  
X 

n .  n .  

I . l , j  = ( t i l  _ t'.3 3 , z 2 ( t  i )  - z 2 ( t 3 ) )  c I { t . • , t ' . ] 3  

S o i t  p l e  p . p . c . m ,  des  m u l t i p l i c i t 6 s  n i ,  e t  pou r  chaque  i ,  1K i K r ,  s o i t  

(n  i ~ ( i )  . , ~ ( i ) )  l a  s u i t e  de s  e x p o s a n t s  c a r a c t 6 r i s t i q u e s  de P u i s e u x  du germe 
' 1 ' ' "  g i  

( i )  l e  p . g . c . d .  de c o u r b e  p l a n e  i r r 6 d u c t i b l e  X.1 d 6 f i n i  p a r  f i ( z l , z  2) = O. S o i t  e k 

n ~ ( i )  ( i )  ( i )  ( i )  = 1) e t  s o i t  E, c ~  l e  s o u s - e n s e m b l e  de ( i , ~ 1  ' ' ' ' ' ~ k  ) (Co = n i  ' eg i 1 

~ ( i )  ( i )  ( i )  ( i )  ~ i )  o ( i )  ~ ( i )  ( i )  
( n i ' 2 n i ' 3 n i ' ' ' ' ' ~ l  '~1  + e l  '~1 + 2e ' ' ' ' ' ~ 2  ~ 2  + e2  ' 

• ( i )  ~ (i) _(i) ,~(gi i) ~(i )+ 1,..-) 
2 + z e 2  ' ' ' ' ' P 3  ' ' ' "  g i  
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ou c h a q u e  s y m b o l e  " . . .  " d 6 s i g n e  u n e  s u i t e  a p r i o r i  i n f i n i e .  En f a i r  n o t r e  

s p a s - e n s e m b l e  c o n t i e n t  t o u s l e s  e n t i e r s  a p a r t i r  de ~ i ) .  I 1  f a u t  a u s s i  r e m a r -  

q u e r  q u e  c ' e s t  u n  s e m i - g r o u p e .  

D ' a u t r e  p a r t ,  p o u r  c h a q u e  r a c i n e  p - i e m e  de l ' u n i t 6  w e t  c h a q u e  6 1 6 m e n t  

h =  ( h l , . . . , h  r )  6 O X ,  0 , on  a s s o c i e  ~ c h a q u e  c o u p l e  i , j  l ' e n t i e r  

P / n i )  p / n j  
m i , j ,  ( h ) =  v ( h . ( z  - h . ( ( w z )  ) )  ou v d 6 s i g n e  l a  v a l u a t i o n  T - a d i q u e  e t  

i 3 
P / n i )  P / n  i . 

h . ( T  d 6 s i g n e  l a  s 6 r i e  e n  T o b t e n u e  en  s u b s t i t u a n t  • a t . ,  
1 1 

On n o t e  m. l e  n o m b r e  i n f  (m. ( h ) )  . 
l ' J ' ~  h~Ox,  0 l ' J ' ~  

6 . 3 . 1  T h 6 o r ~ m e  ( Z a r i s k i  ( [ G - T - S  113, T h .  3 . 1 ) ,  P h a m - T e i s s i e r  ( v o i r  [ B - G - G ] ,  

h p p e n d i c e )  : E t a n t  d o n n 6 e  l ' a l g e b r e  OX, 0 d ' u n  ~ e r m e  de c o u r b e  p l a n e  r 6 d u i t e ,  

= ~ n 1 
u n e  p r 6 s e n t a t i o n  OX, 0 [ ~ C { t i }  05 l ' i m a g e  de  z 1 d a n s  OX 0 e s t  ( t  I , . . . , t n r ) ,  

i , r 

n .  6 r a n t  l a  m u l t i p l i c i t 6  de ]~a i - ~ m e  c o m p o s a n t e  i r ~ 6 d u c t i b l e  de X, on a : 
1 

u n  6 1 6 m e n t  h =  ( h l , . . . , h  r )  E OX, 0 , h .  = E h .  t ~  ( h .  E ~)  a p p a r t i e n t  au  
i l~a 1 l,a 

s 
satur6 0~, 0 d__ee OX,O si et seulement si : 

~) Pour chaque i, on a h.l,a = 0 __si a~ E i 

~) Pour chaque racine p-i%me de l'unit6 ~ et ehaque couple (i,j), i ~ j, 

on a l ' i n6ga l i t6  

m. ( h )  ~ m. 
l , j , w  1 , j , ~  

V o ~ c i  l ' e s q u i s s e  d ' u n e  d 6 m o n s t r a t i o n  : p u i s q u e  c h a c u n  d e s  i d 6 a u x  

n .  n .  

I i , ] ' =  ( t ' l l  -- t'.3 ] , z 2 ( t  i ) -- z 2 ( t ~ ) )  e s t  e n g e n d r 6  p a r  u n e  s u i t e  r 6 g u l i ~ r e ,  

d ' a p r ~ s  l a  R e m a r q u e  s u i v a n t  l a  P r o p o s i t i o n  2 du § 1,  ( 1 . 4 ) )  p o u r  v 6 r i f i e r  q u e  

' , t ~ }  e s t  e n t i e r  s u r  I .  . , i l  s u f f i t  de l e  v 6 r i f i e r  1 6 1 6 m e n t  ( h ®  1 -  l ® h ' )  ~ [ t i  _ 1 , 3  

n .  n .  

e n  r e s t r i c t i o n  a u n e  c o u r b e  k ( t ' 1 1  - t'.3 3) + ~ ( z 2 ( t i )  _ z 2 ( t ~ )  ) ou (X : ~ )  E ~  1 e s t  

a s s e z  g 6 n 6 r a l .  Or on v 6 r i f i e  f a c i l e m e n t  q u e  c e t t e  f a m i l l e  de c o u r b e s  p a r a m 6 t r 6 e  

p a r  ~ 1  ( q u i  n ' e s t  a u t r e  q u e  l ' e s p a c e  t o t a l  de l ' 6 c l a t 6  de I d a n s  ~2 )  e s t  
i , j  

6 q u i s i n g u l i e r e  au  v o i s i n a g e  de X = 0 e t  q u e  l e  p o i n t  k = 0 e s t  c o n t e n u  d a n s  

l ' o u v e r t  V ( h ®  1 -  l ® h ' ) .  On e s t  d o n c  r a m e n 6  a d 6 c i d e r  s i  en  r e s t r i c t i o n  a l a  
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n °  n .  

c o u r b e  t i  1 - t~j 3 =  0 de  l ' ~ l ~ m e n t  ( h ® l -  l ® h ' ) i , j  e s t  e n t i ~ r e  s u r  I i ,  j ( p o u r  

t o u t  ( i , j ) ) ~  e t  l e  T h ~ o r ~ m e  r ~ s u l t e  p r e s q u e  a u s s i t ~ t  de  1~,  e n  r e m a r q u a n t  q u e  
p / n  i p / n j  

t .  = T ~ t ' . =  (wT) , w p =  1 p a r a m ~ t r i s e  l e s  b r a n c h e s  de l a  c o u r b e  
3 

n .  n .  
t . 1  - t , .  3 = 0 .  

3 

6 . 4  S a t u r a t i o n  P e l a t i v e  e t  ~ u i s a t u r a t i o n .  

S o i t  f :  X ~ ' - ' ~ Y  u n  m o r p h i s m e  d ' e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  c o m p l e x e s  mun i  d ' u n e  

s e c t i o n  o .  On s u p p o s e  X r ~ d u i t  e t  Y n o n - s i n g u l i e r .  P o u r  l e s  a p p l i c a t i o n s  q u e n o u s  

a v o n s  e n  v u e ~ o n  s u p p o s e r a  mSme q u e  d im X= dim ¥ + 1 e t  q u e  p o u r  t o u t  y E  Y, l a  

f i b r e  (X , o ( y ) )  e s t  de d i m e n s i o n  1 e t a  u n e  d i m e n s i o n  de p l o n g e m e n t  ~ 2 ,  ( c ' e s t -  
Y 

a - d i r e  q u e  l e s  f i b r e s  s o n t  d e s  c o u r b e s  p l a n e s ) .  On s u p p o s e  p o u r  l ' i n s t a n t  f 

s ~ p a r ~  e t  l ' o n  c o n s i d ~ r e  l ' i d ~ a l  I f  de  O~X × ~  d ~ f i n i s s a n t  l e  p l o n g e m e n t  f e r m ~  

¥ 

X x X  * ~ X ×  X . On c o n s i d e r e  ~ n o u v e a u  l e  s o u s - f a i s c e a u  de OX a s s o c i ~  au p r ~ -  
X ¥ 

p a r  U ~  [ h E ~ x ( U ) / h ®  1 -  l ® h E ~ f ( U ) }  e t  on l e  n o t e  - -o ; ( f )  : c ' e s t  f a i s c e a u  d ~ f i n i  

l ' a l g e b r e  s a t u r ~ e  l i p s c h i t z i e n n e  r e l a t i v e ~  e t  l ' o n  v ~ r i f i e  s a n s  ma l  q u e  c ' e s t  

l e  f a i s c e a u  d e s  g e r m e s  de f o n c t i o n s  m ~ r o m o r p h e s  s u r  X q u i  s a t i s f o n t  l o c a l e m e n t  

u n e  i n ~ g a l i t ~  de L i p s c h i t z  p o u r  l e s  c o u p l e s  de p o i n t s  s i t u ~ s  d a n s  u n e  mSme 

f i b r e  de f .  

S o i t  f : X Q ¥  u n  m o r p h i s m e  p l a t  mun i  d ' u n e  s e c t i o n  ~ a v e c  g n o n - s i n g u -  

l i e r ,  X r 6 d u i t ,  e t  d im X= dim ¥ +  1,  e t  s o i t  y E  Y u n  p o i n t  t e l  que  l a  f i b r e  

X ( y )  = f - l ( y )  s o i t  u n e  c o u r b e  r 6 d u i t e  e n  ~ ( y ) .  h l o r s  d ' u n e  p a r t  on a p o u r  l a  

n o r m a l i s a t i o n  u n  d i a g r a m m e  

x-~Zy) * T(y )  

X(y)  

de m o r p h i s m e s  d o m i n a n t s  ( c f .  [ T e  2 ] ,  I ; l a  p r e u v e  d o n n ~ e  d a n s  l e  c a s  ou 

d im Y= 1 s ' ~ t e n d  a u s s i t ~ t )  c o r r e s p o n d a n t  au  d i a g r a m m e  d ' a l g ~ b r e s  s u i v a n t ,  

[ 0 5  O = O X , a ( y  ) , ~ y  e s t  l ' i d ~ a l  d ~ f i n i s s a n t  [ y ]  c lans  Y au v o i s i n a g e  de y E  Y 
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• O s o n  image  p a r  l e  m o r p h i s m e  f : -  A O,  y - * O r  g ( y ) ]  

° / ~ x  " F 

e t  d ' a u t r e  p a r t  on a un  d i a g r a m m e  a n a l o g u e  p o u r  l e a  s a t u r a t i o n s  r e l a t i v e s  

OxS ( ) ( s ~  f ) ( y )  d ( y )  

O/~y. O ~ s(y),~(~ )s ) 
( X ( y )  

c ' e s t - ~ - d i r e  

xS(f) X(y)  s ~ (Y) 

X(y) 

La v 6 r i f i c a t i o n  e a t  t r e s  f a c i l e  au vu de ( L o c .  c i r . )  e t  de l a  d 6 f i n i t i o n  de l a  

s a t u r a t i o n .  

6 . 4 . 1  D 4 f i n i t i o n  : On d i t  que  l e  m o r p h i s m e  f :  X ar---"~Y e a t  ~ q u i s a t u r ~  au 

p o i n t  ~ ( y ) C  X s i  l a  f i b r c  X(y )  e a t  r ~ d u i t c  e t  s i  l ' o n  a : 

a )  Le m o r p h i s m e  c a n o n i q u e  x S ( f ) ( y ) ~ X ( y )  s e a t  un  i s o m o r p h i s m e ,  e t  en  p a r t i  

c u l i e r  i l  y a un  s e u l  p o i n t  y l  E X s ( f )  a u - d e s s u s  de ~ ( y ) .  

b )  Le m o r p h i s m e  compos~  X s ( f )  s ) X f 7¥ e a t  l o c a l e m e n t  a n a l y t i q u e m e n t  

t r i v i a l  en  Yt " 
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d 
6 . 4 . 2  P r o p o s i t i o n  : S o i t  f :  X~c---~Y un morphisme comme c i - d e s s u s  t e l  que l e s  

f i b r e s  s o i e n t  des  c o u r b e s  p l a n e s .  I1  e x i s t e  un ferm~ a n a l y t i ~ u e  r a r e  F ~ ¥  t.e.1 

~ue l e  morphisme f s o i t  6 q u i s a t u r 6  en t o u t  p o i n t  de ~ ( Y - F ) .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : D ' a p r ~ s  l a  s e m i - c o n t i n u i t 6  du nombre de M i l n o r  ( c f .  [Te 11] ,  

2 . 3 . 1 ) ~  de l a  m u l t i p l i c i t ~  des  f i b r e s  ( [Le -T  2 ] ) ,  e t  e n f i n  p a r  l a  p l a t i t u d e  

g 6 n 6 r i q u e  du Oy-module  c o h b r e n t  f ~ ( n .  O~X/OX) , i l  e x i s t e  un ferm~ a n a l y t i q u e  

r a r e  F de Y t e l  quWau v o i s i n a g e  de t o u t  p o i n t  y E Y - F ,  le  hombre de Mi l n o r  

~ a ( y ' ) ( X ( Y ' ) )  des  f i b r e s  ( c o u r b e s  p l a n e s  r ~ d u i t e s )  s o i t  c o n s t a n t ,  ( i n d ~ p e n d a n t  

de y ' )  a i n s i  que l e u r  T ' i n v a r i a n t  5 H , 5y, = dim~(OX(y , )  / O X ( y  , ) ) d ( y , )  e t  l a  

m u l t i p l i c i t 6  n au p o i n t  a ( y ' )  de l a  c o u r b e  X ( y ' ) .  D ' a p r ~ s  l ' 6 g a l i t ~  de J u n g -  y '  

M i l n o r  25y, = ]Zd(y , ) ( x ( y ' ) )  + ry ,  - 1 ou ry ,  e s t  l e  hombre des  c o m p o s a n t e s  i r r 6 -  

d u c t i b l e s  en a ( y  ~) de X ( y ' ) ,  ce hombre de c o m p o s a n t e s  e s t  5~galement i n d ~ p e n d a n t  

de y ' E Y - F .  

D ' a p r ~ s  ( [Te  2 ] ,  I ) ,  p u i s q u e  5y, e s t  c o n s t a n t  s u r  d ( ¥ )  au v o i s i n a g e  de d ( y ) ,  l e  

morphisme f admet une r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  t r e s  f a i b l e  donn~e pa r  l a  n o r m a l i -  

e t  l a  m u l t i p l i c i t ~  s o n t  s a t i o n  n :  X-*X.  P u i s q u e  le  nombre des  b r a n c h e s  ry  t ny~ 

a u s s i  c o n s t a n t s ~  c ' e s t  en f a i t  une r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  f o r t e  c ~ e s t - a - d i r e  

que s i  nous  n o t o n s  S l ' i d b a l  d b f i n i s s a n t  d(Y) dans  X, l ' i d 6 a l  S(~X e s t  i n v e r s i -  

b l e ,  d 6 f i n i t  un s o u s - e s p a c e  n - l ( o ( ¥ ) )  t e l  que l e  morphisme i n d u i t  

I n - l ( a ( ¥ ) ) l - a ( ¥ )  s o i g  ~ t a l e ,  n - l ( d ( y ) )  c o n t e n a n t  r =  r p o i n t s ,  e t  donc f i n a -  
Y 

l emen t  on a un i s o m o r p h i s m e  de ( ~ ¥ , y - a l g e b r e s  

r 
OX a ( y )  ~ T - [  O y , y [ t  i ]  

' i : 1  

t e l  que~ pour  un Y - p l o n g e m e n t  l o c a l  X~ Y x ~  2 e n v o y a n t  d(Y) s u r  Y x O~ e t  o~ E 2 

e s t  muni de c o o r d o n n 6 e s  ( Z l , Z 2 ) ,  l ' i d ~ a l  e n g e n d r 6  p a r  l e s  images  de ( Z l , Z  2) 
r 

s o i t  i n v e r s i b I e ,  e n g e n d r ~  d i s o n s  pa r  z 1 . S o i t  ( ~ l , . . . , ~ r ) C ] - - T  O y , y [ t  i ]  l a  d~- 
i=1 

c o m p o s i t i o n  dans  0 de l ' i m a g e  de z . L ' h y p o t h ~ s e  d ' ~ q u i m u l t i ~ c i t b  i m p l i -  
~ , a ( y )  1 

que ,  comme on le  v ~ r i f i e  a u s s i t ~ t ~  q u ' a u  p r i x  d ' u n  changemen t  de l ' u n i f o r m i s a n -  
n. 

t e  l o c a i e  t.1 ~ l ' o n  p e u t  s u p p o s e r  que ~i = t ' l l  
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Consid6rons maintenant l ' i d 6 a l  I d6f in issant  Xx X dans X×X : clairement 
X ¥ 

l ' a l geb re  de ~ est  ~y~,y-iSomorphe am p r o d u i t  
~×~,n-l(~(y))xn-1(~(y))  

Y 

~-~. . O ¥ , y [ t i , t  ~} e t  l ' i d 6 a l  I e s t  d 6 t e r m i n 6  p a r  s e s  i m a g e s  I i ,  jCOY y [ t i , t ' j } .  
1,3 

S o i t  ( H I , . . . , H  r )  E ~ - f O ¥  y [ t  i }  l ' i m a g e  de z 2 ; H i E O ¥ , y [ t i } .  L ' i d 6 a l  I e s t  
I ' i , j  

n .  n .  

engendr6 par ( t i l  - t'. 3 , H i ( t i ) -  H. ( t ' . ) ) .  Soit maintenant ¢~ l ' i d 6 a l  de 3 3 J 

i~-T33 O¥,y{ti , t , j ]  d6fini comme su i t  : si i ~  j ,  ~ i  = I. et  si  i = j ,  
• , j  ,,j 

( t  i -  t ~ ) "  ~ i  = I • D ' a p r ~ s  (~Te 21 I I  § 5) l ' i d 6 a l  ~ e s t  6 q u i m u l t i p l e  1 ,i i,i ' ' 

l e  l o n g  du s o u s - e s p a c e  de Xx X d 6 f i n i  p a r  l ' i d 6 a l  ] ] ( t i , t ~ )  , J  en  ce s e n s  que 
Y i,j 

pour  c h a q u e  y '  E Y v o i s i n  de y,  l a  somme des  m u l t i p l i c i t 6 s  de s  i d 6 a u x  

~ i , j  • O y / ~ y , ~ y [ t i , t  ~} e s t  ~ g a l e  ~ 25y, , doric i n d 6 p e n d a n t e  de y '  E Y v o i s i n  

de y .  

Voyons  m a i n t e n a n t  comment d 6 t e r m i n e r  s i  un 616ment  ( h l , . . . , h r ) E T [ O y , y [ t i }  

~x,~(y)~s(f) TT i a p p a r t i e n t  au s a t u r 6  r e l a t i f  c O y , y [ t  i ]  • Si nous  p o s o n s  

h i = E h i tai ' h.  9v  i l  f a u t  d 6 t e r m i n e r  s i  Z h. t ~  t ' a  
,a E , y  l , a  I 3, a 3 i ,3 

1,a ' - Z h .  . E I 

pour t o u s l e s  couples ( i , j ) .  Remarquons que si  i = j ,  i l  revient  au m~me de 

t ~ -  t~ a 
d 6 t e r m i n e r  s i  Z h. 1 ~  a p p a r t i e n t  ~ ~ , i  

1 , a  t . -  t~ 
l 1 

P u i s q u e  l ' i d ~ a l  ~ d 6 f i n i t  une  f a m i l l e  pa ram6t r@e p a r  ¥ d ' i d @ a u x ,  qu i  e s t  6 q u i -  

m u l t i p l e  l e  l o n g  du s o u s - e s p a c e  d 6 f i n i  p a r  l ' i d 6 a l  ~--~ ( t i , t ] )  , p a r c e  que l a  
i , j  

m u l t i p l i c i t 6  e ( ~ v , )  de l ' i d ~ a l  i n d u i t  p a r  ~ d a n s  l a  f i b r e  de X × X - ¥  a u - d e s s u s  
i 

¥ 
de y '  v a u t  2 5 y , ,  qu i  e s t  c o n s t a n t  ( p o u r  t o u t  c e c i ,  v o i r  [Te 2 ] ,  I I ) ,  i l  r 6 s u l -  

t e  du p r i n c i p e  de s p 6 c i a l i s a t i o n  de l a  d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  (§ 5 . 1 )  q u ' i l  

s u f f i t  de v 6 r i f i e r  l a  r e l a t i o n  de d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  d a n s  une  f i b r e  g 6 n 6 r a l e ,  

e t  de 1~, d ' a p r ~ s  l e  t h 6 o r ~ m e  de s t r u c t u r e  des  a n n e a u x  s a t u r 6 s  vu p l u s  h a u t ,  

on d 6 d u i t  que ,  s i  l ' o n  p r e n d  une b a s e  5 - - ' ' ' ' ' ~ ~ Y l  by k de s  d ~ r i v a t i o n s  de Oy,y  

e t  s i  l ' o n  n o t e  D£ l a  d ~ r i v a t i o n  de T ' [ O y , y [ t i }  o b t e n u e  en p o s a n t  D£ t i = 0 

( 1 ~  i ~ r )  e t  D£1Oy,y = ~--~-- I uv£ , on a l ' i n c l u s i o n  
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( @ s ( f )  ) ~ ~ s ( f )  ( l  < Z ~ k )  
D£ X , o ( y )  O X , ~ ( y )  - 

= ne  c o n t i e n t  p a s  d ' e x p o s a n t  que  ( e n  e f f e t  D2(E h i ,  a ~ , a  
a 

E h .  t ~  ne  c o n t i e n n e  d ~ j a  e t  D £ ( ~ ) =  0 ) .  
l ~ a  1 

Ceci implique, par "integration des champs de vecteurs correspondant aux d~ri- 

~s(f) vations D£" (cf. [Te 2], I) que ~X,~(y) est localement analytiquement triviale, 

' ~ J - ~ %  [ t  i ]  ~ O y , y  ® O X ( y ) , d ( y  ) i n d u i t  en  ce  s e n s  que  1 i s o m o r p h i s m e  ~ X , ~ ( y )  i 'Y 

~(f)  ~ ~ s  
un  i s o m o r p h i s m e  ~ X , ~ ( y )  ~y E X ( y ) , d ( y )  C e c i  ~ q u i v a u t  ~ l ' ~ q u i s a t u r a t i o n  

q u e  n o u s  v o u l i o n s  d ~ m o n t r e r .  • 

6 . 4 . 3  R e m a r ~ u e s  : 1)  

_s(f) y E Y- F, l'algebre satur~e OX,~(y ) est la sous-algebre de ~X,d(y) 

f o r m ~ e  d e s  ~ l ~ m e n t s  ( h  1 . . . , h  r )  h i = E h .  t ~  ' ' l ~ a  1 * a v e c  h i ,  a 6 O y , y  

a v e c  l e s  n o t a t i o n s  du T h 6 o r ~ m e  c i - d e s s u s  

a )  l ' ~ l ~ m e n t  h .  s o i t  n u l  s i  a ~ E .  
l~a i 

(ou E. est l'ensemble associ~ a la i-eme composante de X(y)) ; 
I 

~) pour tout couple (i~j) I i ~ j, on a l'in~galit~ 

On p e u t  p a r a p h r a s e r  l e r ~ s u l t a t  en  d i s a n t  q u e ,  p o u r  
r 

~ ~  ~ -  ~ y , y [ t  i 
i = l  

t e l s  q u e ,  

m. ( h )  > m.  , , j , w  , , j , w  

(m~me c o n v e n t i o n ) .  

o s ( f )  . _ s ( f )  
On v o l t  a i n s i  p o u r q u o i  D£( X , o ( y ~ C O x , v ( y  ) . 

2)  On s a l t  ( c f .  [T e  2 ] ,  I I ,  § 5 )  q u e  p o u r  u n e  f a m i l l e  

de g e r m e s  de c o u r b e s  p l a n e s ,  ] a  c o n s t a n c e  du h o m b r e  de M i l n o r  e n t r a ~ n e  n o n  

s e u l e m e n t  c e l l e  de 5 e t  de r , m a i s  a u s s i  l ' ~ u i m u l t i p l i c i t ~  ( c e  d e r n i e r  
Y Y 

r ~ s u l t a t  a v a i t  ~ t ~  p r o u v 6  t o p o l o g i q u e m e n t  p a r  L~ D . T . ,  [ L ~ ] ) .  Comme me l ' a  f a i t  

o b s e r v e r  Mr. E.  B ~ g e r ,  l a  f i n  de ma d ~ m o n s t r a t i o n  a l g ~ b r i q u e  ( [ T e  25 ,  I I ,  

p .  127)  n ' e s t  p a s  c o m p l e t e ,  p u i s q u ' i l  n ' e s t  p a s  c l a i r  que  l a  d ~ r i v a t i o n  D q u i  

e s t  c o n s t r u i t e  c o n s e r v e  O~ ( f )  a u - d e s s u s  da p o i n t  g 6 n ~ r a l  de Y. 
A 
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C H A P I TR E I I 

IDEAL JACOBIEN~ MODIFICATION DE NASH~ ET THEOREME DE BERTINI IDEALISTE 

I n t r o d u c t i o n .  Dana  ce  c h a p i t r e ~  on commence  ~ 6 t u d i e r  l e s  p o s i t i o n s  l i m i t e s  

d e s  e a p a c e s  t a n g e n t s  e n  d e s  p o i n t s  n o n  s i n g u l i e r s  t e n d a n t  v e r s  u n  p o i n t  s i n g u -  

l i e r  d ' u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  X. L ' 6 t u d e  g 6 o m 6 t r i q u e  de c e s  p o s i t i o n s  l i m i t e s  

e a t  c e l l e  de l a  m o d i f i c a t i o n  de  N a s h  N ( X ) - X ~  e t  l ' 6 t u d e  a l g 6 b r i q u e  e s t  c e l l e  

de  l ' i d 6 a l  j a c o b i e n  de X, c ' e s t - a - d i r e  l ' i d 6 a l  e n g e n d r 6  p a r  l e s  m i n e u r s  de 

r a n g  N + I -  d im X de l a  m a t r i c e  j a c o b i e n n e  d ' u n  s y s t ~ m e  de g 6 n 6 r a t e u r s  de l ' i d 6 a l  

d 6 f i n i s s a n t  u n  p l o n g e m e n t  l o c a l  x ~ E N + I .  I,a c o m p a r a i s o n  de c e s  d e u x  p o i n t s  de 

r u e  p e r m e t  d ' u t i l i s e r  l e s  t h 6 o r ~ m e s  de f i n i t u d e s  f o n d a m e n t a u x  de l a  g 6 o m 6 t r i e  

a n a l y t i q u e  p o u r  p r o u v e r  u n e  v e r s i o n  q u a n t i t a t i v e  du t h 6 o r ~ m e  de B e r t i n i ~  v e r -  

s i o n  q u i  s ' e x p r i m e  p a r  l a  d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  de c e r t a i n s  m i n e u r s  de l a  ma -  

t r i c e  3 a c o b i e n n e  s u r  l ' i d 6 a l  e n g e n d r 6  p a r  c e r t a i n a  a u t r e s ,  a l o r s  q u e  l e  t h 6 o -  

r~me  de  B e r t i n i  s ' e x p r i m e  p a r  l e u r  a p p a r t e n a n c e  ~ l a  r a c i n e  de c e t  i d 6 a l .  

I 1  n o u s  e s t  t r ~ s  u t i l e  de d 6 f i n i r  l ' i d 6 a l  j a c o b i e n , n o n  s e u l e m e n t  p o u r  

u n  e s p a c e  X, m a i s  s i m u l t a n 6 m e n t  p o u r  r o u t e s  l e s  f i b r e s  d ' u n  m o r p h i s m e ~  e t  de  

m~me p o u r  l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash~  c ' e s t - ~ - d i r e  de  d 6 f i n i r  l ' i d 6 a l  3 a c o b i e n  

r e l a t i f  e t  l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  a s s o c i 6 s  a un  m o r p h i s m e  X . S ,  p u i s  

d ' o b t e n i r  l e  c a s  a b s o l u  e n  p r e n a n t  S 6 g a l  ~ u n  p o i n t .  

§ 1.  I d e a l  ~ a c o b i e n  r e l a t i f .  

1 (aussi 1 . 1  S o i e n t  f :  X - S  un  m o r p h i s m e  d ' e s p a c e a  a n a l y t i q u e s  c o m p l e x e s  e t  ~ f  

1 
n o t 6  ~ X / S  ) l e  @X-modu l e  c o h 6 r e n t  d e s  1 - f o r m e s  d i f f 6 r e n t i e l l e s  r e l a t i v e g  ( c f .  

[Ca3 ; e x p o a 6  14 ; j ' u t i l i s e r a i  s a n s  l e s  r a p p e l e r  l e s  p r o p r i 6 t 6 s  6 1 6 m e n t a i r e s  

1 
de  ~ X / S  q u i  y s o n t  d 6 m o n t r 6 e s ) .  P o u r  c h a q u e  e n t i e r  d ~  O~ on p e u t  d 6 f i n i r  
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l e  f a i s c e a u  c o h e r e n t  d ' i d ~ a u x  de F i t t i n g  Fd(~ ~ ) C O  X ( c f .  [Te 3 ] ,  § 1, [ P i ] ,  

[G-R])  qui  a l a  p r o p r i ~ t ~  ( c f .  Loc.  c i t . )  que pour  chaque  f i b r e  X ( s ) =  f - l ( s )  on 

a Fd(~ ) .  OX(s) = F d ( ~ X ( s ) ) -  Ce f a i s c e a u  d ' i d ~ a u x  p e u t  ~ t r e  d ~ c r i t  l o c a l e m e n t  

comme s u i t  : t o u t  p o i n t  x ~  X p o s s ~ d e  un v o i s i n a g e  o u v e r t ,  que nous  a l l o n s  abu-  

s i v e m e n t  e n c o r e  n o t e r  X, t e l  q u ' i l  e x i s t e  un S - p l o n g e m e n t  de X dans  s x C N  : 

X r ~. S × E  N 

S 

S o i e n t  fl,...,fmEOS,s{Z1,-..,ZN} =O N des  g ~ n ~ r a t e u r s  de l ' i d ~ a l  I s~ ,~×[o] 
de O N , ou s =  f ( x ) ,  d ~ f i n i s s a n t  l e  p l o n g e m e n t  de ge rmes  

Sx¢ ,sx[O} 
( X , x ) ~ ( s × E N , s ×  [ 0 ] ) ,  On a a l o r s  l a  s u i t e  e x a c t e  

i / i  2 d ~ (~1 . X) x b, DI 
S×~N/S X/S,x * 0 

ou d d 6 s i g n e  l a  d i f f 6 r e n t i e l l e  n a t u r e l l e  O N . (~1 N ) qui  
s×¢ ,s×{O} s×¢ I s  sxfO} 

N 8h 
r e v i e n t  ~ a s s o c i e r  ~ h E & s , s [ Z l , . . . , z  N} l ' 6 1 ~ m e n t  Z ~ dz i • 

1 * 

I1 r ~ s u l t e  a u s s i t ~ t  de c e c i  e t  de l a  d ~ f i n i t i o n  des  i d~aux  de F i t t i n g  que 

F d ( ~ )  x e s t  l ' i d ~ a l  de OX, x e n g e n d r ~  pa r  l e s  m i n e u r s  de r a n g  N -  d de l a  " m a t r i -  

~ f .  
ce j a c o b i e n n e  r e l a t i v e "  (~zl .)  1~  i ~m,  1~ j ~ N , .  c ' e s t - £ - d i r e  que ,  pour  t o u t  

1 

c h o i x  d ' u n  S - p l o n g e m e n t  l o c a l  comme c i - d e s s u s  on a : 

ra (O)x 

I b(fil'"''fiN_d ) ~(Zjl' 'ZJN_d) 
~[il,---,i~_d}C {1,---,-},[Jl,..-,JN_d}C{1,---,N} I • ~X,x 

( l e s  i n d i c e s  s o n t  s u p p o s e s  t o u s  d i s t i n c t s ) .  
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Un c a s  p a r t i c u l i e r .  S u p p o s o n s  q u e  X e s t  d 6 f i n i  d a n s  s × E N  p a r  N -  d 6 q u a t i o n s  

f l , . . . , f d  e t  q u e  r o u t e s  l e s  f i b r e s  X ( s )  s o n t  de d i m e n s i o n  d ( o n  d i t  a l o r s  q u e  X 

e s t  u n e  i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  r e l a t i v e ) .  En c h a q u e  p o i n t  n o n - s i n g u l i e r  x ' E X ( s ) ,  

s =  f ( x ' )  l ' e s p a c e  t a n g e n t  T x ( s ) , y  , ~ X ( s )  en  x '  d ~ t e r m i n e u n e  d i r e c t i o n  de s o u s -  

dar t s  cN,  c ' e s t - $ - d i r e  u n  e s p a c e  v e c t o r i e l  de d i m e n s i o n  d ,  e n c o r e  n o t 6 e  T x ( s ) , x  , 

p o i n t  de  l a  g r a s s m a n n i e n n e  G= G ( N -  1 , d -  1)  d e s  d - l - p l a n s  dar t s  ~ N - I  e t  p a r  l a  

d 6 f i n i t i o n  m~me du p l o n g e m e n t  de P l ~ c k e r  ( [ G - H I ,  p .  209) de l a  g r a s s m a n n i e n n e  

(~)-1 
G d a n s  l ' e s p a c e  p r o j e e t i f  ~ l e s  d ~ t e r m i n a n t s  j a c o b i e n s  

~(fl,''',fN_d) 
~ ' ( ~ .  ~ ] ~ . , z . )  ( x ' ) ,  { J l  . . . .  ' J N - d  ) ~ { I ' ' ' ' ' N }  s o n t  l e s  c o o r d o n n 6 e s  h o m o g e n e s  

31 3N_ d 
(~)-I 

de l'image dans ~ du point de G d6termin6 par Tx(s),x , • Ainsi, natant X ° 

l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  x '  E X q u i  s o n t  n o n - s i n g u l i e r s  d a n s  l e u r  f i b r e ,  n o u s  

a v o n s  : 

L'application analytique ("morphisme jacobien r e l a t i f " )  X °~ (~)-I 

x '  E X ° a s s o c i e  l e  p o i n t  de c o o r d o n n ~ e s  h o m o g e n e s  

q u i  

~(fl,-..,fN_d ) 

~ ( Z j l , ' ' ' , Z J N _ d )  
(x')  , [31,-..,JN_d }~ [1 , . . . ,N]  

( l e s  i n d i c e s  3k s o n t  s u p p o s 6 s  2 a 2 d i s t i n c t s )  

c o i n c i d e  a v e c  l ' a p p l i c a t i o n  c o m p o s 6 e  X ° ¥ ~G • 
( ~ ) - 1  

~ , ou y e s t  l ' a p p l i c a t i o n  

( " m o r p b i s m e  de G a u s s  r e l a t i f " )  q u i  a x '  E X ° a s s o c i e  l a  d i r e c t i o n  T x ( s ) , x  , , e t  

(~)-I 
G ~  e s t  l e  p ] o n g e m e n t  de P l f l c k e r .  

R e m a r q u o n s  q u ' e n  u n  p o i n t  x '  E X o,  ] ' u n  au m a i n s  d e s  d ~ t e r m i n a n t s  j a c o -  

b i e n s  e s t  n o n  n u l ,  p u i s q u e  l e s  e s p a c e s  t a n g e n t s  en  x '  a u x  f i b r e s  d e s  N-d  h y p e r -  

s u r f a c e s  f .  = O d o i c e n t  ~ t r e  en  p o s i t i o n  g ~ n 6 r a l e .  S i  n o u s  p r e n o n s  u n e  s u i t e  
1 

de p o i n t s  x!  E X ° t e n d a n t  v e r s  u n  p o i n t  s i n g u l i e r  x ,  l a  p o s i t i o n  l i m i t e  ( d a n s  G, 
l 

m(~)-I 
ou d a n s  , c e  q u i  r e v i e n t  au  mgme) d e s  e s p a c e s  t a n g e n t s  T x ~ x l  s e r a  e n  

1 

p a r t i e  d ~ t e r m i n ~  p a r  ] e s  v i t e s s e s  r e l a t i v e s  a v e c  l e s q u e l l e s  l e s  d i v e r s  d 6 t e r -  

minants jacobiens 
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8 ( f l '  " "" ' f N - d  ) 
8 ( z  . . . .  , z .  ) (x~.) t e n d e n t  v e r s  O. Comme n o u s  l e  v e r r o n s  p l u s  b a s ,  c ' e s t  

31 ' JN_ d 

p o u r  c e t t e  r a i s o n  q u e  l e  c o n c e p t  de  d 6 p e n d a n c e  i n t ~ g r a l e  n o u s  s e r a  t r ~ s  u t i l e .  

E x e m p l e  , m o n t r a n t  q u e  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  p r 6 c 6 d e n t  e s t  b i e n  p a r t i c u l i e r .  

¢ 4  ¢4 
S o i t  f : l e  m o r p h i s m e  d 6 f i n i  p a r  u 1 = x z ,  u 2 =  x t ,  u 3 =  y z ,  u 4 =  y t .  

Ce m o r p h i s m e  n ' e s t  p a s  s u r j e c t i f ,  e t  f - l ( o )  e s t  l a  r 6 u n i o n  de  d e u x  p l a n s  d a n s  

E4 ne  s e  r e n c o n t r a n t  q u ' e n  O. h u s s i  i l  n ' e s t  p a s  t r e s  6 t o n n a n t  q u e  l ' o n  a i t  

F o ( ~  ~) = O, comme on l e  v 6 r i f i e  f a c i l e m e n t .  

1 . 1 . 1  Lemme , m o n t r a n t  q u e  s i  t o u t e s  l e s  f i b r e s  de f s o n t  p u r e m e n t  de l a  m~me 

d i m e n s i o n ,  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  p r 6 c ~ d e n t  p e r m e t  d ' 6 t u d i e r  l e  c a s  g 6 n ~ r a l  : 

d ' a p r ~ s  u n  r 6 s u l t a t  c l a s s i q u e  d ' a l g ~ b r e  c o m m u t a t i v e ,  ( c f .  [ Z - S ] ,  I I ,  

Th .  22)  s i  n o u s  s u p p o s o n s  q u e  r o u t e s  l e s  f i b r e s  de f s o n t  p u r e m e n t  de l a  mSme 

d i m e n s i o n  d ,  s a n s  f a i r e  d ' h y p o t h ~ s e  s u r  l e  n o m b r e  d e s  g ~ n 6 r a t e u r s ,  a l o r s  : 

i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  de  Z a r i s k i  d e n s e  U de l ' e s p a c e  E m ( N - d )  t e l  q u e ,  s~i 

_ t N  
k =  ( ) ~ i j ) E u  , l e  s o u s - e s p a c e  X 1 de S ×  d 6 f i n i  au  v o i s i n a ~ e  de  s ×  ~0} p a r  l e s  

N -  d 6 q u a t i o n s  

m m 

g l  = E ?~li f i  = E f .  i = l  ' ' ' ' ' g N - d  i = l  k N - d ,  i l 

e t  ~ u i  c o n t i e n t  6 v i d e m m e n t  X, a s e s  f i b r e s  de d i m e n s i o n  d .  

L ' o n  s e  t r o u v e  p o u r  X d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  6 t u d i 6  p l u s  h a u t .  De 

p l u s  s i  X ( s )  e s t  r 6 d u i t ,  on  p e u t  s u p p o s e r  que  p o u r  k E  U, X l ( s )  e s t  r 6 d u i t ,  u a r  

u n  a r g u m e n t  du t y p e  de  l a  p r e u v e  du t h 6 o r ~ m e  de B e r t i n i  c l a s s i q u e ,  e t  l a i s s ~  

au l e c t e u r .  

En p a r t i c u l i e r ,  p r e n a n t  p o u r  S u n  p o i n t ~  on o b t i e n t  q u e  t o u t  g e r m e  d ' e s p a c e  

a n a l y t i q u e  r ~ d u i t  p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d p e u t  ~ t r e  d ~ f i n i  d a n s  tN p a r  u n  

i d 6 a l  de  l a  f o r m e  ( f l , . . . , f N _ d , f N _ d + l , . . . , f m )  o~ ( f l , . . . , f N _ d )  d ~ f i n i t  u n e  

i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  r 6 d u i t e  X 1 de d i m e n s i o n  d : X e s t  r ~ u n i o n  de c e r t a i n e s  

d e s  c o m p o s a n t e s  i r r 6 d u c t i b l e s  de c e t t e  i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e ,  e t  e n  p a r t i c u l i e r  
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o X o on a l ' ~ n c l u s i o n  X 1 n X ~ X  ° (ou  d 6 s i g n e  l a  p a t t i e  n o n - s i n g u l i e r e  de X) ,  

o 
X 1 N X  e s t  d e n s e  d a n s  X, e t  l a  r e s t r i c t i o n  a X NX de l ' a p p l i e a t i o n  de G a u s s  

o G .  O ~ x  de l ' a p p l i c a t i o n  de G a u s s  X 1 X ° - G  c o i n c i d e  a v e c  l a  r e s t r i c t i o n  ~ X 1 

S o u s  l ' h y p o t h e s e  que  l e s  f i b r e s  de f : X ~ S  s o n t  r 6 d u i t e s  e t  p u r e m e n t  de d i m e n -  

o s i o n  d e t  que  X 1 Q X  e s t  d e n s e  d a n s  X~ on a un  r ~ s u l t a t  a n a l o g u e  p o u r  ]e  m o r p h i s  

me de G a u s s  r e l a t i f .  La m a n i e r e  g 6 o m 6 t r i q u e  d ' ~ t u d i e r  l e s  r a p p o r t s  d e s  v i t e s s e s  

a v e c  l e s q u e l l e s  l e s  m i n e u r s 3 a c o b i e n s  t e n d e n t  v e r s  O e s t  d ' ~ t u d i e r  l ' 6 c l a t e m e n t  

de l ' i d ~ a l  j a c o b i e n  r e l a t i f ~  c ' e s t - ~ - d i r e ~  s i  n o u s  n o u s  r e s t r e i g n o n s  au c a s  o~ 

t o u t e s  l e s  f i b r e s  de f s o n t  r 6 d u i t e s  e t  de d i m e n s i o n  d~ l ' 6 c l a t e m e n t  ~ f ( X )  ~ X  

du f a i s c e a u  c ) h 6 r e n t  d ' i d ~ a u x  F d ( ~ ) .  L o c a l e m e n t  s u r  X, c ' e s t ~ - d i r e  a u - d e s s u s  

d ' u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  a s s e z  p e t i t  de c h a q u e  p o i n t  x 6  X, ce m o r p h i s m e  e s t  

X - i s o m o r p h e  au m o r p h i s m e  o b t e n u  comme c e c i  : 

( ~ ) - 1  

On c o n s i d ~ r e  l ' a d h 6 r e n c e  ~ f ( X )  d a n s  X × ~  du g r a p h e  m(~)-~ 
F ~ X  ° × G c X  ° × du m o r p h i s m e  j a c o b i e n  r e l a t i f ~  e t  l e  m o r p h i s m e  ~£ (X)  ~ X  

i n d u i t  p a r  l a  p r e m i e r e  p r o j e c t i o n  e s t  X - i s o m o r p h e  a l ' ~ c l a t e m e n t  d a n s  X de 

l ' i d 6 a l  j a c o b i e n  r e l a t i f .  

C e p e n d a n t  c e t t e  c o n s t r u c t i o n  ne d ~ c r i t  a v e c  e x a c t i t u d e  l e s  l i m i t e s  d ' e s -  

p a c e s  t a n g e n t s  que  d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  d e s  i n t e r s e c t i o n s  c o m p l e t e s  r e l a -  

t i v e s ,  ~ c a u s e  du f a i t  q u e e n  d e h o r s  de ce cas~  l e  n o m b r e  d e s  m i n e u r s  c o n s i d ~ -  

r ~ s  e s t  t r o p  g r a n d  e t  c o n t i e n t  de r e g r e t t a b l e s  r e d o n d a n c e s .  I 1  y a c e p e n d a n t  

une  c o n s t r u c t i o n ~  en a p p a r e n c e  un  p e u t  m o i n s  e x p l i c i t e ~  q u i  f o n c t i o n n e  t o u -  

j o u r s  : l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash  r e l a t i v e .  

1 . 2  S o i t  f :  X ~ S  un m o r p h i s m e  e n t r e  e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  ( r ~ e l s  ou c o m p l e x e s )  

1 t e l  que  l e  modu le  ~ f  d e s  d i f f ~ r e n t i e l l e s  r e l a t i v e s  s o i t  l o c a l e m e n t  l i b r e  de 

r a n g  d =  dim X -  dim S s u r  l e  c o m p l ~ m e n t a i r e  d ' u n  f e rm~  a n a l y t i q u e  r a r e  F de X. 

S o i t  Gf g ) x  l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  q u o t i e n t s  l o c a l e m e n t  l i b r e s  de r a n g  d de 

1 . 1  
O f ,  c ' e s t - ~ - d i r e  ( c f .  [Ca]~  e x p .  X I I )  que  g Of a un  q u o t i e n t  L l o c a l e m e n t  

l i b r e  de r a n g  d s u r  G v , e t  que  l e  m o r p h i s m e  g e s t  u n i v e r s e l  p o u r  c e t t e  p r o -  
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p r i n t S .  D ' a p r ~ s  c e t t e  d ~ f i n i t i o n ,  on a u ~ e  s e e t i o n b i e n  d ~ f i n i e  X -  F - - ~ G f  

e t  d ' a p r ~ s  u n  t h b o r ~ m e  de Remmer t~  l ' a d h ~ r o n c e  d a n s  Gf  de  o ( X -  F) e s t  u n  s o u s -  

e s p a c e  a n a l y t i q u e  f e r m ~  r ~ d u i t ,  n o t ~  N f ( X ) c G f  , e t  g i n d u i t  u n  m o r p h i s m e  

v f  : N f ( X )  ~ X  q u i  e s t  p r o p r e  e t  b i m ~ r o m o r p h e  p u i  s q u e  g e s t  p r o p r e ,  Nf (X)  f e r m ~  

d a n s  Gf e t  q u e  v f  y i n d u i t  un  i s o m o r p h i s m e  a u - d e s s u s  de X -  F .  Le m o r p h i s m e  u S 

e s t  d o n c  u n e  m o d i f i c a t i o n  de X. 

O ~ f i n i t i o n  : Le m o r p h i s m e  v f  : N f ( X )  ~ X  e s t  a p p e l ~  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a -  

t i v e  de X / S .  L o r s q u e  S e s t  u n  p o i n t ~  on l a  n o t e  v :  N(X) ~ X  e t  on l ' a p p e l l e  

m o d i f i c a t i o n  de  N a s h  ( a b s o l u e )  de X. La m o d i f i c a t i o n  de  N a s h  a b s o l u e  e s t  en  

p a r t i c u l i e r  d ~ f i n i e  p o u r  t o u t  e s p a c e  a n a l y t i q u e  r ~ d u i t  de d i m e n s i o n  p u r e .  

R e m a r ~ u e s  : 1) On p e u t  a u s s i  c a r a c t ~ r i s e r  l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  

come c e c i  : s u r  R -  F ,  l e  OX-mOdule  l o c a l e m e n t  l i b r e  fl I X -  F = ~ X _ F / S  c o r r e s p o n d  

~ u n  f i b r ~  v e c t o r i e l  T f  de r a n g  d q u i  i n d u i t  s u r  c h a q u e  f i b r e  f - l ( s )  A ( X -  F) 

Ie  f i b r ~  t a n g e n t  ~ c e t t e  f i b r e .  Le f i b r ~  v e c t o r i e l  v ~ T f  s u r  l ' o u v e r t  d e n s e  

v f l ( X  - F) c N f ( X )  s ' ~ t e n d  c a n o n i q u e m e n t  en  un  f i b r ~  v e c t o r i e i  s u r  N f ( X )  t o u t  e n -  

v f ~ f .  t i e r ,  c o r r e s p o n d a n t  an  q u o t i e n t  l o c a l e m e n t  f i b r e  L f I N f ( X )  du ON~ ~ - m o d u l e  ~ I 

De p l u s  l e  m o r p h i s m e  v f  e s t  m i n i m a l  p o u r  c e t t e  p r o p r i e t Y .  

2)  La c o n s t r u c t i o n  p a r  a d h 6 r e n c e  s i g n i f i e  q u e  1 ' o n  p e u t  i d e n t i -  

t o u t  x E  X, l ' e n s e m b l e  I v f l ( x ) I  ~ l ' e n s e m b l e  d e s  d i r e c t i o n s  l i m i t e s  f i e r ,  p o u r  

en  x d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  a u x  f i b r e s  de  f e n  d e s  p o i n t s  de X -  F .  En f a i r ,  p o u r  

cN t o u t  S - p l o n g e m e n t  l o c a l  X c S ×  , on p e u t  i d e n t i f i e r  Nf (X)  ~ l ' a d h ~ r e n c e  d a n s  

X × G ,  o~ G e s t  l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  d - p l a n s  de c N  du g r a p h e  du m o r p h i s m e  de 

G a u s s  X -  F Y-~ G .  

3)  La c o n s t r u c t i o n  p r ~ c ~ d e n t e  e s t  u n  c a s  p a r t i c u l i e r  d ' u n e  c o n s -  

t r u c t i o n  v a l a b l e  p o u r  n ' i m p o r t e  q u e l  OX-mOdule  M, l o c a l e m e n t  l i b r e  de r a n g  

c o n s t a n t  s u r  l e  c o m p l b m e n t a i r e  d ' u n  f e r m ~  a n a l y t i q u e  r a r e  de X : i l  e x i s t e  u n e  

m o d i f i c a t i o n  ~ : X' ~ X  m i n i m a l e  p a r m i  c e l l e s  q u i  o n t  l a  p r o p r i ~ t ~  q u e  ~eM e s t  

l o c a l e m e n t  l i b r e  m o d u l o  t o r s i o n ,  c ' e s t - ~ - d i r e  a d m e t  un  q u o t i e n t  l o c a l e m e n t  

l i b r e  L ; O - K ~ T ~ M ~ L ~ O ,  l e  n o y a u  K b r a n t  de t o r s i o n .  Ce r ~ s u l t a t  p e u t  ~ t r e  
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vu  comme u n  c a s  p a r t i c u l i e r  t r e s  s i m p l e ,  c e l u i  ou l e s  f i b r e s  s o n t  l i n 6 a i r e s ~  

du t h ~ o r e m e  d ' a p l a t i s s e m e n t  de [ H - L - T ] .  

M o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  e t  b c l a t e m e n t  de l ' i d ~ a l  ~ a c o b i e n  r e l a t i f .  

La c o m p a r a i s o n  de c e s  d e u x  m o r p h i s m e s  e s t  r ~ s u m ~ e  d a n s  l a  

1 
1 . 2 . 1  P r o p o s i t i o n  : S o i t  f :  X ~ S  u n  m o r p h i s m e  t e l  ~ u e  ~ f  s o i t  l o c a l e m e n t  

l i b r e  de  r a n g  d =  dim X -  dim S e n  d e h o r s  d ' u n  f e r m ~  a n a l ~ t i q u e  r a r e  F d__ee X 

s o i e n t  ~ f  : N f ( X )  ~ X  l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  de  X/S e__~t p f  : ~ f ( X )  ~ X  

l ' ~ c l a t e m e n t  d a n s  X de l ' i d ~ a l  j a c o b i e n  r e l a t i f  d e  X / S .  

a )  l e  m o r p h i s m e  p f  s e  f a c t o r i s e  c a n o n i ~ u e m e n t  a t r a v e r s  ~ f  : 

~f(x) 
Pf~°~vfNf(X) 

X 

b)  l e  m o r p h i s m e  q f  e s t  u n  i s o m o r p h i s m e  s i  X e s t  l o c a l e m e n t  u n e  i n t e r s e c t i o n  

c o m p l e t e  r e l a t i v e  a u - d e s s u s  de  S,  c ' e s t - a - d i r e  s i  l ' o n  e s t  d a n s  l a  s i t u a t i o n  

du c a s  p a r t i c u l i e r  c i - d e s s u s .  

c )  s u p p o s a n t  r o u t e s  l e s  f i b r e s  de f p u r e m e n t  de  d i m e n s i o n  d e t  r ~ d u i t e s ,  

i l  e x i s t e  l o c a l e m e n t  s u r  X u n  p l o n g e m e n t  de X d a n s  u n e  i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  

r e l a t i v e  Xl~ d o n t  r o u t e s  l e s  f i b r e s  s o n t  p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d e t  r ~ d u i t e s ,  

e t  l a  m o d i f i c a t i o n  de  N a s h  r e l a t i v e  de X/S e s t  c a n o n i ~ u e m e n t  X - i s o m o r p h e  a l a  

t r a n s f o r m ~ e  s t r i c t e  de X p a r  l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  de  X 1 / S  ~ ~ u i  

d ' a p r e s  l e  p o i n t  b )  c o i n c i d e  a v e c  l ' ~ c l a t e m e n t  d a n s  X 1 de l ' i d ~ a l  O a c o b i e n  

r e l a t i f  de  X 1 / S  : f i n a l e m e n t ~ l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  de  X/S e s t  

X - i s o m o r p h e  ~ l ' ~ c l a t e m e n t  de  l ' i d ~ a l  de ~X i m a g e  de  l ' i d ~ a l  ~ a c o b i e n  r e l a t i f  

d~e X1 /S  p a r  l a  s u r ~ e c t i o n  ~ X l - ~ X  ~ 0  c o r r e s p o n d a n t  au  p l o n ~ e m e n t  X ~ X  1 • 

P r o u v o n s  a )  : D a p r ~ s  l a  d 6 f i n i t i o n  de  N ¢ ( X ) ,  i l  s u f f i t  de  p r o u v e r  q u e  
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1 
p f ~ f  a u n  q u o t i e n t  l o c a l e m e n t  l i b r e  de r a n g  d .  Or~ l e  m o r p h i s m e  p f  e s t  u n  i s o -  

m o r p h i s m e  a u - d e s s u s  de  X - F ,  d o n c  n ~  1 e s t  l o c a l e m e n t  l i b r e  de  r a n g  d s u r  
~ f  f 

l ' o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  p f l ( x - F ) .  D ' a u t r e  p a r t ~  p a r  d ~ f i n i t i o n  du m o r p h i s m e  

l ' i d 6 a l  Fd(Qlf )  . (~ ~ e s t  i n v e r s i b l e .  La c o m p a t i b i l i t ~  de l a  f o r m a t i o n  P f t  f ( X )  

d e s  i d S a u x  de  F i t t i n g  au  c h a n g e m e n t  de b a s e  ( [ T e  3 ] ) ,  p .  5 7 0 ,  [ P i ] )  i m p l i q u e  

l ' ~ g a l l t ~  F d ( P ~ f l l ) : F d ( ~  1) " ( ~ f ( X )  e n t r e  i d ~ a u x  de O ~ f ( X  ) • Le ( ~ f ( X ) - m o d u l e  

P ~ f  4 e s t  d o n c  l o c a l e m e n t  l i b r e  de r a n g  d s u r  l ' o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  p f l ( x -  F)  

e t  s o n  d - i ~ m e  i d e a l  de F i t t i n g  e s t  i n v e r s i b l e .  D ' a p r ~ s  u n  lemme de R a y n a u d  

( [ G - R ] ,  5 . 4 . 2  ou [ P i ] )  c e c i  i m p l i q u e  q u e  p~Qlf a u n  q u o t i e n t  l o c a l e m e n t  l i b r e  

de r a n g  dl  d ' o u  a ) .  

P r o u v o n s  b )  : S i  X e s t  l o c a l e m e n t  u n e  i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  r e l a t i v e ,  

d ' a p r e s  c e  que  n o u s  a v o n s  vu  p l u s  h a u t , l o c a l e m e n t  s u r  X, l e  c o m p o s ~  de l ' a p p l i -  

( ~ ) - 1  
c a t i o n  de G a u s s  a v e c  l e  p l o n g e m e n t  de P l f l c k e r ,  X -  F ~ G - ~  c o i n c i d e  a v e c  l e  

m o r p h i s m e  X -  F ~  d 6 f i n i  p a r  l e s  m i n e u r s  j a c o b i e n s .  D ' a p r ~ s  l a  r e n a r q u e  

2) c i - d e s s u s ,  e t  l a  d e s c r i p t i o n  de  l ' ~ c l a t e m e n t  de  l ' i d ~ a l  j a c o b i e n  comme 

a d h b r e n c e  d a n s  X ×  du g r a p h e  du m o r p h i s m e  X -  F ~  , c e t t e  c o i n c i -  

d e n c e  i m p l i q n e  a u s s i t ~ t  q u e  l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  c o i n c i d e  a v e c  

l ' ~ c l a t e m e n t  de l V i d ~ a l  j a c o b i e n  r e l a t i f  l o c a l e m e n t ,  d o n c  a u s s i  g l o b a l e m e n t  

p u i s q u e  l e s  d e u x  v ~ r i f i e n t  u n e  p r o p r i ~ t ~  u n i v e r s e l l e .  

P r o u v o n s  c )  : D ' a p r ~ s  l e  Lemme 1 . 1 . 1 ,  i l  e x i s t e  l o c a l e m e n t  s u r  X u n  

p l o n g e m e n t  de X d a n s  u n e  i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  r e l a t i v e  X 1 , t e l  q u e  p o u r  c h a -  

q u e  s E  S,  l a  f i b r e  X ( s )  s o i t  r ~ u n i o n  de c e r t a i n e s  d e s  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i -  

b l e s  de l a  f i b r e  ( X 1 ) ( s )  q u i  de p l u s  e s t  r ~ d u i t e ,  ( X l ( S ) ) °  N X e s t  c o n t e n u  d a n s  

( X ( s ) )  ° , e s t  d e n s e  d a n s  X ( s ) ,  e t  l e  m o r p h i s m e  de  G a u s s  r e l a t i f  de X, c o i n c i d e  

a v e c  c e l u i  de X 1 s u r  ( X 1 ) ( s ) °  n X ( s ) .  Le p o i n t  c )  r 6 s u l t e  a u s s i t ~ t  de c e c i ,  de l a  

d ~ f i n i t i o n  de l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  comae  a d h b r e n c e  du g r a p h e  du 

m o r p h i s m e  de G a u s s ,  e t  du p o i n t  b ) .  

R e m a r q u e s  : 1) En a d a p t a n t  au c a s  r e l a t i f  l a  p r e u v e  d o n n b e  d a n s  [Te  3 ] ,  § 2 ) ,  
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on o b t i e n t  une  p r e u v e  de l ' ~ n o n c ~  s u i v a n t  : 

P r o p o s i t i o n  : Si  t o u t e s  l e s  f i b r e s  de f s o n t  r ~ d u i t e s ,  l a  m o d i f i c a t i o n  de 

Nash r e l a t i v e  e s t  un  i s o m o r p h i s m e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l e  m o r ~ h i s m e  f e s t  l i s s e ~  

c ' e s t - ~ - d i r e  p l a t  e t  ~ f i b r e s  l i s s e s .  

v f  
2) S o i t  N ( f )  l e  m o r p h i s m e  compos~  Nf(X)  • X f - ~ s  ~ on p r e n d r a  

g a r d e  que  N ( f ) - l ( s ) =  v f l ( x  s )  ne c o i n c i d e  p a s  en g ~ n b r a l  avec  l a  m o d i f i c a t i o n  de 

Nash N ( X ( s ) )  de X ( s ) ~  c ' e s t - a - d i r e  que l a  f o r m a t i o n  de l a  m o d i f i c a t i o n  de Nasb 

r e l a t i v e  ne commute p a s  au c h a n g e m e n t  de b a s e  en g b n b r a l .  

( E ~ p l ~  : x 2 3 2 2 - y + s y = 0 p r o j e t ~  s u r  l ' a x e  d e s  s~ en s =  0 . )  Le l e c t e u r  v ~ r i -  

. f i e r a  p a r  c o n t r e  s a n s  mal  en  u t i l i s a n t  l a  p r o p r i ~ t ~  u n i v e r s e l l e  de l a  m o d i f i -  

c a t i o n  de Nash~ que  s i  l e s  f i b r e s  de f s o n t  p u r e m e n t  de l a  m~me d i m e n s i o n  e t  

r ~ d u i t e s ,  p o u r  t o u t  s 6  S, l a  t r a n s f o r m ~ e  s t r i c t e  p a r  l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash  

r e l a t i v e  v f  de l a  f i b r e  X ( s )  e s t  c a n o n i q u e m e n t  i s o m o r p h e  a l a  m o d i f i c a t i o n  de 

Nash de X ( s ) .  

3) En r o u t e ,  n o u s  a v o n s  m o n t r ~  que l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash r e l a -  

t i v e  comme d ' a i l l e u r s  t o u t e  m o d i f i c a t i o n  l o c a l e m e n t  p r o j e c t i v e  e s t  l o c a l e m e n t  

l ' ~ c l a t e m e n t  d ' u n  i d e a l ,  a s a v o i r  i c i  l ' i d ~ a l  i n d u i t  s u r  X p a r  l ' i d ~ a l  j a c o b i e n  

d ' u n e  i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  r e l a t i v e  X 1 comme c i - d e s s u s .  I 1  p a r a ~ t  t r ~ s  i m p r o -  

b a b l e  que  l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash~ m~me a b s o l u e ~  s o i t  ~ l o b a l e m e n t  un ~ c l a t e -  

m e n t .  V o i r  a u s s i  [ N o ] ,  q u i  a i n s p i r ~  une  p a r t i e  de l a  P r o p o s i t i o n .  

4)  D i f f e r e n c e  e n t r e  l ' ~ c l a t e m e n t  j a c o b i e n  e t  l a  m o d i f i c a t i o n  

de N a s h .  R e p r e n o n s  l ' e x e m p l e  de l a  r ~ u n i o n  X de deux  2 - p l a n s  de ~4 s e  r e n c o n -  

t r a n t  s e u l c m e n t  en  [ 0 ] .  L ' i d ~ a l  c o r r e s p o n d a n t  p e u t  ~ t r e  ~ c r i t  

, ~ e s t  l e  
~2 

( x z , x t , y z , y t ) c ~ [ x , y  z , t l ,  e t  l ' o n  v ~ r i f i e  que  F2(Q )o c a r r ~  de 

l ' i d ~ a l  m a x i m a l  ~ de ~X,O ~ d o n t  l ' ~ c l a t e m e n t  d a n s  X s ~ p a r e  l e s  deux  p l a n s  e t  

a un d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  i n d u i s a n t  une  d r o i t e  p r o j e c t i v e  $ 1  ( c o m p t b e  2 f o i s )  

darts  c h a c u n  d e s  deux  p l a n s  s ~ p a r ~ s ,  t a n d i s  que  l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash de X 

e s t  l e  m o r p h i s m e  f i n i  ( e n  f a i t  l a  n o r m a l i s a t i o n )  c o n s i s t a n t  a s b p a r e r  l e s  deux  

p l a n s  t o u t  en i n d u i s a n t  un i s o m o r p h i s m e  de c h a c u n  d e s  deux  p l a n s  s ~ p a r ~ s  s u r  

s o n  i m a g e .  Le m o r p h i s m e  de f a c t o r i s a t i o n  q c o n s i s t e  a ~ c l a t e r  darts  N(X) l e  
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c a r r 6  de l ' i d b a l  d 6 f i n i s s a n t  v - l ( o )  

J (X)  

P l  

s 

N(X) 

§ 2.  Th6or~me de B e r t i n i  i d 6 a l i s t e  l e  l o n g  d ' u n e  s e c t i o n .  

~M E s ~O) N o t a n t  2 . 1  S o i t  X un s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  de c s ×  c o n t e n a n t  × • 

1= ~1 
~ : x ~ S  l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  p a r  l a  p r e m i e r e  p r o j e c t i o n ~  on s u p p o s e  ~¢ 

x / ~  s 

l o c a l e m e n t  l i b r e  de r a n g  d=  dim X -  s d e h o r s  d ' u n  f e r m 6  a n a l y t i q u e  r a r e  de X . 

On s u p p o s e  e n f i n  X d 6 f i n i  d a n s  un o u v e r t  U de ~ s × ~ M  p a r  un i d 6 a l  e n g e n d r 6  

p a r  d e s  s e c t i o n s  g l o b a l e s  G I , . . . ~ G  pE  H ° ( U , % s × E M )  • 

P o u r  t o u t  c h o i x  de c o o r d o n n 6 e s  ( t l ~ . . . ~ t  s )  e t  ( U l ~ . . . ~ u  M) s u r  E s e t  ~M 

r e s p e c t i v e m e n t ~  p o u r  t o u t  e n t i e r  2~ O g £  g s e t  t o u t  c h o i x  d ' u n  s o u s - e n s e m b l e  

K= [ k ~ + l , . . . , k  c ) ~  ~ I , . . . , M ] ,  o~ c = c o d i m  s MX = M -  d ,  n o t a n t  J u  l ' i d 6 a l  de O X 
×~ 

e n g e n d r 6  p a r  l e s  6 1 6 m e n t s  de l a  f o r m e  : 
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b ~ G i l  ' G i  c ) 

u . .  . b ( U k  I , u  , . -  ) k I " ' U k £  ~ . . . , U k ~  k£+ 1 ' ' U k  c 

ou {kl , . . . ,k  ~}~{1,...,M] et [ i l , . . . , i  c] c [ 1 , . . . , p ]  on a : 

2 . 1 . 1  T h ~ o r e m e  : I 1  e x i s t e  u n  f e r m ~  a n a l s t i q u e  r a r e  F d_~e ~ s ×  [ 0 ]  t e l  ~ u e ,  

p o u r  t o u t  p o i n t  z ~  ~ s ×  { O ] - F ,  l ' i m a g e  d a n s  OX,z  de c h a ~ u e  d ~ t e r m i n a n t  O a e o b i e n  

~ ( G i l  ,G i ) 
c 

de l a  f o r m e  ~ ( t  . . . .  , t j £ ~ u  ~ . . .  3 1 '  k£+1 ' U k c  ) s o i t  e n t i e r e  d a n s  ~ X , z  s u r  l ' i d b a l  

(JK)z = JK" ~X,z" 

D ~ m o n s t r a t i o n  : S o i t  ~ : Z ' ~ X  l a  m o d i f i c a t i o n  de X a s s o c i ~ e  a l ' i d ~ a l  JK 

comme d a n s  ( C h a p .  I ,  1 . 4 . 2 )  e t  s o i t  Z" l a  r ~ u n i o n  de  c e l l e s  d e s  c o m p o s a n t e s  

i r r ~ d u c t i b l e s  de Z'  ou JK " OZ'  i n d u i t  u n  i d e a l  i n v e r s i b l e .  S o i e n t  D c Z "  l e  

d i v i s e u r  de  Z" d ~ f i n i  p a r  c e t  i d e a l  e t  D= U D. s a  d ~ c o m p o s i t i o n  ( l o c a l e m e n t  
1 i 6 I  

f i n i e )  e n  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i h l e s .  S o i t  B c X  l a  r ~ u n i o n  de  c e l l e s  d e s  i m a g e s  

~ ( D . )  q u i  o n t  l a  p r o p r i ~ t ~  q u e  ~ ( D . ) N ( ~  s ×  { 0 ] )  e s t  r a r e  d a n s  ~ s ×  { 0 } .  P a r  l a  
1 1 

p r o p r i ~ t ~  du m o r p h i s m e  ~ ,  B e s t  u n  s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e r m ~  de X, e t  

B n  ( ~ s  × ~ 0 ] ) =  F e s t  un  f e r m ~  a n a l y t i q u e  r a r e  de ~ s  × ~0]  . 

S o i t  z 6  ~ s ×  ~0] \ F .  P u i s q u e  l ' ~ n o n c ~  du t h ~ o r e m e  e s t  l o c a l  s u r  X, n o u s  

p o u v o n s  en  n o u s  r e s t r e i g n a n t ~  u n  v o i s i n a g e  a s s e z  p e t i t  de z s u p p o s e r  que  F =  ~ ,  

c ' e s t - ~ - d i r e  q u e  ~ ( D . ) ~ s ×  ~0]  . Le m o r p h i s m e  c o m p o s ~  ~ o ~ID.  : D. ~ s  e s t  
1 1 1 

a l o r s  s u r j e c t i f ,  e t  p a r  c o n s e q u e n t  i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  a n a l y t i q u e  p a r t o u t  

d e n s e  U. c D .  e n  c h a q u e  p o i n t  z '  d u q u e l  on a l e s  p r o p r i ~ t ~ s  s u i v a n t e s  : 
1 1 

1) L ' e s p a c e  Z" e t  l e  s o u s - e s p a c e  Dre  d s o n t  t o u s  d e u x  n o n - s i n g u l i e r s  e n  z ' ,  

e t  donc  Dre  d c o i n c i d e  a v e c  D. au  v o i s i n a g e  de z '  • 1 , r e d  

2)  Le m o r p h i s m e  ~ o ~ i n d u i t  e n  z '  u n e  s u b m e r s i o n  D i , r e  d - ~ s  . 

5)  Le t r a n s f o r m ~  s t r i c t  p a r  ~ de c h a c u n  d e s  s o u s - e s p a c e s  de X d ~ f i n i s  p a r  

u j  . 0  X ( l g  j ~M) e s t  v i d e  au v o i s i n a g e  de z '  . 

En e f f e t ~  l a  p r o p r i ~ t ~  1) v i e n t  de  ce  que  Z e s t  n o r m a l  e t  q u e  D e s t  un  d ~ v i -  

s e u r ~  p u i s q u e  Z '  ~ t a n t  n o r m a l  e s t  n o n - s i n g u l i e r  en  c o d i m e n s i o n  1. La p r o p r i ~ t ~  
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2) v i e n t  du t h 6 o r ~ m e  de S a r d  e t  l a  p r o p r i 6 t 6  3)  de l a  d 6 f i n i t i o n  du t r a n s f o r -  

m~ s t r i c t .  

On p e u t  d o n c  c h o i s i r  un  s y s t e m e  de c o o r d o n n ~ e s  l o c a l e s  

( t ~ , . . . , t ~ , w l , . . . , w  d) p o u r  Z '  e n  z '  t e l  que  

" ° ~ ) z '  = t ' .  ( l ~ j ~ s )  . A) On a i t  ( t  3 3 

B) Le s o u s , e s p a c e  ( D i , r e d )  z e s t  d ~ f i n i  p a r  wl~Z,  z , 

~m 
C) On a (Um ° ~ ) z '  : A m w 1 off Am e s t  s o i t  i d e n t i q u e m e n t  O, s o i t  i n v e r s i b l e ,  

e t  ~mE • ( l ~ m ~ M ) .  

P u i s q u e  G i . OX~ O (1 g i  ~ p )  on a G i • OZ, ~ O e t e n  p a r t i c u l i e r  ~ z  r 

5G. M 5G. 
5 ( G .  ° E )  1 ° E )  + 2 1 * E )  5 

( * )  S t ' .  1 Z '  = (~--'7---0~. (~---7"7".0%,. ~ (Um " E ) Z '  ~ 0 
3 3 z '  m : l  j z '  3 

e t  p u i s q u e ,  g r a c e  ~ l a  p r o p r i 6 t 6  c )  n o u s  a v o n s  d a n s  OZ, : I ~ z  ~ 

~t'.5 (Um ° ~)  = ~ m  Wlm , q u i  e s t u n  m u l t i p l e  de (Um 
J 3 

d a n s  O Z , ~ z ,  on p e u t  ~ c r i r e  

~ ( t j l , . . . , t .  ,u .  , . . . , u  k ) ° u = 
K~+.  c z '  

o ~)  , n o u s  e n  d ~ d u i s o n s  que  
z 

-- 31 3~ ' 'Um~ k~+ l  "'~Ukc Z' 

ou l a  somme p o r t e  s u r  l e s  ~ =  ( m l , . . . , m  £ )  c o n t e n u s  d a n s  [ 1 , . . . , M ]  \ ( k £ + l , . . . , k  c )  

e t  e = ±1 ,  
m 

a(u o~) 
m e t  d o n c  f i n a l e m e n t ~  p u i s q u e  ~ t ' .  e s t u n  m u l t i p l e  de UmO~, on a m o n t r ~  que  

J 

c h a q u e  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  D. de D c Z "  c o n t i e n t  un  o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  
1 

e n  c h a q u e  p o i n t  z '  d u q u e l  on a : 

~ ( G i l ' ' ' ' ' G i  ) ~ /  
c 

a ( t j l  . . . , t .  ,u  k , . .  ) o C o K . %  , z '  
' 2£ ~+1 "'Uke z'  



374 

z ( ', '  ) P a s s o n s  m a i n t e n a n t  ~ l a  r 6 u n i o n  d e s  c o m p o s a n t e s  de Z' s u r  l e s q u e l l e s  

JK • n s ' a n n u l e  i d e n t i q u e m e n t  ; p a r  c o n s t r u c t i o n ,  c e s  c o m p o s a n t e s  s o n t  l e s  n o r -  

m a l i s 6 e s  d e s  c o m p o s a n t e s  de X s u r  l e s q u e l l e s  JK s ' a n n u l e  i d e n t i q u e m e n t .  

D ' a p r ~ s  1 h y p o t h ~ s e  f a i t e  s u r  G 1 ' , c h a c u n e  de c e s  c o m p o s a n t e s  c o n t i e n t  
X/¢  s 

un  o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  en c h a q u e  p o i n t  z v d u q u e l  Z " '  e s t  l i s s e  s u r t s  p a r  

• ~, e t  (umOX)z,  e s t  s o i t  O s o i t  i n v e r s i b l e  (1 s m ~  M). On p e u t  doric c h o i s i r  

t un  s y s t e m e  de c o o r d o n n 6 e s  l o c a l e s  ( t l , . . . , t s , W l , . . . ~ w  d) s u r  Z" '  en  z '  g e l  que  

A ' )  ( t . o ~ )  = t '  
J 3 

B ' )  (umO~)z ,  = 0 ou b i e n  e s t  i n v e r s i b l e  

e t  l e  m~me c a l c u l  que  c i - d e s s u s  m o n t r e  que  

~ ( G i l , . . . , G i c )  

~ ( t j l , . . . , t  ,u .  , . . . , u  k ) ° x = O , 
3~ K£+ 1 c z '  

d ' o u  l e  r 6 s u l t a t ~  p u i s q u e  a l o r s  c e t  616ment  s ' a n n u l e  s u r  t o u t e  l a  c o m p o s a n t e  

i r r 6 d u c t i b l e  de X c o n s i d 6 r 6 e .  

2 . 1 . 2  R e m a r q u e  ( t h 6 o r e m e  de B e r t i n i  i d 6 a l i s t e  s a n s  s e c t i o n )  : S o i t  

X m g s × ~ M  

01/ 
cs  

l e  d i a g r a m m e  d 6 c r i v a n t  l a  s i t u a t i o n  du Th6oreme  p r 6 c 6 d e n t ~  m a i s  ne s u p p o s o n s  

p l u s  que  X c o n t i e n t  E s ×  [ 0 ]  ( c ' e s t - ~ - d i r e  ne s u p p o s o n s  p l u s  l ' e x i s t e n c e  

d ' u n e  s e c t i o n  d : ~ S ~ x  de ~ ) .  La mSme p r e u v e  que  c i - d e s s u s  m o n t r e  : ( c f .  [Te  3 ] ,  

§ 2, 2nd p a r t )  

2 . 1 . 3  Th6or~me de B e r t i n i  i d 6 a l i s t e  : I 1  e x i s t e  un  f e r m 6  a n a l s t i q u e  B c X ,  

t e l  que  ~(B)  s o i t  de m e s u r e  n u l l e  d a n s  ~ s  e t  t e l  q u e e n  t o u t  p o i n t  z E X -  B 



on a i r ,  p o u r  t o u t  e n t i e r  

e n t i e r  s u r  l ' i d ~ a l  de OX~ z 

b ( G i l , ' ' ' , G i c )  

b ( U k l ' ' ' ' l U k c  ) 
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5(G i , . - - , G  i ) 
1 c 

1 0 < _ £  <_ s ,  b ( t  . . . .  , t .  , u  k , . . . l U  k ) O x , z  
31 ' 3£ £+1 c 

e n g e n d r 6  p a r  l e s  d 6 t e r m i n a n t s  j a c o b i e n s  

e s t  

2 . 1 . 4  Une a u t r e  m a n i ~ r e  de  d i r e  c e c i  e s t  l a  s u i v a n t e  : s o i t  J x  ~ O X  l ' i d 6 a l  

j a c o b i e n  de X ( a e f i n i  de m a n i e r e  i n t r i n s ~ q u e  comme ( d + s ) - i e m e  i d 6 a l  de  F i t t i n g  

1 
du m o d u l e  d e s  d i f f 6 r e n t i e l l e s  DX de X) d 6 f i n i S s a n t  l e  s o u s - e s p a c e  s i n g u l i e r  de 

X, e t  s o i t  J~  = J c O  X l ' i d 6 a i  j a c o b i e n  r e l a t i f  de X ~ $ ~ s  I ( d 6 f i n i  de m a n i e -  
X/~ s 

r e  i n t r i n s e q u e  comme d - i e m e  i d e a l  de F i t t i n g  du m o d u l e  ~1 d e s  d i f f ~ r e n t i e l -  
X/¢ s 

l e s  r e l a t i v e s )  ; l ' i d 6 a l  JX e s t l  d a n s  l a  s i t u a t i o n  du Thbor~me~  e n g e n d r 6  p a r  

I " ' "  ~ ( G i l  ~Gi c ) 

l e s  m i n e u r s  j a c o b i e n s  de  l a  f o r m e  ~ ( t j l , . . . , t j £ , u . 3 £ + l ~ . . . , U . j c )  e t  

l e s  J p a r  l e s  s e u l s  m i n e u r s  j a c o b i e n s  o~ ~ = 01 c ' e s t - ~ - d i r e  ou a u c u n  t .  
X /$  s J 

n ' a p p a r a l t  au  " d ~ n o m i n a t e u r " .  Le t h ~ o r e m e  de B e r t i n i  i d ~ a l i s t e  p e u t  s ' ~ n o n c e r  

en  d i s a n t  q u e  p o u r  t o u t  z E X - B ~  on a l ' ~ g a l i t ~  de  f e r m e t u r e s  i n t ~ g r a l e s  

d ' i d ~ a u x  de OX, z : 

Y ~ z  : J-(-Y-- ) ( z q X - B )  
x / ~ S  z 

Le t h ~ o r e m e  de B e r t i n i - S a r d  r e v i e n t  a l ' ~ g a l i t 6  d e s  r a c i n e s  

~ ( J x ) z  : ~ ( J  ) ( z ~  x -  B) 
X/¢ s z 

e t  d a n s  ( [ T e  3 j ,  § 2)  on t r o u v e  un  e x e m p l e  m o n t r a n t  q u ' i l  n ' e x i s t e  p a s  e n  g ~ n ~ -  

r a l  de s o u s - e s p a c e  B c X  t e l  q u e  ~ (B)  s o i t  de m e s u r e  n u l l e  dar ts  ~ s  e t  q u e  l e s  

i d ~ a u x  e u x - m ~ m e s  s o i e n t  b g a u x  p o u r  z C X -  B. 

On p e u t  de m~me d o n n e r  u n e  f o r m u l a t i o n  i n d ~ p e n d a n t e  du c h o i x  d e s  c o o r d o n -  

n ~ e s  p o u r  l e  T h b o r ~ m e  c i - d e s s u s l  m a i s  i l  f a u t  b i e n  v o i r  que  c e t  ~ n o n c ~  e s t  
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b e a u c o u p  p l u s  f a i b l e o  

d 
C o r o l l a i r e  : $ o i t  ~ : X ~ - ' ~  s u n  m o r p h i s m e  d ' e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  d o n t  t o u t e s  

l e s  f i b r e s  s o n t  p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d= dim X -  s .  N o t o n s  S l e  f a i s c e a u  

d ' i d 6 a u x  de O X d 6 f i n i s s a n t  l e  s o u s - e s p a c e  ~ ( ~ s ) .  I 1  e x i s t e  un f e r m 6  a n a l y t i ~ u e  

r a r e  F d_~e d (~  s )  t e l  ~ u e ,  en t o u t  p o i n t  zE  o ( ~ s )  _ F,  on a i r  d a n s  l ' a n n e a u  OX, z 

( J  ) c ( J x ) z  c ( J  ) + (S . J ) 
X/~ s z -- -- X/¢ s z X/¢ s z 

c e c i  i m p l i ~ u e  en p a r t i c u l i e r  ( J x ) z  

i n t 6 g r a l  ( C h a p .  I ,  1 . 5 ) .  

= (J ) 
X/¢ s z 

d ' a p r e s  l e  Lemme de Nakayama 

C o n s i d 6 r o n s  m a i n t e n a n t  un  e s p a c e  a n a l y t i q u e  r 6 d u i t  X p u r e m e n t  de d i m e n -  

s i o n  d + t ,  un s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  Y c X  e t  un p o i n t  y E  Y t e l  que  ¥ s o i t  

n o n - s i n g u l i e r  en y . P o u r  t o u t  p l o n g e m e n t  l o c a l  X c t M  d ' u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  

de y d a n s  X, e n c o r e  n o t 6  X, c o n s i d 6 r o n s  l e s  r 6 t r a c t i o n s  l o c a l e s  r : Y au 

v o i s i n a g e  de y ,  c ' e s t - ~ - d i r e  l e s  r 6 t r a c t i o n s  s u r  Y d ' u n  v o i s i n a g e  o u v e r t ,  

e n c o r e  n o t 6  t M  de y d a n s  ~M. 

C h a c u n e  de c e s  r 6 t r a c t i o n s  i n d u i t  une  r 6 t r a c t i o n  r l X =  p : X ~ ¥  d 6 f i n i e  au 

v o i s i n a g e  de Y, e t  d o n t  l ' i n c l u s i o n  ¥ c X  e s t  une  s e c t i o n  • 

S u p p o s o n s  q u e ,  p a r  r a p p o r t  a P, on s o i t  d a n s  l e s  c o n d i t i o n s  du c o r o l l a i r e  

+ OU p r 6 c 6 d e n t  c ' e s t - a - d i r e  que l ' o n  a i t  l ' i n c l u s i o n  ( J x ) y C  ( J p ) y  (S . J p ) y  

S e s t  l ' i d 6 a l  d 6 f i n i s s a n t  Y d a n s  X. A l o r s  p o u r  t o u t  a u t r e  r 6 t r a c t i o n  l o c a l e  

r '  : ~ M . ¥ ,  n o t a n t  p'  : X ~ Y  l a  r 6 t r a c t i o n  i n d u i t e  s u r  X, on a 1' a c l u s i o n  

( J x ) y C  ( J p , )  + (S . J p , )  . 
Y Y 

P r e u v e  : En f a i t ~  l ' o n  a l ' 6 g a l i t 6  

( J p  + S .  J p ) y  = ( J p ,  + S .  J p , ) y  

En e f f e t ,  l ' h y p o t h e s e  i m p l i q u e ,  d ' a p r e s  t e  Lemme de Nakayama i n t 6 g r a l  ( C h a p .  I ,  

= = d ' o u  ( S .  J p ) y  ( S .  Jp  ) . En f a i s a n t  un  c h o i x  1 5 )  que ( % , ) y  (JX!y  ( ~ ) y  ' : ' y 
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EM de c o o r d o n n 6 e s  s u r  a d a p t 6  ~ P ( r e s p .  p ' )  un c a l c u l  d i r e c t  p e r m e t  de v 6 r i f i e r ~  

en u t i l i s a n t  l e  c o r o l l a i r e  p r 6 c 6 d e n t  que Jp ,  ~ J p  + S • Jp ~ d ' o u  a u s s i t ~ t  l e  

r S s u l t a t .  

§ 3. I d 6 a l  j a c o b i e n  e t  t r a n s v e r s a l i t 6 .  

V o i c i  m a i n t e n a n t  un exemple  t y p i q u e  d ' u t i l i s a t i o n  de l a  d 6 p e n d a n c e  

i n t 6 g r a l e  p o u r  e x p r i m e r  a l g 6 b r i q u e m e n t  une c o n d i t i o n  de t r a n s v e r s a l i t 6  "~ l a  

l i m i t e "  pou r  l e s  e s p a c e s  t a n g e n t s .  

3 . 1  P r o p o s i t i o n  : S o i t  f :  ( X , O ) ~  (S ,O)  un morpb i sme  comme en ( 1 . 2 . )  

avec  S n o n - s i n g u l i e r ,  g a r d o n s  l e s  mSmes n o t a t i o n s ,  e t  f i x o n s  un p l o n g e m e n t  

l o c a l  ( X , O ) c  (EM,o) au v o i s i n a g e  de O. S o i t  ( X , O ) ~  ( S , O ) ×  (EM,o) l_e_e S - p l o n s e -  

merit l o c a l  d S f i n i  p a r  l e  ~ r a p h e  de f~ e t  f i x o n s  un s y s t b m e  de ~ 6 n 6 r a t e u r s  

f l ~ ' ' ' ' f m  ' f i E O S , o ( Z l ' ' ' ' ~ z M )  pou r  l ' i d 6 a l  d 6 f i n i s s a n t  (X,O) dans  

(S~O) × (EM,o) .  E t a n t  donn$ un s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  ferm6 (Z,O)  ~ (X ,O) ,  t e l  

que F N Z  s o i t  r a r e  d a n s  Z, pou r  un s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  D.1 ~¢M de c o d i m e n s i o n  

i ~ d~ l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  $ q u i v a l e n t e s  : 

i )  T o u t e  d i r e c t i o n  T l i m i t e  en O d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  h des  f i b r e s  de f e n  

des  p o i n t s  n o n - s i n g u l i e r s  d ' i c e l l e s  c o n t e n u s  d a n s  Z -  F e s t  t r a n s v e r s e  a D.1 

en  ce s e n s  que d i m ( T n  D.)  = d -  i .  I 

i i )  C b o i s i s s a n t  l e s  c o o r d o n n b e s  z l ~ -  ~z M de E M de t e l l e  f a ~ o n  9ue D. s o i t  
• * - -  ' 1 

d 6 f i n i  p a r  z 1 . . . . .  z i = O, on a : 

L ' i d 6 a l  JX/S " OZ,O d-~e @Z,O e n g e n d r 6  p a r  l e s  i m a g e s  des  d 6 t e r m i n a n t s  3 a c o b i e n s  

" ' ' , f 3 c  B ( f 3 1 ,  ) 
~ ( z i l '  ' ' Z i c )  o_~5 c = M - d ,  [ j l , - - - , j c  ] ~ [ 1  . . . .  ,m) ,  [ i l , - - . , i c ) ~ [ 1 , ' ' ' , M ~  e s t  

e n t i e r  dans  @Z,O s u r  l ' i d 6 a l  Jo  e n g e n d r 6  p a r  l e s  s e u l s  m i n e u r s  j a c o b i e n s  fie 

c e t t e  s o r t e  ~ui  s o n t  t e l s  que de p l u s  on a i r  : { i l , . . - , i c ~ C  { i + l , . . . , M }  • 

D6mon t rons  i )  = i i )  : s o i t  J l ' i d 6 a l  de ~Z,O e n g e n d r 6  p a r  l e s  m i n e u r s  
P 

j a c o b i e n s  au d 6 n o m i n a t e u r  d e s q u e l s  a p p a r a i s s e n t  au p l u s  p v a r i a b l e s  d ' i n d i c e  

non c o n t e n u  dans  { i + l , . . . , M } .  On a Jc  = J X / S "  ~Z~O e t  l ' a s s e r t i o n  i i )  6 q u i v a u t  
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l ' 6 g a l i t 6  : J = J 
o c 

I1 s u f f i t  de prouver que, pour O~ p~ c-1, Jp+l e s t  e n t i e r  sur Jp . Pour ce l a ,  

on u t i l i s e  le  c r i t e r e  v a l u a t i f  de d6pendance i n t 6 g r a l e  (Chap. I ,  1 .3 .4) .  Consi- 

d6rons un chemin ana ly t ique  h : ( ~ , 0 )  - (Z,O), e t  s o i t  A un des mineurs engen- 

drant J e t  t e l  que la  v a l u a t i o n  v (J o h) de J selon h s o i t  minime parmi 
p o p p 

c e l l e s  d e s  6 1 6 m e n t s  de J . S u p p o s o n s  en un  p o i n t  x E  h ( D -  {Ot)  ~ l a  f i b r e  de f 
P 

p a s s a n t  p a r  x e s t  n o n - s i n g u l i ~ r e  e t  s o n  e s p a c e  t a n g e n t  admet  p o u r  6 q u a t i o n s  

d a n s  C M : 

(a) A. dz.  
1 k 

~(f. ,--.,f. ) 
= _ ~ J l  3c 

) dz£ 
~ { i l , . . . , i  i ~(~i 1 , z  '~i c ' ~ Z l k - l ~ Z ~  I k + l  c 

o~ t o u s l e s  m l n e u r s  j a c o b i e n s  a p p a r a i s s a n t  d a n s  l e  membre de d r o i t e  a p p a r t i e n -  

n e n t  a J Si  l a  v a l u a t i o n  d ' u n  616ment  de J s e l o n  h 6 t a i t  i n f 6 r i e u r e  
p + l  p+ l  

c e l l e  de A~ l a  l i m i t e  T ~ e s  e s p a c e s  t a n g e n t s  s e l o n  h s e r a i t  c o n t e n u e  d a n s  un  

h y p e r p l a n  de l a  f o r m e  ~ : A£ dz£ = O, c o n t r a i r e m e n t  h l ' h y p o t h e s e  de 
~{i, . . . ,N} 

t r a n s v e r s a l i t 6  de i ) .  Un raisonnement analogue mont re ra i t  que s i  h J = O, a l o r s  
P 

h(D) e s t  tout  e n t i e r  form6 de po in t s  c r i t i q u e s  pour f .  

Prouvons que i t )  ~ i )  : chaque l i m i t e  d ' e spaces  tangents  6 tan t  a t t e i n t e  

le long d'un arc h : (D,O) - (Z,O) comme c i - d e s s u s  puisque le morphisme 

vf : Nf(X).X e s t  une mod i f i ca t ion ,  i l  s u f f i t  de l i r e  a l ' e n v e r s  l a  preuve de 

i )  ~ i t ) .  

§ 4.  E s p a c e  c o n o r m a l  d ' u n  e s p a c e  a n a l ~ t i ~ u e  p l o n k 6 .  

J ' a i  6 t6  c o n d u i t  p a r  d e s  s u g g e s t i o n s  de J . P . G .  H e n r y  e t  M. M e r l e  ~ c o n -  

s i d 6 r e r  a u s s i  l a  c o n s t r u c t i o n  s u i v a n t e ,  d i r e  " d e s  l i m i t e s  d ' h y p e r p l a n s  t a n g e n t s  t 

ou " c o n s t r u c t i o n  de l ' e s p a c e  c o n o r m a l " ~  q u i  e s t  en g r o s  ce q u i  s u b s i s t e  d a n s  l e  

c a s  l o c a l  de l a  c o n s t r u c t i o n  de l a  v a r i 6 t 6  d u a l e  d ' u n e  v a r i 6 t 6  p r o j e c t i v e  

( v o i r  [ P i ]  ou [K1 2 ] ) .  

S o i t  (X,O)  c ( ¢ N , o )  u n e  i m m e r s i o n  f e r m 6 e  d ' e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  r 6 d u i t s  

p o i n t 6 s .  S u r  l a  p a r t i e  n o n - s i n g u l i ~ r e  X ° de X, nn a l ' i n j e c t i o n  n a t u r e l l e  de 
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f i b r e s  v e c t o r i e l s  

i 
0 ~ TxO ~ T N × X° ' 

~N 

e t  l ' o n  c o n s i d ~ r e  l e  n o y a u  T ~ EN de l ' h o m o m o r p h i s m e  d u a l  i # 
X ° 

~N T~ N CNX X o i > T 0 ~, TxO X o 

Le fibr~ projectif ]P(T ~ ¢N) associ~ ~ T # CN est donc naturellement plong~ dans 
X ° X ° 

~(T~N x o ~N-I ×~N-I ~N-1 × ) =" X ° ×  c ×  ~ ou d ~ s i g n e  l ' e s p a c e  d e s  h y p e r p l a n s  
¢ ~N 

de C N . 

4 . 1  P r o p o s i t i o n - D 6 f i n i t i o n  : On a p p e l l e  e s p a c e  c o n o r m a l  a x c ~ N  l ' a d h 6 r e n c e  

C ( x c ~ N )  d a n s  x × ~ N - 1  du f i b r ~  p r o ~ e c t i f  p ( T  ~ c N ) c x x  ~ N - 1  . C ' e s t  un  s o u s  
X ° 

e s p a c e  a n a l y t i ~ u e  f e rm~  r ~ d u i t  de d i m e n s i o n  N-1 d__e_e X× ~ N - 1 .  

P r e u v e  : C h o i s i s s o n s  un  s y s t ~ m e  de c o o r d o n n 6 e s  Z l , . . . , z  N s u r  CN. Le p r o b l ~ -  

me b r a n t  l o c a l  s u r  X, n o u s  p o u v o n s  s u p p o s e r  X d 6 f i n i  d a n s  ~N p a r  p 6 q u a t i o n s  

f i ( z l , . . . ~ Z N )  = O, 1 ~ i ~ p . C h o i s i s s o n s  l e s  c o o r d o n n 6 e s  n a t u r e l l e s  

( a l :  . . .  : a N ) s u r  ~ N - 1  , e t  c o n s i d ~ r o n s  l e  s o u s - e s p a e e  a n a l y t i q u e  f e r m 6  W de 

X x  ~ N - 1  d 6 f i n i  p a r  l e s  6 q u a t i o n s  e x p r i m a n t  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  : 

rang 

a I , . . . . . . . . . . .  ~ a N 

~ f .  ~ f .  
11 11 

bz  I ' , a z  N 

~ f .  a f .  
1N_ d 1N_ d 

bz  I ' , bz N 

< N-d+1 
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D ' a p r e s  l a  d 6 f i n i t i o n ,  n o t r e  e s p a c e  C(X) n ' e s t  a u t r e  que  l ' a d h 6 r e n c e  d a n s  

~N-1 
X× de W - ( S i n g X × ~  N - l )  d ' o ~  a u s s i t S t  l ' a n a l y t i c i t ~ ,  e t  l e  f a i r  que  

N 
C ( X c ~  ) e s t  r 6 d u i t .  

P o u r  c a l c u l e r  l a  d i m e n s i o n  de C ( x c C N ) ,  c o n s i d 6 r o n s  l e  m o r p h i s m e  n a t u r e l  

: C ( X ~ E  N ) ~.X 

i n d u i t  p a r  l a  p r e m i e r e  p r o j e c t i o n  X× ~ N - 1  ~X • P o u r  t o u t  x ~  X o,  - l ( x ) c ~ N - 1  

e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  h y p e r p l a n s  de ~N c o n t e n a n t  TX~ x ~ e t  l ' o n  a donc 

- l ( x  ) = ~ N - d - 1  ou d =  dim X. On en d ~ d u i t  b i e n  l ' ~ g a l i t ~  dim C ( x ~ N )  = N-1 .  
x 

4 . 1 . 1  La p l u p a r t  du t e m p s ,  n o u s  t r a v a i l l e r o n s  a v e c  un  p l o n g e m e n t  x c ~ N  f i x ~  

e t  n o u s  n o t e r o n s  s i m p l e m e n t  

: C(X) ~X 

l ' e s p a c e  c o n o r m a l .  N o t e r  que  l e  m o r p h i s m e  ~ e s t  p r o j e c t i f ,  e t  en p a r t i c u l i e r  

p r o p r e .  

4 . 2  R e m a r ~ u e s  : 1) (On s u p p o s e  X p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d . )  P o u r  t o u t  xE  X, 

-1  on a : N-d -1  g dim a ( x )  ~ N-2 .  

2) On p e u t  p e n s e r  ~ un  p o i n t  de C(X) comme ~ un c o u p l e  ( x , H )  ou H e s t  

une  l i m i t e  ( i  ~ ~) d ' h y p e r p l a n s  H. t e l s  q u ' i l  e x i s t e  une  s u i t e  x i C X ° ,  x i ~ x ,  
1 

avec  H i D T x , x .  
1 

3) Si  N = d+l~ ~ : C ( X ) ~ X  s ' i d e n t i f i e  a l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash de X. 

4 . 3  P r o p o s i t i o n - D 6 f i n i t i o n  : S o i t  f : X - S  un  m o r p h i s m e  s a t i s f a i s a n t  ~ e s  

h ~ p o t h e s e s  de 1 .1  e t  de p l u s  muni d ' u n  6 - p l o n g e m e n t  X c s × ¢ N  . h v e c  l e s  n o t a -  

t i o n s  de 1 . 1 , c o n s i d 6 r o n s  l e  f i b r 6  c o n o r m a l  r e l a t i f  TX_F, f (o__uu TX_F/S)  d 6 f i n i  
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comme n o y a u  de l ' h o m o m o r p ~ i s m e  n a t u r e 1  T N × (X-F)  
Sx¢ / S  sx~N 

a p p e l l e  e s p a c e  c e n o r m a l  r e l a t i f  ~a f e r m e t u r e  d a n s  X× d_~e 

~N-I ~N-1 C' ~ ( T x _ F / S )  c ( X - F )  × ~ • e s t  un e s p a c e  a n a l y t i ~ u e  r ~ d u i t  

~ f  
C f ( X )  >X p r o p r e  a u - d e s s u s  de X, de d i m e n s i o n  N-1 + dim S. 

) TX_F / s  . O__~_n 

La p r e u v e  e s t  t o u t - a - f a i r  a n a l o g u e  a c e l l e  du c a s  a b s o l u .  

I c i  e n c o r e ~  s i  N= d + l ,  ou d e s t  l a  d i m e n s i o n  d e s  f i b r e s  de f ,  s u p p o s ~ e s  

r ~ d u i t e s  e t  de d i m e n s i o n  p u r e ,  l ' e s p a c e  c o n o r m a l  r e l a t i f  p e u t  ~ t r e  n a t u r e l l e -  

ment  i d e n t i f i ~  a l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash  r e l a t i v e .  
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C H A P I T R  E I I I 

STRATIFICATIONS 

I n t r o d u c t i o n .  Dans  ce c h a p i t r e ,  j e  commence p a r  m o n t r e r  comment ,  ~ t a n t  donn~e  

une  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  p o r t a n t  s u r  d e s  c o u p l e s  de s o u s - e s p a c e s  n o n - s i n g u -  

l i e r s  (X ,Xp)  d ' u n  e s p a c e  X, e t  s a t i s f a i s a n t  d e s  h y p o t h e s e s  t r e s  s i m p l e s ,  i l  

e s t  p o s s i b l e  de c o n s t r u i r e ,  p o u r  t o u t  e s p a c e  a n a l y t i q u e  X, d e s  s t r a t i f i c a t i o n s  

X=UXa  t e l l e s  que  t o u t  c o u p l e  de s t r a t e s  (X ~X~) s a t i ~ f a s s e  l a  c o n d i t i o n  d ' i n -  

c i d e n c e  d o n n ~ e .  

L ' e x e m p l e  t y p i q u e  p o u r  n o u s  de c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e ,  l e s  c o n d i t i o n s  de 

W h i t n e y ,  e s t  i n t r o d u i t  e t  l ' o n  m o n t r e  comment  l e  t h ~ o r ~ m e  de B e r t i n i  i d ~ a l i s t e  

du c h a p i t r e  p r b c ~ d e n t  i m p l i q u e  que  c e t t e  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  e s t  s t r a t i f i a n -  

t e .  

Au § 3,  j ' ~ t u d i e  b r i ~ v e m e n t  l e s  s t r a t i f i c a t i o n s  d b f i n i e s  p a r  d e s  i n v a -  

r i a n t s  n u m ~ r i q u e s ~  p u i s q u e  l e  r ~ s u l t a t  p r i n c i p a l  de ce t r a v a i l  m o n t r e  en p a r t i -  

c u l l e r  que  l a  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  " c a n o n i q u e "  d ' u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  e s t  

de c e t t e  n a t u r e .  E n s u i t e  on ~ t u d i e  un  peu l a  t r a n s v e r s a l i t ~  de deux  s o u s - e n s e m -  

b l e s  a n a l y t i q u e s  s t r a t i f i e s  d ' u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  n o n - s i n g u l i e r ,  s u r t o u t  p o u r  

m o n t r e r  d e s  lemmes t e c h n i q u e s  q u i  s e r o n t  u t i l e s  d a n s  l a  s u i t e  e t  ~ n o n c e r  l e  

t h ~ o r ~ m e  de g ~ n ~ r i c i t ~  p a r  t r a n s l a t i o n  de K l e i m a n .  Le c h a p i t r e  s e  t e r m i n e  p a r  

un  r ~ s u l t a t  f a c i l e  s e l o n  l e q u e l  une  c o n d i t i o n  de t r a n s v e r s a l i t ~  i m p l i q u e  l ' ~ g a -  

l i t ~  e n s e m b l i s t e  du t r a n s f o r m ~  s t r i c t  e t  du t r a n s f o r m ~  t o t a l  d ' u n  s o u s - e s p a c e  

f e rm~  Z c X  p a r  un  ~ c l a t e m e n t  p :  X' ~ X  . 
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§ 1. C o n d i t i o n s  d ' i n c i d e n c e .  

1 .1  D ~ f i n i t i o n  : S o i t  X un e s p a c e  a n a l y t i q u e .  Nous  d ~ r o n s  q u ' u n  s o u s - e n s e m -  

b l e  h de X e s t  l o c a l e m e n t  f e r m ~  ~ l a  Z a r i s k i  d a n s  X s i i l  e x i s t e  deux  s o u s -  

e n s e m b l e s  a n a l y t i q u e s  f e r m b s  F e t  G de X t e l s  que  A= F -  G. 

Nous  d i r o n s  que  A e s t  c o n s t r u c t i b l e  d a n s  X s i  t o u t  p o i n t  x E  X p o s s e d e  un  v o i s i -  

n a g e  o u v e r t  U t e l  que  AMU s o i t  c o m b i n a i s o n  b o o l ~ e n n e  de s o u s - e n s e m b l e s  l o c a l e -  

ment  f e r m ~ s  a l a  Z a r i s k i  d a n s  U. 

On r e m a r q u e r a  q u e ,  d ' a p r e s  EW~ ~ l a  f e r m e t u r e  d a n s  X d ' u n  s o u s - e n s e m b l e  

c o n s t r u c t i b l e  de X e s t  un  s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e rm~  de X~ a i n s i  que  l a  

f e r m e t u r e  de s a  f r o n t i e r e ,  e t  que  l a  c l a s s e  d e s  s o u s - e n s e m b l e s  c o n s t r u c t i b l e s  

e s t  s t a b l e  p a r  ~es  o p e r a t i o n s  b o o l ~ e n n e s  a l o r s  que  c e l l e  d e s  s o u s - e n s e m b l e s  

l o c a l e m e n t  f e r m ~ s  ~ l a  Z a r i s k i  e s t  s t a b l e  p a r  u n i o n  f i n i e  e t  i n t e r s e c t i o n  

f i n i e .  

1 . 2  D ~ f i n i t i o n  : Une f a m i l l e  ( h i ) i E  I de s o u s - e n s e m b l e s  d ' u n  e s p a c e  t o p o l o -  

g i q u e  X e s t  d i r e  l o c a l e m e n t  f i n i e  s i  t o u t  p o i n t  x E  X p o s s e d e  un  v o i s i n a g e  U 

t e l  que  ~i E I / A  i n U ] ~ ]  s o i t  un  e n s e m b l e  f i n i .  

E x e r c i c e  : M o n t r e r  que  t o u t  s o u s - e n s e m b l e  c o n s t r u c t i b l e  A d ' u n  e s p a c e  a n a l y -  

t i q u e  X e s t  r ~ u n i o n  d ' u n e  f a m i l l e  l o c a l e m e n t  f i n i e  de s o u s - e n s e m b l e s  l o c a l e m e n t  

f e r m ~ s  ~ l a  Z a r i s k i  de X .  

1 . 3  D ~ f i n i t i o n  : S o i e n t  E e t  F deux  s o u s - e n s e m b l e s  c o n s t r u c t i b l e s  ( r e s p .  

l o c a l e m e n t  f e r m ~ s  a l a  Z a r i s k i )  d ' u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  X .  La f r o n t i ~ r e  de E 

d a n s  F e s t  l e  s o u s - e n s e m b l e  c o n s t r u c t i b l e  ( r e s p .  l o c a l e m e n t  f e r m ~  a l a  Z a r i s k i )  

d a n s  X e t  r a r e  d a n s  F : 

~F (E)  = E - F n F  

Dans  t o u t  ce q u i  s u i t ,  on p e u t  l i r e  " c o n s t r u c t i b l e "  a l a  p l a c e  de 



" l o c a l e m e n t  f e r m ~  ~ l a  Z a r i s k i "  

l e m e n t  f e r m i "  p o u r  a l l ~ g e r .  
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v o c a b l e  que  l ' o n  a b r ~ g e r a  d ' a i l l e u r s  en  " l o c a -  

1 . 4  D 6 f i n i t i o n  : Nous a p p e l l e r o n s  " c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e "  r o u t e  c o n d i t i o n  

p o r t a n t  s u r  d e s  q u a d r u p l e t s  ( X ~ S 1 , S 2 , x )  ~ ou X e s t  un e s p a c e  a n a l y t i q u e ,  S 1 e s t  

un s o u s - e n s e m b l e  l o c a l e m e n t  f e r m 6  de X, S 2 un a u t r e  s o u s - e n s e m b l e  l o c a l e m e n ~  

f e r m 6  de X c o n t e n u  dar ts  ~ 1 -  SI~ e n f i n  x e s t  un p o i n t  de S 2 ; c e t t e  c o n d i t i o n  

e s t  a s t r e i n t e  ~ v 6 r i f i e r  une  c o n d i t i o n  d ' h 6 r 6 d i t 6  que  v o i c i  : 

(H) P o u r  t o u t  q u a d r u p l e t  ( X ~ S 1 , S 2 , x )  s a t i s f a i s a n t  l a  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e ~  

e t  t o u t  s o u s - e n s e m b l e  S ~ S  2 l o c a l e m e n t  f e r m 6  d a n s  X e t  n o n - s i n g u l i e r  en  x E  S ~ ,  

l e  q u a d r u p l e t  ( X ~ S 1 , S ~ x )  s a t i s f a i t  e n c o r e  l a  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e .  

Nous d i r n n s  q u ' u n e  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  e s t  s t r a t i f i a n t e  s i ,  p o u r  t o u t  

t r i p l e t  ( X , S 1 , S  2) comme c i - d e s s u s ,  l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  x E S 2 t e l s  que  l e  

q u a d r u p l e t  ( X ~ S I ~ S 2 , x )  s a t i s f a s s e  l a  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  c o n t i e n t  un s o u s -  

e n s e m b l e  c o n s t r u c t i b l e  d a n s  X ( o u ,  de f a ~ o n  6 q u i v a l e n t e ~  d a n s  ~2  ) e t  d e n s e  

d a n s  ~ 2 "  

1 . 5  P r o p o s i t i o n  : E t a n t  donn~e  une  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  s t r a t i f i a n t e ,  p o u r  

t o u t  e s p a c e  a n a l y t i ~ u e  X e t  t o u t e  f a m i l l e  l o c a l e m e n t  f i n i e  ( X i ) i E  I de  s o u s -  

e n s e m b l e s  l o c a l e m e n t  f e r m ~ s  de X, i l  e x i s t e  une  p a r t i t i o n  de X en  s o u s - e n s e m -  

b l e s  l o c a l e m e n t  f e r m ~ s  ( S ) a E  h , f o r m a n t  nne  f a m i l l e  l o c a l e m e n t  f i n i e  d a n s  X, 

t e l l e  ~ue c h a ~ u e  S s o i t  n o n - s i n ~ u l i e r ,  c o n n e x e  e t  non  v i d e ~  e t  ~ue de p l u s  

l a  p a r t i t i o n  X= U S s a t i s f a s s e  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  : 
ccEA cc 

i )  P o u r  i E  I ,  S a N X i t ~  Sa ~ ' 1  ' ~et S~N ( ~ i - X i ) ~ D ~ S  c X i - X i  , c ' e s t -  

a - d i r e  que  p o u r  i E  I~ ~ .  e t  X. s o n t  u n i o n  de s t r a t e s .  

i i )  P o u r  c c , ~ E A ,  cc,~ ~ ~ N S ~  ~ ~c~- Sa:~S~-- __et, p o u r  t o u t  x E  S~ , l e  Clua- 

d r u p l e t  ( X ~ S a ~ S ~ , x )  s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  d o n n ~ e .  

Lemme I : S o i e n t  X un e s p a c e  a n a l y t i ~ u e ~  e~t (Zn)nE  ~ une  s u i t e  d ~ c r o i s s a n t e  

de s o u s - e n s e m b l e s  a n a l y t i ~ u e s  f e r m ~ s  de X t e l s  ~ue s i  Z n t ~ ,  Zn+ 1 s o i t  r a r e  
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d a n s  Z n ~ p o u r  t o u t  n ~  O~ a l o r s  on a : 

p o s s ~ d e  un  v o i s i n a ~ e  o u v e r t  U t e l  q u e  : 

N Z = ~ e t  en  f a i r  t o u t  p o i n t  x E X 
n 

n~O 
i l  e x i s t e  n t e l  ~ue  U N Z  = ~ p o u r  

o n 

n ~ n  ° • 

P r e u v e  : D ' a p r ~ s  l ' h y p o t h ~ s e ~  en  t o u t  p o i n t  x E X, on a d imx  Z n + l  < d i m x  Zn 

S o i t  x E  X, e t  p o s o n s  d =  dim X. D ' a p r ~ s  l a  s e m i - c o n t i n u i t ~  de l a  d i m e n s i o n ~  i l  
x 

e x i s t e  un  v o i s i n a g e  o u v e r t  U de x t e l  que  p o u r  y E  U on a i t  d im X~  d • D ' a p r ~ s  
Y 

l a  d ~ f i n i t i o n  t o p o l o g i q u e  de l a  d i m e n s i o n  d e s  e s p a c e s  a n a l y t i q u e s ~  on a 

Z N U =  ~ p o u r  n ~  d + l  . • 
n 

Lemme 2 : S o i e n t  Z'  c Z c X  d e u x  s o u s - e n s e m b l e s  a n a l ~ t i ~ u e s  f e r m b s  de X e~t E 

un s o u s - e n s e m b l e  l o c a l e m e n t  f e r m ~  de X ; s i  l ' o n  a b ~ ( Z )  ~ Z ' ,  a l o r s  E N  ( Z -  Z ' )  

e s t  o u v e r t  e t  f e r m b  dar t s  Z -  Z '  . 

P r e u v e  : S o i t  x E E N  ( Z -  Z ' )  ; d ' a p r e s  l a  d b f i n i t i o n  de b ~ ( Z ) ,  on a : 

x ~  Z -  EN E, donc  i l  e x i s t e  un v o i s i n a g e  o u v e r t  U de x d a n s  X t e l  que  

U N E ~  i m p l i q u e  UN ( Z - ~ ) ] ~ .  Or x E  U N E ,  donc  U N Z c ~ ;  on p e u t  s u p p o s e r  que  

UD Z' = ~ p u i s q u e  Z '  e s t  f e r m 6  e t  x ~  Z '~  e t  on a donc  un o u v e r t  U t e l  q u e  

U N Z ~ E  e t  U A Z '  N E =  D, c ' e s t - ~ - d i r e  que  U NZ e s t  u n v o i s i n a g e  o u v e r t  de x 

d a n s  EN ( Z -  Z ' ) .  E n f i n ,  ~ N  ( Z -  Z ' )  e s t  ~ v i d e m n e n t  f e r m ~  d a n s  Z -  Z'  • 

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n ¢  a v o i r  c o n s t r u i t  un s o u s - e n s e m b l e  l o c a l e m e n t  f e r m ~  

Z n C X ,  e t  d e s  s o u s - e n s e m b l e s  l o e a l e m e n t  f e r m ~ s  ( S )  E h de X f o r m a n t  une  p a r t i -  

t i o n  de X -  Z q u i  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de l a  P r o p o s i t i o n .  Nous a l l o n s  c o n s -  
n 

t r u i r e  un  s o u s - e n s e m b l e  f e r m ~  r a r e  Zn+ 1 C Z n  e t  d e s  s o u s - e n s e m b l e s  S'a, C Z n -  Z n + l  

l o c a l e m e n t  f e r m ~ s  d a n s  X e t  t e l s  que  l a  c o l l e c t i o n  d e s  S ~ S'~ s o i t  une  p a r t i -  

t i o n  de X -  Zn+ 1 s a t i s f a i s a n t  a u x  c o n d i t i o n s  de l a  P r o p o s i t i o n .  

On c o m m e n c e r a  l a  c o n s t r u c t i o n  a v e c  Z = X, e t  on c o n s t r u i r a  a i n s i  p a r  r ~ c u r r e n c e  
o 

u n e  c o l l e c t i o n  de s t r a t e s  S s a t i s f a i s a n t  a ux  c o n d i t i o n s  de l a  P r o p o s i t i o n  

p o u r  X= X -  N Z (Lemme 1 ) .  
n 

n~O 
P o s o n s ,  p o u r  t o u t  ~ E A~ T = b Z ( ~ )  e t  p o u r  t o u t  i E I ,  ¥ i  = 8Z ( X i )  ~ ee  

n n 
s o n t  d e u x  f a m i l i e s  l o c a l e m e n t  f i n i e s  de s o u s - e n s e m b l e s  l o c a l e m e n t  f e r m ~ s  de X. 
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C o n s i d 6 r o n s  l e s  t r i p l e t s  ( X , S s , (  ~ -  S s )  N Z n  )" L ' h y p o t h ~ s e  que  n o t r e  c o n d i t i o n  

d ' i n c i d e n c e  e s t  s t r a t i f i a n t e  n o u s  a s s u r e  de l ' e x i s t e n c e  de s o u s - e n s e m b l e s  

d e n s e s  V c ( ~  - S ) NZ l o c a l e m e n t  f e r m 6 s  d a n s  X~ t e l s  q u e  l e  q u a d r u p l e t  
s s ~ n 

( X , S s ~ (  ~ - S s )  N Z n , X )  s a t i s f a s s e  l a  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  d o n n 6 e  p o u r  t o u t  

x E  V . S o i t  R l a  f r o n t i e r e  t o t a l e  de V d a n s  Z , c ' e s t - ~ - d i r e  
s s s n 

R : ( V  - v  ) u ( z  - v  - ( z  - v  )) 
S S S n S n s 

La f a m i l l e  d e s  R e s t  e n c o r e  u n e  f a m i l l e  l o c a l e m e n t  f i n i e  de s o u s - e n s e m b l e s  
s 

l o c a l e m e n t  f e r m ~ s .  

P o s o n s  Zn+ 1=  S i n g  Z U ( U Y . )  U( U T ) U ( !J R ) ; Zn+ 1 e s t  u n  s o u s - e n s e m b l e  n 1 s 
i E I  sEA sEA 

a n a l y t i q u e  f e r m 6  de Z i donc  de X~ r a r e  d a n s  Z ~ p u i s q u e  c h a c u n e  d e s  f a m i l l e s  
n n 

en  r u e  e s t  u n e  f a m i l l e  l o c a l e m e n t  f i n i e  de s o u s - e n s e m b l e s  a n a l y t i q u e s  f e r m 6 s  

r a r e s  de  Z . 
n 

D ~ f i n i s s o n s  l e s  S '  - • s '  comme 6 t a n t  l e s  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  de Z n Zn+ 1 

La f e r m e t u r e  de c h a q u e  S '  e s t  u n e  c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e  de Z e t  l e s  S '  
S I S * n 

s o n t  donc  b i e n  l o c a l e m e n t  f e r m 6 s  d a n s  X • P a r  a i l l e u r s ~  l a  f a m i l l e  d e s  S '  e s t  
S v 

l o c a l e m e n t  f i n i e .  P o u r  v 6 r i f i e r  q u e  l a  s t r a t i f i c a t i o n  de X -  Zn+ 1 p a r  ( S s ) s C  A 

e t  ( S '  ) s '  s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e ,  on p e u t ~  d ' a p r ~ s  l ' h y p o t h e -  
s '  EA' 

s e  de r 6 c u r r e n c e  e t  p u i s q u e  s '  / ~ '  ~ S's, Iq S~,  = D, s e  c o n t e n t e r  de l e  v 6 r i f i e r  

p o u r  u n e  s t r a t e  S s  e t  u n e  s t r a t e  S's,  ; s u p p o s o n s  donc  S's,  N S s ~  e t  r e n a r q u o n s  

q u e  Z n - ~  N ~ - =  T C Z  D ' a p r e s  l e  Lemme 2~ S s N (Z n -  Z 1) e s t  o u v e r t  e t  s a s n + l  n+ 

f e r m ~  d a n s  Z n -  Zn+ l  e t  d o n c  c o n t i e n t  c h a q u e  c o m p o s a n t e  c o n n e x e  de Z n -  Zn+ l  

q u ' i l  r e n c o n t r e ~  d ' o ~  l ' i n c l u s i o n  K ~  S~, • Le m~me a r g u m e n t  m o n t r e  que~ p u i s q u e  

Z n + l ~  1 ~ l e  s o u s - e n s e m b l e  ~ i  N (Z n Zn+ 1) e s t  o u v e r t  e t  f e r m 6  d a n s  Z n Zn+ 1 

e t  d o n c  c o n t i e n t  c h a q u e  S'  a '  q u ' i l  r e n c o n t r e .  Y ~ r i f i o n s  f i n a l e m e n t  q u e  s i  

S s ~  S~,  i l a  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  e s t  s a t i s f a i t e  p o u r  c h a q u e  q u a d r u p l e t  

( X ~ S s ~ S ~ , ~ x )  a v e c  x E S~,  • I1  s u f f i t  p o u r  c e l a ,  g r a c e  a l a  c o n d i t i o n  ( H ) ,  

de v 6 r i f i e r  l ' i n c l u s i o n  S~,  c V s  Or ,  p u i s q u e  Zn+ 1 c o n t i e n t  Rs  ' on a l ' ~ g a l i -  

t 6  S~,  n Y  s =  S',s N ~  e t  p a r  l e  Lemme 2,  ~ s N  (Z n -  Zn+ 1) e s t  o u v e r t  e t  f e r m 6  d a n s  

Z n -  Zn+ 1 ~ donc  c o n t i e n t  c h a q u e  c o m p o s a n t e  c o n n e x e  S~,  q u ' i l  r e n c o n t r e ~  d ' o u  
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S~, ~ V  e t  donc  S '  c V  

On a montr6 route la proposition sauf le fair que les X.- X. 6talent 
1 i 

r 6 u n i o n  de s t r a t e s .  I 1  s u f f i t  p o u r  c e l a  d ' a p p l i q u e r  l a  P r o p o s i t i o n  p r 6 c 6 d e n t e  

~ l a  f a m i l l e  l o e a l e m e n t  f i n i e  c o n s t i t u t e  d e s  f e r m 6 s  a n a l y t i q u e s  ( X i , X  i - X i ) i (  I • 

R e m a r ~ u e  : D a n s  l e  c a s  ou l ' o n  a r e m p l a c 6  " l o c a l e m e n t  f e r m 6 "  p a r  " c o n s t r u c -  

t i b l e  u ,  d a n s  l a  l e c t u r e  de ce  q u i  p r e c e d e ,  i l  f a u t  r e , p l a c e r  l a  f a m i l l e  

(Xi~X i - X i )  p a r  l a  f a m i l l e  l o c a l e m e n t  f i n i e  de s o n s - e n s e m b l e s  l o c a l e m e n t  f e r m 6 s  

l a  Z a r i s k i  q u e  l ' o n  a u r a  c o n s t r u i t e  en  r 6 s o l v a n t  l t e x e r c i c e  p r o p o s ~  p l u s  

h a u t  p o u r  c h a c u n  d e s  X i . 

§ 2 .  C o n d i t i o n s  de W h i t n e y .  

2 . 1  C o n s i d 6 r o n s  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  ~M muni  de c o o r d o n n ~ e s  U l , . . . , u  M e t  de l a  

~M, m6trique h e r m i t i e n n e  u s u e l l e  ; p o u r  u ,  v d a n s  ( u , v )  = Z u .  v . .  E t a n t  d o n n 6 s  
1 1 

d e u x  s o u s - e s p a c e s  v e c t o r i e l s  h e t  B de ¢M, on d 6 f i n i t  l a  d i s t a n c e  de A a B 

( d a n s  c e t  o r d r e )  : 

d i s t  ( A , B )  = s u p  ( l u ' v l  ) 

ucn-~_~o) Ilull. Ilvll 

o~ BZ= [ u E  [ M / ( u , b ) :  O p o u r  t o u t  b ~ B] e t  Irull2: < u , u )  On n o t e r a  que  

d i s t  ( A , B ) =  O 6 q u i v a u t  a l ' i n c l u s i o n  B L c A  , c ' e s t - ~ - d i r e  B ~ A .  P a r  a i l l e u r s ,  

s o i t  G = G ( M , a )  l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  d i r e c t i o n s  de  s o u s - e s p a c e s  de d i m e n s i o n  

a de EM ; p o s a n t  a =  d im A, b =  d im B, l ' a p p l i c a t i o n  G × G  b ~  d 6 f i n i e  p a r  
a 

( A , B ) b  d i s t  ( A , B )  e s t  u n e  f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  r ~ e l l e  s u r  l e  p r o d u i t  fi × G  b , a 

comme on l e  v ~ r i f i e  a u s s i t ~ t .  R e m a r q u o n s  a u s s i  q u e  l ' i n 6 g a l i t ~  de S c h w a r z  

i m p l i q u e  d i s t  ( A , B )  g 1. 

cM 
S o i t  p : ~ E  u n e  p r o j e c t i o n  de l a  f o r m e  ( u l , . . . , u  M) ~ ( u l , . . . , u  ~ )  e t  

= . n ~ t e l l e  q u e  Ker  pN  A (O) On a a l o r s  l ' i n c l u s i o n  p ( B )  ~ C  ou p (B)  ± d 6 s i g n e  

l ' o r t h o g o n a l  de p ( B )  d a n s  E £ mun i  de l a  s t r u c t u r e  h e r m i t i e n n e  d 6 f i n i e  p a r  l e s  

c o o r d o n n 6 e s  ( U l ,  , u £ )  : e n  e f f e t ,  p o u r  t o u t  v E  E£ • . .  , on a ( v , b )  = ( v , p ( b ) )  ; 
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p o u r  l a  m~me r a i s o n ,  on a : 

s u p  [ ( u ' , v ' ) [  

v ' E p ( A ) - { O )  

I(u'~v)l 
s u p  • 

u,~p(B)~_~o? Ilu'!l.ll~ll 
v~a-{o] 

Ilvll ) 
Hp(v)ll 

D ' a p r ~ s  l ' h y p o t h S s e  K e r p n  A= (O)~ i l  e x i s t e  une  c o n s t a n t e  p o s i t i v e  C ne d 6 p e n -  

d a n t  que  de A e t  de l a  p r o j e c t i o n  c h o i s i e  e t  t e l l e  que  p o u r  t o u t  v E  A -  [O} on 

a i r  !lvll 1 ~ < ~  ; i l  v i e n t  donc 
IIp(v)ll 

1 , d i s t  ( p ( A ) , p ( B ) )  ~ ~ s u p  - - - -  ~ d i s t  (A B) 

u ' ~ : p ( B ) ' - f O }  [ [u ' [ ] "  lIvll ~ 

vEA-{O} 

l a  d e r n i ~ r e  i n ~ g a l i t ~  p r o v e n a n t  de l ' i n c l u s i o n  p (B)  ~ c B  ± 

V o i c i  une  a u t r e  i n 6 g a l i t 6  du mSme t y p e  q u i  n o u s  s e r v i r a  p l u s  b a s  : 

R e p r e n o n s  l a  m~me s i t u a t i o n  que  c i - d e s s u s ~  m a i s  s a n s  s u p p o s e r  que Ker  ( p [ A )  = O. 

.¢ 
S o i t  B 1 un  s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  de E . I 1  e x i s t e  une  c o n s t a n t e  p o s i t i v e  C ne 

d ~ p e n d a n t  que  de p ,  h e t  B 1 e t  t e l l e  que  d i s t  ( p ( h ) , B  1) ~ C d i s t  ( A , p - I ( B 1 ) ) .  

En e f f e t ,  p o u r  t o u t  p ( a )  E p ( A ) ,  s o i t  E = [wE Ker  p / p ( a )  + wC A] ; E e s t  un  a a 

s o u s - e s p a c e  a f f i n e  de Ker  p de l a  f o r m e  w + K e r ( p [ h ) ~  e t  l ' a p p l i c a t i o n  
o 

p(A)  ~ K e r  p / K e r  ( p ] h )  q u i  a p ( a )  a s s o c i e  l a  c l a s s e  de w ° e s t  l i n 6 a i r e .  On en 

d ~ d u i t  que  t o u t  616ment  de p (A)  p e u t  s ' 6 c r i r e  p ( p ( A ) +  w ( a ) )  ou Iiw(a)]! ~C 1 IIP(a)ll ,  

( p ( p _ l (  B L ] )± 1' C1E ~ . Or~ p u i s q u e  ) ) )  = B e s t  c o n t e n u  d a n s  ( p - l ( B  ) ~ on a i n 6 -  
+ 1 1 

g a l i t 6  : 

d i s t  ( A , p - I ( B 1 ) )  sup (.ha:v)l  } 
a A-Ker p  llall i :rl 

£ vEBv{O) 

m a i s  on a ( a , v )  = ( p ( a ) , v )  p u i s q u e  v E B~ 

v i e n t  : 

L 
c E  p a r  d 6 f i n i t i o n  de B 1 , e t  i l  



s u p  
a E h - K e r  p 

vEB~-[O] 

389 

l ' ( a t v ) I  t ~  sup  { ' ( p ( a )  , v ) l  } 
Ila[] " Ilvll p ( a ) E p ( h ) - [ O }  l lp (a ) l l  + 11~(a)11 

L v~Sl-[o) 
_> (1+-~1) Sup (I(p(a),v)l) 

p ( a ) E p ( h ) - [ O )  I ] p ( a ) l l -  Ilvll 
£ ~ESl-[o] 

d ' o u  l e  r ~ s u l t a t  a v e c  C = 1+C 1 . 

2 . 2  S o i e n t  m a i n t e n a n t  X un e s p a c e  a n a l y t i q u e  r ~ d u i t  p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d~ 

Y un s o u s - e s p a c e  l o c a l e m e n t  f e r m ~  ~ l a  Z a r i s k i  de  X e t  0 un p o i n t  n o n - s i n g u l i e r  

de Y. C h o i s i s s o n s  un p l o n g e m e n t  l o c a l  (X,O)  c ( ~ N , o )  au v o i s i n a g e  de O~ e t  une  

r S t r a c t i o n  l o c a l e  O : ( ~ N , 0 )  ~ (Y,O)  ; a un i s o m o r p h i s m e  a n a l y t i q u e  p r e s ~  on 

p e u t  a l o r s  i d e n t i f i e r  Y a (un  o u v e r t  de )  t k  e t  s u p p o s e r  X p l o n g b  d a n s  (un  o u v e r  

o u v e r t  de )  t k × E n - k  de t e l l e  f a v o n  que  l a  r ~ t r a c t i o n  9 c o i n c i d e  a v e c  l a  p r e m i e -  

r e  p r o j e c t i o n .  

2 . 2 . 1  D ~ f i n i t i o n  : On d i t  que  l e  c o u p l e  de s t r a f e s  ( X ° , ¥  ° )  fo rm~  de l a  p a r -  

t i e  non  s i n g u l i ~ r e  X ° de X e t  de l a  p a t t i e  n o n - s i n g u l i ~ r e  yo de ¥ s a t i s f a i t  l a  

c o n d i t i o n  a)  de W h i t n e y  en  O E yO s i i l  e x i s t e  un p l o n g e m e n t  l o c a l  comme c i -  

d e s s u s  t e l  que  p o u r  r o u t e  s u i t e  de p o i n t s  x.  E X ° t e n d a n t  v e r s  O, on a i t ,  q u i t t e  
1 

e x t r a i r e  une  s o u s - s u i t e  t e l l e  que  Lim Tx~xi  e x i s t e ~  l ' i n c l u s i o n  

Lim Tx~xi  D T¥, 0 ( e n  d i r e c t i o n )  

c ' e s t - a - d i r e  e n c o r e  

d i s t  ( T y , o ~ T x ~ x i )  = 0 Lim 
x . ~ O  

1 

On d i t , ( a p r e s  n i r o n a k a  [H 1 ] ) ,  que  (X°~Y) s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  a )  de W h i t n e y  

s t r i c t e  a v e c  e x p o s a n t  e s i  e e s t  un hombre  r ~ e l  p o s i t i f  t e l  q u V i l  e x i s t e  un 

v o i s i n a g e  o u v e r t  U de 0 d a n s  X e t  un nombre  r ~ e l  p o s i t i f  C t e l s  que  p o u r  t o u t  

x E X ° N U on a i t  l ' i n 6 g a l i t 6  
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d i t  ( T y ,  0 , TX, x )  ~ C d i s t  ( x , Y )  e 

o1~ d i s t ( x , Y )  d 6 s i g n e  l a  d i s t a n c e  de x a Y d a n s  E N .  

On d i t  q u e  l e  c o u p l e  de s t r a t e s  (X°~¥  ° )  s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  b )  de  W h i t n e y  

en  OE yo  s i i l  e x i s t e  u n  p l o n g e m e n t  l o c a l  e t  u n e  r 6 t r a c t i o n  P comme c i - d e s s u s  

t e l s  q u e  p o u r  r o u t e  s u i t e  de  p o i n t s  x .  E X ° -  Y, n o t a n t  x .  l a  d i r e c t i o n  
1 1 1 

de l a  d r o i t e  ( s 6 c a n t e )  q u i  j o i n t  x i h P (x  1) da r t s  ~N • on a i t ,  q u i t ~ c e  ~ e x t r a i r e  

e t  Lim ~ e x i s t e n t ~  l ' i n c l u s i o n  u n e  s o u s - s u i t e  t e l l e  q u e  Lim 
x . ~ O  T X ' x i  x . ~ O  1 1 

1 1 

Lim T X ~ Lim x .  P ( x . )  
x . * O  ' x i  x . * O  1 1 

1 1 

c ' e s t - ~ - d i r e  e n c o r e  

x.Lim40 d i s t  (x.1 P ( x i ) ' T x , x  i )  = 0 

1 

On d i t ,  a p r e s  H i r o n a k a  ( L o c .  c i r . ) ,  que  (X ° , Y )  s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  b )  de 

W h i t n e y  a v e c  e x p o s a n t  e en  0 s i  e e s t  un  n o m b r e  r ~ e l  p o s i t i f  t e l  q u ' i l  e x i s t e  

u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  U de 0 d a n s  X e t  u n e  c o n s t a n t e  p o s i t i v e  C t e l s  q u e  p o u r  

t o u t  x E X ° ~ O on a i r  l ' i n ~ g a l i t 6  

d i s t  ( x  P ( x ) , T x ,  x )  ~ C . d i s t  ( x , Y )  e 

2 . 2 . 2  P r o p o s i t i o n  ( W h i t n e y ,  [W])  : La c o n d i t i o n ,  p o r t a n t  s u r  d e s  q u a d r u p l e t s  

( X , S 1 , S 2 ~ x )  comme p l u s  h a u t ,  q u e  v o i c i  : x e s t  un  p o i n t  n o n - s i n g u l i e r  de S 2 e~t 

l e  c o u p l e  de  s t r a t e s  ( S 1 , S  2)  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  a)  e_~t b )  e~n x E S 2 e s t  

u n e  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  s t r a t i f i a n t e .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : R e m a r q u o n s  d ' a b o r d  que  l a  c o n d i t i o n  d ' h ~ r b d i t ~  e s t  ~ v i d e m m e n t  

s a t i s f a i t e .  Nous  a l l o n s  d S c r i r e  u n e  c o n d i t i o n  s u r  (X°~Y) q u i  i m p l i q u e ,  au v o i -  

s i n a g e  d ' u n  p o i n t  n o n - s i n g u l i e r  de ¥ ,  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y .  

R a p p e l o n s  t o u t  d ' a b o r d  q u ' a  l ' i m m e r s i o n  ~ X  c o r r e s p o n d  un  m o r p h i s m e  s u r j e c t i f  

de O r - m o d u l e s  
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1 
Q IY • ~y  ) 0  

1 
e x p r i m a n t  l ' i n c l u s i o n  de l ' e s p a c e  t a n g e n t  de Z a r i s k i  S p e c a n y  S y m o v ( ~  Y) de Y 

1 

dar ts  l a  r e s t r i c t i o n  ~ Y de l ' e s p a c e  t a n g e n t  de Z a r i s k i  de X. 

(On r a p p e l l e  q u e  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  r e l a t i f  a s s o c i 5  a un  f a i s c e a u  c o h e r e n t  t e l  

1 
q u e  Qy ~ q u i  n ' e s t  p a s  en  g ~ n ~ r a l  u n  f i b r ~  v e c t o r i e l ~  a p o u r  f a i s c e a u  de s e c -  

t i o n s  l e  f a i s c e a u  d u a l  du f a i s c e a u  c o h e r e n t  d o n n ~ .  

1 
R a p p e l o n s  a u s s i  que  ~X e s t  d ~ f i n i  comme c e c i  : s o i t  I l e  f a i s c e a u  c o h e r e n t  

d ~ f i n i s s a n t  l a  d i a g o n a l e  X¢--~5 X×X dar t s  l ' o u v e r t  de X × X  ou e l l e  e s t  f e r m ~ e  ; l e  

OX-mOdule  5 1 / 1 2  e s t  O x - i S o m o r p h e  a ~X " C o n s i d ~ r o n s  l ' i m m e r s i o n  f e r m ~ e  n a t u -  

r e l l e  i d ~ y × i  o~ i d ~ s i g n e  l ' i m m e r s i o n  Yc~X,  e t  l e  d i a g r a m m e  

Y × X  ¢ ) X x X  

J T 
Y , ~X  

On en  d ~ d u i t  un  h o m o m o r p h i s m e  s u r j e c t i f  de ( ~ y - m O d u l e s  

~ J V  ~ NX, Y , 0 

ou NX, Y d ~ s i g n e  l e  f a i s c e a u  c o n o r m a l  de Y d a n s  X, c ' e s t - a - d i r e  l e  f a i s c e a u  de 

O~yy-modules S / S  2 ou S e s t  l ' i d ~ a l  d ~ f i n i s s a n t  ~ d a n s  X . 

C e t  h o m o m o r p h i s m e  e x p r i m e  l e  f a i r  q u e  l e s  l i m i t e s  de s ~ c a n t e s  j o i g n a n t  un  p o i n t  

de Y a un  p o i n t  de X -  Y ( p o u r  u n  p l o n g e m e n t  l o c a l )  d o n n e n t  d e s  d i r e c t i o n s  t a n -  

g e n r e s  ~ X a u x  p o i n t s  de Y .  

C o n s ~ d ~ r o n s  m a i n t e n a n t  l e  d i a g r a m m e  

EyN(X) e > N(X) 

Ev(X ) e ~ X 
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o u v  d 6 s i g n e  l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  de  X, e l ' 6 c l a t e m e n t  de Y d a n s  X e t e  

l ' 6 c l a t e m e n t  du s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  v - l ( ~ )  d a n s  N ( X ) .  La p r o p r i 6 t 6  u n i v e r -  

s e l l e  de  l ' 6 c l a t e m e n t  i m p l i q u e  a l o r s  l ' e x i s t e n c e  d ' u n  m o r p h i s m e  v '  f a i s a n t  

c o m m u t e r  l e  d i a g r a m m e  e t  l ' o n  p o s e  ~ =  v o e =  e o v '  . 

P o s o n s  Z=E-~yN(X) e t  ~ =  ~ - 1 ( ~ ) .  P a r  c o n s t r u c t i o n ,  l e  O Z - m O d u l e  ~ fiX a u n  q u o -  

t i e n t  l o c a l e m e n t  l i b r e ,  d ' o u  u n e  s u i t e  e x a c t e  

0 ~ K  

q u e  l ' o n  p e u t  r e s t r e i n d r e  £ ~ : 

0 ~ KI'~. 

D'autre part, on a sur 

~" 1 
*T~ fiX ~ L ~0 

l a  s u i t e  e x a c t e  

~xl~j , ~  ~ ~ o  

De m~me, s i  l ' o n  n o t e  ~ l ' i d 6 a l  de  Z d 6 f i n i s s a n t  s u r  j e c t i o n  o n  a u n e  

n a t u r e l l e  de  O ~ - m o d u l e s  : 

Nx, ¥ , ~ ] /~ t  2 ~, o 

e t  u n e  s u r j e c t i o n  

~X NX,y  

S o i t  m a i n t e n a n t  y C  Y. S i  en  t o u t  p o i n t  y '  C ~ - l ( y )  l ' h o m o m o r p h i s m e  

(~ Oxl~)y  , . (~ c~)y ,  ) o 

s e  f a c t o r i s e  p a r  ( L [ ~ ) y , ,  g r a c e  ~ l a  p r o p r e t 6  de ~,  i l  e x i s t e  u n  v o i s i n a g e  

o u v e r t  V de  y d a n s  ~ t e l  q u e  l ' o n  a i r  u n e  s u r j e c t i o n  

L I ~ - I ( u )  ) ~ ~ t ~ l ~ - l ( u )  ~ 0 

c e  q u i  s i g n i f i e  p r 6 c i s 6 m e n t ,  d ' a p r e s  l a  d 6 f i n i t i o n  de L,  q u e  l a  c o n d i t i o n  a )  

de W h i t n e y  e s t  v 6 r i f i 6 e  p o u r  t o u t  p l o n g e m e n t  l o c a l  de X d a n s  u n  e s p a e e  a f f i n e  

au v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  Y l E  U , En e f f e t ,  p o u r  u n  p l o n g e m e n t  l o c a l  x c g N ,  on 
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p e u t  comme n o u s  l ' a v o n s  vu  p l u s  h a u t ,  i d e n t i f i e r  l e  f i b r 6  v e c t o r i e l  s u r  N(X) 

a s s o c i 6  a L a l a  r e s t r i c t i o n  a N(X) du f i b r b  X × ¢ ~  s u r  X × G, ou ~ e s t  l e  f i b r 6  

t a u t o l o g i q u e  s u r  l a  g r a s s m a n n i e n n e  G d e s  d - p l a n s  de EN, e t  l a  s u r j e c t i o n  c i -  

d e s s u s  s e  t r a d u i t  p a r  u n e  i n j e c t i o n  ~ ( T  ) ~ X ×  ¢ ~ [ ~ - l ( y )  . 
yO 

s o i t  l e  s u p p o r t   ans du  module co  rent image de par l o°o 

m o r p h i s m e  : 

~xr~ ~ ~ ~ ~ o 

I 1  e s t  c l a i r  q u e  l a  c o n d i t i o n  c i - d e s s u s  e s t  s a t i s f a i t e  p o u r  t o u t  p o i n t  y de 

l r o u v e r t  ( ~ v e n t u e l l e m e n t  v i d e )  y O  ~(B1  ) . 

S o i t  de m~me B 2 l e  s u p p o r t  d a n s  ~ du O ~ - m o d u l e  c o h e r e n t  i m a g e  de K I ~  p a r  

l V h o m o m o r p h i s m e  c o m p o s 6  

~x ~ ~ Nx,y ~ / ~ 2  

I i  e s t  c l a i r  q u e  t o u t  p o i n t  y '  de l ' o u v e r t  ( 6 v e n t u e l l e m e n t  v i d e )  ¥ o _  ~ (B2  ) 

p o s s e d e  u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  U dar t s  ~ t e l  que  l ' o n  a i r  u n e  s u r j e c t i o n  

L I ~ - I ( u )  , ~ / g 2 [ ~ - l ( u )  ~ 0 

c e  q u i ~  en  u t i l i s a n t  un  p l o n g e m e n t  l o c a l  e t  l e  f a i r  q u e  l a  f i b r e  du f i b r 6  en  

d r o i t e s  s u r  ~ c o r r e s n o n d a n t  au f a i s c e a u  i n v e r s i b l e  de O ~ - m o d u l e s  ~ / ~ 2  • en  un  

p o i n t  y '  E ~  n ' e s t  a u t r e  q u e  l a  d i r e c t i o n  l i m i t e  en  y =  ~ ( y ' )  de d i r e c t i o n s  de 

s ~ c a n t e s  q u i  c o r r e s p o n d  au p o i n t  v ' ( y ' )  C F ~ ( X ) ,  i m p l i q u e  que  l a  c o n d i t i o n  b)  

de W h i t n e y  e s t  s a t i s f a i t e  p o u r  t o u t  p l o n g e m e n t  l o c a l  X c E  N e t  en  t o u t  p o i n t  

de  U, p u i s q u e  l a  s u r j e c t i o n  c i - d e s s u s  i m p l i q u e  u n e  i n j e c t i o n ~  p o u r  r o u t e  s u i t e  

de p o i n t s  x i ~ X ° t e n d a n t  v e r s  y =  ~ ( y ' ) ~  que  v o i c i  : 

{ ( y ' ,  l i m i t e  ( x .  ~ y )  en  y de d i r e c t i o n  de s b c a n t e s  )} 
1 

c { ( y ' ~  l i m i t e  en  y de d i r e c t i o n  d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  T X , x . ) ]  
1 

P a r  c o n s 6 q u e n t  l a  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  e s t  v 6 r i f i 6 e  en  t o u t  p o i n t  de l ' e n s e m -  

b l e  Y -  ( S i n g  ~ ) U  ~(B 1) U ~(B 2) q u i  e s t  l o c a l e m e n t  f e r m 6  a l a  Z a r i s k i  d a n s  

p u i s q u e  B 1 e t  B 2 s o n t  d e s  s o u s - e n s e m b l e s  a n a l y t i q u e s  f e r m ~ s  de ~ e t  q u e  ~ e s t  
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p r o p r e .  

I n v e r s e m e n t ,  ~ t a n t  donn~ un p o i n t  yE yO t e l  que l e  c o u p l e  (X°,Y ° )  s a r i s ~  

f a s s e  l e s  c o n d i t i o n s  a) e t  b) de Whi tney  en t o u t  p o i n t  d ' u n  v o i s i n a g e  U de y 

dans  Y, on p e u t  r e m o n t e r  l ' a r g u m e n t  p r ~ c S d e n t  pour  p r o u v e r  que y a p p a r t i e n t  

¥o_  ~(B1 ) U ~(B2) • 

ll ne nous reste plus qu'~ montrer que le sous-ensemble 

- (Sing ¥)U ~(B I) U ~(B 2) est dense darts 7. Pour cela, il suffit de prouver 

que l ' o u v e r t  form6 des  p o i n t s  de yO au v o i s i n a g e  d e s q u e l s  l e s  c o n d i t i o n s  a) 

e t  b) de Whi tney  s o n t  s a t i s f a i t e s  e s t  d e n s e  dans  y O  

S o i t  donc O un p o i n t  de yO.  C h o i s i s s o n s  un p l o n g e m e n t  l o c a l  

( X , O ) c  (C N - k x E k , O )  e n v o y a n t  Y s u r  O×E k,  e t  l a  r 6 t r a c t i o n  l o c a l e  P : X - Y  i n -  

d u i t e  p a r  l a  p r o j e c t i o n  ~ N - k × ~ k , E k  . Mun i s sons  ~ N - k × ~ k  des  c o o r d o n n ~ e s  

Z l , . . . , Z N _ k , Y l , . . . , y  k e t  e s s a y o n s ,  pour  un p o i n t  xE X ° ,  d ' e s t i m e r  l a  d i s t a n c e  

de Ty, 0 ( r e s p .  de l a  d r o i t e  x ~ ' ~ x ~  ~ TX, x Supposons  X d ~ f i n i  dans  $N • au v o i -  

s i n a g e  de O par  l ' i d 6 a l  e n g e n d r 6  pa r  ( f l , . . . , f m ) ,  f i  ho lomorphe  s u r  ~N au v o i -  

s i n a g e  de O. L ' e s p a c e  t a n g e n t  TX, x p e n t  S t r e  d ~ f i n i  dans  T N,x , i d e n t i f i ~  

{N muni des  c o o r d o n n 6 e s  d Z l , . . . , d Z N _ k , d Y l , . . . , d y  k ,  p a r  l e s  N-d ~ q u a t i o n s  : 

~ ( f l , . . . , f N _ d )  k 5 ( f l , . . . , f N _ d )  
( E . )  (x)  dy£ , ~ ( Z l  ,ZN_d) (X)dz  i = E e~ A 

' £=1 ~(y£,zl,...,zi,...,ZN_ d) 

N-k ~(fl,...,fN_d) 
+ Z e (x) dz. 
j=N-d J 8(zj,zl,...,z^.,...,ZN_ d ) .  J 

( 1 £  i ~ N-d) o~ l e s  e v a l e n t  ±1, pourvu  que l e  mineu r  j a c o b i e n  

~(fl,-..,fN_d) 
~(Zl,...,ZN_d) (x) soit non nul. Comme nous l'avons vu au chapitre pr~cbdent, 

on p e n t  t o u j o u r s  c h o i s i r  un sys t~me  de g ~ n ~ r a t e u r s  a y a n t  c e t t e  p r o p r i ~ t ~  e t  

m3me, ~ t a n t  donn~ un a r c  a n a l y t i q u e  h :  (D ,O)  - ( X , O )  t e l  que h ( D - [ 0 ~ )  c X °  , 

t e l  que ce mineur  j a c o b i e n  ne s ' a n n u l e  en aucun p o i n t  de h ( D - [ 0 ] )  . 

A i n s i ,  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  TX, x p e r p e n d i c u l a i r e  ~ TX, x dans  T N e s t  e n g e n d r ~  
C , 0  

pa r  l e s  N-d v e c t e u r s  w i don t  l e s  c o o r d o n n ~ e s  s o n t  l e s  c o m p l e x e s  c o n j u g u ~ s  des  

d ~ t e r m i n a n t s  j a c o b i e n s  a p p a r a i s s a n t  dans  l ' ~ q u a t i o n  (E~) .  Par  d ~ f i n i t i o n  on 
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a donc 

d i s t  (Ty,o,Tx, x) = t n 
IZ ~ i  ( Z 

Sup i £=1 

dy~¢k-{o] 
k~¢N-d_(o] 

~(fl'"~'f~ d) {I ¢ - dy~ ) 
£ ~(y£,zl,...,zi,...,ZN_ d) 

IIdxII. llz K i  w i l l  

Or~ l ' i n t e r p r ~ t a t i o n  t r a n s c e n d a n t a l e  de l a  d6pendance  i n t ~ g r a l e  (Chap.  I ,  1 . 3 . 1 )  

e t  l ' ~ n o n c ~  du th~or~me de B e r t i n i  i d ~ a l i s t e  avec  s e c t i o n  i m p l i q u e n t  l ' e x i s -  

t e n c e ,  dans  un v o i s i n a g e  o u v e r t  U de O dans  ¥,  d ' u n  ferm6 a n a l y t i q u e  r a r e  F 

t e l  que t o u t  p o i n t  yE Y-  F p o s s~d e  un v o i s i n a g e  o u v e r t  V dans  X t e l  q u ' i l  e x i s -  

t e  une c o n s t a n t e  p o s i t i v e  C t e l l e  que pour  t o u t  p o i n t  xE X ° N v  on a i r  l e s  i n ~ -  

g a l i t ~ s  (1 ~ ¢ h) : 

I (x) 
(*)  ~ ( y 2  z 1, , ~ i , . ' - , Z N _ d  ) 

C Sup [zj(x)[ • Sup f[ 8(fl'''''fN-d)) (x) 
l ~ j ~ N - k  f i  I iN_d]C[1 , N-k} [ { 8 ( z i l ' ' ' ' ' z '  , . . -  , - .  , 1N_ d 

On p e u t  s u p p o s e r ,  s a n s  p e r t e  de g ~ n 6 r a l i t ~ ,  que l e  supremum des  

[ 8 ( f l ' ' ' ' ' f N  d) [ 3 ( f l ' ' ' ' ' f N - d )  x ) [  
8 ( Z i l ,  ,ziN_d)- (x)[[ e s t  a t t e i n t  p a r  18(Zl ,  " ,ZN_d) ( . Vn c a l c u l  s a n s  

m y s t e r e  mont re  a l o r s  l ' i n b g a l i t ~  

N-d [ 2)I/2 [8(fl'''''fN-d ) [ 
{Iz ~i will ~ ( z {~ i=1 i ( Z l ,  , ZN_d) (x)  

{8(fl' ' ' ' 'fN-d),zn_d) ] > ( x )  _ Sup [Xi[ . { 3 ( z l ,  

e t  l ' i n ~ g a l i t ~  t r i a n g u l a i r e ,  j o i n t e  ~ l ' i n ~ g a l i t ~  (*)  nous  donne a u s s i t ~ t  que 

pour  xE X ° N v  on a l ' i n 6 g a l i t ~  

d i s t  ( T y , o , T x ,  x) ~ C' d i s t  (x,Y) 

ou dist (x,Y) d6signe la distance (par exemple Sup {z.(x)[) de x a Y dans EN: J 
Nous avons  donc montr6  l a  c o n d i t i o n  a)  de Whi tney  s t r i c t e  avec  e x p o s a n t  1, e t  
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en  p a r t i c u l i e r  l a  c o n d i t i o n  a)  de Whi tney~  en  y (  U -  F . 

b r a n t  de t r a i t e r  l a  c o n d i t i o n  b)  r e m a r q u o n s  que~ au v o i s i n a g e  de OE ¥~ 

l ' e s p a c e  Z = E ~ N ( X )  p e u t  ~ t r e  c o u s t r u i t  comme a d h 6 r e n c e  d a n s  x × $ N - k - 1  ×G , O~ 

G d 6 s i g n e  l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  d - p l a n s  d a n s  EN~ du g r a p h e  du m o r p h i s m e  

X ° _ ~ N - k - 1  ~G d ~ f i n i  p a r  x ~  (x  P ( x ) ~ T  x ) .  Nous a v o n s  donc  un  d i a g r a m m e  Y 
~X 

c o m m u t a t i f  : 

]pN-k-  1 
Z c X× ×G 

X 

e t  s i  n o u s  n o t o n s  5 b :  ~ N - k - 1  × G ~  l a  f o n c t i o n  ( £ ~ T ) ~  d i s t  ( ~ , T ) ,  v ~ r i f i e r  

l a  c o n d i t i o n  b)  en  y 6  ¥ r e v i e n t  ~ v ~ r i f i e r  que  I f i - l ( y ) l  c ( y ]  × ~ N - k - 1  ×G e s t  

c o n t e n u  d a n s  × 5 b 1 ( 0 ) ~  e t  l a  c o n d i t i o n  b)  de W h i t n e y  s t r i c t e  avec  e x p o s a n t  

r e v i e n t  ~ v ~ r i f i e r  que  au v o i s i n a g e  de ~ _ l ( y ) ~  l a  f o n c t i o n  5b iZ  e s t  m a j o r ~ e  

p a r  C . d i s t  ( ~ ( y , ) , ¥ ) e  On p e u t  ( v o i r  [H 3]~ § 9) a s s u r e r  l a  c o n d i t i o n  b)  de 

W h i t n e y  s t r i c t e  a v e c  un e x p o s a n t  e non p r e c i s e ,  e s s e n t i e l l e m e n t  en u t i l i s a n t  

l a  p r e m i e r e  i n ~ g a l i t ~  de % o j a s i e w i c z ~  p o u r v u  que  l ' o n  s a c h e  que l a  f o n c t i o n  5 

s ' a n n u l e  en t o u t  p o i n t  de ~ - l ( y ) ~  a u - d e s s u s  d ' u n  v o i s i n a g e  de O~ c ' e s t - a - d i r e  

que  l a  c o n d i t i o n  b)  e s t  v ~ r i f i ~ e  en t o u t  p o i n t  d ' u n  v o i s i n a g e  de 0 d a n s  Y .  

Nous a l l o n s  p r o u v e r  i c i  que  l e  c o u p l e  de s t r a t e s  (X°~Y ° )  s a t i s f a i t  l a  

c o n d i t i o n  b)  en t o u t  p o i n t  y E  U -  F,  r e n v o y a n t  a ( L o c .  c i t . )  p o u r  l a  c o n d i t i o n  

b )  s t r i c t e .  P u i s q u e  l a  r e s t r i c t i o n  ~ Z de l a  f o n c t i o n  d i s t a n c e  5 e s t  a n a l y t i -  

que  r ~ e l l e ~  s i  5 b ne s ' a n n u l e  p a s  i d e n t i q u e m e n t  s u r  [ ~ - l ( y ) [ ~  on p e u t  t r o u v e r  

z E  ~ - l ( y )  e t  un  a r c  a n a l y t i q u e  r ~ e l  h :  ( g ~ O )  ~ ( Z , z )  (o~ ( ~  = ] - 1 ~ 1 [ )  t e l  que  

l a  l i m i t e  de 5 b l e  ~ n g  de h ( ~ )  ( i . e .  Lim (5 o h ) ( t ) )  s o i t  d i f f ~ r e n t e  de O. 
t~O 

Ceci  r f i s u l t e  a u s s i t ~ t  du lemme d e s  p e t i t s  c h e m i n s  ( c f .  [ B - c ] ,  [H 5 ] ) .  M o n t r o n s  

q u e ~ a u  c o n t r a i r e ~  c e t t e  l i m i t e  e s t  n u l l e ~  ce q u i  p r o u v e r a  que l a  c o n d i t i o n  b)  

e s t  s a t i s f a i t e .  I 1  s u f f i t  de m o n t r e r  que  p o u r  l e  c h e m i n  ~ o h :  ( ~ 0 )  ~ ( X , y )  

l a  l i m i t e  en q u e s t i o n  e s t  n u l l e .  P o u r  un p o i n t  x ( t )  = ~ o h ( t )  E X ° -  Y de c o o r -  
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d o n n ~ e s  Z l ( t ) ~ . . . , Z N _ k ( t ) , y l ( t ) , . . . , Y k ( t )  ' e s t i m o n s  l a  d i s t a n c e  

d i s t  (x(~-t) P ( x ( t ~ , T x , x ( t )  ) : on a (5 b o h ) ( t ) =  d i s t ( x ( t ) , T X , x ( t ) )  q u i  e s t  l e  

sup remum p o u r  ~ E  [ N - d _  {O~ d e s  q u o t i e n t s  

N-k 
( Z 
j = N - d  

5 ( f l , . . . , f N _ d )  3 ( f l , . . . , f N _ d )  t ~- ^ ( x ( t ) ) z j ( t ) -  ~ ( Z l  ' ( x ( t ) )  . z ( t ) )  
J ~ ( z o , z l , . . . , z i , . . . , z y _ d )  - , Z N _  d) i 

I I z ( t ) l l  • lie k i wi[[ 

N o t a n t  v l a  v a l u a t i o n  t - a d i q u e ~  i l  n o u s  s u f f i t  de m o n t r e r  que  l a  v a l u a t i o n  du 

n u m 6 r a t e u r  e s t  s u p ~ r i e u r e  ~ c e l l e  du d ~ n o m i n a t e u r  : n o u s  p o u v o n s , s a n s  p e r t e  de 

g ~ n ~ r a l i t ~ ,  s u p p o s e r  que  l ' i n f i m u m  d e s  v a l u a t i o n s  d e s  m i n e u r s  j a c o b i e n s  

3 ( f l , ' ' ' s f N _  d) ~ ( f l , . . . , f N _ d )  
3 ( z . , z  ^zi ... ZN-d)  ( x ( t ) )  e s t  a t t e i n t  p a r  l e  m i n e u r  3 ( Z l ,  ,ZN_d)  ( x ( t ) ) .  

3 1 ~ ' " ~  ~ 

3 ( f l ' ' ' ' ' f N - d )  t b 
S o i t  b c e t t e  v a l u a t i o n ,  e t  ~ c r i v o n s  ~ ( Z l  ' ' ' Z N - d  ) ( x ( t ) )  = c o + . . . ,  e t  

3 ( f l , . - - , f N _  d)  
( x ( t ) )  = c .  t b +  . . .  ( N - d ~  j ~ N - k ) .  E c r i v o n s  a u s s i  

~ ( z j , z l ~ " ' ~ i , " ' , Z N _  d) J 

z .  = d t a +  . . . ,  e t  z . =  d .  t a +  . . . ~  a v e c  a >  0 e t  au m o i n s  un  d e s  d .  non  n u l .  
o 3 J J 

Or~ n o u s  p o u v o n s  r ~ e c r i r e  c h a c u n e  d e s  ~ q u a t i o n s  ( E . )  e n  r e m p l a ~ a n t  dz .  ( r e s p .  
1 1 

d z i  d d ~  t" 
d y j )  p a r  - ~ -  ( r e s p .  ) e t  d o n c  c h a c u n  d e s  c o e f £ i c i e n t s  de ~ i  au n u m ~ r a t e u r  

de l ' e x p r e s s i o n  p r ~ c ~ d e n t e  e s t  ~ g a l  a : 

k 
E ~£ b ( f l ' ' ' ' ~ f N - d  ) 

£=1 ( x ( t ) )  dy£ 
. .  ^ . . , Z N _ d )  d t  3 ( Y z , Z  1, - , z i , .  

p a r  c o n s e q u e n t  l ' i n c l u s i o n  du t h ~ o r ~ m e  de B e r t i n i  i d ~ a l i s t e  ( c h a p .  I I ,  § 2)  

j o i n t e  au c r i t ~ r e  v a l u a t i f  de d ~ p e n d a n c e  i n t ~ g r a l e  n o u s  d o n n e  

d '  ou 

v ( (  
N-k 

E ~.  c .  d .  a -  c d a )  t a + b - 1  + . . . )  > a + b  
j = N - d  3 J 3 o o 

N-k 
Z ~. c .  d .  a - c  d a : 0 donc  ~" ~.  c .  d . - c  d 

j = N - d  J J J o o j j j o o 
= O 
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La v a l u a t i o n  du n u m b r a t e u r  de l ' e x p r e s s i o n  d o r m a n t  ] a  d i s t a n c e  e s t  doric au 

m o i n s  6 g a l e  a a +  b +  1 p u i s q u e  l e  c o e f f i c i e n t  de t a+b y e s t  nu l~  t a n d i s  que 

l a  v a l u a t i o n  du d 6 n o m i n a t e u r  e s t  6 g a l e  a a +  b comme on l e  v 6 r i f i e  a u s s i t ; t  en 

O(f1''''~fN-d) I 
u t i l i s a n t  l ' i n 6 g a l i t b  115" X i wi l [~  S u p l k i [  • h ( Z l  fN_d ) ( x ( t ) )  comme p l u s  

i ~ 

h a u t .  Donc Lim (5 o h ) ( t ) =  O. 
t~O 

C e c i  a c h ~ v e  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  de l a  P r o p o s i t i o n ,  e t  donc l a  p r e u v e  de 

l ' e x i s t e n c e  de s t r a t i f i c a t i o n s  de W h i t n e y ,  s i  l ' o n  r e m a r q u e  q u ' i l  s u f f i t  d ' a p -  

p l i q u e r  l e  r 6 s u l t a t  p r 6 c 6 d e n t  avec  X = S l , Y= S 2 p o u r  , o b t e n i r  l e  f a i t  que  l a  

c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  e s t  s t r a t i f i a n t e .  

E x e r c i c e  : V 6 r i f i e r  que  s i  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  s o n t  r 6 a l i s 6 e s  p o u r  un 

p l o n g e m e n t  I o c a l  x c C N  e l l e s  l e  s o n t  p o u r  t o u s .  

2 . 3  G a r d o n s  l e s  n o t a t i o n s  de 2 . 2  e t  c o n s i d 6 r o n s  un  p l o n g e m e n t  l o c a l  

( X ~ O ) c  (¢N~o) au v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  OE y O  e t  l e  d i a g r a m m e  c o m m u t a t i f  

e¥ 
E C(X) • C(X) 

Y 

ou a :  C ( X ) ~ X  e s t  l ' e s p a c e  c o n o r m a l  (C hap .  I I ~  § 4 ) ,  ey e s t  l ' 6 c l a t e m e n t  de Y 

d a n s  X~ ey c e l u i  de T l ( y )  d a n s  C(X) e t  n '  l e  m o r p h i s m e  donn6 p a r  l a  p r o p r i 6 t 6  

u n i v e r s e l l e  de l ' 6 c l a t e m e n t .  P o s o n s  C = ~ ° ey • 

2 . 3 . 1  P r o p o s i t i o n  ( e s s e n t i e l l e m e n t  due a H i r o n a k a ,  [H 1] e t  [H 2 ] )  : S_~_i 

l ' o n  a l ' 6 g a l i t 6  dim C - 1 ( 0 ) =  N - 2 - d i m  ¥I l e  c o u p l e  de s t r a t e s  ( X ° , Y )  s a t i s f a i t  

l a  c o n d i t i o n  a)  de W h i t n e y  s t r i c t e  a v e c  e x p o s a n t  1~ e t  l a  c o n d i t i o n  b)  s t r i c t e  

a v e c  un e x p o s a n t  non p r 6 c i s 6 ,  au v o i s i n a ~ e  de O .  
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Preuve  : Remarquons d ' a b o r d  q u ' i l  r 6 s u l t e  des  d 6 f i n i t i o n s  ( 2 . 1 )  

d i s t ( T y ,  O,  TX, x) : Sup d i s t ( T y ,  0 , H) 
IL~Tx, x 

d i s t  ( x ~ x ) ~ T x , x )  = Sup d i s t  (x P (x ) ,H)  
HmTx, X 

H p a r c o u r a n t  l ' e n s e m b l e  des  h y p e r p l a n s  de ~N c o n t e n a n t ( e n  d i r e c t i o n )  TX, x • 

R e p r e n o n s  m a i n t e n a n t  l e s  n o t a t i o n s  de 2 . 2 . 2 ,  e t  r emarquons  que E¥C(X) e s t  na -  

~N-1  × ~ N - t - 1  t i r e l l e m e n t  p long6  dans X× , o~ t = dim ¥, des  que nous avons  choi  

s i  une r 6 t r a c t i o n  l o c a l e  ~ N ~ y ,  e t  un p tongemen t  X c Y × E  N-t  c o m p a t i b l e  avec  

c e t t e  r 6 t r a c t i o n .  Notons  y l , . . . ~ y t , z l ~ - . . , Z N _ t  un sys t~me de coordonnOes  sur  

y × ~ N - t ,  e t  ( b l :  , . . . ~  : b t ; a l  : . . .  : aN_ t ) ( r e s p .  ( Z I :  . . .  : ZN_%)) l e s  c o o r -  

~N-1 ~ N - t - 1 )  donn6es  c o r r e s p o n d a n t e s  su r  ( r e s p .  . On a a l o r s ,  pour  HE ~N-1  

t 
h i %1 } 

= Sup dist(~Y'°'H) dYEr+-fOt~ldyll~Z Ib.12+Z la.I 2 
3 1 

e t  pour  ~ 6 ~ N - t - 1  , 

d i s t ( £ , H )  = I.ilZl I I Z a. Z. ] } Sup 1 1 

z E c N - t - [ o ]  J r  I b . 1 2 *  r l a i  12 
3 

L ' h y p o t h ~ s e  i m p l i q u e  que pour  t o u t  ferm6 a n a l y t i ~ u e  r a r e  F c Y ,  l ' i m a ~ e  

r 6 c i p r o q u e  ~ - I ( F )  e s t  r a r e  dans ~ - l ( y )  ; l e  th6or~me de B e r t i n i  i d 6 a l i s t e  nous 

donne,  ap r~s  une p e t i t e  t r a d u c t i o n  ( c f .  2 .2 )  un ferm6 a n a l y t i q u e  r a r e  F c Y  t e l  

q u e e n  t o u t  p o i n t  z 6  ~ - l ( y _  F) ,  on a i r  pour  1 < j ~ t ,  b j  OEyC(X),z  E ( ~  (1 ) )  z , 

ou ] d 6 s i g u e  l ' i d 6 a l ,  i n v e r s i b l e  pa r  c o n s t r u c t i o n ,  de E¥ C(X) engendr6  par  

(z  I ° ~ , . . . , Z N _  t ° C) e t  9 ( 1 )  e s t  son p r o d u i t  avec  l ' i m a g e  r 6 c i p r o q u e  de 

N_l (1)  pa r  l a  p r o ~ e c t i o n  n a t u r e l l e  su r  ~N-1 On en d 6 d u i t ,  pa r  une v a r i a n -  

t e  de l ' a r g u m e n t  de (Chap. I ,  1 . 4 ) ,  que l ' o n  a b j  • OEvC(X) 6 ~ ( 1 ) ,  e t  c e c i  6 t u -  
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d i6  au v o i s i n a g e  de ~ - 1 ( 0 )  i m p l i q u e  l a  c o n d i t i o n  a)  de W h i t n e y  s t r i c t e  a v e c  

e x p o s a n t  1 ; on t r a i t e  l a  c o n d i t i o n  b)  s t r i c t e  comme en 2 . 2 .  

( R e m a r q u e  : On p e u t  r e m p l a c e r  l ' e s p a c e  c o n o r m a l  p a r  l ' 6 c l a t e m e n t  de l ' i d 6 a l  

j a c o b i e n  ou l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h . )  

V o i c i  un  sch6ma  i l l u s t r a n t  l a  s i t u a t i o n  que  l ' h y p o t h ~ s e  f a i r  6 v i t e r  

c o m p o s a n t e  de ~ - l ( y )  image  
" " de A p a r  ~y  oque  

ey 
) 

c o m p o s a n t e  ~ de p e t i t e  ~ de - l ( y )  

~ c ( x )  

• Y 

L ' h y p o t h ~ s e  f a i t e  i m p l i q u e  q u ' i l  ne p e u t  y a v o i r  de c o m p o s a n t e  de C - I ( Y )  

s ' e n v o y a n t  t o u t  e n t i e r e  d a n s  F ,  f e rm~ a n a l y t i q u e  s t r i c t  de Y. 

Remar~ue  : Le l e c t e u r  p o u r r a i t  s ' 6 t o n n e r  que n o u s  f a s s i o n s  p o r t e F  l e s  c o n d i -  

t i o n s  d ' i n c i d e n c e  que d e s  q u a d r u p l e t s  ( X , S 1 , S 2 , x )  a l o r s  que  p o u r  t o u t  ce q u i  

p r 6 c e d e ~  i l  s u f f i r a i t  de c o n s i d 6 r e r  d e s  t r i p l e t s  ( S ] , S 2 , x )  p u i s q u e  l ' a s s e r t i o n  

" ( S 1 , S  2) s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  en xC S 2 C ~ 1 1 "  a un s e n s .  La r a i -  

s o n  en e s t  que  n o u s  v o u l o n s  p o u v o i r  6 n o n c e r  d e s  r 6 s u l t a t s  ou X j o u e  e f f e c t i v e -  

merit un r ~ l e ,  comme l e  s u i v a n t ~  q u i  e s t  une  c o n s 6 q u e n c e  f a c i l e  de l a  r 6 s o l u -  

t i o n  d e s  s i n g u l a r i t 6 s  ~ l a  H i r o n a k a  : 
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P r o p o s i t i o n  : La c o n d i t i o n ~  p o r t a n t  s u r  d e s  q u a d r u p l e t s  ( X ~ S I ~ S 2 , x ) ,  que  

v o i c i  : I 1  e x i s t e  une  r ~ s o l u t i o n  d e s  s i n ~ u l a r i t . ~ s  u :  X' ~ X  d__£ X t e l l e  ~ue l a  

t r a n s f o r m ~ e  s t r i c t e  ( ~ ) '  d__£ S-~ p a r  n s o i t  n o n - s i n ~ u l i e r e  e t  que  l e  m o r p h i s m e  

( x 1 ( ~ ) ' ) - 1 ( $ 2 )  ~ (S 2) i n d u i t  p a r  ~ s o i t  l o c a l e m e n t  ( s u r  ( ~ [ ( ~ 1 1 ) ' ) - 1 ( 8 2 ) )  a n a l ~ -  

t i q u e m e n t  t r i v i a l  en  t o u t  p o i n t  de l ' i m a ~ e  i n v e r s e  de x~ e s t  une  c o n d i t i o n  

d ' i n c i d e n c e  s t r a t i f i a n t e .  

§ 3. S t r a t i f i c a t i o n s  d ~ f i n i e s  p a r  d e s  c o n d i t i o n s  n u m ~ r i q u e s .  

S o i t  Q l ' e n s e m b l e  d e s  c l a s s e s  d ' a l g ~ b r e s  a n a l y t i q u e s  r ~ d u i t e s  e t  ~ q u i d i -  

m e n s i o n n e l l e s .  S o i e n t  E un e n s e m b l e  e t  M: O ~ E  une  a p p l i c a t i o n  ( " m u l t i p l i c i t ~  

g ~ n ~ r a l i s ~ e " )  ; on n o t e r a  MX, xE  E l ' i m a g e  d a n s  E de l a  c l a s s e  de l ' a l g e b r e  

l o c a l e  OX~ x a s s o c i b e  ~ un g e r m e  ( X , x ) .  On f a i r  l ' h y p o t h e s e  de c o n s t r u c t i b i l i t ~  

s u i v a n t e  : b r a n t  donn~ un e s p a c e  a n a l y t i q u e  r ~ d u i t  X p u r e m e n t  de d i m e n a i o n  d~ 

e t  uu s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e r m ~  Y c X ,  i l  e x i s t e  un f e r m ~  a n a l y t i q u e  r a r e  

F c ¥  t e l  que  l ' a p p l i c a t i o n  Y -  F ~ E  d ~ f i n i e  p a r  y ~ M x ~ y  s o i t  l o c a l e m e n t  c o n s -  

t a n t e .  

P r o p o s i t i o n  : P o u r  r o u t e  a p p l i c a t i o n  M: ~ E  s a t i s f a i s a n t  l ' h y p o t h e s e  c i -  

d e s s u s ~  l a  c o n d i t i o n  s u r  ( X ~ S ] ~ S 2 ~ x )  que  v o i c i  : "81 e s t  ~ q u i d i m e n s i o n n e l  eu x 

e t  l ' a p p l i c a t i o n  S 2 ~ E  q u i  ~ y ~  S 2 a s s o c i e  S ~ y  e s t  l o c a l e m e n t  c o n s t a n t e  s u r  

S 2 au v o i s i n a ~ e  de x "  ~ e s t  une  c o n d i t i o n  d ' i n c i d e n c e  s t r a t i f i a n t e . . .  

P r e u v e  : La c o n d i t i o n  d ' h ~ r ~ d i t ~  e s t  ~ v i d e m m e n t  s a t i s f a i t e ~  e t  l a  s e c o n d e  

c o n d i t i o n  r ~ s u l t e  a u s s i t ~ t  du f a i r  q u ' u n  e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  e s t  ~ q u i d i m e n s i D n .  

n e l  h o r s  d ' u n  £erm~ a n a l y t i q u e  r a r e ~  e t  de l ' h y p o t h ~ s e  f a i t e  s u r  M. 

C o r o l l a i r e  : E t a n t  d o n n 6 e  une  a p p l i c a t i o n  M comme c i - d e s s u s ~  t o u t  e s p a c e  

a n a l y t i ~ u e  X p e u t  f t r e  s t r a t i f i 6  en  X= US , ou c h a q u e  S e s t  l o c a l e m e n t  f e r m 6  

l a  Z a r i s k i  d a n s  X e t  p o u r  c h a q u e  c o u p l e  ( S a , S  ~) t e l  que  S ~ c S  , S e s t  

6 9 u i d i m e n s i o n n e l  en  c h a q u e  p o i n t  de  S~ e t  l ' a p p l i c a t i o n  S ~ - E  d 6 f i n i e  p a r  

y ~  _M~-- e s t  l o c a l e m e n t  c o n s t a n t e .  
Sa~Y 
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R e m a r q u e s  : 1) La s i t u a t i o n  i c i  a un a v a n t a g e  m a r q u b  s u r  c e l l e  du § I : 

p a r m i  l e s  s t r a t i f i c a t i o n s  d ' u n  e s p a c e  X d o n t  l ' e x i s t e n c e  e s t  a s s u r ~ e  p a r  l e  

C o r o l l a i r e ~  i l  en e x i s t e  une  q u i  e s t  m o i n s  f i n e  que r o u t e s  l e s  a u t r e s ~  c ' e s t -  

a - d i r e  t e l l e  que  p o u r  c h a q u e  a u t r e  s t r a t i f i c a t i o n  (T~)  a y a n t  l e s  m~mes p r o p r i ~ -  

t 6 s ,  c h a q u e  s t r a t e  S s o i t  r 6 u n i o n  de s t r a t e s  T . V o i c i  comment  l ' o n  p e u t  l a  

c o n s t r u i r e  en  s p ~ c i a l i s a n t  l a  c o n s t r u c t i o n  du § 1 ( c f .  a u s s i  [ L $ - T ] ,  6 . 1 . 5 ) .  

D ~ f i n i s s o n s  p a r  r ~ c u r r e n c e  une  s u i t e  de s o u s - e s p a c e s  f e r m ~ s  e m b o ~ t ~ s  de X 

comme c e c i  : F o =  X e t  F i+  1=  ~xE F i / I1  e x i s t e  j ,  O~ j ~ i t e l  que  F.j n ' e s t  p a s  

b q u i d i m e n s i o n n e l  en x ,  ou l ' a p p l i c a t i o n  x ~ M  F n r e s t  p a s  l o c a l e m e n t  c o n s -  
.~X 
3 

t a n t e  s u r  F i au v o i s i n a g e  de x~.  h l o r s  F i+  1 e s t  un f e rm~  a n a l y t i q u e  r a r e  de 

F.1 e t  l e s  S i = F i - F i+  1 s o n t  l e s  s t r a t e s  de l a  s t r a t i f i c a t i o n  m i n i m a l e  c h e r c h ~ e .  

2) Un d e s  p r i n c i p a u x  r ~ s u l t a t s  de ce t r a v a i l  e s t  l a  d ~ f i n i t i o n  

d ' u n e  m u l t i p l i c i t ~  g ~ n b r a l i s ~ e  M: 0 ~  ~ t e l l e  que  l a  s t r a t i f i c a t i o n  de X q u i  

l u i  e s t  a s s o c i ~ e  s o i t  une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y ,  e t  q u ' i n v e r s e m e n t  s i  

( S I ~ S  2) s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  en x E  S 2 ~ l ' a p p l i c a t i o n  x ~ M ~ l , x  

s o i t  l o c a l e m e n t  c o n s t a n t e  s u r  S 2 au v o i s i n a g e  de x ,  c ~ e s t - a - d i r e  une  d e s c r i p -  

t i o n  n u m ~ r i q u e  d e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  ( c f .  Chap .  Y ) .  

§ 4. S t r a t i f i c a t i n n s  e t  t r a n s v e r s a l i t 6 .  

4 . 1 . 1  Lemme : S o i e n t  T 1 e_! T 2 deux  s o u s - e s p a c e s  v e c t o r i e l s  de ~N. La s u i t e  

0 ~ ~ N / T l n T 2  a ) t N / T I G t N / T  2 b • c N / T I + T 2  

e s t  e x a c t e ,  ou a ( u  mod T l n T 1 )  = (u mod T1,  u mod T 2) e_~_t 

b ( u  mod T l ,v mod T 2) = u -  v mod(T 1+ T 2 ) .  

P r e u v e  : C ' e s t  c l a i r .  

D ~ f i n i t i o n  : Les  deux  s o u s - e s p a c e s  v e c t o r i e l s  de ~N s o n t  t r a n s v e r s e s  en 0 s i  

l ' u n e  d e s  deux  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  e s t  r ~ a l i s ~ e  : 

i )  On a l ' ~ g a l i t ~  T 1 + T2= ~N 
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i i )  On a d i m ( T  I n  T 2)  = dim T 1 + d im T 2 -  N . 

I 1  r 6 s u l t e  a u s s i t ~ t  du Lemme p r 6 c ~ d e n t  q u e  c e s  d e u x  c o n d i t i o n s  s o n t  b q u i v a l e n t e s .  

R e m a r q u e s  : On d i t  p a r f o i s  q u e  T 1 e t  T 2 s o n t  " e n  p o s i t i o n  g ~ n ~ r a l e "  s i  l ' o n  a 

l ' ~ g a l i t ~  : d im ( T I +  T 2) = dim T 1 + d im T 2 • P a r  e x e m p l e ,  d e u x  d r o i t e s  d i s t i n c t e s  

de C 3 s o n t  e n  p o s i t i o n  g ~ n ~ r a l e  s a n s  ~ t r e  t r a n s v e r s e s .  (La  c o n d i t i o n  ~ q u i v a u t  

: T 1 A T  2 =  ( O ) ,  s e u l e  c o n d i t i o n  de  t r a n s v e r s a l i t 6  r a i s o n n a b l e  l o r s q u e  

dim T 1 +  dim T 2 ~  N . )  

4 . 1 . 2  Lemme : P o s o n s  t l =  dim T1 ,  t 2 = dim T 2 ,  e t  s o i t  G 1 ( r e s p .  G 2)  l_~a 

~ r a s s m a n n i e n n e  d e s  s o u s - e s p a c e s  v e c t o r i e l s  de d i m e n s i o n  t I ( r e s p .  t 2)  d_~e ~ N  

L ' e n s e m b l e  d e s  c o u p l e s  ( T 1 , T  2)  E G 1 x G 2 t e l s  ~ue  T 1 s o i t  t r a n s v e r s e  a T 2 e s t  u n  

o u v e r t  de  Z a r i s k i  de G I × G  2 ,  q u i  e s t  d e n s e  s i t  1 +  t 2 ~  N e t  v i d e  s i n o n .  

~N 
P r e u v e  : S o i t  E I ~ G  1 ×  ( r e s p .  E 2 ~ G  2 × ~ N )  l ' e s p a c e  t o t a l  du f i b r ~  t a u t o l o -  

g i q u e  s u r  G 1 ( r e s p .  G 2 ) .  L ' a d d i t i o n  d e s  f i b r e s  d o n n e  un  m o r p h i s m e  l i n ~ a i r e  de 

f i b r e s  a u - d e s s u s  de G I × G  2 

E 1 × E 2 > G I × G 2 × a ; N  

G 1 x G 2 

e t  l ' o u v e r t  c h e r c h 6  e s t  c e l u i  f o r m 6  d e s  p o i n t s  x E  G I × G  2 t e l s  que  l e  m o r p h i s m e  

E l ( X  ) × E 2 ( x  ) . ~ N  s o i t  s u r j e c t i f ,  c ' e s t - ~ - d i r e  l e  c o m p l 6 m e n t a i r e  du s u p p o r t  du 

c o n o y a u  du m o r p h i s m e  d e s  f i b r 6 s  c i - d e s s u s .  I 1  s ' a g i t  d o n c  b i e n  d ' u n  o u v e r t  

de  Z a r i s k i ,  e t  c l a i r e m e n t  i l  n ' e s t  v i d e  q u e  s i  t ]  + t 2 <  N . 

C o r o l l a i r e  • S__~i T 1 e~t T 2 s o n t  t r a n s v e r s e s ,  ~ t a n t  d o n n ~ s  t ~  - t I e__tt t ~ >  t 2 , 

i l  e x i s t e  un  n o m b r e  r S e l  e >  0 t e l  q u e  p o u r  t o u t  c o u p l e  de s o u s - e s p a c e s  v e c t o -  

' d im i = e t  dist < r i e l s  T 1 __et T~ __de ~N t e l  (~ue T!I = t~l ' 1~2 ,  _ _  ( T 1 , T  ~) ~ 
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d i s t  (T2 ,T~)<~  ~, T~, e t  T' s o i e n t  t r a n s v e r s e s .  
- -  2 

En e f f e t ,  s i  T ~ D T ]  e t  T ~ T 2 ,  

lemme p r 6 c 6 d e n t .  

c ' e s t  6 v i d e n t  e t  on a p p l i q u e  e n s u i t e  l e  

D 6 f i n i t i o n  : S o i e n t  X e t  Y d e u x  s o u s - e n s e m b l e s  c o n s t r u c t i b l e s  non  s i n g u l i e r s  

e t  de d i m e n s i o n  p u r e  d a n s  un e s p a c e  a n a l y t i q u e  non s i n g u l i e r  c o n n e x e  Z .  On 

d i t  que  X e t  Y s o n t  t r a n s v e r s e s  d a n s  Z en  un p o i n t  z E Z s i  

ou b i e n  dim X+ dim Y < dim Z e t  a l o r s  ( X N Y )  = 
Z Z Z Z 

ou b i e n  d i m z  X+ d i m z  Y ~ d i m z  Z e t  a l o r s  TX, z e t  T y , z  s o n t  t r a n s v e r s e s  

d a n s  TZ~ z 

On d i t  que  X e t  Y s o n t  t r a n s v e r s e s  d a n s  Z s i  i l s  s o n t  t r a n s v e r s e s  en  

t o u t  p o i n t  z E Z .  

4 . 2 . 1  T h 6 o r e m e  ( d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s )  ; S i  X e t  Y s o n t  t r a n s v e r s e s  d a n s  

Z comme c i - d e s s u s ~  XN Y e s t  un  s o u s - e n s e m b l e  c o n s t r u c t i b l e  n o n - s i n g u l i e r  de Z~ 

de d i m e n s i o n  dim X+ dim Y -  dim Z, ou v i d e .  

I n v e r s e m e n t ,  s i  X e t  Y s o n t  d e s  s o u s - e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  non  s i n ~ u l i e r s  

l o c a l e m e n t  f e r m 6 s  e t  s i  l e  s o u s - e s p a c e  X N Y d 6 f i n i  p a r  l a  somme d e s  i d 6 a u x  

e s t  n o n - s i n g u l i e r  de d i m e n s i o n  dim X + dim Y -  dim Z~ X e t  Y s o n t  t r a n s v e r s e s .  

L ' a s s e r t i o n  e s t  l o c a l e  s u r  Z~ e t  r 6 s u l t e  a u s s i t ~ t  du t h 6 o r e m e  d e s  f o n c -  

t i o n s  i m p l i c i t e s  en  p r e n a n t  d e s  c o o r d o n n 6 e s  l o c a l e s  e t  d e s  6 q u a t i o n s  l o c a l e s  

p o u r  X e t  Y .  

4 . 2 . 2  Lemme : S o i t  h u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  non s i n ~ u l i e r  e t  s o i e n t  X= U X 
sEA 

e_~t Y = U Y~ d e u x  s o u s - e n s e m b l e s  f e r m 6 s  ( a n a l ~ t i q u e s ~  ou s o u s - e n s e m b l e  f e r m 6 s  
~EB 

( a n a l y t i ~ o e s ~  o u  s o u s - a n a l y t i q u e s  d a n s  l e  c a s  r 6 e l )  m u n i s  de s t r a t i f i c a t i o n s  

de W h i t n e y .  S u p p o s o n s  que  p o u r  t o u t  ~ E  A ~et ~ C B~ l e s  s t r a t e s  Xa __et X~ s o i e n t  

t r a n s v e r s e s  dar ts  Z • A l o r s  l a  d 6 c o m p o s i t i o n  U ( X  N Y~) d__ee XN Y e s t  une  s t r a t i  
sEA 
pEB 

f i c a t i o n  de W h i t n e y  de XN Y • 
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D @ m o n s t r a t i o n  (due  a D. C h e n i o t  [ C h ] )  : M o n t r o n s  que l ' o n  a l ' @ g a l i t @  

X ~ Y = X ~ Y~ ; l ' i n c l u s i o n  Xa ~ Y9 ~ x  n Y9 6 r a n t  6 v i d e n t e ~  i l  s u f f i t  de p r o u -  

v e t  l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e .  Soi  t doric zE X n x ~  e t  s u p p o s o n s  z ~ X  NX~ . I1  e x i s t e  

un v o i s i n a g e  o u v e r t  U de z d a n s  Z t e l  que UN (Xa AXe)  =D e t  p a r  c o n s 6 q u e n t  

( ~ n ~ ) n , : ( x  n¥ _(x n¥~))n~=((L_x )n¥]nu)u(~n(Y~-¥9)n,). Or p u i s  

que X a N Y ~ , o n  a dim ( L M ~ )  ~ dim X + dim ¥ ~ -  dim Z. Pa r  a i l l e u r s  nous  a v o n s  

dim (X---a X~) < dim X~ e t  dim ( ~ -  ¥9)  < dim ¥~ , e t  l ' h y p o t h e s e  de t r a n s v e r s a l i t 6  

i m p l i q u e  e n c o r e  : dim (X---a X~) N ~  = dim (X---a Xa ) + dim Y g -  dim Z e t  de m~me 

dim ( ~ n  ( ~ -  ¥ ~ =  dim ( ~ -  ¥9)  + dim X ~ -  dim Z .  Chacun  de c e s  deux t e r m e s  

6 r a n t  s t r i c t e m e n t  i n f 6 r i e u r  ~ dim Xa + dim Y ~-  dim Z n o u s  o b t e n o n s  l a  c o n t r a d i c -  

t i o n  c h e r c h 6 e .  

C e t t e  @ g a l i t 6  i m p l i q u e  que l a  p a r t i t i o n  de X n Y p a r  l e s  X a N Y~ v b r i f i e  l a  c o n -  

d i t i o n  de f r o n t i ~ r e  ( l a  f r o n t i ~ r e  d ' u n e  s t r a t e  e s t  une  u n i o n  de s t r a t e s )  : en 

e f f e t ,  si l ' on  a (Xc~ , n¥9 , )N ( ~ ) ~ g ~ ,  l'@galit@ pr@c@dente montre que ceci 

i o , l i . n e  X et  d donc 

X , AYe, ~X NYg= X DY B e t  l ' i n c l u s i o n  cherch@e. 

D'apres le th@oreme des fonctions impl ic i t es ,  les Xccn¥ ~ sont des sous- 

ensembles cons t ruc t ib le s  non s ingu l i e r s  de Z. V@rifions maintenant les condi- 

t i o n s  de W h i t n e y  : s o i t  zE  X , N Yg' c X  n Y~ e t  s o i t  ( x i ) i E  ~ une  s u i t e  de 

p o i n t s  de X N ¥~ t e n d a n t  v e r s  z .  D ' a p r e s  l e s  h y p o t h e s e s ,  s i  T a = Lim TX ,x i 
x i ,  z 

et  T~ =x.-zLim Tx~,x i , on a : T ~T xa ' ' z  et  T ~ T x B , , z  donc Ta et T 9 sont t rans-  

I 
verses dans T ~ ce qui implique par raison de dimension, au vu de la t rans-  

Z~z 

v e r s a l i t @ ,  l e s  @gal i t@s  

T~ TX ,x i Ty~,x. = Lim TX NY~,xi T N = Lim n 
x . ~z  1 x . ~z 

1 1 

e t  donc Lim TX N Y ~ , x i ~ T x  NTy~, T x ¥~ 
X.~Z ,~Z ~Z ~, n I z 

1 

e t  l a  c o n d i t i o n  a ) .  

C o n s i d ~ r o n s  m a i n t e n a n t  une  c a r t e  l o c a l e  de Z a u t o u r  de z p e r m e t t a n t  d ' i d e n t i -  

f i e r  un v o i s i n a g e  de z d a n s  Z ~ ~ N  e t  une  r ~ t r a c t i o n  l o c a l e  P : Z ~ X  , NY~, 
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Si  £ = L i m ~ i  P ( x i ~ ,  on a £ C T x ~ , ~ z N  T y ~ , , z :  Lim T(X ~ Y ~ ) , z  d ' o u  l a  c o n d i t i o n  

b)  de W h i t n e y ,  ce q u i  a c h ~ v e  l a  d 6 m o n s t r a t i o n .  ( N o t o n s  que  n o u s  n o u s  s o n m e s  

p e r m i s  i c i ,  e t  n o u s  p e r m e t t r o n s  e n c o r e ,  d ' e x t r a i r e  s a n s  p r 6 v e n i r  d e s  s o u s -  

s u i t e s  de ( x . )  p o u r  f a i r e  c o n v e r g e r  l e s  d i r e c t i o n s  d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  e t  de 
1 

s 6 c a n t e s . )  • 

4 . 2 . 3  Remar~ue  : L ' ~ g a l i t ~  X~N Y~ = X nY~ i m p l i q u e  que s i  X ° ( r e s p .  yO) e s t  

une  s t r a t e  d e n s e  d a n s  X ( r e s p .  ¥ ) ,  l ' i n t e r s e c t i o n  X ° n gO e s t  une  s t r a t e  d e n s e  

d a n s  X n Y • 

4 . 2 . 4  Lemme : S o i e n t  X = Y X , Y = Y Y~ deux e s p a c e s  a n a l y t i ~ u e s  r 6 d u i t s  

m u n i s  de s t r a t i f i c a t i o n s  de W h i t n e y .  La p a r t i t i o n  X ~ ¥ = U X × Y~ e s t  une  

s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  du p r o d u i t  X × Y  • 

La d 6 m o n s t r a t i o n  e s t  un  e x e r c i c e .  

R e m a r ~ u e s  : 1) On d i t  que  deux  m o r p h i s m e s  f :  X ~ Z  e t  g :  Y ~ Z  d t e s p a c e s  n o n -  

s i n g u l i e r s  s o n t  t r a n s v e r s e s  s i  p o u r  t C X× Y, l e s  i m a g e s  d a n s  TZ~ d e s  a p p l i c a -  
Z z 

t i o n s  t a n g e n t e s  a f e n  p l ( t )  e t  P 2 ( t ) ,  ou z =  f ( p l ( t ) )  = g ( p 2 ( t ) ) ,  s o n t  t r a n s -  

v e r s e s .  On p e u t  u t i l i s e r  l e s  lemmes p r ~ c 6 d e n t s  p o u r  p r o u v e r  que  s i  f : X~ Z 

e t  g : ¥ ~ Z  s o n t  des  m o r p h i s m e s  d ' e s p a c e s  s t r a t i f i e s  X = UX~ e t  Y = U Y~ d a n s  un  

e s p a c e  n o n - s i n g u l i e r  Z t e l  que  p o u r  t o u t  c o u p l e  ( a ~ ) ~  f i X  : X ~ Z  e t  

giY~ : Y ~ Z  s o i e n t  t r a n s v e r s e s ~  l e s  p r o d u i t s  f i b r 6 s  X xY~ f o r m e n t  une  s t r a t i -  
Z 

f i c a t i o n  de W h i t n e y  du p r o d u i t  f i b r 6  Xx  Y • On p e u t  a u s s i  g 6 n 6 r a l i s e r  a des  
Z 

p r o d u i t s  f i b r 6 s  d ' u n  nombre  f i n i  de m o r p h i s m e s ~  e t c .  Nous ne n o u s  s e r v i r o n s  

p a s  de c e s  r 6 s u l t a t s  d o n t  l a  p r e u v e  e s t  au p i r e  f a s t i d i e u s e .  

4 . 2 . 5  Lemme : S o i e n t  K un e s p a c e  a n a l y t i ~ u e  c o m p a c t  n o n - s i n g u l i e r ,  U u_~n 

o u v e r t  de E M c o n t e n a n t  O, X e t  Y deux s o u s - e s p a c e s  a n a l y t i ~ u e s  f e r m 6 s  r 6 d u i t s  

du p r o d u i t  K × U .  S o i t  X= UX u n e  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  de X t e l l e  que  

X = x n  ( K ×  { 0 ] )  s o i t  r 6 u n i o n  de s t r a t e s ~  e t  s u p p o s o n s  que  Y s o i t  muni d ' u n e  
O 
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s t r a t i f i c a t i o n  Y = UY~ a c h a q u e  s t r a t e  de l a ~ u e l l e  K× [0} e s t  t r a n s v e r s e  d a n s  

K × U. A l o r s  

1) La d 6 c o m p o s i t i o n  Y = (W~ ( Y ~ -  Y o , ~ ) )  U (C~ Y o , ~ ) '  __°5 Vo, ~ = Y~ N (K× [ 0 } )  e s t  

une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  de Y, t e l l e  que Y = YN (K× [ 0 } )  = UY s o i t  r 6 u -  
O O~ 

nion de strates. 

2) __Si' pou r  t o u t  c o u p l e  ( a , ~ )  t e l  ~ue X~CXo ' l e s  s t r a f e s  X __et Yo,~ s o n t  

t r a n s v e r s e s  d a n s  K, i l  e x i s t e  un v o i s i n a ~ e  U' de 0 dans  U t e l  ~ue deux s t r a t e s  

X n ( K × U ' )  e_~t Y~N ( K × U ' )  q u e l c o n q u e s  de x n  ( K × U ' )  e_~t YN ( K × U ' )  s o i e n t  t r a n s  

v e r s e s  dans  K× U' . 

D 6 m o n s t r a t i o n  : L ' a s s e r t i o n  1) r 6 s u l t e  du Lemme 4 . 2 . 2 .  P r o u v o n s  donc 2 ) .  

Tou t  d ' a b o r d ,  p u i s q u e  K e s t  compac t  on peu t~  q u i t t e  ~ r 6 t r 6 c i r  U en  un v o i s i -  

nage  o u v e r t s  U~ de 0 dans  U, s u p p o s e r  que t o u t e s  l e s  s t r a t e s  de X o n t  une  

a d h 6 r e n c e  qu i  r e n c o n t r e  Xo • E t a n ¢  d o n n 6 e s  deux s t r a t e s  Xa e t  X~ , mon- 

t r o n s  que s i  dim X + dim Y ~ < d i m  K+ N, on a X AYe=J3 .  S o i t  en e f f e t  Xa, une  

s t r a t e  c o n t e n u e  dans  Xa N Xo On a dim X t g dim Xa e t  p a r  a i l l e u r s ,  d ' a p r e s  l a  

s t r u c t u r e  de s  Y~, d i m ( ~  N (K× [ 0 } ) =  dim Y ~-  N donc pou r  c h a q u e  s t r a t e  

Yo,~,  c Y ~ N  (K~ ~0} ) ,  on a dim X , + dim Y~, ~ dim Xa + dim Y~-  N< dim K, donc 

d ' a p r e s  l ' h y p o t h ~ s e  de t r a n s v e r s a l i t 6 ,  X ,  N Y~, =J3. Or,  l ' i n c l u s i o n  6 v i d e n t e  

X ~ N Y ~ c X  A Y e _  nous  f o u r n i t  l ' i n c l u s i o n  

X~ AY~N (K× [O})~N (K× [O}) n (~NK× [0}) qu i  est vide d'apres ce qu i  pr@- 

cede, donc X~ N Y~N (K× [0}) =~ et par cons@quent il existe un voisinage U~ de 

O dans U~ tel que X NY~ n (K×U~) =~ pour tout couple (~,8) tel que 

dim X~ + dim Y~ < dim K+ N, puisque l'ensemble des couples de strates concern@s 

e s t  f i n i .  

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  dim X + dim Y~_> dim K+ N.  Si  x a n Y ~ = D  , i l  n ' y  a r i e u  

d 6 m o n t r e r .  S u p p o s o n s  donc X a~  Y ~  e t  c o n s i d 6 r o n s  l e  s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  

B c X  NYp form6 des  p o i n t s  z en l e s q u e i s  Xa e t  v~ ne s o n t  pa s  t r a n s v e r s e s  

t t d a n s  K x U  2 . D6mon t rons  p a r  1 a b s u r d e  que BN (K× [ 0 ) )  =J3. S o i t  en e f f e t  

Z o E B n  ( K × [ O ) )  e t  c o n s i d 6 r o n s  l a  s t r a t e  X ,  ~ K ×  [0} qui  c o n t i e n t Z o  e t  l a  s t r a -  
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t e  Y ~ , q u i  c o n t i e n t  z . D ' a p r e s  l a  c o n d i t i o n  a)  de W h i t n e y ,  ~ t a n t  donn~e  une  
o~ o 

c a r t e  l o c a l e  K × U ~ ( o u v e r t  de)  E£ ×EN e t  un  nomhre  ¢>  O~ i l e x i s t e  un v o i s i n a  

ge o u v e r t  V de Zo d a n s  K × U~ t e l  que  d i s t ( T  X ~Tx , z )  < ~ e t  
~ t ~ Z  O 

dis t (Tv~ o ' ~  ' ' z o ' T Y ~ ' z )  < z p o u r  t o u t  z C ×~ N ¥~ N V, p u i s q u e  z ° a p F a r t e n a n t  ~ Y~ 

o n  a Y o ~ '  ~ Y ~ "  I1  r 6 s u l t e  m a i n t e n a n t  de l ' h y p o t h ~ s e  de t r a n s v e r s a l i t 6  d e s  

s t r a t e s  d a n s  K× [ 0 ]  e t  du Lemme 4 . 1 . 2  que p o u r  t o u t  p o i n t  z du v o i s i n a g e  V de 

T y ~ , z  d ' o u  l a  c o n t r a -  z ° , l e s  e s p a c e s  e t  TX , z  s o n t  t r a n s v e r s e s  d a n s  TKxU, z 

d i c t i o n  c h e r c h 6 e .  A i n s i  B ~ K ×  [ 0 ]  = ~  e t  q u i t t e  ~ r e m p l a c e r  U 2 p a r  un v o i s i n a g e  

e n c o r e  p l u s  p e t i t  U' de 0 d a n s  E N  on o b t i e n t  B ;~ K × U' = ~ p o u r  t o u t  B a s s o c i 6  

un  c o u p l e  de s t r a t e s  Xa , X~ , e t  l e  r 6 s u l t a t  c h e r c h ~ .  • 

Y o i c i  m a i n t e n a n t  un r 6 s u l t a t ,  d~ a S.  K l e i m a n ,  q u i  p e r m e t  de c r i e r  b e a u -  

c o u p  de s i t u a t i o n s  ou deux  s o u s - e n s e m b l e s  a l g ~ b r i q u e s  d ' u n e  v a r i 6 t 6  a l g 6 b r i q u e  

X o n t  d e s  s t r a t i f i c a t i o n s  t r a n s v e r s e s  au s e n s  du Lemme. Nous a l l o n s  ~ n o n c e r  

l e  r 6 s u l t a t  s e u l e m e n t  d a n s  un  c a s  p a r t i c u l i e r ~  e t  i n d i q u e r  l e s  g r a n d e s  l i g n e s  

de l a  d 6 m o n s t r a t i o n  p o u r  l a  c o m m o d i t 6  du l e c t e u r .  

4 . 5  Th6o reme  ( K l e i m a n  EK1 1 ] ,  2.  T h e o r e m )  : S o i e n t  i" un  g r o u p e  a l g 6 b r i q u e  

d 6 f i n i  s u r  E, X une  v a r i 6 t 6  a l g 6 b r i q u e  i n t e g r e  (= r 6 d u i t e  e t  i r r 6 d u c t i b l e )  

mun ie  d ' u n e  a c t i o n  t r a n s i t i v e  du g r o u p e  F ; F × X , X  n o t 6 e  ( y , x )  ~ ¥  • x .  S o i e n t  

f : E - K  e~_t g :  Z ~ X  deux  m o r p h i s m e s  a l g 6 b r i q u e s  e n t r e  v a r i 6 t 6 s  a l g 6 b r i ~ u e s  r 6 -  

d u i t e s  e t  6 ~ u i d i m e n s i o n n e l l e s .  P o u r  c h a q u e  p o i n t  y 6 F, on n o t e  ~E l a  v a r i 6 t 6  E 

munie  du m o r p h i s m e  E ~ X  d 6 f i n i  p a r  e ~ v  • f ( e ) .  A l o r s ,  i l  e x i s t e  un  o u v e r t  de 

Z a r i s k i  d e n s e  U d_~e F t e l  que  p o u r  t o u t  ¥ 6 U, l e  p r o d u i t  f i b r 6  v E × Z  s o i t  v i d e ~  
X 

ou 6 ~ u i d i m e n s i o n n e l  de d i m e n s i o n  6 g a l e  a dim E + dim Z -  dim X. 

De p l u s  s i  E e_~_t Z s o n t  n o n - s i n g u l i e r s ,  on p e u t  c h o i s i r  U de t e l l e  f a g o n  ~ue 

p o u r  v E U, l e  p r o d u i t  f i b r 6  ' [ E × Z  s o i t  n o n - s i n g u l i e r .  
X 
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E s q u i s s e  de d ~ m o n s t r a t i o n  : C o n s i d ~ r o n s  l e  m o r p h i s m e  q : F × E ~ X  d ~ f i n i  p a r  

( y , e )  ~ ¥  • f ( e ) ,  e t  l e  d i a g r a m m e  : 

~ ( g z E )  × Z 

h X 

z 

F X 

o~ p d 6 s i g n e  l a  p r e m i e r e  p r o j e c t i o n .  

T o u t  d ' a b o r d ,  p u i s q u e  l' e t  E s o n t  r b d u i t s  e t  b q u i d i m e n s i o n n e l s ,  i l  en e s t  de 

mSme de F ×  E. M o n t r o n s  que l e  m o r p h i s m e  q e s t  p l a t  : d ' u n e  p a r t  d ' a p r e s  l e  t h ~ o  

rbme de p l a t i t u d e  g ~ n 6 r i q u e  i l  e x i s t e  un  o u v e r t  de Z a r i s k i  V d e n s e  d a n s  X t e l  

que  l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  q :  q - l ( Y ) ~ Y  s o i t  p l a t ~  e t  d ' a u t r e  p a r t  l e  m o r p h i s m e  q 

e s t  5 q u i v a r i a n t  p o u r  l ' a c t i o n  n a t u r e l l e  de F s u r  F × E  e t  l ' a c t i o n  donn6e  de F 

s u r  X, donc  p o u r  t o u t  y C F, l e  m o r p h i s m e  q - l ( ~ V )  ~ Y  e s t  i s o m o r p h e  au m o r p h i s m e  

-1  p l a t  q ( V ) - V .  P u i s q u e  F a g i t  t r a n s i t i v e m e n t ,  l e s  yV r e c o u v r e n t  X, d ' o ~  l e  

r ~ s u l t a t .  Si de p l u s  E e s t  n o n - s i n g u l i e r ,  le  p r o d u i t  F ×  E e s t  n o n - s i n g u l i e r  

donc  d ' a p r e s  l e  t h 6 o r ~ m e  de l i s s i t ~  g 6 n ~ r i q u e ,  (ou  l e  t h 6 o r e m e  de B e r t i n i - S a r d )  

l e s  f i b r e s  q - l ( x )  s o n t  n o n - s i n g u l i e r e s  p o u r  xC X -  F,  ou F e s t  un s o u s - e n s e m b l e  

-1 
s t r i c t  de X, e t  l a  t r a n s i t i v i t ~  i m p l i q u e  a u s s i t ~ t  que  t o u t e s  l e s  f i b r e s  q ( x )  

s o n t  n o n - s i n g u l i ~ r e s .  

On en d ~ d u i t ,  p u i s q u e  l a  p l a t i t u d e  e s t  c o n s e r v 6 e  p a r  c h a n g e m e n t  de b a s e ,  que  

l e  m o r p h i s m e  q l  e s t  p l a t  e t  donc  p a r  l e s  p r o p r i 6 t 6 s  de l a  d i m e n s i o n  (F×E) × Z  
X 

e s t  ~ q u i d i m e n s i o n n e l  de d i m e n s i o n  dim q ~ l ( z )  + dim Z ( p o u r  t o u t  zE  Z ) ,  c ' e s t - a -  

d i r e  

dim q - l ( g ( z ) )  + dim Z = dim i ~ E -  dim X + dim Z 

Si  de p l u s  E e s t  n o n - s i n g u l i e r ,  l e  m o r p h i s m e  q l  e s t  p l a t  e t  ~ f i b r e s  n o n -  

s i n g u l i e r e s  p u i s q u e  c ' e s t  l e  c a s  p o u r  q ,  en p a r t i c u l i e r  s i  Z e s t  a u s s i  n o n -  
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s i n g u l i e r ,  l ' e s p a c e  (F×E)  × Z e s t  n o n - s i n g u l i e r .  E n f i n  p a r  p l a t i t u d e  g@n@rique  
X 

( r e s p .  e t  l i s s i t ~  g 6 n 6 r i q u e )  i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  U t e l  q u e  p o u r  

t o u t  ¥ E U, l a  f i b r e  h - l ( v )  s o i t  ou b i e n  v i d e ,  ou b i e n  6 q u i d i m e n s i o n n e l l e  de 

d i m e n s i o n  6 g a l e  a d im ( F × E )  × Z -  d im F ( r e s p .  e t  de p l u s  n o n - s i n g u l i e r e ) .  S i  
X 

l ' o n  r e m a r q u e  que  h - l ( ~ )  = ¥ E ×  Z d ' u n e  p a r t  e t  que  
X 

dim ( F × E )  × Z -  dim F =  dim E +  dim Z -  dim X, on v o l t  q u e  l e  t h 6 o r ~ m e  e s t  d 6 m o n t r 6 .  
X 

V o i c i  s o u s  q u e l l e  f o r m e  n o u s  u t i l i s e r o n s  l e  T h ~ o r e m e  de  K l e i m a n  : 

4 . 3 . 1  C o r o l l a i r e  : S o ~ e n t  E =  U E~ __et Z =  U Z~ d e u x  s o u s - e n s e m b l e s  a l ~ -  
sEA ~EB 

b r i ~ u e s  f e r m ~ s  de l a  ~ r a s s m a n n i e n n e  G d e s  d - p l a n s  de  ~N m u n i s  de d ~ c o m p o s i t i o n s  

f i n i e s  en  s o u s - e n s e m b l e s  l o c a l e m e n t  f e r m S s  a l a  Z a r i s k i  n o n  s i n g u l i e r s  ( p a r  

e x e m p l e  d e s  s t r a t i f i c a t i o n s  de W h i t n e y ) .  I 1  e x i s t e  u n  o u v e r t  de  Z a r i s k i  d e n s e  

U du ~ r o u p e  a l ~ @ b r i ~ u e  F =  G L ( N , ¢ )  t e l  ~ue  p o u r  t o u t  ~ E U e t  t o u t  a E  A l e  t r a n s -  

l a t ~  ~Ea  __de E p a r  l ' a c t i o n  n a t u r e l l e  ( t r a n s i t i v e )  de  F s u r  G s o i t  t r a n s v e r s e  

d a n s  G a t o u s l e s  s o u s - e s p a c e s  n o n - s i n ~ u l i e r s  Z ~ .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : On a p p l i q u e  l e  t h ~ o r e m e  p r@c@dent  a u x  i n j e c t i o n s  E -*G, 

Z ~ - G  e t  l ' o n  t r o u v e  p o u r  c h a q u e  c o u p l e  ( a , p )  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  

U B t e l  q u e  vE × Z ~  = ~ E  NZ~ s o i t  v i d e  ou n o n - s i n g u l i e r  de d i m e n s i o n  
a G  

dim E~ + d im Z ~ - d i m  G, ce  q u i  s i g n i f i e  que  l ' i n t e r s e c t i o n  e s t  t r a n s v e r s a l e .  

L e s  ~ e t  ~ ~ t a n t  en  n o m b r e  f i n i ,  l ' o u v e r t  N U ~ = U  c o n v i e n t .  • 

R e m a r ~ u e  : En p a r t i c u l i e r ,  s i  E e t  Z s o n t  @ q u i d i m e n s i o n n e l s ,  ~ E N Z  e s t  @ q u i -  

d i m e n s i o n n e l  s i  ~ E U, e t  s i  u n e  s t r a t e  E ( r e s p .  Z ) e s t  d e n s e  d a n s  E 
~O ~O 

( r e s p .  Z ) ,  a l o r s  p o u r  y E U, yE n Z e s t  de d i m e n s i o n  dim E+  d im Z -  dim G e t  
~O ~O 

d e n s e  d a n s  E n  Z . E n f i n  s i  l e s  UE~ e t  UZ~ s o n t  d e s  s t r a t i f i c a t i o n s  de W h i t n e y ,  

p o u r  ¥ E U, l e s  ( ~ E ~ ) n Z ~  f o r m e n t  u n e  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  de ( ~ E ) N Z .  
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§ 5. S t r a t i f i c a t i o n s ,  t r a n s v e r s a l i t 6 ,  e t  6 c l a t e m e n t .  

Nous u t i l i s e r o n s  l e  t h 6 o r ~ m e  de K l e i m a n  a u s s i  p o u r  m e t t r e  c e r t a i n s  s o u s -  

e s p a c e s  d ' u n  e s p a c e  non  s i n g u l i e r  Z en p o s i t i o n  g 6 n ~ r a l e  p a r  r a p p o r t  a un m o r -  

p h i s m e  f : Y - Z ,  au s e n s  d 6 f i n i  c i - d e s s o n s .  

5 . 1  E t a n t  donn6  un m o r p h i s m e  p r o p r e  p :  X' ~ X  e n t r e  e s p a c e s ~  p a r  e x e m p l e  un 

6 c l a t e m e n t ,  l ' e x i s t e n c e  de s t r a t i f i c a t i o n s  de Samue l  r e l a t i v e s  ( L e - T  2) i m p l i -  

-1  
que  que  p o u r  c h a q u e  e n t i e r  i ,  l e  s o u s - e n s e m b l e  F. = {x '  E X ' l d i m × ,  p ( p ( x ' ) )  ~ i}  

t 

e s t  un s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e rm6  de X. P u i s q u e  p e s t  p r o p r e ,  l ' i m a g e  B 

B i = p ( F  i ) de c h a q u e  F.1 e s t  un s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e rm6  de X, e t  l ' o n  a 

i ' i n 6 g a l i t 6  dim B i ~ dim X' - i .  P a r  e x e m p l e  s i  p e s t  un 6 c l a t e m e n t  de c e n t r e  

r a r e ~  on a Bo= X e t  B 1 e s t  c o n t e n u  d a n s  I e  c e n t r e  d ' ~ c l a t e m e n t ,  m a i s  ne l u i  

e s t  p a s  n @ c e s s a i r e m e n t  6 g a l .  

5 . 2  P r o p o s i t i o n  ( d ' a p r ~ s  [ L ~ - T ] ,  5 . 1 . 3 . 2 )  : S o i e n t  Z un e s p a c e  a n a l y t i ~ u e  

non  s i n ~ u l i e r ,  X un s o u s - e s p a c e  a n a l y t i ~ u e  f e rm~ ~ u i d i m e n s i o n n e l  de Z e t 

p :  X' ~X un m o r p h i s m e  p r o p r e  t e l  que  X' s o i t  6 q u i d i m e n s i o n n e l  e t  ~ue l a  d i m e n -  

s i o n  des  f i b r e s  p - l ( x )  s o i t  c o n s t a n t e  p o u r  x E  X -  B k , o__~u B k e s t  r a r e  d a n s  X 

e t  p - l ( B  k) r a r e  d a n s  X ' .  S o i t  Z= UZ une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  de Z t e l  

que  X e t  c h a c u n  d e s  s o u s - e n s e m b l e s  B. de i a s s o c i 6 s  a p comme c i - d e s s u s  s o i e n t  
• 1 

unions de s t r a t e s ,  a insi  que chacune des diff6rences Bi - Bi+1 . Soit Hun sous- 

espaee non s ingu l ie r  de Z t ransverse  a chaeune des s t r a t e s  Z . L'ima~e inverse 

p-I(H N X) par p de l ' i n t e r s e c t i o n  H n x coincide ensemblistement avee l 'adb6- 

rence dans X' d__ee p-l(H D (X- Bk)) • 

D ~ m o n s t r a t i o n  : I1  s u f f i t  de p r o u v e r  q u ' e n  t o u t  p o i n t  x '  ~ p I (H n X)~ 

dimx,  p - l ( H  N B k)  e s t  s t r i c t e m e n t  i n f 6 r i e u r  ~ l a  p l u s  p e t i t e  d e s  d i m e n s i o n s  d e s  

c o m p o s a n t e s  i r r 6 d u c t i b l e s  non i m m e r g 6 e s  l o c a l e s  en x '  de p - l ( H  fi X) : i l  en r 6 -  

-1 s u l t e r a  en e f f e t  que  p (H n B k)  e s t  r a r e  d a n s  p - l ( H  n X) ,  donc que 

-1  p (H n ( X -  B k ) ) =  p - l ( H  n x -  H fi B k)  e s t  d e n s e  d a n s  p - l ( H  N X) .  Or on a : 
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p - I ( H  N B k)  = j~kU p - l ( H  n (B j  - B j + I  ))  e t  l ' o n  a l e s  i n ~ g a l i t ~ s  : 

d im B.  g dim p - l ( B  k)  - j p u i s q u e  p - l ( B  ) c p - l ( B  k)  p o u r  j > k .  P u i s q u e  H e s t  
3 3 ' 

- l ( B k )  t r a n s v e r s e  a u x  s t r a t e s ~  on a d im(H n B . )  = d im B . -  h ~ d im p - j - h~ ou h 
3 3 

e s t  l a  c o d i m e n s i o n  de H d a n s  Z,  d ' o u  p o u r  t o u t  x '  E p - l ( B k ) ,  

d i m x , p - l ( H  ~ B j )  ~ d i m x , p - l ( B  k)  - h p o u r  t o u t  j ~ k .  Or H e s t  d ~ £ i n i  l o c a l e m e n t  p a r  

h ~ q u a t i o n s  d a n s  Z e t  d o n c ,  d ' a p r e s  ( [ B b k  3 ] ,  § ~,  No 1, P r o p .  2)  on a p o u r  

- 1  c h a q u e  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  l o c a l e  non  i m m e r g ~ e  p (H n X).  de p - l ( H  n X) en  
1 

x '  l ' i n ~ g a l i t b  d i m x , p - l ( H  N X) i ~ d i m x , X '  - h .  P a r  a i l l e u r s ~  p u i s q u e  p a r  h y p o t h e s e  

p - l ( B  k)  e s t  r a r e  d a n s  X' ' p - l ( B  k ' on a 1 i n ~ g a l i t ~  d i m x ,  ) < dim ,X ce  q u i  d o n n e  

f i n a l e m e n t  : d i m x , p - l ( H  N B k)  ~ d i m x , p - l ( B  k)  - h < d i m x , P - l ( H  N X ) i  ' c e  q u ' i l  

f a l l a i t  d ~ m o n t r e r .  • 

5 . 2  A p p l i c a t i o n  : R e p r e n o n s  l a  s i t u a t i o n  de ( C h a p .  I ,  5 . 1 )  ou l ' o n  6 c l a t e  

d a n s  X un  s o u s - e s p a c e  Y d 6 f i n i  p a r  u n  i d 6 a l  I ,  t e l  que  X s o i t  6 q u i m u l t i p l e "  l e  

l o n g  de Y r e l a t i v e m e n t  ~ un  m o r p h i s m e  F :  ( X , x )  ~ ( S , s ) .  Le l e c t e u r  v 6 r i f i e r a  

q u e  l a  c o n c l u s i o n  de ( L o c .  c i r . )  e t  l a  p r o p o s i t i o n  5 . 1  c i - d e s s u s  i m p l i q u e n t  

que  

Le t r a n s f o r m 6  s t r i c t  p a r  l ' 6 c l a t e m e n t  n : X' ~ X  de Y de l a  f i b r e  s p 6 c i a -  
o 

l_~e X ( s ) =  F - l ( s )  c o i n c i d e  e n s e m b l i s t e m e n t  a v e c  x o - l ( x ( s ) ) '  e t  de m~me p o u r  

l ' 6 c l a t e m e n t  n o r m a l i s 6  ~. 

A i n s i ,  p a r  l ' i n t e r m ~ d i a i r e  de C h a p .  I~ 5 . 1  e t  C h a p .  I I I ,  5 . 1 ~  u n e  c o n d i -  

t i o n  n u m ~ r i q u e  i m p l i q u e  l ' ~ g a l i t ~  d ' u n  t r a n s f o r m ~  t o t a l  e t  d ' u n  t r a u s f o r m ~  

s t r i c t .  

5 . 3  R ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  f o r t e  e t  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y .  

5 . 3 . 1  D ~ f i n i t i o n  ( c f .  [ T e  2 2 ,  I I )  : S o i e n t  X un  e s p a c e  a n a l y t i q u e  r ~ d u i t  e t  

b q u i d i m e n s i o n n e l ~  Y c X  u n  s o u s - e s p a c e  e t  OE Y u n  p o i n t  n o n - s i n g u l i e r  de Y. On 

d i t  q u e  X a d m e t  u n e  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  f o r t e  l e  l o n g  de Y e n  0 s i  i l  e x i s t e  

un  m o r p h i s m e  ~ :  X' ~ X  q u i  s o i t  r ~ s o l u t i o n  d e s  s i n g u l a r i t ~ s  de X, c ' e s t - ~ - d i r e  
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qu e X' e s t  n o n - s i n g u l i e r ~  que  n e s t  p r o p r e  e t  i n d u i t  un i s o m o r p h i s m e  

: X ~ - ~ - l ( s i n g  X) ~ * X -  S i n g  X~ m o r p h i s m e  t e l  que  l ' o n  a i r  : 

Le m o r p h i s m e  i n d u i t  - l ( y ) ~ ¥  e s t  l o c a l e m e n t  t r i v i a l  en t o u t  p o i n t  

x '  ~ - l ( y ) ,  c ' e s t - ~ - d i r e  qne  l ' o n  a un ¥ - i s o m o r p h i s m e  l o c a l  

( - l ( y ) , ~ , ) ~  ( - l ( ~ ( x , ) ) , x ,  ) × ( Y , ~ ( x , ) ) .  

5 . 3 . 2  R e m a r q u e s  : 1) C ' e s t  l a  c o n d i t i o n  que  l ' o n  a a f f i r m ~ e  ~ ¢ r e  s t r a t i -  

f i a n t e  en  ( 2 . 5 . 1 ~  R e m a r q u e ) .  

5 . ~ . 3  P r o p o s i t i o n  ( c f .  [Te  2 ] ,  I I )  : S o i e n t  X un e s p a c e  a n a l ~ t i q u e  r b d u i t  

~ q u i d i m e n s i o n n e l ~  Y un s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  f e r m ~  de X e__~t O~ ¥ un p o i n t  n o n -  

s i n ~ u l i e r  de Y. S i X a d m e t  une  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  f o r t e  l e  ~ n g  de ¥ e~n O~ 

l e  c o u p l e  ( X ° , Y )  s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  a)  de ~ h i t n e y  s t r i c t e  a v e c  e x p o s a n t  1, 

e t  l a  c o n d i t i o n  b)  de W h i t n e y  s t r i c t e  en  O .  

D 6 m o n s t r a t i o n  : S o i t  ~ : X ' - X  l a  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e ,  e t  s o i t  y l ~ . . . , y t  un 

s y s t e m e  de c o o r d o n n ~ e s  l o c a l e s  p o u r  Y e n  O. D ' a p r b s  l ' h y p o t h e s e ~  on p e u t  t r o u -  

I o . o  t v e r  en  t o u t  p o i n t  x '  C ~ - 1 ( O )  un s y s t ~ m e  de c o o r d o n n 6 e s  l o c a l e s  y l~  ~Yt 

(Yi n ) x '  , p o u r  1<  i ~ t .  C b o i s i s s o n s  un W l ~ . . . ~ W d _  t p o u r  X' en  x '  t e l  que  o = Yi - 

N 
p l o n g e m e n t  l o c a l  (X~O) c (E ,O) e t  d e s  c o o r d o n n b e s  ( y l , . . . , y t , z l , . . . , z N _  t )  s u r  

( ~ N ~ o ) .  S o i e n t  ( f l ~ f 2 ~ . . . ~ f m )  d e s  g ~ n ~ r a t e u r s  p o u r  l ' i d 6 a l  de 

E [ y l , . . . , y t , z l , . . . , Z N _  t ]  d 6 f i n i s s a n t  (X,O)  d a n s  ( ~ N , O ) .  

L ' h y p o t h ~ s e  de r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  f o r t e  i m p l i q u e  ( c r i t ~ r e  d i f f ~ r e n t i e l  de 

l i s s i t 6 )  que  l a  d ~ r i v a t i o n  ~SYi de Oy~ 0 d a n s  l u i - m S m e  s ' 6 t e n d ,  p a r  l e  m o r p h i s m e  

n a t u r e l  Oy~ O • O en  une  d 6 r i v a t i o n  de O ~ c ' e s t - ~ - d i r e  
~ - l ( y ) ,  x,  ~ - l ( y ) ,  x,  

~0 ~ 0 X , e n c o r e  que  d a n s  l e  m o r p h i s m e  n a t u r e l  Oy ' x  , = ~[y~ . . . .  , y t , w l , - . . , W d _ t } ,  

t e n v o y a n t  Yi s u r  Yi ~ on p e u t  6 t e n d r e  l a  d 6 r i v a t i o n  en  une  d ~ r i v a t i o n  D i de 
5Yi 

OX' ~x' qu i  r e s p e c t e  l ' i d 6 a l  S '  = ( ( z  I ° ~ ) x '  ' ' ' ' ' ( z N - t  ° n ) x '  )OX' ~x' d ~ f i n i s s a n t  

-1  (Y) d a n s  X' en  x ' .  

On a donc  D.(3 ( z i  ° X ) x '  ~ S ' ,  p o u r  1 ~  j g t~ 1 g i < N - t ,  e t  Dj Yr' -- 5 j r  ( s y m b o l e  
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de K r o n e c k e r ) .  

P u i s q u e  fk  e s t  n u l  s u r  X~ n o u s  a v o n s  ( f k  ° X ) x '  

l a  r ~ g l e  de L e i b n i z  : 

= 0 d a n s  ~ X ' , x '  

N-t I fk,  ) 
0 = D j ( f k  o n)  = Z ,~Z--'~ ° ~ • 

i=1 x '  

S f k  , ) 
Dj(z i ° ~:)x'  +I~Y~" ~ x '  

d ' o u  d ' a p r e s  

5 ( ~  f ) 
J 1 3 c 

P a r  c o n s ~ q u e n t ~  c h a q u e  m i n e u r  
5 ( Y j , Z i  , - - - z  i ) 

2 c 

en  x '  v 6 r i f i e  : 

f J l '  ' Jc  N - t  

, z  i , . - - , z  i ) ° ~ = _  
2 c x' i=1 

compos~  a v e c  ~ e t  l o c a l i s ~  

I 8(f. , . . .  f .  ) ) 
a l  ' ac 

( z i , z  i , - - - , z  i ) ° 
2 c x '  

D j ( z i  ° ~ ) x '  

E S ' ,  on en d 6 d u i t  que  s i  l ' o n  n o t e  S 

l ' o n  a en  t o u t  p o i n t  x '  E n - l ( O )  : 

P u i s q u e  d ' a p r e s  l ' h y p o t h ~ s e ,  D j ( z i  ° n ) x '  

l ' i d & a l  de OK, 0 e n g e n d r ~  p a r  Z l ~ . . . , Z N _  t 

~(fJl'''''fJc) 1 
aT~,~. , . . .  ) °~  12 'Zic x' C S .  J X / ¥  " ~ X ' , x '  

ou JX/Y d b s i g n e  1 i d b a l  e n g e n d r 6  p a r  l e s  s e u l s  m i n e u r s  j a c o b i e n s  au d b n o m i n a -  

t e u r  d e s q u e l s  a u c u n  y n ' a p p a r a { t  e t  donc~ d ' a p r ~ s  ( C h a p .  I ,  1 . 3 . 6 )  

5 ( f j l '  f j c  ) 

a ( y j , z i  ' ' ' ' ' z i  ) OX, 0 E S .  J x / Y  
2 c 

d a n s  ~X~O 

Le f a i t  que  ( X ° , ¥ )  s a t i s f a s s e  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  s t r i c t e s  a n n o n -  

c ~ e s  r ~ s u l t e  a l o r s  de l a  p r e u v e  de 2 . 2 . 2 .  • 

5 . 3 . 4  Re m a r que  : Le c o n t e n u  n o u v e a u  de l ' a r t i c l e  [Ve]  de V e r d i e r  c o n s i s t e  

en  l e s  d e u x  i n t 6 r e s s a n t s  r 6 s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

i )  La c o n d i t i o n  a )  de W h i t n e y  s t r i c t e  a v e c  e x p o s a n t  1 i m p l i q u e  l a  c o n d i -  

t i o n  b ) .  Dans  l e  c a d r e  o~ n o u s  sommes~ on p e u t  s ' e n  c o n v a i n c r e  a s s e z  f a c i l e m e n t  

en  e x a m i n a n t  l a  p r e u v e  de 2 . 2 . 2  c i - d e s s u s .  

i i )  S i  (X°~¥)  s a t i s f a i t  l a  c o n d i t i o n  a )  de W h i t n e y  s t r i c t e  a v e c  e x p o s a n t  1, 
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t o u t  champ de v e c t e u r s  a n a l y t i q u e  r ~ e l  s u r  Y p e u t  s ' ~ t e n d r e  l o c a l e m e n t  en un  

champ de v e c t e u r s  a n a l y t i q u e  r ~ e l  s u r  X ° e t  s a t i s f a i s a n t  au v o i s i n a g e  de t o u t  

p o i n t  de Y une  c o n d i t i o n  de " r u g o s i t ~  'v q u i  i m p l i q u e  q u e  ce  champ de v e c t e u r s  

e s t  l o c a l e m e n t  i n t ~ g r a b l e .  Son i n t e g r a t i o n  d o n n e  u n e  t r i v i a l i s a t i o n  l o c a l e  

V ' r u g u e u s e " ~  e t  en  p a r t i c u l i e r  t o p o l o g i q u e ~  de X l e  l o n g  de Y~ d~s  que  Y e s t  

une  s t r a f e  d ' u n s  s t r a t i f i c a t i o n  de X t e l l e  qne  c h a q u e  c o u p l e  de s t r a t e s  s a r i s  

f a s s e  l a  c o n d i t i o n  a )  de W h i t n e y  s t r i c t e  a v e c  e x p o s a n t  ~. 
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C H A P I T R  E I V 

VARIETES POLAIRES 

I n t r o d u c t i o n .  Dans  ce c h a p i t r e ,  j ' i n t r o d u i s  l e  p r i n c i p a l  c o n c e p t  n o u v e a u  q u i  

a p e r m i s  de d o n n e r  une  c a r a c t 6 r i s a t i o n  n u m 6 r i q u e  d e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  : 

c e l u i  de v a r i 6 t 6  p o l a i r e  l o c a l e ,  d o n t  v o i c i  une  d e s c r i p t i o n  i n t u i t i v e  : 6 t a n t  

donn6 un r e p r 6 s e n t a n t  (X,O)  c ( ~ N , o )  d ' u n  ge rme  d ' e s p a c e  a n a l y t i q u e  r 6 d u i t  

6 q u i d i m e n s i o n n e l ,  c o n s i d 6 r o n s  p o u r  c h a q u e  e n t i e r  k ,  O K k K  d - l ,  o~ d =  dim X~ 

une  p r o j e c t i o n  l i n 6 a i r e  p :  c N  C d - k + ] ,  e t  l e  l i e u  c r i t i q u e  de l a  r e s t r i c t i o n  

plX ° de p ~ l a  p a r t i e  n o n - s i n g u l i ~ r e  X ° de X. Si  l a  p r o j e c t i o n  l i n 6 a i r e  p e s t  

" a s s e z  g 6 n 6 r a l e " ~  l ' a d h 6 r e n c e  darts X de ce l i e u  c r i t i q u e  s e r a  un  s o u s - e s p a c e  

a n a l y t i q u e  r 6 d u i t  Pk<P>  p u r e m e n t  de c o d i m e n s i o n  k ou v i d e ,  a p p e l 6  " v a r i 6 t 6  

p o l a i r e  l o c a l e  de X a s s o c i 6 e  a p "  . Comme on l e  v o i t ,  m~me en g 6 o m 6 t r i e  a l g 6 -  

b r i q u e ,  p a r l e r  de " l a  v o r i 6 t 6  p o l a i r e  g 6 n 6 r a l e  de c o d i m e n s i o n  k de 

(X,O) c ( ¢ N , o )  " e s t  a b u s i f  en c e c i  que  c e t t e  v a r i 6 t 6  p o l a i r e  n ' e s t  p a s  d 6 f i n i e  

s u r  l e  c o r p s  de b a s e  ( d i s o n s  ¢ ) ,  mSme p o u r  un p l o n g e m e n t  X c C N  f i x 6 ,  m a i s  au 

m i e u x  s u r  l e  c o r p s  d e s  f o n c t i o n s  de l ' e s p a c e  d e s  p r o j e c t i o n s  l i n 6 a i r e s  de CN 

s u r  c d - k + l .  P i s  e n c o r e ~  l a  " v a r i 6 t 6  p o l a i r e  g 6 n 6 r a l e  de c o d i m e n s i o n  k de X "  , 

c ' e s t - ~ - d i r e  r e n d u e  i n d 6 p e n d a n t e  du p l o n g e m e n t ,  n ' e s t  d 6 f i n i e  que s u r  une e x -  

t e n s i o n  du c o r p s  de b a s e  de d e g r 6  de t r a n s c e n d a n c e  i n f i n i .  N 6 a n m o i n s ,  p o u r  un 

p l o n g e m e n t  l o c a l  f i x 6 ,  i l  e x i s t e  un o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  U de l ' e s p a c e  d e s  

p r o j e c t i o n s  l i n 6 a i r e s  t e l  que  p o u r  pE  U, la  m u l t i p l i c i t 6  mo(P k < p > )  de PkKP> 

en O s o i t  i n d 6 p e n d a n t e  de pE  U, e t  de p l u s  ce nombre  ne d6pend  en f a i r  que  de 

l ' a l g e b r e  l o c a l e  O X c ' e s t - a - d i r e  e s t  en  f a i r  un i n v a r i a n t  a n a l y t i q u e  du 
,O  ~ 

germe  ( X , O ) ,  i n v a r i a n t  que  l ' o n  n o t e  m o ( P k ( X , O ) ) .  Un d e s  p r i n c i p a u x  r 6 s u l t a t s  

de ce c h a p i t r e  e s t  doric d ' a s s o c i e r  a c h a q u e  a l g 6 b r e  a n a l y t i q u e  r 6 d u i t e  p u r e m e n  
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de d i m e n s i o n  d u n e  " m u l t i p l i c i t ~  g 6 n 6 r a l i s 6 e "  q u i  e s t  l a  s u i t e  d ' e n t i e r s  

M(X~O ) = ( m o ( P o ( X , O ) ) , m o ( P l ( X , O ) ) , . . . , m o ( P d _ l ( X , O ) ) )  d o n t  l e  p r e m i e r  t e r m e  e s t  

d ' a i l l e u r s  l a  m u l t i p l i c i t b  de X en  0 p u i s q u ' i l  r 6 s u l t e  a u s s i t ~ t  d e s  d 6 f i n i t i o n s  

q u e  P ( X , O ) =  ( X , O ) .  Le p a r a d i g m e  de ce  g e n r e  de c o n s t r u c t i o n  e s t  l a  c o n s t r u c -  
o 

t i o n  qu i  a s s o c i e  a un  g e r m e  d ' h y p e r s u r f a c e  a s i n g u l a r i t 6  i s o l ~ e  l a  s u i t e  

( i ~ ( i + l )  ( i ) )o_< i_<d_ l  ( i )  + ~ , ou ~ e s t  l e  n o m b r e  de N i l n o r  de l ' i n t e r s e c t i o n  de 

l ' h y p e r s u r f a c e  a v e c  u n  p l a n  g 6 n 6 r a l  de d i m e n s i o n  i p a s s a n t  p a r  O. C ' e s t  

d ' a i l l e u r s  l e  s o u e i  de f a i r e  l e  l i e n  e n t r e  l e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  d ' u n  g e r m e  

i n t r o d u i t e s  p a r  L~ e t  moi d a n s  [ L ~ - T  1] e t  l e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  i n t r o d u i t e s  

d a n s  [ T e  12]  q u i  m ' a  c o n d u i t  ~ i n t r o d u i r e  ( c f .  [Te  57 )  l e s  v a r i 6 t ~ s  p o l a i r e s  

r e l a t i v e s  a s s o c i 6 e s  ~ un  m o r p h i s m e  f :  X ~ S .  C e s  v a r i b t b s  p o l a i r e s  r e l a t i v e s  

s e n t  en  g 6 n 6 r a l  b i e n  p l u s  q u e  l a  c o l i e c t i o n  d e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  d e s  f i b r e s  

de f~ e t  o n t  u n  C o m p o r t e m e n t  b i e n  p l u s  t u r b u l e n t .  C ' e s t  d a n s  ce  c o n t e x t e  q u ' i l  

f a u t  p r o u v e r  l e s  r 6 s u l t a t s  de " t r a n s v e r s a l i t 6  d y n a m i q u e "  e s s e n t i e i s  p o u r  I a  

t h 6 o r i e ~  a f f i r m a n t  e s s e n t i e l l e m e n t  q u e  l o r s q u e  dim S <  1,  l e s  v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s  

r e l a t i v e s  g 6 n 6 r a I e s  s o n t  t r a n s v e r s e s  au  n o y a u  d e s  p r o j e c t i o n s  s e r v a n t  a l e s  

d 6 f i n i r .  

La d ~ f i n i t i o n  l a  p l u s  o p ~ r a t o i r e  d e s  v a r i 6 t f i s  p o l a i r e s  n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  

c e l l e  q u i  e s t  d 6 c r i t e  c i - d e s s u s  m a i s  l a  d 6 f i n i t i o n  d o n n 6 e  c i - d e s s o u s ~  au § I ,  

( v o l t  l e  C o r o l l a i r e  1 . 3 . 1 ) .  

§ 1.  D 6 f i n i t i o n s  d e s  v a r i b t 6 s  p o l a i r e s .  

1 . ~  R a p p e l s  du C h a p i t r e  I I .  

S o i t  f :  X - S  u n  m o r p h i s m e  d ' e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  r 6 d u i t s  t e l  q u e  l e  m o d u l e  

1 
~ f  d e s  d i f f 6 r e n t i e l l e s  r e l a t i v e s  s o i t  l o c a l e m e n t  l i b r e  de r a n g  d =  d i m X -  d im S 

s u r  l e  c o m p l 6 m e n t a i r e  d ' u n  f e r m 6  a n a l y t i q u e  r a r e  F de X. On p e u t  a l o r s  

( C h a p .  I ,  1 . 2 )  d 6 f i n i r  l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  v f :  Nf (X)  ~ X ,  e t  p o u r  

t o u t  p o i n t  OE X e t  t o u t e  i n s t a l l a t i o n  l o c a l e  d ' u n  r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  du 

g e r m e  de f en  O~ 
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( x , o ) c  • ( s , o )  × (¢N,O) L°/ f 1 

(S,O) 

on p e u t  d ~ c r i r e  la  m o d i f i c a t i o n  de Nash r e l a t i v e  comme c e c i  : s o i t  G l a  g r a s s -  

mann ienne  des  d - p l a n s  de ~N, e t  s o i t ,  pour  un r e p r ~ s e n t a n t  X a s s e z  p e t i t ,  

Nf(X) ~ X ×  G l ' a d h ~ r e n c e  du g r a p h e  du morphisme X -  F - G  qui  a x E  X-F a s s o c i e  l a  

d i r e c t i o n  de l ' e s p a c e  t a n g e n t  en x a la  f i b r e  X ( f ( x ) ) =  f - l f ( x ) .  On p e u t  doric 

d ~ f i n i r  un morphisme de Gauss  r e l a t i f  y f  dans  le  diagramme s u i v a n t  : 

j > - /  
Nf(X) ~ / P r 2  

X×G 
,of o 

j.4r  
f ~ S x C  N 

/ 

] 

s 

1 .2  P r o p o s i t i o n - D 6 f i n i t i o n  1 ( S c h u b e r t )  : S o i t  N u n  e n t i e r ,  e t  s o i t  

(~) : ( O ) C D N - I ~ D N - 2 C ' ' "  c D I C D o  = ~N 

un d rape~u  de s o u s - e s p a c e s  v e c t o r i e l s  de t N  avec codim D i = i .  Pour  chaque  

e n t i e r  k,  O g k s  d, on a p p e l l e  k - i~me v a r i ~ t ~  de S c h u b e r t  p r o j e c t i v e  a s s o c i b e  

~,  e t  l ' o n  n o t e  Ck(~) le  s o u s - e n s e m b l e  de la  g r a s s m a n n i e n n e  G des  d - p l a n s  de 

~N d ~ f i n i  pa r  

Ck(~) = ~TE G/dim(T A D~l_k+l) -> k} 
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P o u r  t o u t  ~ ,  l ' e n s e m b l e  Ck(&) e s t  mun i  n a t u r e l l e m e n t  d ' u n e  s t r u c t u r e  de  s o u s -  

v a r i ~ t ~  a l ~ b r i q u e  r ~ d u i t e  de G, p u r e m e n t  de c o d i m e n s i o n  k d a n s  G ( e l .  [G .H]~  

C h a p .  I ,  § 5 ) .  

R e m a r q u e  1 : La s o u s - v a r i ~ t ~  ¢ k ( ~ )  de  G ne  d ~ p e n d  en  f a i r  q u e  de Dd_k+ 1 ~ ¢ N ,  

e t  p o u r  e e t t e  r a i s o n  on l ' ~ c r i r a  a u s s i  v o l o n t i e r s  C k ( D d _ k . l ) .  

R e m a r q u e  2 : P o u r  un  d r a p e a u  ~ e t  u n e  s u i t e  d ' e n t i e r s  a = ( a l , . . . , a  d)  c o n s i -  

d ~ r o n s  l e  s o u s - e n s e m b l e  

a ( ~ )  = [ T ~  G / d i m ( T N D d + a i _ i )  ~ i J • C ' e s t  u n e  s o u s - v a r i b t ~  a l g b h r i q u e  de G, 

de c o d i m e n s i o n  E a i ,  a p p e l b e  v a r i ~ t ~  de S c h u b e r t  a s s o c i ~ e  a a e_~t ~ ( v o i r  

[ G - H I ,  C h a p .  I ,  § 5 ) .  L e s  C k ( ~ )  s o n t  un  c a s  t r ~ s  p a r t i c u l i e r  de c e t t e  c o n s -  

t r u c t i o n  (a  i = 0 p o u r  i > k ,  a i = 1 p o u r  i ~ k ) .  D a n s  c e t t e  r b d a c t i o n ,  n o u s  n ' u t i -  

l i s e r o n s  que  l e s  Ck(&) e t  o m e t t r o n s  l ' ~ p i t h ~ t e  " p r o j e c t i v e " .  

1 . 5  P r o p o s i t i o n  2 : E t a n t  d o n n ~ s  un  ( r e p r ~ s e n t a n t  d ' u n  ~ e r m e  d e )  m o r p h i s m e  

f : ( X ~ O ) ~  ( S , O )  comme c i - d e s s u s ,  a v e c  S n o n - s i n g u l i e r ~  e t  un  S - p l o n g e m e n t  

l o c a l  ( X ~ O ) c  ( S , O )  × (¢N~o)~ p o u r  t o u t  e n t i e r  k~ O ~ k ~  d =  d i m X -  dim S ,  i l  e x i s -  

t e  un  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  W k de l a  g r a s s m a n n i e n n e  G k d e s  s o u s - e s p a c e s  de 

c o d i m e n s i o n  d - k + 1  d__~e tN t e l  q u e  p o u r  t o u t  D d _ k + l E  W k on a i t  : 

i )  n F) e t  Y f l ( c k ( D d _ k + l ) )  v f l ( x -  e s t  d e n s e  d a n s  y f l ( c k ( D d _ k + l ) ) r e d  ~ ce  

d e r n i e r  e s p a c e  e s t  v i d e  ou de c o d i m e n s i o n  p u r e  k d a n s  N f ( X ) .  

L ' ~ g a l i t ~  d i m ( v f l ( o )  n y - l ( C k ( D d _ k + l ) )  = dim v f l ( o ) - k  a i i )  l i e u  s i  l ' i n t e r -  

s e c t i o n  n ' e s t  p a s  v i d e .  

D 6 m o n s t r a t i o n  : Nous  a l l o n s  en  f a i r  p r o u v e r  u n  r 6 s u l t a t  p l u s  p r 6 c i s  : S o i e n t  

Ck(Dd_k+ 1) = U~  u n e  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  £ i x 6 e  de  l a  v a r i 6 t 6  de S c h u b e r t  

q u i  n o u s  i n t ~ r e s s e  ~ p o u r  c h a q u e  6 1 6 m e n t  ~E  I '=  G L ( N , ¢ ) ,  l ' i m a g e  % . Ck(Dd_k+ 1) 

de n o t r e  v a r i 6 t 6  de S c h u b e r t  p a r  l ' a c t i o n  n a t u r e l l e  de ~ s u r  G e s t  m u n i e  de l a  

s t r a t i f i c a t i o n  de  W h i t n e y  U ~ . ~  ( c f .  C h a p .  I I I ~  2 . 2 ~  E x e r c i c e )  e t  d ' a u t r e  p a r t  

e s t  6 g a l e  ~ ek(% - 1  . D d _ k + l ) e n  u t i l i s a n t  c e t t e  f o i s - c i  l ' a c t i o n  n a t u r e l l e  de 
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-1  
s u r  G k . 

F i x o n s  une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  Nf (X)  = UZ~ de N f ( X ) C s × ~ N × G  t e l l e  que  

v f l ( o )  e t  v f l ( F )  s o i e n t  r 6 u n i o n s  de s t r a t e s  ( c f .  Chap .  I I I ,  1 . 5  e t  2 . 2 . 2 ) .  

D ' a p r e s  l e  C o r o l l a i r e  du Th~or~me de K l e i m a n  ( c f .  Chap .  I I I ,  4 . 3 ) ,  i l  e x i s t e  

un o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  V c F  t e l  que  p o u r  t o u t  ~E  U, c h a c u n e  d e s  s t r a t e s  

O × O x ~ . ~  s o i t  t r a n s v e r s e  ~ c h a c u n e  d e s  s t r a t e s  Z~ c o n t e n u e s  d a n s  v f l ( o ) .  

D ~ a p r e s  l e  Lemme de ( C h a p .  I I I ,  4 . 2 . 5 ) ,  l a  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  

( S ×  C N × ~ . ~  ) de  S × ~N × ~ . C k ( D d _ k + l )  e s t  donc  t r a n s v e r s e ,  d a n s  s × ~ N × G  a l a  

s t r a t i f i c a t i o n  f i x ~ e  Z~ • P u i s q u e  v f l ( x -  F) e s t  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  

d a n s  Nf (X)  e t  r ~ u u i o n  de s t r a t e s ,  l ' i n t e r s e c t i o n  ~ . C k ( D d _ k + l  ) °  ~ v f l ( x -  F)~ q u i  

e s t  c o n t e n u e  d a n s  y f l ( ~ . C k ( D d _ k + l ) )  ~ v f l ( x -  F) - y f l ( c k ( u - l .  D d _ k + l ) )  ~ v f l ( x -  F) 

e s t  donc  d e n s e  d a n s  y f l ( c k ( g - l .  D d _ k + l ) )  = S ×  {N× e k ( - 1 D d _ k + l )  ~ N f ( X ) .  La p r o -  

p o s i t i o n  r ~ s u l t e  a l o r s  a u s s i t ~ t  du f a i t  que  l ' a c t i o n  de £ s u r  G k e s t  t r a n s i t i -  

ve~ l e  p o i n t  i i )  p r o v e n a n t  de l a  t r a n s v e r s a l i t ~  d a n s  G d e s  s t r a t e s  O× O× ~ . ~  

a v e c  l e s  s t r a t e s  Z~ c o n t e n u e s  d a n s  v f l ( o ) .  • 

1 . 3 . 1  Rem a r que  : La m~me a s s e r t i o n ,  a v e c  l a  m~me p r e u v e ~  e s t  v a l a b l e  p o u r  

t o u t e s  l e s  v a r i ~ t ~ s  de S c h u b e r t ,  e t  p e r m e t  de d ~ f i n i r ,  p o u r  c h a q u e  s u i t e  

d ' e n t i e r s  ( a l , . . . , a  d) une  v a r i ~ t ~  p o l a i r e  l o c a l e  a s s o c i ~ e  a ( a l , . . . , a  d) e t  

un d r a p e a u  ~ a s s e z  ~ n 6 r a l ,  d ~ f i n i e  p a r  : v ~ ( y - l ( o a ( & ) ) .  C ' e s t  un s o u s - e s p a c e  

a n a l y t i q u e  r ~ d u i t ,  de c o d i m e n s i o n  E a .  ou v i d e ,  de X, d o n t  l e  t r a n s f o r m ~  s t r i c t  
1 

p a r  l e  m o r p h i s m e  v e s t  6 g a l  e n s e m b l i s t e m e n t  ~ y - l ( ~  ( ~ ) ) .  Ces  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  a 

s o n t  s ~ r e m e n t  d e s t i n 6 e s  ~ j o u e r  un r ~ l e  i m p o r t a n t  d a n s  l ' ~ t u d e  l o c a l e  d e s  s i n -  

g u l a r i t ~ s ,  m a i s  n o u s  n ' e n  a v o n s  p a s  b e s o i n  i c i .  

1 . 3 . 2  C o r o l l a i r e  : S u p p o s o n s  ~ue f s o i t  un m o r p h i s m e  l i s s e ,  c ' e s t - ~ - d i r e  

, ¢N ~ ¢ d - k + l  p l a t  e t  ~ f i b r e s  l i s s e s  en  t o u t  p o i n t  x C X-F .  S o i t  p :  une  p r o j e c -  

t i o n  l i n b a i r e  t e l l e  que  Ker  p =  Dd_k+ 1 a p p a r t i e n n e  ~ l ' o u v e r t  W k . P o u r  x C X-F ,  

~N l a  f i b r e  X ( f ( x ) )  e s t  n o n - s i n g u l i b r e  en x ,  c o n t e n u e  d a n s  i f ( x ) ]  × e t  l ' o n  

n o t e r a  ~ : X ( f ( x ) )  ~ d - k + l  l a  r e s t r i c t i o n  ~ X ( f ( x ) )  de l a  p r o j e c t i o n  p .  S o i t  x 

P k < f ; P > °  l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  xC  X -  F t e l s  que  x s o i t  c r i t i q u e  p o u r  ~x " 
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Alors 

i) Pk<f;p> °= vf(yfl(ck(Dd_k+ 1) n vfl(x- F)). 

ii) L'adh~rence Pk~f~p> d~e Pk(f;p~ °dans X est un sous-espace analytique 

ferm~ de X, purement de codimension k dans X ou vide, b~al a l'image r~duite 

v f ( Y f l ( c k ( D d _ k + l ) ) -  

i i i )  Le t r a n s f o r m ~  s t r i c t  de P k ( f ; p >  p a r  l e  m o r p h i s m e  v f  e s t  ~ g a l  

- 1  
Yf  ( C k ( D d _ k + l ) ) ,  e n s e m b l i s t e m e n t .  

P r e u v e  : I 1  s u f f i t  de r e m a r q u e r  q u e  x e s t  c r i t i q u e  p o u r  ~ s i  e t  s e u l e m e n t  
x 

s i  l ' o n  a d i m ( T x ( f ( x ) ) ,  x n Dd_k+ 1) ~ k ,  ce  q u i  d o n n e  i ) .  Le r e s t e  e s t  c o n s 6 q u e n -  

ce  i m m e d i a t e  de  l a  P r o p o s i t i o n ,  e t  du f a i t  q u e  l e  m o r p h i s m e  v f  e s t  p r o p r e .  • 

1 . 4  D 6 f i n i t i o n  : E t a n t  d o n n b s  u n  m o r p h i s m e  f : ( X , O ) -  ( S , O )  comme c i - d e s s u s ,  

mun i  d ' u n e  S - i n s t a l l a t i o n  (X ,O)  c ( S , O )  × ( ~ N , o ) ,  e t  u n  s o u s - e s p a c e  l i n 6 a i r e  

Dd_k+ 1 C C N  de c o d i m e n s i o n  d - k + 1  c o n t e n u  d a n s  W k , on a p p e l l e  v a r i 6 t ~  p o l a i r e  

l o c a l e  r e l a t i v e  de c o d i m e n s i o n  k a s s o c i 6 e  a f e t  a Dd_k+ 1 l e  s o u s - e s p a c e  a n a l y  

t i q u e  f e r m b  P k < f ; p >  die X, q u i  e s t  p u r e m e n t  de c o d i m e n s i o n  k d a n s  X, ou v i d e .  

On l e  n o t e  a u s s i  P k < f ; D d _ k + l  > ,  o u P k ( ( X , O ) , D d _ k + l )  s_! S e s t  un  p o i n t .  On n o t e  

de m~me s o n  ~ e r m e  en  O. L o r s q u ' a u c u n  r i s q u e  de c o n f u s i o n  n ' e s t  p r 6 s e n t ,  on n o -  

, e r a  a u s s i  Pk<p> o__uu P k < D d _ k + l  > . L o r s q u e  S e s t  un  p o i n t ,  on p a r l e r a  de  v a r i 6 t 6  

p o l a i r e  a b s o l u e ,  m a i s  d a n s  t o u s  l e s  c a s ,  on o m e t t r a  s o u v e n t  l e s  a d j e c t i f s  

" r e l a t i f "  ou " a b s o l u " .  

1 . 4 . 1  P r e m i e r  a v a t a r  : S u p p o s o n s  l e  S - p l o n g e m e n t  f e r m ~  (X,O)  c ( S , O )  × ( ~ N , o )  

d b f i n i  p a r  l ' i d ~ a l  I = ( f l , . . . , f m )  de O S , o { Z l , . . . , Z N ] .  S o i t  D d _ k + l C  W k e t  c h o i -  

s i s s o n s  l e s  c o o r d o n n ~ e s  de t e l l e  f a ~ o n  que  Dd_k+ 1 s o i t  d b f i n i  p a r  

z I . . . . .  Zd_k+ 1 = O. P o s o n s  d=d im X -  dim S e t  c = N - d .  N o t o n s  J l ' i d ~ a l  de OX, O 

3 ( f .  , . . . , f .  ) 
1 ]  1 c 

e n @ e n d r ~  p a r  l e s  d ~ t e r m i n a n t s  j a c o b i e n s  ~ ( z  ~ . . . , z .  ) a v e c  

3 1 3 c 

[ i l , . . . , i c ] C [ 1 , . . . , m ]  e t  [ j l , . . . , j c ] C [ 1 , . . . , N ] ,  e t  n o t o n s  J < D d _ k + l > c a  

l ' i d ~ a l  de OX, O en@efidr~  p a r  l e s  s e u l s  d ~ t e r m i n a n t s  3 a c o b i e n s  q u i  s o n t  t e l s  
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que  [ j l , . . . , j c  1 c { d - k + 2 , . . . , N ] .  La v a r i $ t 6  p o l a i r e  Pk( f~Dd_k+ 1) e s t  d 6 f i n i e  

darts  X p a r  l ' i d ~ a l  

n<Dd_k+l  > = ( J  : ~ J<Dd_k+l  >) : [h  f @X,O / h . J c ~ t J < D d _ k + l > J  

Remarque  : Comme le  c a l c u l  d e s  i d 6 a u x  r 4 s i d u e l s  ( I  : J )  e s t  a s s e z  i m p r a t i c a b l e  

en g 6 n ~ r a l ,  c e t  a v a t a r  ne f a i r  g u e r e  que  d 6 c r i r e  l a  v a r i 6 t b  p o l a i r e  

P k ( f ; D d _ k + l )  d a n s  l e  l a n g a g e  de l ' a l g e b r e .  

"Le secret de la pens4e solide est dans la d4fiance des langages. Les 

speculations bien s4par4es des notations sont les plus puissantes." 

Paul Val4ry. Cahiers 

1 . 4 . 2  S e c o n d  a v a t a r  : S o i e n t  k un c o r p s  de c a r a c t ~ r i s t i q u e  z~ro~ e t  • : R ~  A 

un h o m o m o r p h i s m e  de k - a l g e b r e s  n ~ t h b r i e n n e s  l o c a l e s  r ~ d u i t e s  c o m p l e t e s  ~ q u i d i -  

m e n s i o n n e l l e s .  On s u p p o s e  que  l e s  e x t e n s i o n s  r ~ s i d u e l l e s  s o n t  t r i v i a l e s  , que  

1 
R e s t  r ~ g u l i e r  e t  que  QA/R ® T o t ( A )  e s t  l i b r e  de r a n g  d =  d i m A - d i m R .  On f i x e  

A 
un s y s t ~ m e  Z l , . . . , z  N d ' ~ 1 6 m e n t s  de l ' i d ~ a l  m a x i m a l  m A de A qu i  e n g e n d r e n t  m A 

modu lo  mr, • A, e t  un e n t i e r  k ,  O , k ,  d - 1 .  
N 

S o i e n t  X . .  , 1 ~ j ~ N d e s  i n d ~ . t e r m i n ~ e s  e t  p o s o n s  z.  = Z X . .  z .  • N o t o n s  
• 3 * j = l  *3 3 

K l e  c o r p s  k ( ~ k i j ] )  e t  p o s o n s  R = R®K , A = A®K ; s o i t  e n f i n  R k l a  
k k 

R - a l g e b r e  c o m p l e t e  I I ' ~ [ [ Z l , . . . , Z d _ k + l ] ~ .  On a donc d e s  h o m o m o r p h i s m e s  : 

~ ~°d_k+ 1 ~ ~ 
R ¢~Rd_k+ 1 ~ h . C o n s i d ~ r o n s  l e s  i d ~ a u x  p r e m i e r s  p de h q u i  s o n t  

m i n i m a u x  p a r m i  c e u x  q u i  s a t i s f o n t  l e s  deux  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  : 

i )  L ' a n n e a u  A .~ e s t  g 6 o m ~ t r i q u e m e n t  r 6 g u l i e r .  

P 

i i )  L ' h o m o m o r p h i s m e  n a t u r e l  ( R d _ k + l )  P_ld_k+l(p~ ) --~Ap~ n ' e s t  p a s  f o r m e i i e m e n t  

l i s s e .  

A l o r s  c e s  i d ~ a u x  p r e m i e r s  s o n t  de h a u t e u r  k ,  en nombre  f i n i ~  e t  l e u r  i n t e r s e c -  

t i o n  e s t  l ' i d ~ a l  d ~ f i n i s s a n t  d a n s  Spec  A l a  v a r i ~ t ~  p o l a i r e  l o c a l e  ( g ~ n ~ r i q u e )  
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a s s o c i ~ e  a • e t  au  c h o i x  de z l , . . . , ~  N . 

§ 2.  E x e m p l e s .  

2 . 1  S o i t  f :  ~ d + l  ~ u n  ( g e r m e  d e )  m o r p b i s m e  a n a l y t i q u e ,  q u e  l ' o n  i n s t a l l e  

p a r  l e  p l o n g e m e n t  ~ d + I ~ C × C  d * l  d 6 f l n i  p a r  l ' i d 6 a l  e n g e n d r 6  p a r  v -  f ( Z o , . . . , z  d)  

S i  O e s t  un  p o i n t  c r i t i q u e  i s o l 6  de f~ l a  k - i ~ m e  v a r i ~ t ~  p o l a i r e  p k < f ; D d _ k + l  > 

de f a s s o c i 6 e  au  s o n s - e s p a c e  Od_k+ 1 , q u e  l ' o n  p e u t  s u p p o s e r  d 6 f i n i  p a r  

1 d 6 f i n i  p a r  l ' i d 6 a l  de E [ z  ° } z = . . .  = = , . - - , z  n o Zd_ k O e s t  l e  s o u s - e s p a c e  de gn+ 

5Zd_k+ 1 ~ z  d D a n s  [ T e  12]  i l  e s t  p r o u v 4  q u e  p o u r  

Dd_k+ 1 a s s e z  g ~ n b r a l ~  l a  m u l t i p l i c i t ~  en  O de P k < f ; D d _ k + l  > e s t  ~ g a l e  au  n o m b r e  

de M i l n o r  ( k )  de  l ' i n t e r s e c t i o n  de l ' h y p e r s u r f a c e  X= f - l ( O )  a v e c  un  p l a n  de 

d i m e n s i o n  k g b n ~ r a l  de  c d + l  p a s s a n t  p a r  O .  

2 . 2  E x a m i n o n s  m a i n t e n a n t ,  d a n s  l a  mSme s i t u a t i o n ,  l e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  

( a b s o l u e s )  du g e r m e  d ' h y p e r s u r f a c e  X= f - l ( o )  a s s o c i 6 e s  a d e s  Dd_k+ 1 : e l l e s  

s o n t  d 6 f i n i e s  p a r  l e s  i d 6 a u x  s u i v a n t s  de  OX, O : 

: , . . - ,  C d]" x ~ k < D d _ k + l  > = , . . . ,  b Z l  'bZd_k+ 1 

e t  s i  X e s t  a s i n g u l a r i t 6  i s o l 6 e  e n  O, on a 

~ f  ~ f  ¢ { Z o , . . . , Z d } / ( f )  
~ k < D d _ k + l  > = 3z~__k+l ~ - . . i  ~z  d 

on en  d 6 d u i t  q u e  l ' o n  a l ' 6 g a l i t 6  

P k < f l D d _ k + l  > n  f - l ( o )  = P k ( f - l ( O ) ; D d _ k + l  > 

D a n s  ( l o c .  c i t . ) ~  on a m o n t r ~  que  l a  ~ u l t i p l i c i t ~  en  O de P k < X ; D d _ k + l  > ~ t a i t ,  

p o u r  Dd_k+ 1 a s s e z  g ~ n ~ r a l ,  ~ g a l e  h ( k )  + ( k + l )  p o u r  O ~ k ~ d - 1 .  
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Le d e s s i n  s u i v a n t  a i d e r a  p e u t - ~ t r e  l e  l e c t e u r  ~ i c i  X e s t  u n e  s u r f a c e  

r ~ d u i t e  de ~ 5  p a s  n ~ c e s s a i r e m e n t  ~ s i n g u l a r i t ~  i s o l ~ e .  

S i n g  X 

i <x ¢ D2> 

2 . 5  C a s  p a r t i c u l i e r  s e r v a n t  de n o t e  h i s t o r i ~ u e  : S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  

f s o i t  un  p o l y n ~ m e  h o m o g ~ n e  de d e g r ~  m~ d ~ f i n i s s a n t  u n  c S n e  r ~ d u i t  X, c ~ n e  s u r  

u n e  v a r i ~ t ~  p r o j e c t i v e  r ~ d u i t e  v c ~ d  . C h o i s i r  u n e  d r o i t e  D d e c  d + l  r e v i e n t  

c h o i s i r  un  p o i n t  (Xo : - . . :  X d) C ~ d  e t  l a  v a r i ~ t ~  p o l a i r e  r e l a t i v e  P l < f ; D d >  e s t  

d 
5 f  

c o n t e n u e  d a n s  l ' h y p e r s u r f a c e  Z X i ~-~z. = O~ e t  l u i  e s t  ~ g a l e  s i  Y e s t  n o n - s i n g u -  
0 1 

l i e r e .  P a r  a i l l e u r s ,  d a n s  ce  c a s  Pk<X~Dd > = P k < f ; D d _ k  >N X. La s o u s - v a r i ~ t ~  p r o -  

j e c t i v e  de ~ d  c o r r e s p o n d a n t  h P l < f ~ D d  > s e r a  a p p e l ~ e  v a r i ~ t ~  p o l a i r e  a l a  P o n -  

c e l e t  a s s o c i ~ e  ~ f .  On n o t e r a  q u ' e l l e  e s t  d ~ f i n i e  d a n s  l e  c a s  o~ Y e s t  n o n  s i n  

g u l i ~ r e  p a r  l ' ~ q u a t i o n  o b t e n u e  en  p o ] a r i s a n t  l e  p o l y n S m e  f p a r  r a p p o r t  ~ un  

p o i n t  s u f f i s a m m e n t  g ~ n ~ r a l  (Xo : . . . :  X d ) E  ~ d  Son i n t e r s e c t i o n  a v e c  Y s e r a  

a p p e l ~ e  v a r i ~ t ~  p o l a i r e  a l a  Todd  de  Y a s s o c i ~ e  ~ DdE ~ d  . On p e u t  b i e n  s ~ r  

f a i r e  de m~me p o u r  t o u t e s  l e s  v a r i ~ t ~ s  p r o j e c t i v e s ~  e t  l ' o n  v o l t  q u e  l a  t b ~ o -  

r i e  d e s  v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s  l o c a l e s  a b s o l u e s  c o n t i e n t  l a  t h ~ o r i e  d e s  v a r i ~ t ~ s  

p o l a i r e s  ~ l a  Todd  d e s  v a r i ~ t ~ s  p r o j e c t i v e s ~  t e l l e  q u ' e l l e  a ~ t ~  d ~ v e l o p p 4 e  

p a r  R.  P i e n e  [ P i ]  : c ' e s t  t o u t  s i m p l e m e n t  l e  c a s  ou n o t r e  g e r m e  e s t  un  c ~ n e .  

On p e u t  a u s s i  c o n s u l t e r  c e t  e x c e l l e n t  t r a v a i l  Oe P i e n e ,  ou [K1 2]~ p o u r  d e s  

r ~ f ~ c e n c e s  h i s t o r i q u e s .  
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E x e r c i c e  : S o i t  X ~ £  3 l e  c ~ n e  s u r  u n e  c o u r b e  p r o j e c t i v e  p l a n e  r ~ d u i t e  Y c ] P  2 .  

On s a l t  q u e  l a  m u l t i p l i c i t 6  en  O de X e s t  6 g a l e  au  d e g r ~  de l a  c o u r b e  V. Mon- 

t r e r  que  l a  m u l t i p l i c i t 6  en  O de l a  c o u r b e  p o l a i r e  P I<X; : )2  > de X p o u r  D 2 a s s e z  

g 6 n 6 r a l ,  e s t  6 g a l e  ~ l a  c l a s s e  de l a  c o u r b e  p r o j e c t i v e  Y~ c ' e s t - a - d i r e  au d e -  

v 
g r b  de l a  c o u r b e  d u a l e  V V c ] P  2 • 

§ 3 .  M u l t i p l i c i t ~  d e s  v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s .  

5 . 1  T h ~ o r ~ m e  : S o i t  f : (X ,O)  ~ ( S , O )  un  m o r p h i s m e  d ' e s p a c e s  a n a l s t i q u e s  

comme en  1 . 5 .  

i )  P o u r  t o u t  S - p l o n g e m e n t  l o c a l  (X ,O)  c ( S , O )  × ( ~ N , O ) ,  t o u t  c h o i x  de 

c o o r d o n n ~ e s  s u r  I N  e t  p o u r  t o u t  e n t i e r  k ,  O~ k g  d =  d i m X -  dim S~ i l  e x i s t e  un  

o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  Yk c o n t e n u  d a n s  l ' o u v e r t  W k de l a  P r o p o s i t i o n  2 ( 1 . 3 )  

t e l  que  l a  m u l t i p l i c i t b  m o ( P k < f ~ D d _ k + l  >)  e n  0 de l a  v a r i b t b  p o l a i r e  

P k < f ; D d _ k + l  > s o i t  i n d ~ p e n d a n t e  de Dd_k+ 1 ff Y k • 

i i )  P o u r  c h a ~ u e  k~ O g  k ~ d~ c e t t e  m u l t i p l i c i t ~  ne  d ~ p e n d  e n  f a i t  que  de l a  

c l a s s e  d ' i s o m o r p h i s m e  de l ' h o m o m o r p h i s m e  d ' a l g ~ b r e s  OS, O ~ O X ,  0 a s s o c i ~  a f • 

D b m o n s t r a t i o n  : D 6 c r i v o n s  d ' a b o r d  u n e  c o n s t r u c t i o n  : D o n n o n s - n o u s  u n e  f a m i l -  

l e a  un  p a r a m ~ t r e  de p r o j e c t i o n s  ~ N ~ d - k + l ,  q u e  n o u s  s o p p o s o n s  d 6 c r i t e  p a r  

N 

(~ )  z i  = z i  + ) " ~ i  ( t ) z .  + > c i A ( t )  z A 
j = d - k + l  J a I A [ ~  ' 

p o u r  l g  i ~ d - k + l ,  a v e c  Y i j ( t )  e t  c i , A ( t )  d a n s  t • ~ [ t ] ,  d a n s  d e s  c o o r d o n n 6 e s  

Z l , . . . ~ z  N f i x 6 e s  s u r  ~ N  N o t o o S  ~ l a  d r o i t e  a f f i n e ,  e t  c o n s i d ~ r o n s  l e  m o r p h i s -  

me (o6  t E ~ )  

~ ~N c d - k + l  
P 

d 6 c r i t  p a r  (~e) e t  l ' i d e n t i t 6  de A.  

C o n s i d ~ r o n s  l e  d i a g r a m m e  s u i v a n t  
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S × I P  N - 1  × C  N × G  ×~. 

e × ida, 
N~×a Nf(X) ×a 

X' ×~ .  ) X ×/h ¢ 
e ×  i d ~  

I f × idt~ 

S x t ~  

S × ¢ N x G × ~  

S × (E d - k + 1  

P 

×t~ 

ou V f x  i d~ n ' e s t  a u t r e  q u e  l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  a s s o c i @ e  a f × i d& , 

e × i d ~  e s t  l ' 6 c l a t e m e n t  d a n s  X × ~  du s o u s - e s p a c e  O × & ,  e ×  i d~ e s t  l ' ~ c l a t e m e n t  

d a n s  Nf (X)  x ~  du s o u s - e s p a c e  v f l ( o )  × ~ ,  e n f i n  v '  × i d~ e s t  l e  m o r p h i s m e  du a l a  

p r o p r i 6 t 6  u n i v e r s e l l e  de l ' ~ c l a t e m e n t .  

N o t o n s  d P t ( Z )  l ' a p p l i c a t i o n  t a n g e n t e  £ l a  p r o j e c t i o n  P t  = p ~ I E N x  [ t )  au  p o i n t  z ,  

e t  c o n s i d 6 r o n s  l e  s o u s - e s p a c e  du p r o d u i t  c N × G × ~  d ~ f i n i  comme c e c i  

4¢ 

P : { ( z , T , t ) /  d i m ( T N K e r  d P t ( z ) )  .>-k] 

I 1  e s t  f a c i l e  de v o i r  q u e  P e s t  un  s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  f e r m 6  de c N × G × ~ ,  

d 6 f i n i  l o c a l e m e n t  p a r  l e s  c o n d i t i o n s  : 

r a n g  

a l ,  1 , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ a l ,  N 

a c ,  1 ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , a c ,  N 

5z  I ~z  1 

, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , 5 z  N 

5 Z d - k ÷  1 8 Z d _ k + l  8Zd_k+ 1 
1 . . .  ~ * * .  

~z  1 ' ~Zd_k+ 1 ' 6 z  N 

< c + d - k +  1 , ou c =  N-d  



427 

o~ l e s  6 q u a t i o n s  Z a .  . z = O ( 1 < _ i  ~ c )  d 6 f i n i s s e n t  T C C  N . 
1 , 3  3 

Le po . i n t  e s t  m a i n t e n a n t  que~ d ' a p r e s  l e s  r ~ s u l t a t s  g 6 n 6 r a u x  ( e l .  

[Ke]  (§ 3 ) )  s u r  l e s  v a r i b t b s  d b t e r m i n a n t i e l l e s ,  l ' e s p a c e  a n a l y t i q u e  P admet  

une  s t r a t i f i c a t i o n  P = ( A P  l e  l o n g  de c h a q u e  s t r a t e  de l a q u e l l e  on a r b s o l a t i o n  

s i m u l t a n ~ e  f o r t e  p o u r  l e s  s t r a t e s  a d j a c e n t e s ,  e t  q u i  e s t  doric en p a r t i c u l i e r  

une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  ( c f .  Chap .  I I I ,  5 . 2 . 2 ) .  L ' e x i s t e n c e  d ' u n e  t e l l e  

s t r a t i f i c a t i o n  p r o v i e n t  de l a  r ~ s o l u t i o n  d e s  s i n g u l a r i t 6 s  e x p l i c i t e  donnbe  

d a n s  ( L o c .  c i t . ) .  

D ~ t a i l l o n s  un  peu  : d ' u n e  f a c o n  g 6 n 6 r a l e ,  s o i t  U l ' e s p a c e  a f f i n e  a y a n t  

p o u r  c o o r d o n n ~ e s  U . .  , 1 ~ i <- n ,  1-< j ~ p.  C o n s i d ~ r o n s  l e  s o u s - e s p a c e  f e r m b  de 
13 

U× (C n -  [ O ] )  d 6 f i n i  p a r  l e s  6 q u a t i o n s  

( E . )  : Z U . .  X. = 0 
3 1 3 1 

Cet  e s p a c e  e s t  n o n - s i n g u l i e r ,  e t  s o n  image  Z d a n s  U× ]pn-1  e s t  un s o u s - e s p a c e  

f e r m 6  n o n - s i n g u l i e r  de U× ]pn-1  , d o n t  on c a l c u l e  f a c i l e m e n t  que  l a  d i m e n s i o n  

v a u t  n p - p + n - ] .  

P r o p o s i t i o n  (Kempf ,  [ K e ] ,  § 3) : Le m o r p h i s m e  Z - U  i n d u i t  p a r  l a  p r e m i e r e  

p r o j e c t i o n  e s t  une  r ~ s o l u t i o n  r a t i o n n e l l e  d e s  s i n g u l a r i t 6 s  de s o n  i m a g e ,  q u i  

e s t  l e  s o u s - e s p a c e  de U d 6 f i n i  p a r  l e s  6 q u a t i o n s  e x p r i m a n t  que  : r a n g ( U i j )  < p .  

Dans  l e  c a s  q u i  n o u s  i n t 6 r e s s e ,  n o u s  u t i l i s o n s  l e  f a i r  que  p u i s q u e  l a  

e n o u   ou on u t i l i s e r  l e s  d - k + l  

d e r n i ~ r e s  l i g n e s  du s y s t e m e  d ' ~ q u a t i o n s  l i n ~ a i r e s  

a l ~  1 Z 1 • . . . . . . . . .  + a l ,  N Z N = O 

. . 

a c ,  1 Z  1 + . . . . . . . . .  + a c ,  N Z N = O 

~z I 8z 1 
~z I Z l +  . . . . . . . . . . .  + ~ Z N = 0 

8Zd_k+ I 5Zd_k+ 1 
8z  I Z I + . . .  + 5z N Z N = 0 
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p o u r  e x p r i m e r  l i n ~ a i r e m e n t  Z l , . . . , Z d _ k +  I en  f o n c t i o n  de Z d _ k + 2 , . . . , Z N  , e t  

n o u s  r a m e n e r  ~ O c r i r e  q u ' u n  s y s t e m e  de c ~ q u a t i o n s  en  N - ( d - k + a )  i n c o n n u e s  a 

• 1P N - ( d - k + l ) - I  d O f i n i  une  s o l u t i o n  non t r i v i a l e  Le s o u s - e s p a c e  P de C N u G x / ~ ×  

l o e a l e m e n t  p a r  l e s c  ~ q u a t i o n s  o b t e n u e s  en  s u b s t i t u a n t  d a n s  l e s c  p r e m i e r e s  

l i g n e s  du s y s t e m e  c i - d e s s u s  l e s  v a l e u r s  de Z 1 , . . . , Z d _ k +  1 o b t e n u e s  ~ p a r t i r  d e s  

d - k + l  d e r n i e r e s ,  muni du m o r p h i s m e  P ~  ~ N x G u / A  i n d u i t  p a r  l a  p r o j e c t i o n  s u r  

l e s  t r o i s  p r e m i e r s  f a c t e u r s ,  a p o u r  image  P e t  e n e s t  une  r ~ s o l u t i o n  d e s  s i n -  

g u l a r i t ~ s .  On p r e n d  p o u r  P l e s  i m a g e s  d e s  s t r a f e s  d ' O q u i d i m e n s i o n a l i t &  d e s  

f i b r e s  de c e t t e  r ~ s o l u t i o n  P ~ P ,  e t  on v ~ r i f i e  l a  r O s o l u t i o n  s i m u l t a n O e .  

D ' a p r e s  l a  f o r m e  d e s  & q u a t i o n s  d ~ f i n i s s a n t  P ,  c h a q u e  s t r a t e  P e s t  e n v o y ~ e  s u b -  
c~ 

m e r s i v e m e n %  s u r  l a  d r o i t e  A p a r  l a  p r o j e c t i o n  C N u G x L ~ L & .  La f i b r e  de P a u -  

d e s s u s  de OE/A ( p a r  c e t t e  p r o j e c t i o n )  n e s t  a u t r e  q u e c N  ' x Ck(Ker  po ) comme on 

l e  v o l t .  E n f i n ,  l ' i m a g e  p a r  v f ×  i d ~  de l ' i n t e r s e c t i o n  ( S x P )  N ( N f ( X )  uL&) ( d a n s  

cN S x x Gut&) e s t  un s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  f e r m 6  de X x/A, que  n o u s  n o t e r o n s  

P k ( K e r  p ) ,  q u i  a l a  p r o p r i ~ t 6  que  p o u r  c h a q u e  r E / A ,  P k ( K e r  p ) ( 1 S x  x { t }  

e s t  l a  v a r l e t 6  p o l a i r e  r e l a t i v e  de X, muni d e s  c o o r d o n n 6 e s  z l ( t ) , . . . , Z d _ k + l ( t )  ~ 

Z d _ k + 2 , . . .  , z  N c o r r e s p o n d a n t  a z l ( t )  . . . . .  Z d _ k + l ( t )  = O . 

Lemme : I1  e x i s t e  un o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  U k de l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  

Dd_k+ l C ~ N  t e l  ~ue s i  Ker  Po ~ Uk ' l ' e s p a c e  P k ( K e r  p~e) s o i t  ~ q u i m u l t i p l e  l e  

l o n g  de O x ~  • 

P r e u v e  : C h o i s i s s o n s  une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  Nf (X)  = UZ~ de Nf (X)  

t e l l e  que  non  s e u l e m e n %  v f l ( O )  s o i t  r b u n i o n  de s t r a t e s ~  m a i s  e n c o r e  p o u r  c h a -  

que  i ,  l ' i m a g e  p a r  e de l ' e n s e m b l e  F.1 = I x '  C N ~ ( X ) / d i m  ~ - l ( e ( x '  ) ) ~  i l  s o i t  

r 6 u n i o n  de s t r a t e s .  C e l a  f a i r ,  c h o i s i s s o n s  Po de t e l l e  f a v o n  que  C k(Ker  po ) 

(muni  de sa  s t r a t i f i c a t i o n  n a t u r e l l e  s o i t  t r a n s v e r s e  ( e n  r a n t  q u ' e n s e m b l e  

s t r a t i f i 6 ,  c - a - d . ,  s t r a t e  p a r  s t r a t e  a v f l ( O )  d a n s  G. D ' a p r e s  l e  lemme 4 . 2 . 5  

du C h a p i t r e  I I I ,  l ' e n s e m b l e  s t r a t i f i ~  S u P  e s t  t r a n s v e r s e  ~ Nf (X)  x ~  d a n s  

S uCN x G x ~ ,  e% d ' a u t r e  p a r t ,  O ' a p r e s  ( C h a p .  I I I ~  5 . 1 ) ,  p u i s q u e  C k(Ker  po ) 

e s t  t r a n s v e r s e  ~ v ; l ( o } ,  l ' e n s e m b l e  ( ( 7 ×  i d ~ ) - l ( ( s x P )  N N f ( X )  U a ) r e  d e s t  l e  



429 

t r a n s f o r m ~  s t r i c t  de ( S × P )  N (Nf(X) x ~ )  pa r  l ' ~ c l a t e m e n t  e x i d ~ .  

D ' a p r ~ s  l e  C o r o l l a i r e  1 . 3 . 2 ,  c e t  e n s e m b l e  e s t  l e  t r a n s f o r m ~  s t r i c t  pa r  

l e  morphisme ~ x i d ~ =  ( v f o  e ) x i d ~  du s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  Pk(Ker  p~) de X x ~ ,  

e t  nous  l e  n o t e r o n s  Pk(Ker  p ) '^ • D ' a p r ~ s  l ' h y p o t h e s e  de t r a n s v e r s a l i t ~ ,  e t  l a  

p r e u v e  de (Chap.  I Z I ,  5 . 1 ) ,  l ' i n t e r s e c t i o n  de Pk(Ker  p~) '~  avec  ( 4 x  i d ~ ) - l { O x ~ )  

a pour  d i m e n s i o n  d+ d i m S -  k , e t  sa  f i b r e  a u - d e s s u s  de O E ~  a pour  d i m e n s i o n  

d+ d i m S - k -  1 • C ' e s t  donc a f o r t i o r i  l e  c a s  pour  le  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  du 

t r a n s f o r m ~  s t r i c t  Pk(Ker  p ~ ) '  de Pk(Ker  p ) pa r  l ' ~ c l a t e m e n t  e × i d ~  de O x ~  

dans  X x ~  c ' e s t - ~ - d i r e  pa r  l ' ~ c l a t e m e n t  de 0 × ~  dans  Pk(Ker  p ) .  L ' ~ q u i m u l t i -  

p l i c i t ~  r ~ s u l t e  a l o r s  de (Chap.  I~ Remarque 5 . 1 . 1 ~  3 ) ) .  • 

Pour  a c h e v e r  la  p r e u v e  du t h ~ o r e m e ,  on commence pa r  compare r  l e s  v a r i ~ t ~ s  

p o l a i r e s  c o r r e s p o n d a n t  ~ des  p r o j e c t i o n s  l i n ~ a i r e s  dans  deux S - p l o n g e m e n t s  

X c s x c N ~  X c S x C  N ' ,  C N e t  EN' ~ t a n t  munis  de c o o r d o n n ~ e s  z 1 , . . . , z  N e t  
N' 

i w z l ~ . . . , z N ,  r e s p e c t i v e m e n t .  En c o n s i d ~ r a n t  ~ N × c  , on se  f ami n e  a u s s i t ~ t  

p r o u v e r  que l e s  m u l t i p l i c i t ~ s  des  v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s  de X c o r r e s p o n d a n t  £ des  

p r o j e c t i o n s  l i n ~ a i r e s  g ~ n ~ r a l e s  de ~N e t  de ~N+N' ~ d - k + l  s u r  s o n t  ~ g a l e s .  Sup-  

p o s a n t  que Zl~ . ,Zd_k+ 1 d ~ f i n i t  une p r o j e c t i o n  l i n ~ a i r e  g ~ n ~ r a l e  pour  E N ° .  o n  

p e u t ,  au p r i x  d ' u n  c b a n g e m e n t  l i n ~ a i r e  de c o o r d o n n ~ e s  s u r  ~N' s u p p o s e r  que 

z.  + t z [~  I ~ i ~ d -  k+  1, d ~ f i n i t  pour  t ~  O, a s s e z  p e t i t ,  une p r o j e c t i o n  l i n ~ a i r e  
1 1 

g ~ n ~ r a l e  pour  ~ N + N '  c a r  l e s  s o u s - e s p a c e s  de c o d i m e n s i o n  d -k+ l  de EN×EN' qui  

r e n c o n t r e n t  ~N× {0~ e t  IO} x~N'  en c o d i m e n s i o n  d - k + l  f o r m e n t  un o u v e r t  d e n s e  

de l a  g r a s s m a n n i e n n e .  I1 s u f f i t  a l o r s  d ' a p p l i q u e r  l e  Lemme ~ l a  f a m i l l e  

z i = z i + tz~ . 

I1 nous  r e s t e  a ~ t u d i e r  l e  c a s  de deux s y s t ~ m e s  de c o o r d o n n ~ e s  d i f f ~ r e n t s  dans  

C N, d i s o n s  z l , . . . , z  N e t  z ~ , . . . , z ~ .  Au p r i x  d ' u n  changemen t  l i n ~ a i r e  de c o o r -  

d o n n ~ e s ,  on p e u t  se  r a m e n e r  au c a s  ou l ' o n  a une e x p r e s s i o n  
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A 
z!t : z i  + IA[~2~ C i ' A  z (1  ~ i ~ d - k + 1 ) ,  c i ,  A 

e t  i l  s u f f i t  d ' a p p l i q u e r  l e  Lemme ~ l a  f a m i l l e  

* I A I - ~  
z i = z i + F c .  t z 

[A[~2  * ,A  

q u i  p o u r  t o u t  t ~  0 d o n n e  d e s  c o o r d o n n ~ e s  h o m o t h ~ t i q u e s  a u x  z! , 

s a n t  l e s  m~mes v a r i ~ t b s  p o l a i r e s .  • 

E ~  

d o n c  f o u r n i s -  

3 . 2  R e m a r % u e s  : 1) En f a i t  (comme l ' a  r e m a r q u 6  a u s s i  V. N a v a r r o  ( c f .  [Na 21 

p o u r  u n  t r e s  bon  e x p o s 6 ) ~  l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  n ' e s t  q u ' u n  c a s  p a r t i c u l i e r  

de l a  c o n s t r u c t i o n  s u i v a n t e  : E t a n t  d o n n 6  un  f a i s c e a u  F,  l o c a l e m e n t  l i b r e ~  

d i s o n s  de r a n g  f ,  s u r  l e  c o m p l 6 m e n t a i r e  d ' u n  f e r m 6  a n a l y t i q u e  r a r e  B de X, i l  

e x i s t e  u n e  m o d i f i c a t i o n  9 ( F ) : ~ . X  t e l l e  q u e  v ( F ) * ( F )  a i r  u n  q u o t i e n t  l o c a l e m e ~ t  

l i b r e  de r a n g  f s u r  X,  e t  m i n i m a l e  p o u r  c e t t e  p r o p r i 6 t 6 .  (La  m o d i f i c a t i o n  de 

l 
N a s h  e s t  l e  c a s  ou F = ~ X  ") On p e u t  au  moyen  d ' u n e  p r 6 s e n t a t i o n  l o c a l e  

O ~ I u ' F I u ' O  p l o n g e r  v ( F ) - I ( u )  d a n s  U × G ,  ou G e s t  l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  

f - p l a n s  de ~M. On p e u t  a i n s i  d 6 f i n i r  l e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  l o c a l e s  de  F e n  t o u t  

p o i n t  x E  X, en  u t i l i s a n t  l e  m~me a r g u m e n t  de m i s e  en  p o s i t i o  n g 6 n 6 r a l e  q u ' e n  

1 . 3  e t  ce  p o u r  t o u t  s y m b o l e  de S c h u b e r t  ( a l , . . . , a n ) .  Le r ~ l e  du p l o n g e m e n t  l o -  

1 O. On p e u t  m~me, c a l  x c ~ N  n ' e s t  q u e  de d o n n e r  u n e  p r 6 s e n t a t i o n  l o c a l e  O ~ - D X  

u t i l i s a n t  l ' a r g u m e n t  de [ L ~ - T e ] ,  m o n t r e r  q u e  l e s  m u l t i p l i c i t 6 s  en  c h a q u e  p o i n t  

de c e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  l o c a l e s  ne  d 6 p e f i d e n t  q u e  de F.  J e  me s u i s  a b s t e n u  de 

d 6 m o n t r e r  l e  T h 6 o r ~ m e  p a r  c e t t e  v o l e  p o u r  d e u x  r a i s o n s  ; un  peu  p o u r  6 v i t e r  

u n e  g 6 n 6 r a l i s a t i o n  p o u r  l e  momen t  i n u t i l e ,  m a i s  s u r t o u t  p a r c e  q u e  l a  d 6 m o n s t r a -  

t i o n  g 6 o m 6 t r i q u e  d o n n 6 e  c i - d e s s u s ,  c o n v e n a b l e m e n t  r a f f i n 6 e  p e r m e t  de p r o u v e r  

l e  r 6 s u l t a t  s u i v a n t  : 

T h 6 o r ~ m e  : La c l a s s e  d ' 6 q u i s i n ~ u l a r i t 6  (au.  s e n s  d e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y )  

d e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  p r o j e c t i v e s  r e l a t i v e s  g 6 n 6 r a l e s  a s s o c i ~ e s  ~ u n  S - p l o n g e -  

m e n t  X c s × ~ N  ne  d 6 p e n d  q u e  du t y p e  d ' i s o m o r p h i s m e  de l ' h o m o m o r p h i s m e  d ' a l g ~ -  

b r e s  OS, O - O X ,  0 c o r r e s p o n d a n t  ~ f . 
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e t  c e  r 6 s u l t a t  c a d r e  t r ~ s  b i e n  a v e c  l e  p o i n t  de v u e  s e l o n  l e q u e l  on d o l t  s ' e f -  

f o r c e r  de r e m p l a c e r  d e s  r 6 s u l t a t s  n u m 6 r i q u e s  (ou  de c l a s s e  d ' 6 q u i v a l e n c e  

r a t i o n n e l l e )  en  t h 6 o r i e  d e s  i n t e r s e c t i o n s  p a r  d e s  r 6 s u l t a t s  c o n c e r n a n t  l a  

c l a s s e  d ' 6 q u i s i n g u l a r i t 6 .  D ' a i l l e u r s  i l  e s t  p r o b a b l e  q u e  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  c i -  

d e s s u s  p e u t  ~ t r e  un  p e u  m o d i f i 6 e  p o u r  p r o u v e r  un  r 6 s u l t a t  a n a l o g u e  p o u r  r o u t e s  

l e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  l o c a l e s  d ' u n  f a i s c e a u  c o h 6 r e n t  F .  

2)  En f a i t ~  comme on l e  v e r r a  au  C h a p i t r e  V i i  l e s  m u l t i p l i .  

c i t 6 s  d e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  l o c a l e s  p r o 3 e c t i v e s  s o n t  d e s  i n v a r i a n t s  de n a t u r e  

e s s e n t i e l l e m e n t  t o p o l o g i q u e  ( a u  s e n s  de l a  t o p o l o g i e  d e s  s o u s - e n s e m b l e s  s t r a -  

t i f i 6 s  de cN)~ ce  q u i  g 6 n 6 r a l i s e  l a  p r 6 s e n t a t i o n  d e s  ( k )  de 2 . 1  d o n n 6 e  d a n s  

CTe 1 ] -  

3 . 2  C o r o l l a i r e  : h r o u t e  a l ~ e b r e  a n a l ~ t i ~ u e  l o c a l e  OX, O 

de d i m e n s i o n  d ,  on p e u t  a s s o c i e r  u n e  s u i t e  d ' e n t i e r s  

r 6 d u i t e  e t  p u r e m e n t  

MX,x = (mo ( P o ( X ' O ) ) ' m o ( P l ( X ' O ) ) ' ' ' ' ' m o ( P d - 1  ( X ' O ) ) )  

ou m ( P k ( X , O ) )  e s t  l a  m u l t i ~ l i c i t 6  en  0 de l a  v a r i 6 t 6  p o l a i r e  p r o j e c t i v e  
- -  O 

P k < ( X , O ) , D d _ k + l >  c a l c u l 6 e  au moyen  d ' u n  p l o n g e m e n t  (X~O) c ( ~ N , o )  e t  d ' u n  s o u s -  

e s p a c e  Dd_k+ 1 a s s e z  ~ 6 n ~ , r a l .  

3 . 3  R e m a r q u e  : Nous  n o u s  p e r m e t t r o n s  d o r 6 n a v a n t  de p a r l e r  de " l a "  v a r i ~ t 6  

p o l a i r e  ( s o u s - e n t e n d u  " p r o j e c t i v e  g 6 n 6 r a l e ' )  de c o d i m e n s i o n  k de X e t  m~me de 

l a  n o t e r  P k ( X , O ) .  N o t e r  q u e  d ' a p r ~ s  1 . 3 ,  i i ) ,  P d ( X , O )  e s t  v i d e .  

3 . 4  E x e r c i c e  : 

q u e  MX,O = ( 2 , 1 ) .  

S o i t  X l a  s u r f a c e  d a n s  ¢3  d ~ 6 q u a t i o n  x 2 2 - y z =  0 ; m o n t r e r  

§ 4 .  V a r i ~ t 6 s  p o l a i r e s  e t  e s p a c e  c o n o r m a l .  

V o i c i  u n e  a u t r e  c o n s £ r u c t i o n  p o s s i b l e  d e s  v a r i 6 t ~ s  p o l a i r e s  p r o j e c t i v e s ~  

ou l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  e s t  r e m p l a c 6 e  p a r  l e  m o r p h i s m e  c o n o r m a l .  C r e s t  l a  

f o r m e  l o c a l e  de l a  c o n s t r u c t i o n  d e s  c y c l e s  p o l a i r e s  d e s  v a r i 6 t 6 s  p r o j e c t i v e s  
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q u i  p e r m e t  d ' ~ t u d i e r  l e  c o m p o r t e m e n t  de c e s  c y c l e s  p a r  d u a l i t 6  ( c f .  [ P i j ) .  

J e  r e m e r c i e  J . P . G  H e n r y  e t  M. M e r l e  de m ' a v o i r  s i g n a l ~  s o n  i n t b r g t .  

4 . 1  R e p r e n o n s  l a  s i t u a t i o n  de 1 . 1 .  S o i t  f :  X ~ S  u n  m o r p h i s m e ~  comme en  1 . 1 ,  

e t  s u p p o s o n s  f i x ~  u n  S - p l o n g e m e n t  K c s × ~ N  . C o n s i d ~ r o n s  l ' e s p a c e  c o n o r m a l  r e -  

l a t i f  

~ 
~ N - 1  

c f ( x )  c x × ~N-1 

x 

e t  n o t o n s  X f : C f ( X ) ~  ~ N - 1  l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  p a r  l a  s e c o n d e  p r o j e c t i o n  

~ N - 1  ]~N-1 (kf j o u e  l e  r ~ l e  du m o r p h i s m e  de G a u s s . )  X ×  ~ . 

4 . 1 . 1  P r o p o s i t i o n  ( a  c o m p a r e r  ~ l a  P r o p .  2 du § l ,  e t  s o n  C o r o l l a i r e  1 . 3 . 1 )  : 

P o u r  t o u t  e n t i e r  k ,  0 £  k s d =  d i mX - dim S,  i l  e x i s t e  un  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  

U k d e  l a  ~ r a s s m a n n i e n n e  d e s  s o u s - e s p a c e s  p r o j e c t i f s  de d i m e n s i o n  d - k  d_~e ~ N-1 

t e l  q u e  p o u r  t o u t  L d - k E  U k on a i t  : 

1) ~ f l ( L d - k )  h a l l ( X -  F) e s t  d e n s e  d a n s  ~ f l ( L d - k )  e t  c e  d e r n i e r  e s p a c e  e s t  

v i d e  ou de e o d i m e n s i o n  p u r e  N - l - d + k  d a n s  C f ( X )  . 

2)  L ' ~ a l i t b  d i m ( ~ f l ( o )  n ~ f l ( L d - k ) ) =  dim a l l ( o ) -  N + l + d - k  a l i e u  s i  l ' i n t e r -  

s e c t i o n  n ~ e s t  p a s  v i d e .  

3)  L ' i n t e r s e c t i o n  Dd_k+ 1 d a n s  cN de t o u s  ] e s  h y p e r p l a n s  de ~N r e p r b s e n t ~ s  

p a r  d e s  p o i n t s  de  L d - k  e s t  u n  s o u s - e s p a c e  de  c o d i m e n s i o n  d - k + 1  d e  ¢ N a p p a r t e -  

n a n t  ~ l W o u v e r t  W k de l a  P r o p .  2 du § 1 e t  l ' o n  a : 

(~ )  ( n f ( x f l ( L d - k ) ) r e  d = P k < f ; D d _ k + l  > 

P r e u v e  : L e s  p o i n t s  1) e t  2)  p e u v e n t  S t r e  d ~ m o n t r 6 s  de f a ~ o n  t o u t  a f a i t  
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a n a l o g u e  a u s  p o i n t s  1)  e t  2)  de l a  P r o p .  2 du § 1. D a n s  l e  p o i n t  ~ ) ,  l ' a s s e r -  

t i o n  de d i m e n s i o n  v i e n t  de ce  q u e  Dd_k+ 1 e s t  l ' i n t e r s e c t i o n  d e s  h y p e r p l a n s  

c o r r e s p o n d a n t  ~ d - k + l  p o i n t s  en  p o s i t i o n  g ~ n @ r a l e  d a n s  ~ d - k  l a  c o n d i t i o n  

q u e  Dd_k+ 1 s o i t  dar t s  W k e s t  u n e  c o n d i t i o n  o u v e r t e  s u r  L d - k  comme on l e  v o i t  

f a c i l e m e n t .  E n f i n ,  d ' a p r ~ s  l e s  p o i n t s  1) e t  2)  i l  s u f f i t  de v ~ r i f i e r  l ' ~ g a l i t 5  

( * )  en  t o u t  p o i n t  x de  X -  F ,  c ' e s t - ~ - d i r e  q u e ,  n o t a n t  T c ~ N  l ' e s p a c e  t a n g e n t  

en  x ~ l a  f i b r e  X ( f ( x ) )  de f p a s s a n t  p a r  x ,  on d o l t  p r o u v e r  l ' ~ q u i v a l e n c e  

T C H E  L d - k  ~ d i m ( T  N Dd_k+ 1) ~ k ,  S i  T ~ H E  Ld-k~  Dn a 

d i m ( T M D d _ k +  1) ~ d + N - d + k - l - N + l  = k p u i s q u e  Dd_k+ I ~ H ,  e t  i n v e r s e m e n t ,  s i  

d i m ( T N  Dd_k+ 1) ~ k ,  on  a d i m ( T +  Dd_k+ 1) ~ N - 1 ,  d ' o u  l ' i m p l i c a t i o n  i n v e r s e  p u i s -  

q u e  L d - k  e s t  1 ' e n s e m b l e  d e s  h y p e r p l a n s  c o n t e n a n t  Dd_k+ 1 . • 

§ 5 .  T r a n s v e r s a l i t ~  d e s  v a r i ~ t @ s  p o l a i r e s .  

5 . 1  Th@oreme : S o i t  f :  ( X ~ O ) ~  ( S , O )  un  m o r p h i s m e  d ' e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  comme 

e__n_n 1 . 1 ,  o~ de p l u s  S e s £  n o n - s i n g u l i e r  de d i m e n s i o n  au  p l u s  1. P o u r  t o u t  r e p r @ -  

s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  de  f ,  t o u t  p l o n g e m e n t  l o c a l  ( X , O ) c  ( ~ M , O ) ,  t o u t  e n t i e r  k ,  

O ~ k ~  d =  d i m X -  dim S ,  i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  T k de l a  ~ r a s s m a n -  

n i e n n e  G k d e s  s o u s - e s p a c e s  v e c t o r i e l s  de c o d i m e n s i o n  d - k + 1  d a n s  ~ M  c o n t e n u  

d a n s  l ' o u v e r t  W k d_~e 1 . 4  e t  t e l  que~ p o u r  t o u t  Dd_k+ l  C T k ~ on a i t  : 

A) Le s o u s - e s p a c e  Dd_k+ 1 e s t  t r a n s v e r s e  en  O, d a n s  EM, a l a  v a r i ~ t ~  p o l a i -  

r e  r e l a t i v e  P k < f ; D d _ k + l > ,  e n  ce  s e n s  q u e  l ' o n  a 

IDd_k+ 1N C o ( P k < f ~ D d _ k + l > ) l  = ~0] 

ou C ( . ) d ~ s i ~ n e  l e  c ~ n e  t a n g e n t  en  O, e t  l ' i n t e r s e c t i o n  e s t  p r i s e  d a n s  
- -  o 

T M " 
, 0  

B) L e s  d i r e c t i o n s  l i m i t e s  e n  0 d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  a u x  f i b r e s  de f e n  d e s  

p o i n t s  n o n - s i n g u l i e r s  d ' i c e l l e s  c o n t e n u s  d a n s  X(~ Dd_k+ 1 s o n t  t r a n s v e r s e s  

Dd_k+ 1 d a n s  EM~ en  ce  s e n s  q u e  p o u r  u n e  t e l l e  l i m i t e  T,  on a 

d i m ( T N  Dd_k+ 1) = k - 1 .  
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D ~ m o n s t r a t i o n  : C e s  d e u x  r 6 s u l t a t s  s o n t  d ' u n e  g e r t a i n e  m a n i b r e  d u a u x  l ' u n  

de l ' a u t r e  : c o n s i d b r o n s  l e  d i a g r a m m e  

N~(X) e ) N f ( X )  

e 
X' ~.X 

d 6 j a  u t i l i s ~  au p a r a g r a p h e  p r 6 c ~ d e n t ,  e t  p o s o n s  Xd_k+ 1 = ( X n  D d _ k + l ) r e  d • 

5 . 1 . 1  L ' a s s e r t i o n  A) ~ q u i v a u t  a l a  s u i v a n t e  : 

A ' )  L e s  t r a n s f o r m 6 s  s t r i c t s  P k<f~Dd  k + l > ' d e  P k < f ~ D d  k + l  > e t  X' 
- - d - k + 1  

Xd_k+ 1 p a r  l ' ~ c l a t e m e n t  e de 0 d a n s  X s o n t  d i s j o i n t s  : 

de 

> '  N X' = P k < f ; D d - k + l  d - k + 1  

L ' a s s e r t i o n  B) 6 q u i v a u t  a l a  s u i v a n t e  : 

B ' )  L e s  t r a n s f o r m 6 s  s t r i c t s  P k < f ~ D d _ k + l  > de P k < f ~ D d _ k + l  > e t  Xd_k+ 1 

Xd_k+ 1 p a r  l a  m o d i f i c a t i o n  de N a s h  r e l a t i v e  v f  s o n t  d i s j o i n t s  : 

A 
P k < f ; D d _ k + l  > ~ Xd_k+ 1 = 

de 

La v 6 r i f i c a t i o n  de c e s  6 q u i v a l e n c e s  e s t  i m m 6 d i a t e  au  vu  d e s  d 6 f i n i t i o n s .  

T r a d u i s o n s  m a i n t e n a n t  l e s  d e u x  a s s e r t i o n s  en  t e r m e s  de c o o r d o n n 6 e s .  

S u p p o s o n s  l e s  c o o r d o n n 6 e s  de ~M c h o i s i e s  de t e l l e  f a ~ o n  q u e  Dd_k+ 1 s o i t  d ~ f i n i  

p a r  z I . . . . .  Zd_k+ 1 = 0 ~ p o s o n s  Pk = P k < f ; D d - k + l  >" D ' a p r e s  ( C h a p .  I~ 5 . 2 ) ~  

l ' a s s e r t i o n  A) 6 q u i v a u t  a l a  s u i v a n t e  : 

t " )  P o u r  t o u t  i t e l  q u e  d - k + 1 <  i ~ M, l ' & 1 6 m e n t  z i • OPk~O i m a g e  de z i d a n s  

OPk ,O e s t  e n t i e r ,  d a n s  OPk ,O , s u r  l ' i d b a l  ( Z l , . . . , Z d _ k +  1) . OPk ,O de OPk ,O e n -  

g e n d r b  p a r  l e s  i m a g e s  de z l , . . . ~ Z d _ k +  1 • 

D ' a p r e s  ( C h a p .  I I ,  5 . 1 ) ~  l ' a s s e r t i o n  B) ~ q u i v a u t  a l a  s u i v a n t e ~  p o u r  t o u  
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c h o i x  d ' u n  s y s t 6 m e  de g 6 n 6 r a t e u r s  ( f l , . . . , f )  pour  l ' i d 6 a l  d 6 f i n i s s a n t  (X,O) 
P 

d a n s  (S ,O)  × (~M,o)  : 

B")  L ' i m a g e  J X / S "  OXd_k+l ,O d a n s  OXd_k+l ,O de l ' i d 6 a l  3 a c o b i e n  r e l a t i f  

JX/S  ' e n g e n d r 6  p a r  l e s  i m a g e s  de s  d 6 t e r m i n a n t s  j a c o b i e n s  de r a n g  c =  M-d : 

3 ( f j  , ' ' ' , f i e )  

• ) 
8 ( z i 1 , .  . , Z i c  

{ j l , . . . , j c  ] c { 1 , . . . , p ] ,  { i l , . . . , i  c } c { 1 , . . - , M ]  

e s t  e n t i e r e  d a n s  OXd_k+l,O s u r  l ' i d 6 a l  Jo  e n g e n d r 6  d a n s  OXd_k+l ,0  p a r  ceux  de 

c e s  d b t e r m i n a n t s  3 a c o b i e n s  qu i  s o n t  t e l s  que l ' o n  a i r  : 

{i  1 , . . . , i c  } c { d - k + l , . . . , " }  

D6mon t rons  m a i n t e n a n t  l e  Th6orbme.  C h o i s i s s o n s  un s y s t e m e  f l , . . . , f p _ l  de g6 -  

n 6 r a t e u r s  pou r  l ' i d 6 a l  d 6 f i n i s s a n t  ( X , O ) c  (CM,O). P l a v o n s - n o u s  d a n s  l e  c a s  ou 

dim S= 1 ; on p e u t  s u p p o s e r  (X,O) = (E,O)  e t  que f : X ~ S  e s t  l a  r e s t r i c t i o n  ~ X 

de f : (~M,O) ~ ( ~ , O ) .  Le S - p t o n g e m e n t  ( X , O ) c  (S ,O)  × (CM,O) p e u t  a l o r s  S t r e  
P 

d 6 f i n i  p a r  l ' i d b a l  ( f l , . . . , f p _ l , V -  f p )  de C f V , Z l , . . . , z  M} o~ v e s t  une  c o o r d o n -  

n6e l o c a l e  s u r  ( S , O ) .  

C o n s i d 6 r o n s  l ' o u v e r t  a f f i n e  A= E a de Gk, ou ~ = ( d - k + l ) ( M - d + k - 1 ) ~ d e  l a  g r a s s m a n -  

( i )  
n i e n n e  G k muni de s  c o o r d o n n b e s  a3 , 1 ~  i ~ d - k + 1 ,  d - k + 2 g  j < M, e t  l e  s o u s -  

e s p a c e  a n a l y t i q u e  fe rm6 de ¢ ×EM×A d 6 f i n i  (au  v o i s i n a g e  de O) p a r  l ' i d 6 a l  de 

~ { v , z  1 , . .  , .  ZM,(a~ i ) }  e n g e n d r 6  p a r  ( ( f l ) a ~ . . . , ( f p _ l ) a  ' v -  ( f p  a)  ) 05 pou r  un 616-  

( a ! i ) ) ]  
ment  hff ¢ ~ Z l , . . . , z M ~  l a  n o t a t i o n  ( h )  a d 6 s i g n e  l ' 6 1 6 m e n t  de ¢ { Z l , . . . , z  M, 3 

M 
o b t e n u  en s u b s t i t u a n t  z i  + > ' a (i) .  z .  ~ z.  d a n s  h~ pou r  1 ~ i ~  d - k + 1 .  I1 

j=d-k+2 '  3 3 1 

s u f f i t  de p r o u v e r  que h " )  e t  B " ) s o n t  r 6 a l i s 6 e s  en t o u t  p o i n t  d ' u n  o u v e r t  a n a l y -  

t i q u e  d e n s e  de h.  h p p l i q u o n s  l e  Th6or~me de B e r t i n i  i d b a l i s t e  (Chap .  I I ,  2 . 1 )  

au morph i sme  Z~--~A i n d u i t  p a r  l a  p r o j e c t i o n  ¢ × ¢ M x h - h ,  muni de l a  s e c t i o n  

~ :  h - ~ - ~ O × O × h c Z .  I1  e x i s t e  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  U= A - B  d a n s  h t e l  que 

pou r  ~ E  U, nous  a y o n s  l e s  r e l a t i o n s  de d 6 p e n d a n c e  i n t b g r a l e  s u i v a n t e s  : pou r  

t o u t  e n t i e r  ~ l g 2  ~ M-d+k-2 e t  pou r  un c h o i x  f i x e  de 
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A= { i £ + l , . , . , i  } C  { 1 , . . . , M ] ,  n o t o n s  J h  l ' i d ~ a l  de 0 Z v ( a  e n g e n d r 6  p a r  l e s  C 

6 1 6 m e n t s  de l a  f o r m e  : 

~ ( ( f .  ) , . . . . , ( f .  ) 
31 a 3 c a 

. •  . 

Zm 1 Zm£ 8 ( z  m , ' . - , Z m z , Z  i , . . . , z  i ) 
I ,~+I c 

1 , . . . , j  ] ~ { 1 , . . . , p ]  

e t  l e s  6 1 6 m e n t s  de l a  f o r m e  : 

3 ( ( v - ( f D ) a ' ( f J 2 ) a  ' . ' ' _  ' ( f ' 3 c ) a )  
V • Z - . .  Z 

m 2 m£ ~ ( v , z  , . . . , Z m  , z .  m 2 l , . . . , z ;  1 ) 
£ ~+1 c 

{ j 2 , . . - , j c  ]C { 1 , . . . , p - I }  

A l o r s  on a ,  p o u r  { j l , . . . , j 2 ) c [ d - k ÷ 2 , . . . , M } ,  { k l , . . . , k ~ } c { 1 , . . . , d - k + l ]  

(*) 
3 ( ( f .  ) a , • . . , ( f .  ) ) 

31 3c a 
(k  1) ( k £ )  • O Z , d ( a )  E "~5 

• • , a j ~  b ( a j l  , .  , z .  , . . . , z  i ) i£+I C 

R e m a r q u o n s  q u e ,  p u i s q u e  s u r  Z on a v = ( f  ) , i l  r ~ s u l t e  de ( C h a p •  I ,  1 • 4 . 5 )  p a  

que  l e s  6 1 ~ m e n t s  e n g e n d r a n t  JA e t  ou v a p p a r a l t *  au d 6 n o m i n a t e u r  s o n t  e n t i e r s  

dar t s  O Z , d ( a )  , s u r  l ' i d 6 a l  e n g e n d r 6  p a r  c e u x  du g r o u p e  p r 6 c 6 d e n t .  A d 6 p e n d a n c e  

i n t 6 g r a l e  p r e s ,  n o u s  p o u v o n s  donc  s u p p o s e r  que  JA e s t  e n g e n d r 6  p a r  l e s  s e u l s  

6 1 6 m e n t s  du p r e m i e r  g r o u p e .  ( N . B .  C ' e s t  i c i  que  n o u s  u t i l i s o n s  l ' h y p o t h b s e  

d i m s  ~ 1 ) •  

S u p p o s o n s  a v o i r  l ' i n c l u s i o n  : [ i 2 + l , . . . , i  c ]  c [ 1 , • • . , d - k + 1 ] .  On a a l o r s  

l e s  i d e n t i t 6 s  

( ~ ) 

(k  1 
&(a  . 

31 

3 ( ( f J l ) a ' ' • ' ' ( f ' 3  c ) a  ) 

) ( k ~ )  = 
, z i z  , " • , z  i ) 

' "'" ' a J Z  + 1  c 

I 5( -..,f. ) 
f J l '  3c 

z31 . . .  z j £  ~ ( Z k l ' " ' ' Z k £ ' Z i ~ + l ' " ' ' Z i c )  

R e m a r q u o n s  q u ' a u  p r i x  d ' u n  c h a n g e m e n t  l i n 6 a i r e  d e s  c o o r d o n n 6 e s ,  n o u s  p o u v o n s  

s u p p o s e r  que  t o u s l e s  a ( i ) .  s o n t  n u l s  au p o i n t  ~ ( a ) E  Z que  n o u s  c o n s i d 6 r o n s .  
3 

N o t o n s  ~ l ' i d 6 a l  e n g e n d r ~  p a r  l e s  (a~  i ) )  d a n s  ~O~,z . 
3 
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Sans plus fa i re  l'hypothese que [ i £ + l , . . . , i  c] ~ [ 1 , . . . , d - k + l ] ,  on a la congru- 

ence modulo a correspondant a (~e), que nous noterons (~e~e) mod. g , et de m~me 

on a l e s  c o n g r u e n c e s  

d ( ( f J l ) a , ' ' ' , ( f j c )  a) 
b 8 ( f  " ' "  f ) / 

Jl' ' Jc  
, .  , . . . , z  i ) ~ ( Z m . , . . . , z  , z .  , . . . , Z i c )  mod G 

~ ( z m l  " ' Z m z ' ~ i Z + l  c ~ m~ ] £ + I  a 

D 6 m o n t r o n s  l ' a s s e r t i o n  h )') : S u r  l a  v a r i 6 t 6  p o l a i r e  Pk = P k < f ~ D d - k + l  > '  ou 

Dd_k+ 1 e s t  d 6 f i n i  p a r  z 1 . . . .  Z d _ k + l  = O, on a d ' a p r e s  1 . 4 . 1  : 

5 ( f  3 1 '  . . . .  ' f 3  c ) 

a ( z i l ' ' ' ' ' Z i c )  ~ P k ' °  
= O s i  [ i l , . . . , i  c ] c { d - k + l , . . . , ~ ]  

P a r  a i l l e u r s ,  l e s  r e l a t i o n s  de d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  (~ )  s u r  Z d o n n e n t  d e s  r e -  

l a t i o n s  de d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  p a r  r e s t r i c t i o n  e n  s o u s - e s p a c e  de ( Z , a ( a ) )  d 6 -  

f i n i  p a r  l ' i d 6 a l  G, s o u s - e s p a c e  q u i  n ' e s t  a u t r e  que  X .  

P r e n a n t  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o~ £ = 1,  e t  u t i l i s a n t  ( ~ )  mod. G , i l  v i e n t  d o n c ,  

au vu  de l a  r e m a r q u e  s u i v a n t  ( a ) ,  que  p o u r  t o u t  j ~ d - k + 2 ,  e t  t o u t  k~ 

l ~ k ~ d - k + l ,  p o u r  t o u t  { i l , . . . , i c } C { l , . . . , M ] ,  on a : 

a ( f  . . .  f .  ) 
31' ' 3c 

L'616ment z 3. . ~(Zk~Z i ~-.-,zi ) • ~Pk,O est entier, dans OPk,O I sur l'id6al de 

2 c 

~Pk,O , engendr6 par les 616ments de la forme : 

a(f ...,f ) 
J l '  Jc  

z m a ( z m , z  i ' ' ' ' ' z i  ) ou [ m , i 2 , . . . , i  c ] ~  [ d - k + 2 , . . . , M ] .  Nous  p o u v o n s  c h o i s i r  

2 c 

[ i 2 , . . . , i  c ]  m [ d - k + 2 , . . . , M ] ,  ce  q u i  f o r c e  n o t r e  i d 6 a l  ~ ~ t r e  e n g e n d r 6  p a r  

l e s  6 1 6 m e n t s  t e l s  que  l ' o n  a i r  l ~ m ~  d - k + l ,  e t  i m p l i q u e ,  comme on l e  v o l t  

a u s s i t ~ t ,  p a r  e x e m p l e  en  u t i l i s a n t  l e  c r i t ~ r e  v a l u a t i f ,  que  c h a c u n  d e s  

z j  O P k , O ,  d - k + 1 <  j gM e s t  e n t i e r  s u r  l ' i d 6 a l  e n g e n d r 6  p a r  l e s  z m • OPk~O , 

1 ~ m g d - k + l ,  c ' e s t - ~ - d i r e  que  A")  e s t  r 6 a l i s 6 e  p o u r  a #  U . 

P o u r  p r o u v e r  B " ) ,  p r e n o n s  ( i l , .  . . , i c  ] c [ 1 , . . .  ,M] e t  p o s o n s  

{ i l , . . . , i  c ]  ~ { 1 , . . . , d - k + 1 ]  = [ n l , . . . , n £ ] .  On p e u t  doric 6 c r i r e  

{ i l , . . . , i  c ]  = [ n l , . . . , n  % , i % + l , . . . , i c ] ,  au p r i x  d ' u n e  p e r m u t a t i o n .  Nous  a l l o n s  

u t i l i s e r  l e  c r i t e r e v a l u a t i f  de d 6 p e n d a n c e  i n t 6 g r a l e  : s o i t  



un,p o~uonbgsuoa aun ~so ~-~ o~oaogq L oI 'u~su~ "agIos T 9~!aein~uts e so~oidmo3 

suoT~zosao~ut, p soaTe[od soqano~ ×ne ([H-9]) XaUOH "9"d'? ~o ~snT9 "~ aed 

9s~Ieagu9 ~ 9~ ~gP e #e~insga o3 "ogIos T 9~taeIn~uTs e soo~gansaod~q soI ~ueu 

--dODUO3 [~ o~] op 69g -d '~ °m~a°gq~ °I °~!Ieagug~ (V uo~ao~e,~ : on--ffb--S~mo~ 

"(~'~'I ~I "deqD) ao~IT~n~ p u!osoq ~ed e~u uo,[ onb soad 

~303 e onbT~uopT ~o ~uTod un ~so ~ no .nIo~qe . seo o I ~uep oanoad eq 

• "fl 3e anod oOTJ~a9A ~so (.fl uo.t~.losse~I onb aoanoad e 

°~ z T+~!z~a z ~a 
'jt~enieA oao~ta~ o I soade,p ~TJ3ns tnb o~ ( ~'''' '---' z)~ 

~C ~C ( "J''-'' "g)~ 

3 ~+ ~u z iu ( ~z'--.' ~rz' .... .' z)~ 
op o[Io~ ~ oie~ 9 su~om ne uoT~enie~ oun e 

3C ~C 
( "J ...... j)~ 

~uop ~o ~sns~oP-Ta ~Io~ ~uomgIg, [ op oI[oo ~ oIe~9 ~uTom ne uoT~enlea oun e 

~+~Tz ~ Sa 
o z ' ~+ [Uz ) ( ~z'..-' ~ae''--' e)~ ~Tz~Uz'-.- ~ ~a ta .... z -,. z = (rU) (tu) 

~C [C ~C ~C 
(.$ ...... ~)~ ("J ...... ~)~ 

onb ~uo!~qo uo 'X~+~-Px ans D -pom (~) 

~Ue~TI~n uo ~o (~) e!a o~!iegpT TUT~aOfl op omoaooq~ oI ~uenb~Idde u~ 

• {~ ..... g+~-p} pica ..... ra} e uo ' t+~-Px an~ 0 = r+~-Pz ..... ~z onbstn d 

( t z ..... t+~T z ~a z . az)~ ~az 

D~ .. 

t+~z '~mz)~ ( ~z'-.-' '~z'--. ~z t ..... Z 

~f ~C ( ~ .... ' '3)~ 

owaoj e Iop ~uomoi 9 ~o I ~no~ Tmaed oieWTUTm 

q uoIou UOT~enIea op Suomgt9, I onb uuouoddn~ ~o 'oae un (O't+~-Px). (0~) :q 
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t h 6 o r b m e  de J . P . G .  H e n r y  e t  M. M e r l e  d u n s  [ U - M ] ,  q u i  g ~ n 6 r a l i s e  ( [ T e  1 ] , I ,  

2 . 7  a 2 . 9 ) .  

5 . 2  Dans  l e  c a s  a b s o l u ~  on a un r 6 s u l t a t  de t r a n s v e r s a l i t 6  p l u s  p r 6 c i s .  

5 . 2 . 1  P r o p o s i t i o n  ( V a r i a n t e  du Lemme 4 . 1  8 de [ L ~ - T e ] )  : S o i e n t  X c ~  N • u_~n 

e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  r 6 d u i t  p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d,  Y un s o u s - e s p a c e  

n o n - s i n g u l i e r  de d i m e n s i o n  1 de X e t  OE Y .  I1  e x i s t e  un o u v e r t  de Z a r i s k i  

d e n s e  W de l ' e s p a c e  d e s  d r a p e a u x  

2~ : (O) c D  N 1 c . . . . .  c D 2 ~ D I C D  
- O 

o u  I). e s t  de  c o d i m e n s i o n  i ,  t e l  que  p o u r  t o u t  ~ E  W, on a i r  
- -  1 

[Dd_ kN C y ( P k < ( X , y ) ; D d _ k + l > l  = [0} ( i n t e r s e c t i o n  d a n s  T N ) 
, y  

en  t o u t  p o i n t  y E  Y -  [ 0 ]  a s s e z  p r o c h e  de O, e t  O s k g  d - l .  

P r e u v e  : Nous a l l o n s  d ' a b o r d  m o n t r e r  que  p o u r  r o u t e  r ~ t r a c t i o n  l o c a l e  

' = c o n t i e n t  un P : ( ¢ N , o ) ~  (Y,O)~ l ' e n s e m b l e  d e s  d r a p e a u x  t e l s  que  D 1 T p ( 1 ) ( O ) ,  O 

o u v c r t  de Z a r i s k i  d e n s e  de d r a p e a u x  s a t i s f a i s a n t  l a  c o n d i t i o n  de l a  P r o p o s i -  

t i o n .  C o n s i d ~ r o n s  l ' b c l a t e m e n t  ey  : Ey(X)  ~ X de Y d a n s  X~ e t  l a  r ~ u n i o n  Fo d e s  

c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  du d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  e y l ( ¥ )  q u i  s o n t  e n v o y 6 s  

s u r j e c t i v e m e n t  s u r  ¥ p a r  ey  ( c ' e s t  l e  s o u s - e s p a c e  de e y l ( ¥ )  d 6 f i n i  p a r  l ' i d ~ a l  

e n g e n d r 6  p a r  l e s  6 1 ~ m e n t s  q u i  s o n t  a n n u l u s  p a r  une  p u i s s a n c e  de l ' i d ~ a l  m a x i -  

'O ) ~ N - 2  mal  my, 0 de Oy • C o n s i d ~ r a n t  l e  p l o n g e m e n t  Ey(X)  c X x  d 6 f i n i  p a r  un 

- ~ N - 2 )  
c h o i x  de c o o r d o n n 6 e s  s u r  l a  f i b r e  P 1 (0 )~  on v o l t  que  F N ( [ 0 }  × e s t  

o 

de d i m e n s i o n  d - 2 .  On p e u t  donc  c h o i s i r  un s o u s - e s p a c e  D d de c o d i m e n s i o n  d - 1  

d a n s  T_I o=D1 e t  t e l  que  P r o j  D d n  (F N ([O} x ~ N - 2 ) ) =  D. S u p p o s o n s  m a i n t e n a n  
p ( 0 ) ,  o 

a v o i r  c h o i s i  D d c D d _  1 c . . .  c D i +  1 d a n s  D~ de t e l l e  f a ~ o n  q u e ,  n o t a n t  

Fd_ 3 e X x o N - 2  l a  r 6 u n i o n  d e s  c o m p o s a n t e s  i r r 6 d u c t i b l e s  du d i v i s e u r  e x c e p t i o n -  

n e l  de l ' 6 c l a t e m e n t  Ey P d _ 3 < X ; D 3 + I > - P d _ 3 < X ; D 3 + I >  de Y dar ts  l a  v a r i ~ t ~  p o l a i r e  
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, ~ N - 2 )  
P d - j  a s s o c i ~ e  a D3÷ 1 on a i r  P r o j  D3 N (Fd_ j n [0} x = ~  p o u r  i+1  ~ j g d • 

R e m a r q u o n s  que  p u i s q u e  P d _ i < X ; D i + l  > e s t  c o n t e n u  d a n s  P d _ i _ l < X ; D i + 2 > ~  on a 

~ N - 2  
l t i n c l u s i o n  Fd_ i c F d _ i _  1 ~ e t  donc  en p o s a n t  F , ( O )  = F .  5 {O] x ~ on a 

3 J 

F d _ i ( O )  C F d _ i _ l ( O )  ~ d ' o u  P r o j  Di÷ 1 n F d _ i ( O )  = ~ .  Comme p a r  c o n s t r u c t i o n ~  on a 

dim F d _ i ( O ) =  i - 2 ~  on v o l t  que  l ' e n s e m b l e  d e s  s o u s - e s p a c e s  v e c t o r i e l s  D i de 

c o d i m e n s i o n  i - 1  de D~ , c o n t e n a n t  Di+ 1 e t  t e l s  que  P r o j  D i N F d _ i ( O )  ~ e s t  de 

d i m e n s i o n  au p l u s  i - 2  ( i m a g e  de F d _ i ( O )  d a n s  P r o j  D~/Di+ 1) a l o r s  que  l ' e n s e m -  

b l e  d e s  s o u s - e s p a c e s  v e c t o r i e l s  D.1 de c o d i m e n s i o n  i - 1  de D 1 c o n t e n a n t  Di+ 1 

e s t  de d i m e n s i o n  i - 1 .  Nous p o u v o n s  donc  c h o i s i r  D.1 c o n t e n a n t  Di+ 1 e t  t e l  que  

P ro3  D i N F d _ i ( O )  = ~ .  On c o n s t r u i t  a i n s i  un d r a p e a u  2 a y a n t  l a  p r o p r i ~ t ~  que  

P ro3  D i N F d _ i ( O )  ~ p o u r  2 ~  i g d~ e t  f i n a l e m e n t  on p e u t  p a r  l e  m~me a r g u m e n t  

c h o i s i r  D 1 c o n t e n a n t  D 2 e t  t e l  que  [D 1N Cy(Pd_I (D2) ) I  : [0} . 

U t i l i s o n s  m a i n t e n a n t  l e  f a i r  q u ' e n  t o u t  p o i n t  y E Y -  [O} a s s e z  p r o c h e  de O~ 

c h a q u e  Pk<X;Dd_k+l>  e s t  n o r m a l e m e n t  p l a t  l e  l o n g  de Y, ce  q u i  i m p l i q u e  ( c f ,  

[ L e - T e  2~) que~ en  n o t a n t  N k ~ Y  l e  cSne  n o r m a l  de Pk l e  l o n g  de Y~ on a en  

t o u t  y E  ¥ -  [0} une  s u i t e  e x a c t e  de c S n e s  ( c f .  Loc .  c i r . )  

0 ~ T y , y  ~ C y ( P k < X ; D d _ k + l  >) ~ Nk(Y) , 0  

ce  q u i  s i g n i f i e  que  l e s  t r a n s l a t i o n s  ( d a n s  T N ) l a i s s e n t  i n v a r i a n t  l e  cSne  
, y  

t a n g e n t ~  e t  que  l e  q u o t i e n t  p a r  c e t t e  a c t i o n  s ' i d e n t i f i e  ~ l a  f i b r e  Nk(Y) du 

c~ne  n o r m a l .  P a r  n o t r e  c h o i x  de ~ n o u s  a v o n s  P r o j  Dd_ kN Fk(O)  = D~ donc  

P r o j  Dd_ k D F k ( y )  = D p o u r  y a s s e z  v o i s i n  de O~ m a i s  p a r  l a  d 6 f i n i t i o n  de l ' ~ c l a  

t e m e n t ~  n o u s  a v o n s  p o u r  y C Y -  [ 0 } ,  F k ( Y ) =  P r o j  Nk(Y) ~ e t  c e l a  d o n n e  

I D d _ k N N k ( Y ) [  = [ 0 } ,  e t  en  f a i r  ] T y , y × D d _ k ) n C y ( P k ) l  = IYI p u i s q u e  d ' a p r e s  l a  

s u i t e  e x a c t e ,  on a Cy(P  k)  = Ty~yX Nk(Y) .  F i n a l e m e n t  on a b i e n  

IDd_ k n C y ( p k < x ~ D d _ k + l > ) l  = {0} .  I 
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5 . 2 . 2  C o r o l l a i r e  ( L ~ - T e i s s i e r ,  ~L~-Te 3) 

p e a u  ~ a s s e z  g 6 n 6 r a l ,  on a : 

: P o u r  ( X , O ) ~  ( c N , o )  e t  un d r a -  

IDd_ k N P k < ( X , O ) ; D d _ k + l > l  = {0~ ( 0 ~  k g d - l )  

P r e u v e  : A p p l i q u e r  l a  P r o p o s i t i o n  £ X × ~  l e  l o n g  de 0 × ~ .  

5 . 3  R e v e n o n s  au c a s  r e l a t i f ~ p o u r  i n t e r p r e t e r  l a  t r a n s v e r s a l i t ~  B) du Th~o-  

r~me 4 . 1  comme f i n i t u d e  de c e r t a i n s  m o r p h i s m e s .  

S o i t  f : (X~O) ~ (S~O) comme en  1.1~ e t  s u p p o s o n s  donn~  un p l o n g e m e n t  l o c a l  

(X~O) c ( c M ~ o )  ; s o i t  D. un s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  de c o d i m e n s i o n  i de ~M t e l  que  
1 

F n D  i s o i t  r a r e  d a n s  X n D  i e t  que  X.1 = (XN D.)~ reQ" s o i t  de d i m e n s i o n  ( p u r e )  d - i  . 

C o n s i d ~ r o n s  l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash  r e l a t i v e  e t  l ' e s p a c e  c o n o r m a l  r e l a t i f  de 

A 
X c S × E M  ( p l o n g ~  p a r  l e  g r a p h e  de f )  e t  n o t o n s  X i l e  t r a n s f o r m ~  s t r i c t  de 

X. c X  p a r  l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash r e l a t i v e ~  e t  ~ i  l e  t r a n s f o r m ~  s t r i c t  p a r  
1 

l e  m o r p h i s m e  c o n o r m a l  r e l a t i f  nf~ c ' e s t - a - d i r e  l ' a d h ~ r e n c e  d a n s  C f ( X c s × ~ M )  

de n f l ( x  i - F ) .  On o b t i e n t  l e  d i a g r a m m e  : 

G. 
1 

G 

Xir  ) X ( 

t 
s 

J ~.-i-i 
C f ( X ) ~ , , J ~ X i .  

s C f l x i ( X i  

'X  i 
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5 . 3 . 1  P r o p o s i t i o n  : Les  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  ~ u i v a l e n t e s ,  s i  l ' o n  f a i t  

p r b c ~ d e r  c h a c u n e  de " p o u r  t o u t  r e p r b s e n t a n t  s u f f i s a m m e n t  p e t i t  de X " .  

i )  On a y f l ( c d _ i + l ( D i ) )  n X i = ~ • 

i i )  Le m o r p h i s m e  de X~ d a n s  X i × G i ou G i d ~ s i ~ n e  l a  ~ r a s s m a n n i e n n e  d e s  

( d - ] ) - p l a n s  de D . ,  d 6 f i n i  p a r  x ~  ( x , T f  I AT D x ) ,  s ' ~ t e n d  en  un m o r p h i s m e  
1 - ( f ( x ) )  i '  A 

__de X.1 --darts X.1 ×G'I ' i n d u i t  p a r  l e  m o r p h i s m e  n a t u r e l  de G -  Cd_i_  I (D.)I  d a n s  Gi 

q u i  a T a s s o c i e  T n  D i , e t  d o n t  ] ' i m a g e  dan  s X i ×G e s t  l e  m o d i f i ~  de Nash 

r e l a t i f  N f [ x . ( X ' ) I  __de X.1 " 

1 

A 
i i i )  Le m o r p h i s m e  p r e c e d e n t  X i ~ N f [ x . ( x  i )  non  s e u l e m e n t  e s t  d ~ f i n i ,  m a i s  

1 
e n c o r e  e s t  un m o r p h i s m e  f i n i .  

i v )  P o u r  t o u t  c h o i x  d ' u n  s y s t ~ m e  de c o o r d o n n ~ e s  l o c a l e s  ( z l , . . . , z  M) s u r  

C M t e l  que  D i s o i t  d ~ f i n i  p a r  z 1 . . . . .  z i = 0 e t  d ' u n  s y s t S m e  de ~ n ~ r a t e u r s  

F 1 ,F  m E O s ~ s { z l ,  z M] de l ' i d ~ a l  d ~ f i n i s s a n t  X c S  × ~M 1' , . . . . . .  , e__nn O, i d 6 a l  

. .  ) 
~ ( F j l '  " ' F j M _ d  

e n ~ e n d r 6  p a r  l e s  5 ( z i 1  , . . . , z . x M _ d )  e s t  e n t i e r  d a n s  O X i , O  s u r  l ' i d ~ a l  e n ~ e n d r 6  

p a r  l e s  s e u l s  m i n e u r s  de c e t t e  f o r m e  t e l s  que  [ i l , . . . , i M _  d } c  [ i + l , . . . , M ] -  

v )  P o u r  t o u t e  l i m i t e  T d ' e s p a c e  t a n g e n t s  ~ X ° en  d e s  p o i n t s  de X . -  F,  
1 

on a d i m ( T ~ D . )  = d - i  • 
1 

i ' )  N o t a n t  L i - i t e M - 1  l ' e s p a c e  p r o j e c t i f  fo rm~  d e s  h ~ p e r p l a n s  q u i  c o n -  

t i e n n e n t  D i , on a : 

~ f l ( L  i - 1 )  n X  i = 

_ ~ 1  ~ M - l - i  ~ M - l - i  i i ' )  Le m o r p h i s m e  de ~ i  (L i - 1 )  d a n s  X. × o~ e s t  l ' e s -  

p a c e  d e s  h y p e r p l a n s  de D i , q u i  ~ ( x , n )  a s s o c i e  ( x , H n  D i , s ' 6 t e n d  en  un m o r -  

~ M - l - i  
p h i s m e  X'I ~X'I  × d o n t  1 ' i m a g e  e s t  C f l x . ( X i )  . 

1 

i i i ' )  Le m o r p h i s m e  p r ~ c 6 d e n t  non  s e u l e m e n t  e s t  d 6 f i n i ,  m a i s  e n c o r e  e s t  

un m o r p h i s m e  f i n i .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : i )  e t  v )  s o n t  c l a i r e m e n t  b q u i v a l e n t  d ' a p r e s  l a  d b f i n i t i o n  

de l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash .  D ' a u t r e  p a r t  l t a p p l i c a t i o n  T ~ T n  D~ e s t  p r ~ c i s ~ m e n t  
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d ~ f i n i e  de G - C d _ i + l ( D  i )  d a n s  G.1 ' c e  qu i  m o n t r e  a u s s i t ~ t  que  i )  ~* i i ) .  Nous 

a v o n s  vu l ' 6 q u i v a l e n c e  de v )  e t  i v )  en  ( C h a p .  I I ~  3 . 1 ) ~  e t  i l  n o u s  s u f f i t  de 

m o n t r e r  q u e i i )  ~ i i i )  p u i s q u e  i ' i m p l i c a t i o n  i n v e r s e  e s t  6 v i d e n t e .  P o u r  ce  

f a i r e ~  n o u s  p o u v o n s  p l o n g e r  l o c a l e m e n t  X d a n s  une  i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  r e l a -  

t i v e  Z ( C h a p .  I I ~  1 . 1 . 1 )  d 6 f i n i e  d i s o n s  p a r  F I ~ . . . ~ F M _ d ~  e t  c a l c u l e r  Nf (X)  

A 
( r e s p .  X . )  comme t r a n s f o r m 6 s  s t r i c t s  de X ( r e s p .  X i )  p a r  l ' ~ c l a t e m e n t  de 

1 

l ' i d ~ a l  j a c o b i e n  r e l a t i f  J Z / S  de X 1 . M a i s  l ' h y p o t h ~ s e  de i i )  i m p l i q u e  p r ~ c i -  

s 6 m e n t  que  J Z / S .  OXi ,O e s t  e n t i e r  s u r  l ' i d 6 a l  J z ~ D i / S  • OXi ,O i m a g e  d a n s  OXi ,O 

de I ' i d ~ a l  j a c o b i e n  r e l a t i f  J Z N D i / S  de l ' i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  r e l a t i v e  ZFID.I " 

Comme Nf(X i ) e s t  l ' ~ c l a t e m e n t  d a n s  X i de J z f ) D i / S  • O'Xi,O ~ que  X i ~ X  i e s t  

e t  que  c e s  d e u x  i d6aux  o n t  l a  mg-~me f e r m e -  l ' 6 c i a t e m e n t  d a n s  X i de J Z / S "  ~Xi~O ~ 

t u r e  i n t 6 g r a l e  ( p u i s q u e  .Jz.QDi/S.OXi,O~.Jz/s. OXi,O e t  que  

JZ/S.(~Xi,OCJzNDi/S. (~Xi,O) , l e  r ~ s u l t a t  c h e r c h 6  e s t  donn~ p a r  ( C h a p .  I ,  

1 . 3 . 6 ) .  

L ' ~ q u i v a l e n c e  de v )  e t  i ) '  r 6 s u l t e  a u s s i t ~ t  de  ce  que  n o u s  a v o n s  vu en  4 . 1 . 1 .  

P o u r  p r o u v e r  l ' ~ q u i v a l e n c e  de i ) '  e t  i i ) ' ~  r e m a r q u o n s  que  l ' a p p l i c a t i o n  

H ~ H N D .  e s t  d ~ f i n i e  de ~M-1 _ L i - i  d a n s  ~pM- i - i  ~ e t  i l  n o u s  r e s t e  a p r o u v e r  
1 

q u e i i ) '  ~ i i i ) '  : l e s  f e r m e t u r e s  de~ f i b r e s  de I a  p r o j e c t i o n  

~pM-1 L i - 1  1~ M - l - i  s o n t  d e s  e s p a c e s  p r o j e c t i f s  IP i d o n t  L i - 1  e s t  un 
1 

h y p e r p l a n ~  e t  s i  l e  m o r p h i s m e  Xi - -*Cf (X  i )  n ' 6 t a i t  p a s  f i n i  ~ c e l a  s i g n i f i e r a i t  

que  I a  r e s t r i c t i o n  de rc i a ~ t f l ( o )  n ' e s t  p a s  f i n i e ~  done  q u ' i l  e x i s t e  u n e  f i b r e  

~ i  t e l l e  que  lP i 21~f1(O) s o i t  un s o u s - e n s e m b l e  a l g ~ b r i q u e  de d i m e n s i o n  ~ 1 

( p u i s q u e  ~ t f l ( o )  e s t  f e r m 6  d a n s  lP M-1 ~ done  a l g 6 b r i q u e )  e t  l ' a d h ~ r e n c e  d a n s  IP i 

de ce  s o u s - e n s e m b l e  r e n c o n t r e r a i t  L i - 1  d ' a p r ~ s  l e  t h 6 o r ~ m e  de B ezou t ~  d ' o u  une  

c o n t r a d i c t i o n  a v e c  i ) ' .  • 

5 . 5 . 2  I1  r 6 s u l t e  du Th6or~me 5 . 1 ,  B) que  l e s  c o n d i t i o n s  de l a  P r o p o s i t i o n  

5 , 3 . 1  s o n t  s a t i s f a i t e s ,  l o r s q u e  dim S ~  1, p o u r  t o u t  D. a p p a r t e n a n t  a un o u v e r t  1 

de Z a r i s k i  d e n s e  de l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  p l a n s  de c o d i m e n s i o n  i de gM . 
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5 . 4  V a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  e t  s e c t i o n s  p l a n e s .  

5 . 4 . 1  R e p r e n o n s  l a  s i t u a t i o n  de 1 . 1 ,  a v e c  l e s  m~mes  n o t a t i o n s  

( x , o )  ( , ( s  x ~ N , o )  

( S , O )  

S o i t  G un  s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  de ~N, p o s o n s  G= S ×G ~ s × ~ N  e t  
o o 

[ X N G J  = ( X N G ) r e  d • S u p p o s o n s  que  G s o i t  t r a n s v e r s e  a u x  l i m i t e s  d ' e s p a c e  t a n -  
o 

g e n t s  a u x  f i b r e s  de f e n  d e s  p o i n t s  de X N G ,  c ' e s t - ~ - d i r e  que  d ' u n e  p a r t  F A G  

e s t  r a r e  d a n s  [XN G] ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  , p o u r  u n e  t e l l e  l i m i t e  T,  on a 

dim T N G  = d + g - N ,  ou g =  dim G . On p e u t  a u s s i  e x p r i m e r  c e t t e  t r a n s v e r s a l i t 6  
o o 

de  ] a  m a n i e r e  s u i v a n t e  : s o i e n t  ~ f  : C f ( X ) ~ X  l ' e s p a c e  c o n o r m a l  r e l a t i f  de X 
t - x g  

e t  EXN G] l e  t r a n s f o r m 6  s t r i c t  de ~XN G] p a r  a f ,  c ' e s t - ~ - d i r e  l ' a d h 6 r e n c e  

d a n s  C f ( X )  de g f l ( [ x N G ]  - FN G) .  S o i t  ~ N - g - 1  c ~ N - I  l ' e n s e m b l e  d e s  h y p e r p l a n s  

de ~N c o n t e n a n t  G . La t r a n s v e r s a l i t 6  s ' e x p r i m e  p a r  : 
o 

~N-g-I F'xg ~fl(o) N [XN G] 2 :D , c'est-~-dire [XN G] 0 ~fl(vN-g-1) :D pour un reprO, 

s e n t a n t  a s s e z  p e t i t .  R e m a r q u o n s  que  d a n s  l e  e a s  ou S e s t  un  p o i n t ,  p u i s q u e  

dim ~ - 1 ( 0 )  < N - l ,  i l  e x i s t e  t o u j o u r s  d e s  h y p e r p l a n s  G ( a v e c  g =  N - l )  t r a n s v e r s e s  

r o u t e s  l e s  l i m i t e s  d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  aX  ° ( e t  p a s  s e u l e m e n t  a u x  l i m i t e s  

d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  a X ° e n  d e s  p o i n t s  de XN G) .  

Q u o i  q u ' i l  e n  s o i t ,  ~ t a n t  d o n n ~  un  t e l  s g u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  G ~ s o i t  
o 

Dd_k+ l E G  un  s o u s - e s p a c e  de G ~ de c o d i m e n s i o n  d - k + 1  d a n s  ~N . 
o o 

5 . 4 . 2  P r o p o s i t i o n  : S o u s  l e s  h y p o t h e s e s  p r ~ c ~ d e n t e s ,  s i  de p l u s  l e  s o u s -  

e s p a c e  v e c t o r i e l  Dd_k+ 1 a p p a r t i e n t  ~ l ' o u v e r t  W k a s s o c i ~  en  1 . 3  ( P r o p .  2)  

f l E X N G ] ,  e t  a p p a r t i e n t  ~ l ' o u v e r t  c o r r e s p o n d a n t  a s s o c i b  ~ f~ on a l ' ~ a l i t ~  : 

p k < f ; D d _ k + l > ~ G  = P k < f ] [ X N  G] i D d _ k + l >  , 

o~ l e  t e r m e  de g a u c h e  d ~ s i g n e  l ' a d h 6 r e n c e  d a n s  X d e  ( X - F ) N P k < f ; D d _ k + l  >)  A G. 
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D 6 m o n s t r a t i o n  : D ' a p r ~ s  l ' h y p o t h ~ s e  de t r a n s v e r s a l i t 6 ,  en t o u t  p o i n t  

XC (X- F) n G, voisin de O, on a : Tx(f(x)), x 

1 
d6duit d'une part que ~f[[XNG~ est  localement l ibre de rang d+g-N en tout point 

de l 'ouvert  analytique dense (X- F) N G de [XNG], et d 'autre part (cf .  5.3, 

i i i ) ' )  que la projection ~N-1 _ ~ N - 1 - g . ~ g - I  donn6e par H~HNG induit un 
o 

('X2 
morphisme f in i  IX D G~ ~ CfI~XNG~(~X N G]). 

On a donc le diagramme suivant : 

/ 

Cf(X)  4 

~tf o 

X~  

•N-I.• } ]~N-1 i p N - l - g  L p ]pg-1 

[X n G] CfI[XnG3([ xnG)] 

/ 
, [ x n a ]  

e t  p u i s q u e  Dd_k+ 1 e s t  c o n t e n u  d a n s  Go ' l e  s o u s - e s p a c e  L d - k c ] p N - 1  r e p r 6 s e n -  

r a n t  l ' e n s e m b l e  des  h y p e r p l a n s  de ~N c o n t e n a n t  Dd_k+ 1 e s t  l a  f e r m e t u r e  dans  

~N-1  de l ' i m a g e  r 6 c i p r o q u e  p a r  l a  p r o j e c t i o n  ~- de c e n t r e  ] p N - l - g  donn6e  

p a r  Hb*ttNG du s o B s - e s p a c e  L d - k - N - g c ~  g -1  r e p r 6 s e n t a n t  l e s  h y p e r p l a n s  de G o 

qu i  c o n t i e n n e n t  Dd_k~ 1 • On a donc l ' 6 g a l i t 6  

(* )  [XNG] n K f l ( L  d - k )  = V - a [ C f I [ x N G ] ( E X N G ] )  Nhf~rX~G~(Ld-k-N+g)~,L ,L J 

D ' a p r ~ s  l e s  h y p o t h e s e s ,  l e  morph i sme  b' e s t  f i n i  ( c f .  5 . 3 . 1 ) ,  i l  e s t  b i m 6 r o -  

morphe  p u i s q u ' i l  i n d u i t  un i s o m o r p h i s m e  a u - d e s s u s  de [XN G] - F A G  d o n t  l ' i m a g e  

r ~ c i p r o q u e  e s t  p a r t o u t  d e n s e  dans  EXN G] ( r e s p .  Cf[EXNG~([XNG])) ,  donc i l  e s t  

s u r 3 e c t i f .  De p l u s  l e s  h y p o t h e s e s  i m p l i q u e n t  ( c f -  4 . l . 1 )  que l ' i m a g e  r 6 d u i t e  
^ 

du t e r m e  de g a u c h e  de (* )  e s t  Pk < f ; D d - k + l > N  G , t a n d i s  que l ' i m a g e  

r 6 d u i t e  du t e r m e  e n t r e  c r o c h e t s  a d r o i t e  e s t  Pk<fi~XNG] ; Dd_k+l >, d ' o u  l e  

r 6 s u l t a t .  • 
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5 . 4 . 3  C o r o l l a i r e  : P l a ~ o n s - n o u s  d a n s  l a  s i t u a t i o n  de  5 . 1 .  S u p p o s o n s  S n o n -  

s i n ~ u l i e r  de d i m e n s i o n  ~ 1 e t  s o i t  ( Y , O ) c  (X ,O)  un  s o u s - e s p a c e  n o n - s i n ~ u l i e r  

t e l  q u e  f l Y  : (Y ,O)  ~ ( S , O )  s o i t  u n e  s u b m e r s i o n .  P o s o n s  t = dim Y -  d im S,  e t  

s u p p o s o n s  q u e  l ' e s p a c e  p r o 3 e c t i f  ~ M - l - t  d e s  h ~ p e r p i a n s  de E M ~ u i  c o n t i e n n e n t  

T y ( o ) , o  c o n t i e n n e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  Y f o r m 6  d ' h y p e r p l a n s  t r a n s v e r s e s  

e_~n 0 a u x  l i m i t e s  e n  0 d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  a u x  f i b r e s  de f .  S o i t  k un  e n t i e r  

d - t  • I 1  e x i s t e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  de  l ' e s p a c e  

[ ( D d _ k +  1 , H o ) [ D d _ k +  1 C H o  ] ~ G k × ~ M - l - t  

t e l  q u e ,  p o u r  (Dd_k+ 1 , H o) a p p a r t e n a n t  ~ c e t  o u v e r t  de  Z a r i s k i  d e n s e  on a i t ,  

en  p o s a n t  H= S × H  , 
0 

< ^ 
a )  (Pk  f ; D d - k + l > n  H ) r e  d = P k < f ] [ X  n HI ; D d _ k + l >  

b)  m (P < f ; D  + > ~ H )  = m ( P k < f ; D d  k + l  >)  m P k < f [ [ X  ) o k d - k  1 o - = o N H ] ; D d _ k + I  > 

ou m d 6 s i ~ n e  l a  m u l t i p l i c i t 6  ~ l ' o r i ~ i n e .  
- -  O 

S_~i dim S = 1,  ce  n o m b r e  e s t  6 ~ a l  au n o m b r e  d ' i n t e r s e c t i o n  ( P k < f ; D d _ k + l > , D d _ k + l )  

en  O .  

D 6 m o n s t r a t i o n  : Nous  r e p r e n o n s  l e s  n o t a t i o n s  du § 1. L ' e s p a c e  I y  e s t  mun i  de 

d e u x  p r o j e c t i o n s  n a t u r e l l e s  : 

I y  

/ 
G k 

La p r o j e c t i o n  P2 en  f a i t  u n  f i b r 6  en  g r a s s m a n n i e n n e s  s u r  ~ M - l - t  , d o n c  I y  e s t  

i r r 6 d u c t i b l e .  P u i s q a e  k ~  d - t ,  l a  p r o j e c t i o n  P l  e s t  s u r j e c t i v e ,  c a r  

d i m ( D d _ k +  1 +  T ¥ ( o ) , O )  ~ M-1.  S o i t  W c G  k l e  c o n s t r u c t i b l e  de Z a r i s k i  d e n s e  f o r m 6  

d e s  Dd_k+ 1 t e l s  q u e  Dd_k+ 1C W k , q u e  l a  m u l t i p l i e i t 6  en  O de P k < f ; D d _ k + l  > s o i t  

l a  m u l t i p l i c i t 6  d ' u n e  v a r i 6 t 6  p o l a i r e  g 6 n 6 r i q u e ,  e t  que  l e s  c o n d i t i o n s  de 1 . 3  

e t  5 . 1  s o i e n t  v 6 r i f i 6 e s .  Le s o u s - e n s e m b l e  p ~ l ( w )  C I y  e s t  c o n s t r u c t i b l e  d e n s e ,  
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e t  r e n c o n t r e  p21(V) s e l o n  un s o u s - e n s e m b l e  c o n s t r u c t i b l e  d e n s e  de I ¥ .  Par  

a i l l e u r s ~  pour  chaque  HE V~ lWensemble  des  Dd_k+ 1CH ° qui  a p p r t i e n n e n t  aux 

o u v e r t s  W k ( c f .  1 .3 )  e t  T k ( c f .  5 . 1 )  a s s o c i ~ s  a f [ ~ X n H ]  e s t~  d ' a p r e s  1 . 5 . 1  

un o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  de p21(Ho) ~ e t  d ' a p r ~ s  la  man i~ re  don t  Wk e t  T k 

s o n t  c o n s t r u i t s ~  on v ~ r i f i e  r a p i d e m e n t  que l a  r ~ u n i o n  pour  HoE V de c e s  o u v e r t s  

de Z a r i s k i  d e n s e s  des  p21(H) c o n t i e n t  un o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  W' de Iy  . 

D ' a p r ~ s  5 . 4 . 2  e t  5.1~ A) l ' i n t ~ r i e u r  de p l l (W)  NW' a r o u t e s  l e s  p r o p r i ~ t ~ s  

demand~es ; en e f f e t  l ' a s s e r t i o n  a) r ~ s u l t e  de 5 . 4 . 2 ~  l a  p r e m i e r e  ~ g a l i t ~  de 

b) e s t  imm6dia te  e t  l a  s e c o n d e  r ~ s u l t e  de la  p r e m i e r e  e t  de l a  d ~ f i n i t i o n  de 

W k. En e f f e t  d ' a p r e s  5 .1  e t  (Chap.  I~ 5 . 2 )  p u i s q u e  D d _ k + ] e s t  t r a n s v e r s e  

Co(Pk<f ;Dd_k+l  > e t  £ C o ( P k < f i [ x n  H]iDd_k+l  >) l ' i d 6 a l  91 d 6 f i n i s s a n t  Dd_k+ 1 dans  

fN i n d u i t  dans  l e s  anneaux  l o c a u x  de Pk<f~Dd_k+l > e t  P k < f [ [ X N H ] ; D d _ k + l  > des  

i d~aux  a y a n t  m~me f e r m e t u r e  i n t ~ g r a l e  que l ' i d ~ a l  maximal~ ( c f .  5.1~ M ~) donc 

m~me m u l t i p l i c i t ~  (Chap.  I~ 4 . 1 ) .  E n f i n  dans  l e  c a s  oh d imS = 1~ Pk<f ;Dd_k+l>  e t  

Dd_k+ 1 s o n t  de d i m e n s i o n  c o m p l 6 m e n t a i r e  dans  EM~ ne se  c o u p e n t  q u ' e n  [0 ]  e t  

l e u r  nombre d ' i n t e r s e c t i o n  e s t  c e t t e  m u l t i p l i c i t b  d ' a p r ~ s  ~Se] . 

5 . 4 . 4  Remarques  : 1) Si  FNPk<f~Dd_k+l  >N G e s t  r a r e  darts Pk<f ;Dd_k+l  >NG~ 

A 

on a l * 6 g a l i t ~  Pk<f~Dd_k+l >N G= (Pk<f ;Od_k+l  > N G ) r e  d • 

2) Dans l a  s i t u a t i o n  de 5 . 4 . 3 ~  X 6 r a n t  p long~ dans  ~ × ¢ M  pa r  le  g r a p h e  de f~ 

[XNH] e s t  l e  ~ r aphe  de f l [XNHo] ,  donc [xnn~ ~ X N H  o] e t  de mSme 

Pk<f ;Dd k+l  >N H ~ P k < f ; D d  k+l  > ~H • 
; - -  - 0 

5 .5  V a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s  e t  p r o ~ e c t i o n s .  

5 . 5 . 1  P r o p o s i t i o n  ( g ~ n ~ r a l i s a n t  [L~-Te]~ 4 .2 .1 ~  i )  e t  4 2 . 5 )  : S o i t  

f : (X~O) ~ (S~O) un morphisme comme en l . a  avec  S n o n - s i n ~ u l i e r  de d i m e n s i o n  g 1 

muni d ' u n  S - p l o n ~ e m e n t  ( X , O ) c ( s × ¢ N , o ) .  On s u p p o s e  que t o u t e s  l e s  f i b r e s  de f 

s o n t  r 6 d u i t e s  e t  p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d .  I1 e x i s t e  un o u v e r t  de Z a r i s k i  dense  

U de l ' e s p a c e  des  ~ r o O c c t i n n s  l i n 6 a i r e s  p : ~ N ~ d + l  t e l  que~ pour  r o u t e  p r o -  

O e c t i o n  p~  U, on a i r  ~ e n n o t a n t  e n c o r e  p l__aa S - p r o j e c t i o n ,  i d  S x  p . 

, ~ d + l  
i )  Le ~erme image (X 1 O) = (p(X)~O) e s t  une h ~ p e r s u r f a c e  de S×  

don t  t o u t e s  l e s  f i b r e s  s o n t  r 6 d u i t e s  de d i m e n s i o n  d~ e t  l e  morph i sme  p :  X - X  
1 

e s t  f i n i  e t  b im6romorphe .  Notons  f l  l a  r e s t r i c t i o n  a X 1 de la  p r o j e c t i o n  
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S × c d + I - ~ s  . 

i i )  I 1  e x i s t e  un  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  W1, k de l a  ~ r a s s m a n n i e n n e  d e s  

s o u s - e s p a c e s  de c o d i m e n s i o n  d-k+1  d__ee C d+l  t e l  q u e ,  p o u r  ( D 1 ) d _ k + l E  W1, k on a i r  : 

( p ( P k ( f ; p - l ( ( D 1 ) d _ k + l > ) ) r e  d = P k ( f l ; ( D 1 ) d _ k + l >  

e t  c e s  deux  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  o n t  l a  mSme m u l t i p l i c i t 6  en O, e t  o n t  l a  m u l t i -  

p l i c i t ~  d ' u n e  v a r i 6 t ~  ~ o l a i r e  ~ 6 n 6 r a l e  ( c f .  5 . 1 )  de X e t  X 1 r e s p e c t i v e m e n t .  

P r e u v e  : D o n n o n s - l a  d a n s  l e  c a s  ou S e s t  un p o i n t .  Le c a s  ou S e s t  une  c o u r -  

be e t  a n a l o g u e .  On s u i t  l a  p r e u v e  de ( L o c .  c i t . ) .  

~N ~d 
P r o u v o n s  i )  : I1  e x i s t e  un o u v e r t  U de p r o j e c t i o n s  l i n ~ a i r e s  q :  ~ t e l  que  
. . . . . . . . . . .  o 

s i  q E  U , l a  r e s t r i c t i o n  de q ~ (X,O)  s o i t  un  m o r p h i s m e  f i n i  ( m i s e  en p o s i t i o n  
o 

d ' u n  g e r m e ) .  D ' a p r ~ s  l e  t h 6 o r ~ m e  de B e r t i n i - S a r d ,  p o u r  d e s  r e p r 6 s e n t a n t s  X e t  

V de (X,O)  e t  ( ~ d , o ) ,  l e  m o r p h i s m e  q :  X . V  e s t  f i n i  e t  i l  e x i s t e  un f e r m 6  a n a -  

-1 
l y t i q u e  r a r e  F l c V  t e l  que  q i n d u i s e  un  m o r p h i s m e  l i s s e  : q ( Y -  F 1) ~ V -  F 1 . 

S o i t  g E  V -  F 1 . I 1  e x i s t e  un o u v e r t  d e n s e  de l ' e s p a c e  d e s  p r o j e c t i o n s  l i n 6 a i -  

r e s  z de E N s u r  • t e l  que  l a  r e s t r i c t i o n  de z a q - l ( y )  NX s o i t  i n j e c t i v e .  On 

v 6 r i f i e  s a n s  p e i n e  que  l ' e n s e m b l e  F 2 d e s  p o i n t s  y E V  t e l s  que  l a  r e s t r i c t i o n  

- l ( y )  de z ~ q NX ne s o i t  p a s  i n j e c t i v e  e s t  un f e r m 6  a n a l y t i q u e  r a r e  de V . P o u r  

un  t e l  z~ l a  p r o j e c t i o n  p = ( q ~ z )  : ~ N  ~d+ l  i n d u i t  un  i s o m o r p h i s m e  de l ' o u v e r t  

a n a l y t i q u e  d e n s e  X q - l ( F  1U F 2) s u r  s o n  image  X 1 d a n s  ~d+ l  - ~ ce q u i  p r o u v e  que  

c e t t e  i m a g e ,  q u i  e s t  une  h y p e r s u r f a c e  p a r  un  a r g u m e n t  de p r o f o n d e u r  d ~ j a  

u t i l i s ~ ,  e s t  r 6 d u i t e  E c f .  [Te 5 ] ,  § 5 : i l  f a u t  p l o n g e r  l o c a l e m e n t  d a n s  une  

i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  Z~ a p p l i q u e r  1 ' a r g u m e n t  e t  r e m a r q u e r  que p (X)  e s t  r 6 u -  

n i o n  de c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  de p ( Z ) ,  q u i  e s t  une  h y p e r s u r f a c e ] .  Le m o r -  

p h i s m e  x :  X -  X 1 i n d u i t  p a r  p e s t  b i e n  f i n i  e t  b i m ~ r o m o r p h e ,  d ' o u  i ) .  

[ ~ 2 ~ _ ~  : ~Jotons G ( r e s p .  61 ) l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  s o u s - e s p a c e s  de c o d i -  

m e n s i o n  d-k+1  de C N ( r e s p .  ~ d + l ) .  S o i t  Z l e  s o u s - e s p a c e  de G × U fo rm6 d e s  c o u -  

p l e s  ( D d _ k + l ,  p) t e l s  que  Ker PC D d_k+  1 e t  s o i t  W 1 l e  s o u s - e n s e m b l e  de G I × U  

form~ d e s  c o u p l e s  ( ( D 1 ) d _ k + l ~ p )  t e l s  que  ( D l ~ - k + l  e p p e r t i e n n e  a l ' o u v e r t  W k de 
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1 . 3  e t  que  P k < ( P ( X ) , O ) ; ( D 1 ) d _ k + l >  a i t  ha m u l t i p l i c i t 6  d ' u n e  v a r i G t 6  p o l a i r e  

g G n G r a l e  de ( p ( X ) ~ O ) .  On p r o u v e  que  ce  s o u s - e n s e m b l e  e s t  c o n s t r u c t i b l e  e t  d e n -  

s e  d a n s  G× U p a r  un a r g u m e n t  s e m b l a b l e  ~ c e l u i  u t i l i s 6  en  5 . 4 . 3 .  On a l e  d i a -  

gramme 

G 

G × U  

(1 
Z WI~ G 1 × U 

U G 1 

o~ h e s t  i n d u i t  p a r  l a  s e c o n d e  p r o j e c t i o n  G × U ~ U ,  e t  e s t  d ' i m a g e  d e n s e .  

On r e m a r q u e  que  p r  2 e s t  une  f i b r a t i o n  a l g ~ b r i q u e ,  donc  un m o r p h i s m e  o u v e r t  p o u r  

l a  t o p o l o g i e  de Z a r i s k i .  D ' a p r ~ s  5 . 2 . 2 ,  i l  e x i s t e  un o u v e r t  de  Z a r i s k i  d e n s e  

T o ~ G ×  U t e l  que  p o u r  ( D d _ k + l ,  p)  ~ T o ~ l e  n o y a u  Ker  p de p s o i t  t r a n s v e r s e  

C o ( P k < ( X , O ) ; D d _ k + l > ) .  S o i t  Y c G u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  t e l  que  p o u r  

Dd_k+ 1E V, l a  v a r i G t 6  p o l a i r e  P k < ( X ~ O ) ; D d _ k + l  > a i r  en  O l a  m u l t i p l i c i t 6  gGnG- 

r a l e .  C o n s i d ~ r o n s  e n f i n  l a  c o n s t r u c t i o n  s u i v a n t e .  S o i t  v :  N(X) ~ X  l a  m o d i f i c a -  

t i o n  de Nash  de X ; e t  c o n s i d G r o n s  l e  m o r p h i s m e  de G a u s s  y : N ( X ) ~ G  d ~ ou G d 

e s t  l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  d - p l a n s  d a n s  £ N  P o u r  t o u t e  p r o j e c t i o n  l i n b a i r e  

P : C N  ~ d + l  l a  v a r i G t 6  de S c h u b e r t  Z ( p ) =  ~TE G d /  d i m ( K e r p n  T ) ~ I ~  e s t  de c o d i -  

m e n s i o n  2 d a n s  G d . S o i t  R l ' o u v e r t  de Z a r i s k i  ( d e n s e  g r a c e  au thGor~me  de 

K l e i m a n ,  Chap .  I I I ,  4 . 3 )  de G × U  f o r m 6  d e s  c o u p l e s  ( D d _ k + l ,  p )  t e l  que  

-1  v _ l ( c k  ( Y ( Z ( P ) )  ~ ¥ - l ( C k ( D d _ k + l ) )  s o i t  de c o d i m e n s i o n  2 d a n s  D d _ k + l ) ) .  M o n t r o n s  

que  l ' i n t G r i e u r  U du c o n s t r u c t i b l e  d e n s e  h(W 1) A ( P r 2 ( Y )  N T n R ) )  c o n v i e n t .  
O O 

P o u r  c e l a ,  i l  s u f f i t  de m o n t r e r  que  s i  p E  U ~ on a 
O 

P ( ( P k < ( X ~ O ) ~ D d _ k + l > ) r e d  ) = P k < ( X 1 , O ) ~ P l ( D d _ k + l ) ~ .  ( R a p p e l o n s - n o u s  que  

e s t  de c o d i m c n s i o n  d - k + l  d a n s  ~ d + l  ) D d _ k ÷ l ~ K e r  p ,  donc  P ( D d _ k + l )  = (D1)d_k+ l 

D ' a p r e s  l a  d ~ f i n i t i o n  d e s  v a r i G t ~ s  p o l a i r e s  l o c a l e s ,  e t  l e  f a i r  que  pC  h(W 1) 

P k < ( X ~ O ) ; P ( D d _ k + I  )> N X~ e s t  d e n s e  d a n s  P k < ( X 1 , O ) ~ P ( D d _ k + l ) > .  S i  c e t t e  i n t e r -  

s e c t i o n  n V e s t  p a s  v i d e ,  i l  r G s u l t e  a u s s i t ~ t  de 1 . 3 . 1  e t  du f a i t  que  

PE P r 2 ( P r l l ( Y ) )  que  ~ - l ( P k < ( X 1 , O ) : , P ( D d _ k + l ) >  ) e s t  r ~ u n i o n  de c o m p o s a n t e s  

i r r b d u c t i b l e s  de P k < ( X ~ O ) ; D d _ k + l  > . M o n t r o n s  q u ' e n  f l i t  
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i l  y a ~ g a l t t ~ .  S i  P e s t  u n e  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  de P k < ( X ~ O ) ; D d _ k + l >  q u i  

n ' e s t  p a s  d a n s  ~ - l ( P k < ( X ~ O ) ; P ( D d _ k + l ) )  , P e s t  de  c o d i m e n s i o n  k p u i s q u e  

p E  P r 2 ( P r l l ( Y ) )  e t  p u i s q u e  p E  P r 2 ( R ) ~  i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  po 

de  P e n  c h a q u e  p o i n t  x d u q u e l  X e s t  n o n - s i n g u l i e r  e t  K e r  p t r a n s v e r s e  £ TX, x . 

L ' i m a g e  p a r  p de  TX, x e s t  d o n c  u n e  l i m i t e  d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  en  p ( x )  ~ X 1 • 

S i  (P )  r e n c o n t r e  Xl~° ~ ( P )  e s t  u n e  c o m p o s a n t e  de P k < ( X l , 0 ) ~ P ( D d _ k + l ) >  e t  d o n c  

P ~ - l ( P k < ( X l , 0 ) ; P ( D d _ k + l ) > )  c o n t r a i r e m e n t  ~ l ' h y p o t h ~ s e .  Donc ~ ( P )  e s t  u n  

s o u s - e s p a c e  de c o d i m e n s i o n  k de  X 1 , c o n t e n u  d a n s  l e  l i e u  s i n g u l i e r  de  X 1 , e t  

o 
e n  t o u t  p o i n t  d u q u e l  i l  e x i s t e  u n e  l i m i t e  T 1 d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  ~ X 1 t e l l e  q u e  

d im(T~  ~ P ( D d _ k +  ~) ~ k .  C e c i  m o n t r e  q u e  z ( P )  e s t  u n e  c o m p o ~ a n t e  de d i m e n s i o n  d - k  

de  V ( y l l ( C k ( P ( D d _ k + l ) )  , o~ V l  : N ( X 1 ) ~ d  e s t  l ' a p p l i c a t i o n  de G a u s s ,  e t  c e c i  

c o n t r e d i t ~  p a r  1 . ~  l e  f a i r  q u e  P E h ( W ] ) .  ~ i n s i ~  u n e  t e l l e  c o m p o s a n t e  ne  p e u t  

e x i s t e r ~  e t  l ' o n  a b i e n  x - l ( P k < ( X ] , O ) ~ P ( D d _ k + l ) > =  P k < ( X ~ O ) ~ D d _ k + l > .  F i n a l e m e n t  

l ' a s s e r t i o n  s u r  l e s  m u l t i p l i c i t ~ s  r ~ s u l t e  de ce  q u e  p u i q u e  p E  P r 2 ( T o ) ,  Ker  p 

e s t  t r a n s v e r s e  a C o ( P k < ( X ~ O ) ~ D d _ k + l  >)  e t  du f a i r  q u e  l a  m u l t i p l i c i t ~  e s t  c o n -  

s e r v ~ e  p a r  p r o j e c t i o n  t r a n s v e r s a l e  ( c f .  C h a p .  I ,  5 . 2  e t  4 . 1 ) .  • 

R e m a r ~ u e s  : 1)  L ' a s s e r t i o n  i i i )  du T h ~ o r ~ m e  4 . 2 . 1  de  [ L ~ - T e ]  e s t  i n e x a c t e ,  

comme l ' o n t  m o n t r ~  J . P . G .  H e n r y  e t  M. M e r l e .  I 1  en  e s t  de m~me du C o r o l l a i r e  

4 . 2 . 4  du mSme t r a v a i l .  C e s  r ~ s u l t a t s  n ' ~ t a i e n t  u t i l i s ~ s  n u l l e  p a r t  d a n s  E L ~ - T e ] .  

2)  L ' ~ t u d e  d e s  v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s  r e l a t i v e s  de f : X - - S  e s t  c o m p l i -  

qu~e~  d a n s  l e  c a s  dim S ~  2~ p a r  l e  f a i t  q u e  f I P k < f ~ D d _ k + l >  p e u t  a v o i r  de 

l ' ~ c l a t e m e n t .  

§ 6 .  M i n i - f o r m u l a i r e  p o u r  l e s  v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s .  

I c i  l ' o n  s ' a u t o r i s e  ~ ~ c r i r e  Pk(X~O)~ ou P k ( f ~ O )  p o u r  " l a "  v a r i ~ t ~  p o l a i -  

r e  g ~ n ~ r a l e  de c o d i m e n s i o n  k~ d o n t  s e u l e  l a  c l a s s e  d ' ~ q u i s i n g u l a r i t ~ ,  v o i r e  l a  

m u l t i p l i c i t ~  e s t  d ~ f i n i e  s u r  E. Le l e c t e u r  q u e  c e l a  g ~ n e  e s t  p r i ~  de  p e n s e r  

l a  v a r i ~ t ~  p o l a i r e  g ~ n ~ r i q u e ~  d ~ f i n i e  s u r  u n e  e x t e n s i o n  de ~ ( c f .  § 0 e t  § 1~ 

1 . 4 )  
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6 . 1  Q u e l ~ u e s  i n 6 ~ a l i t ~ s  u t i l e s .  

6 . 1 . 1  P r o p o s i t i o n  : Avec  l e s  n o t a t i o n s  i n t r o d u i t e s  c i - d e s s u s  au § 1~ e__~t 

au § 4. 

a )  On a l ' 6 q u i v a l e n c e  

P k ( f , O )  = ~ ~ >dim ~ f l ( o )  < N - l - d + k  

b )  T o u t  p o i n t  xC  X p o s s e d e  un v o i s i n a g e  o u v e r t  U t e l  que  p o u r  t o u t  x '  E U o__n 

a i r ,  p o u r  O ~ k g  d -1  : 

m x , ( P k ( f , x ' )  ~ m x ( P k ( f , x ) )  • 

D 6 m o n s t r a t i o n  : a )  e s t  une  c o n s e q u e n c e  i m m 6 d i a t e  du t h b o r ~ m e  de B e z o u t  e t  

de 4 . 1 . 1 .  D 6 m o n t r o n s  b)  : d ' a p r e s  1.3~ p o u r  x f i x ~  l ' e n s e m b l e  d e s  D d _ k + l E  G k 

( g r a s s m a n n i e n n e  d e s  p l a n s  de c o d i m e n s i o n  d -k+1  de ~N) t e l s  que  

d i m ( P k < f ~ D d _ k + l  >)  = d - k ,  s i  P k ( f , O ) ~  e s t  un o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  de G k 

on c o n s t r u i t  f a c i l e m e n t  une  f a m i l l e  ~ :  P k ~ ' - ~ W k  t e l l e  que  ~ - l ( D d _ k +  1) ne d i f -  

f ~ r e  de P k < f ; D d _ k + l  > que  p a r  d e s  c o m p o s a n t e s  i m m e r g ~ e s .  P u i s q u e  l a  d i m e n s i o n  

d e s  f i b r e s  de c e t t e  f a m i l l e  e s t  c o n s t a n t e ,  on a p a r  s e m i - c o n t i n u i t 6  de l a  m u l t i  

p l i c i t ~  m o ( P k < f ; D d _ k + l > )  ~ m o ( P k ( f , O ) )  p o u r  t o u t  Dd_k+ 1E W k • 

S i  P k ( f , x ) =  D, d ' a p r ~ s  a)  e t  l a  s e m i - c o n t i n u i t ~  de l a  d i m e n s i o n  d e s  f i b r e s  

d ' u n  m o r p h i s m e ~  on a P k ( f , x ' )  = ~ p o u r  t o u t  x '  a s s e z  v o i s i n  de x .  S u p p o s o n s  

P k ( f , x )  ~ ~ en  un p o i n t  x '  E X -  P k ( f , x )  on a ~ f l ( x ' )  f ~ k f l ( L  d - k )  = ~  p o u r  un 

c e r t a i n  L d - k  donc  p a r  B e z o u t  dim ~ - l ( x ' ) <  N - l - d + k  e t  P k ( f ~ x ' ) =  D. 
~ ' f  

S i x '  E P k ( f ~ x )  e t  e s t  a s s e z  v o i s i n  de x ,  on a p a r  s e m i - c o n t i n u i t 6  de l a  m u l t i -  

p l i c i t ~  de P k ( f ~ x ) ,  l ' i n ~ g a l i t ~  

m x ( P k ( f , x ) )  ~ m x,  ( P k ( f , x ) )  

m a i s  p u i s q u e  P k ( f ~ x )  e s t  de  d i m e n s i o n  d - k ,  l e  g e r m e  de P k ( f , x )  en  x '  

d i m e n s i o n  d - k  e t  e s t  un P k < f ~ D d _ k + l  > en  x ' ,  d ' o ~  l ' i n ~ g a l i t ~  

e s t  de 
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m x , ( P k ( f , x ) )  • mx, ( P k ( f , x ' ) )  

d ' a p r ~ s  ce  q u e  n o u s  a v o n s  vu  p l u s  h a u t ,  e t  l e  r 6 s u l t a t .  • 

6 . 1 . 2  P r o p o s i t i o n  : E t a n t  d o n n ~  u n  s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e r m 6  Y d e  X, 

i l  e x i s t e  u n  f e r m 6  a n a l y t i ~ u e  r a r e  F c Y  t e l  q u e  l ' a p p l i e a t i o n  Y ~ M x ~ y  d e  4 

d a n s  ~ d  d 6 f i n i e  en  3 . 2  s o i t  l o c a l e m e n t  c o n s t a n t e  s u r  4 -  F .  

D 6 m o n a t r a t i o n  : C o n s i d 6 r o n s  l e  d i a g r a m m e  ( e l .  § 3)  

G 

e 4  ~ , N ( X ) Y c ~ N × G  Ev~(x) 

EyX Y ~ X c ~N 

ou v e a t  l a  m o d i f i c a t i o n  de Naah~ ey  l ' 6 c l a t e m e n t  de Y d a n s  X, ey  l ' 6 c l a t e m e n t  

de V - I ( Y )  d a n a  N(X) e t  v~ l e  t r a n s f o r m 6  s t r i c t  de v p a r  ey  • S o i t  Y= UY£ l a  

d 6 c o m p o s i t i o n  de Y e n  c o m p o s a n t e s  i r r 6 d u c t i b l e s  e t  s o i t  

B£ = [ z 6  ~ - l ( 4 £ ) / d i m z  ~ - l ( ~ ( z ) )  > d - l - d i m  Y2] . P u i s q u e  dim ~ - l ( y )  = d - 1  e t  q u e  

e s t  p r o p r e ,  l e  s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  F ° = ~ ( U B £ )  c Y  e a t  r a r e .  S o i t  F 1 l e  

l i e u  s i n g u l i e r  de Y. En p o s a n t  F =  F o 0  F 1 ~ on v o l t  q u e  l ' o n  e s t  r a m e n 6  ~ p r o u -  

v e t  q u e  d a n a  l e  c a s  o~ Y e a t  n o n - s i n g u l i e r ,  e t  y C Y t e l  q u e  

~-l(y)  ~ 
dim = d - l - d i m  4~ l ' a p p l i c a t i o n  Y ~ M x , y  e s t  c o n s t a n t e  au  v o i s i n a g e  de y .  

8 o i t  N ( X ) =  UZ u n e  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  de N(X) t e l l e  que  v - l ( y )  v - t ( Y ) ~  

e t  l e a  i m a g e s  p a r  e 4 d e s  s t r a t e s  d ' 6 q u i d i m e n s i o n n a l i t 6  r e l a t i v e s  de  e y  s o i e n t  

r 6 u n i o n  de s t r a t e s  ( c f .  C h a p .  I I I ,  § 5 ) .  b l o t s  p o u r  O g k ~  d -1  i l  e x i s t e  un  

o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  U k de l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  p l a n s  de c o d i m e n s i o n  d - k + l  

de C N t e l  q u e  p o u r  Dd_k+ 1 6  U k ~ l a  s t r a t i f i c a t i o n  n a t u r e l l e  de Ck(Dd_k+ 1) s o i t  

t r a n s v e r s e  d a n s  O × G  a u x  a t r a t e s  Z c o n t e n u e s  d a n a  v - l ( o ) .  D ' a p r ~ s  ( C h a p .  I l l ,  



453 

4 . 2 . 5  e t  5 . 1 )  on en  d 6 d u i t  q u e  e - l ( ~ - l ( c k ( D d _ k + l ) )  c o i n c i d e  e n s e m b l i s t e m e n t  

a v e c  l e  t r a n s f o r m 6  s t r i c t  de  y 1( - C k ( D d _ k + l ) )  p a r  ey  , e t  que  l a  d i m e n s i o n  de 

s a  f i b r e  a u - d e s s u s  de 0 v a u t  d - k - ~ i m  Y. C ' e s t  donc  a f o r t i o r i  l e  c a s  p o u r  l a  

f i b r e  a u - d e s s u s  de 0 de l ' 6 c l a t e m e n t  de ¥ d a n s  P k < ( X ~ O ) ; D d _ k + l  > ,  d o n c  

P k < ( X ~ O ) ~ D d _ k + l >  e s t  6 q u i m u l t i p l e  l e  l o n g  de Y ( c f .  [ L i ] )  au  v o i s i n a g e  de y 

p o u r  Dd_k+ 1E U k • Comme p a r  a i l l e a r s  on a ,  g r a c e  a l a  t r a n s v e r s a l i t 6 ,  l ' 6 g a l i -  

t 6  ( P k < ( X ~ y ' ) ; D d _ k + l > , y ' ) =  ( P k < ( X , y ) ; D d _ k + l > , y ' )  p o u r  y '  a s s e z  v o i s i n  de y ,  

on o b t i e n t  l e  r 6 s u l t a t  c h e r c h 6 .  • 

6 . 2  Q u e l ~ u e s  f o r m u l e s ,  d a n s  l e  c a s  a b s o l u .  

6 . 2 . 1  P o u r  u n  p l a n  H. de c o d i m e n s i o n  i d a n s  cN e t  a s s e z  g ~ n ~ r a l ~  on a ,  
1 

e n  p o s a n t  X. = (X 
1 ~ H i ) r e d  

/x  P k ( X i ~ O )  ( P k ( X , O )  n H i ) r e  d 

e t  p o u r  l e s  m~mes v a l e u r s  de k~ on a : 

s i  O g k - ¢  d - i - 1  

m ( P k ( X i , O ) )  = m ( P k ( X , O ) )  
o o 

C e c i  r 6 s u l t e  a u s s i t ~ t  de 5 . 4 .  

En p a r t i c u l i e r ,  l a  m u l t i p l i c i t 6  de P k ( X , O )  e s t  c e l l e  de l a  c o u r b e  ~ o l a i r e  

P k ( X d _ l _ k ~ O ) ~  ce  q u i  p e r m e t  de r a ~ e n e r  l e s  c a l c u l s  de m u l t i p l i c i t 6 s  de v a r i ~ -  

t 6 s  p o l a i r e s  a d e s  c a l c u l s  de m u l t i p l i c i t 6 s  de c o u r b e s .  

6 . 2 . 2  

t 6  

S o i t  X l c ~ d + l  u n e  p r o j e c t i o n  h y p e r p l a n e  g 6 n 6 r a l e  de X~ on a l ' 6 g a l i -  

m ( P k ( X , O ) )  = m o ( P k ( X l , 0 ) )  p o u r  O~  k ~ d - 1  
o 

C e c i  r ~ s u l t e  de 5 . 5 . 1 ,  i i ) .  
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C H A P I T R E V 

LE THEOREHE PRINCIPAL 

I n t r o d u c t i o n .  S o i e n t  X un e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  r ~ d u i t  p u r e m e n t  de d imen  

s i o n  d, s o i t  Y un s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  de X~ n o n - s i n g u l i e r  e t  de 

d i m e n s i o n  t ,  e t  s o i t  0 un  p o i n t  de Y. Ce c h a p i t r e  c o n t i e n t  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  

du r ~ s u l t a t  p r i n c i p a l  de ce t r a v a i l ~  a f f i r m a n t  que l e  f a i r  que  l e  c o u p l e  de 

s t r a f e s  (X °~Y) s a t i s f a s s e  en 0 en l e s  c o f i d i t i o n s  de ~ h i t n e y  ( Chap .  I I I ~  § 2) 

de Y d a n s  ~ d  d ~ f i n i e  p a r  l a  m u l t i p l i -  ~ q u i v a u t  a c e  que  l ' a p p l i c a t i o n  Y ~ M x , y  

c i t ~  g ~ n ~ r a l i s ~ e  (C hap .  IV,  3 . 2 )  s o i t  l o c a ] e m e n t  c o n s t a n t e  s u r  Y au v o i s i n a g e  

de O .  

La m~thode  de d ~ m o n s t r a t i o n  e s t  l a  r b c u r r e n c e  s u r  d - t  : on va  c o u p e r  X 

p a r  une  h y p e r s u r f a c e  n o n - s i n g u l i ~ r e  H c o n t e n a n t  Y e t  " a s s e z  g b n ~ r a l e " .  Pou r  

l ' e s s e n t i e l ,  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  va  c o n s i s t e r  a v ~ r i f i e r  que  c h a c u n e  d e s  c o n d i -  

t i o n s  d o n t  on v e u t  v b r i f i e r  l ' ~ q u i v a l e n c e  i m p l i q u e  que  p o u r  H a s s e z  g ~ n ~ r a l e ,  

l ' e s p a c e  t a n g e n t  TH, 0 ~ H e n  0 e s t  t r a n s v e r s e  ~ r o u t e s  l e s  l i m i t e s  en  0 d ' e s -  

p a c e s  t a n g e n t s  ~ X°~ e t  que  ( X N H ) r e  d s a t i s f a i t  e n c o r e  l a  m~me c o n d i t i o n  l e  

l o n g  de ¥ . 

§ 1. La d ~ m o n s t r a t i o n .  

1 .1  Un o u t i l  t e c h n i q u e  i m p o r t a n t  e s t  l e  d i a g r a m m e  c o m m u t a t i f  s u i v a n t ,  

a s s o c i ~  a un p l o n g e m e n t  X c ~ N  a u q u e l  i l  s e r a  f a i r  r ~ f ~ r e n c e  d a n s  t o u t  l e  c h a -  

p i t r e  : 
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X x ] p N - l - t  × ~N-1 

~ EyX 

X x ] p N - l - t  

X x ~N-1 

ey ~ C(X) J Eyc(x) 

~X ~ E N 
ey 

ou ~ e s t  l ' e s p a c e  conorma l  de X dans  E N 1' ey ~ c l a t e m e n t  de Y dans  X, ey 

l ' 6 c l a t e m e n t  de ~ - l ( y )  dans  C(X) e t  ~' v i e n t  de la  p r o p r i 6 t ~  u n i v e r s e t l e  de 
Y 

l ' 6 c l a t e m e n t .  On pose  ~ = ~ o e y .  Oe r e m e r c i e  J . P . G .  Henry e t  M. Merle  de 

m ' a v o i r  mont r6  0ue l a  m o d i f i c a t i o n  de Nash de X u t i l i s ~ e  dans  [Te 5] d e v a i t  

~ t r e  r e m p l a c 6 e  par  l ' e s p a c e  cono:rmal.  

1 . 1 . 1  Remar~ue : Dans l e  diagramme c i - d e s s u s ~  l e  morphisme ~ e s t  l e  t r a n s  

form~ s t r i c t  pa r  l ' 6 c l a t e m e n t  ey du morphisme ~ c ' e s t - ~ - d i r e  que l ' o n  p e u t  

i d e n t i f i e r  EyC(X) au s o u s - e s p a c e  de EyXxC X) d 6 f i n i  pa r  l ' i d ~ a l  c o h 6 r e n t  du 
X 

p r o d u i t  f i b r 6  don t  l e  germe en u:a p o i n t  de ce p r o d u i t  e s t  e n g e n d r 6  par  l e s  

f o n c t i o n s  h o l o m o r p h e s  s u r  ce p r o d u i t  a n n u l e e s  pa r  une p u i s s a n c e  de l ' 6 q u a t i o n  

Pr I 
~EyX x C(X) du d i v i s e u r  e x c e v t i o n n e l  de EyX v i a  l ' h o m o m o r p h i s m e  OEy X X 

c o r r e s p o n d a n t  ~ la  p r e m i e r e  p r o j e c t i o n  ( c f .  [ H . L . T . ] ) .  

1 .2  Th6oreme : S o i e n t  X un e s p a c e  a n a l y t i q u e  complexe  r 6 d u i t  p u remen t  de 

d i m e n s i o n  d~ Y un s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  de X, p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  t~ e t  O 

un p o i n t  non s i n g u l i e r  de Y. Les c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  6 q u i v a l e n t e s  : 

i )  L ' a p p l i c a t i o n  de Y dans  ~ d  d 6 f i n i e  pa r  

y ~ M x , y =  (my(X) ,my(P l ( (X,y ) ) ) ,  . ~ y d ' P d _ l ( X ~ y ) ) )  e s t  c o n s t a n t e  au v o i s i n a g e  de 0 .  

i i )  Pour t o u t  p l o n ~ e m e n t  l o c a l  ( X , O ) c  ( ~ N , o ) ,  on a l ' 6 g a l i t 6  

dim ~ - 1 ( 0 )  = N - 2 - t  s i  ~-1(O~ n ' e s t  pas  v i d e  . 
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i i i )  Le c o u p l e  de s t r a t e s  (X°,Y) v 6 r i f i e  en 0 la  c o n d i t i o n  a) de ~ h i t n e ~  

s t r i c t e  avec  e x p o s a n t  1 e t  l a  c o n d i t i o n  b) de ~ h i t n e $  s t r i c t e  avec  un e x p o s a n t  

non ~ r 6 c i s ~ .  

i v )  Le c o u p l e  de s t r a t e s  (X°,Y)  v 6 r i f i e  en 0 l e s  c o n d i t i o n s  a) e t  b) de 

~ h i t n e y .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : Tout  d ' a b o r d ,  on. p e u t  s u p p o s e r ,  e t  l ' o n  s u p p o s e r a ~  Y p l o n ~  

darts EN combe s o u s - e s p a c e  l i n ~ a i r e .  

~ ) _ ~ _ i i ) .  S u p p o s o n s  d ' a b o r d  d - t >  0 e t  c o n s i d ~ r o n s  l ' e s p a c e  co n o rma l  

: C(X) ~X.  P u i s q u e  d - t >  O~ Y e s t  r a r e  dans  X e t  ~ - l ( y )  e s t  r a r e  dans  C(X)~ 

donc dim ~ l ( y ) ~ N - 2  e t  i l  e x i s t e  ( c f .  Chap. I I I ,  § 5) un ferm~ a n a l y t i q u e  

s t r i c t  F c ¥  t e l  que pour  t o u t  yE Y -  F on a i r  l ' i n ~ g a l i t ~  dim ~ - l ( y ) ~ N - 2 - t .  

D ' a p r ~ s  (Chap.  I¥~ 6 . 1 ,  a) ) c e c i  ~ q u i v a u t  ~ : Pk (X,y )  = D pour  k ~  d - t ,  c ' e s t -  

a - d i r e  m y ( P k ( X , y ) )  = 0 pour  k ~  d - t .  Par  l ' h y p o t h ~ s e  d ' ~ q u i m u l t i p l i c i t ~  on a 

donc mo(Pk(X,O))  = O~ c ' e s t - ~ - d i r e  Pk(X,O) =D pour  k ~  d - t  e t  d ' a p r ~ s  (Loc. c i t . )  

dim u - l { o )  g N - 2 - t  . 

D~montrons  m a i n t e n a n t  l ' a s s e r t i o n  p a r  r ~ c u r r e n c e  s u r  d - t  : S u p p o s o n s  d ' a b o r d  

d - t  = 0 ; dans  ce cas~ Y e s t  une c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  de X, e t  d i r e  que X 

e s t  ~ q u i m u l t i p l e  l e  l o n g  de Y ~ q u i v a u t  ~ d i r e  que ¥= X, donc ~ - l ( y ) =  C(X) e t  

EyC(X) = ~ ,  d ' o u  ~ - 1 ( 0 ) = D .  

Supposons  m a i n t e n a n t  d - t ~  1. Remarquons  d ' a b o r d  que ~ - l ( y )  e s t  un d i v i s e u r  

dans  EyC(X) qui  e s t  de d i m e n s i o n  N-1 p u i s q u e  d imC(X)=N-l~  donc dim ~ - l ( y )  = N-2. 

La f i b r e  de ~ [ ~ - l ( y )  : ~ - l ( y ) ~ y  a u - d e s s u s  d ' u n  p o i n t  g 6 u 6 r a l  yE Y e s t  de d imen-  

s i o n  N - 2 - t  e t  pa r  s e m i - c o n t i n u i t 6  de l a  d i m e n s i o n  des  f i b r e s  d ' u n  morphisme~ 

on a dim ~ - 1 ( 0 ) ~ N - 2 - t .  

Examinons  l e  c a s  ou d - t  = 1 : D ' a p r ~ s  l ' h y p o t h e s e  i )~  comme nous  l ' a v o n s  v u , n o u s  

avons  dim a - l ( o )  g N - 2 - t .  Par  a i l l e u r s ,  l ~ 6 q u i m u l t i p l i c i t 6  de X le  l ong  de Y 

i m p l i q u e  (Chap.  I ,  5 . 1 )  que ey e s t  un morphisme f i n i .  On en d 6 d u i t  a u s s i t S t ,  

p u i s q u e  ~ - 1 ( 0 )  e s t  c o n t e n u  darts e y l ( o )  × ~ - 1 ( 0 ) ,  que dim ~ - 1 ( 0 )  ~ N - 2 - t ,  d~o~ 

l ~ 6 g a l i t 6 ,  p u i s q u e  l ' i n 6 g a l i t 6  i n v e r s e  e s t  un f a i r  g 6 n 6 r a l  comme nous  v e n o n s  

de v o i r .  
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S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  l e  r 6 s u l t a t  d6montr6 pour  d - t  ~ c -1  e t  d 6 m o n t r o n s - l e  pour  

d - t = c .  

N 
On p e u t  c h o i s i r  une r 6 t r a c t i o n  l o c a l e  P : (¢ ,O) ~ (Y,O) e t  c o n s i d 6 r e r  

t N - t  (X~O) comme p long6  dans  Y× . A i n s i  on p e u t  c o n s i d 6 r e r  Ey(X) comme p long6  

dans  Y × ~ N - t  × ~ N - t - I  . C o n s i d 6 r o n s  une s t r a t i f i c a t i o n  Ey(X)=  UX' de Ey(X) 

t e l l e  que e y l ( o )  s o i t  r 6 u n i o n  de s t r a t e s  a i n s i  que chacune  des  images  pa r  

~' : y  EyC(X) ~Ey(X)  des  s t r a t e s  d t 6 q u i d i m e n s i o n n a l i t 6  r e l a t i v e  de a'y ( c f .  

Chap. I I I ,  § 5 ) .  Remarquons  que p u i s q u e  l ' h y p o t h e s e  i )  i m p l i q u e  

dim ~ - 1 ( 0 )  ~ N-2- t~  i l  e x i s t e  un o a v e r t  de Z a r i s k i  dense  U= ~ N - l - t  _ a - l ( o  ) 

de l ' e s p a c e  ~ N - I - t ~ N - 1  des  h y p e r p l a n s  de EN c o n t e n a n t  T¥~ 0 t e l  que pour  

H6 U, H s o i t  t r a n s v e r s e  ~ r o u t e s  l e s  l i m i t e s  en 0 d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  ~ X ° • 

t N - t  S o i t  H c E N - t  un h y p e r p l a n ,  e t  s o i t  H l ' h y p e r p l a n  Y xH c Y  × . La t r a n s f o r -  
O O 

~ N - t - 1  
m6e s t r i c t e  p a r  ey de l ' h y p e r s u r f a c e  H e s t  Y×H'  ou H' t E N - t ×  e s t  

O O 

l ' e s p a c e  6 c l a t 6  de H en O, don t  l a  f i b r e  a u - d e s s u s  de O6 t N - t  e s t  l ' h y p e r p l a n  
O 

P r o j  THo,O de ~ N - t - 1  c o r r e s p o n d a a t  ~ THo,O. 

C h o i s i s s o n s  Ho de t e l l e  f a c o n  que d ' u n e  p a r t  Pro3 T H ,0 s o i t  t r a n s v e r s e  dans  
o 

~ N - t - 1  a t o u t e s  l e s  s t r a t e s  de la  s t r a t i f i c a t i o n  de Ey(X) d 6 c r i t e  c i - d e s s u s  

qui  s o n t  c o n t e n u e s  dans  e y l ( O ) c ~ N - t - 1  , que d ' a u t r e  p a r t  l ' e s p a c e  t a n g e n t  

T H en 0 ~ H = Y×H a p p a r t i e n n e  ~ l ' o u v e r t  U d 6 t e r m i n 6  c i - d e s s u s  e t  pour  t o o t  ~0 o 

k,  O g k <  d - t ,  a l ' i m a g e  pa r  la  p r o j e c t i o n  P2 de l ' o u v e r t  de Z a r i s k i  de Iy  don t  

l ' e x i s t e n c e  a Orb p rouv6e  en (Chap. IV, 5 . 4 . 5 ) .  

D ' a p r e s  (Chap.  I I I ,  4 . 2 . 5 ) ,  pour  t o u t  r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  du germe 

~ N - t - 1  (X,O) le  s o u s - e s p a c e  Y x H '  de ¥ x ~ ; N - t  × e s t  t r a n s v e r s e  ~ t o u t e s  l e s  s t r a  
o 

t e s  X' de Ey(X) e t  pa r  c o n s 6 q u e n t ,  d ' u n e  p a r t  l e  t r a n s f o r m 6  s t r i c t  Ey[XC HI de 

t [X~ HI = (X~ H)re  d pa r  ey c o f ' n c i d e  avec  EyX~ (Y × H o) ( i n t e r s e c t i o n  dans  

Y x ~N-t  ~ N - t - 1  × ) , d ' a u t r e  p a r t ~  d ' a p r e s  (Chap.  I I I ,  5 . 1 )  l e  t r a n s f o r m 6  s t r i c t  

de Ey[X~ HI pa r  le  morphisme ~} c o i n c i d e  e n s e m b l i s t e m e n t  avec ~ ' y I ( [ x F / H ] ) .  

S o i t  ~o une composan t e  i r r 6 d u c t i b ~ e  de d i m e n s i o n  maximale  de g - l ( O ) ~  e t  s o i t  

o c S N - t - 1  l ' i m a g e  pa r  a'y de ~ o .  Si dim To= O, p u i s q u e ,  pa r  c o n s t r u c t i o n ~  

~ o ~ O × n - l ( O ) ,  on a dim ~ o ~ N - 2 - t  e t  pa r  c o n s 6 q u e n t  l ' 6 g a l i t 6  d ig  "~o= N - 2 - t ,  

p u i s q u e  l ' 6 g a l i t 6  i n v e r s e  a t o u 3 o u r s  l i e u .  Si dim ~ > O, d ' a p r e s  le  t h6o reme  
O 
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de B e z o u t ,  P r o j  T H ,0  n~o ~ ~ e t  donc ~o n Ey[X n n] ~ ¢. P u i s q u e  l ' i m a g e  r 6 c i p r o -  
O 

que p a r  ~ de Ey[X n n] c o i n c i d e  e n s e m b l i s t e m e n t  avec  son t r a n s f o r m 6  s t r i c t ,  

on en d 6 d u i t  que ,  n o t a n t  IX n .3 '~  l e  t r a n s f o r m s  s t r i c t  de [ x n  . ]  pa r  l e  m o r p h i s  

me ~,  qui  n ' e s t  a u t r e  que l e  t r a n s f o r m 6  s t r i c t  pa r  ~' du t r a n s f o r m 6  s t r i c t  
Y 

E IX n HI de IX n . ]  pa r  e , on a : 
Y Y 

~on ExnH] '~ t ,~ 

P u i s q u e  TH,OE U, d ' a p r ~ s  (Chap.  IV, 5 . 3 . 1 ) ,  l e  morphisme n a t u r e l  

p : [ x n s ]  ~ • c ( [ x n n ] )  

du t r a n f o r m 6  s t r i c t  de [XAH] par  ~ dans  l ' e s p a c e  co n o rma l  de [ x n H ]  e s t  f i n i .  

C o n s i d S r o n s  m a i n t e n a n t  l e  diagramme 

EyC(X) 
ey 

[XnH] '~  * [ x n H ] -  

1 
! 
I 

p , t  p 
Y* 

W 
g y c ( [ x n a ] )  • e l ' Y  ~ C([X N n ] )  

[xnn] 

ou ~ e s t  l e  morphisme conorma l  de [ X N H ] c H ,  e l ,  Y e s t  l ' 6 c l a t e m e n t  de g - l ( y )  

dans  C ( [ X N B ] )  e t  ey e s t  l e  morphisme i n d u i t  pa r  l e  morphisme d ' ~ c l a t e m e n t  

EyC(X) ~ C ( X ) .  En u t i l i s a n t  l a  p r o p r i 6 t 6  u n i v e r s e l l e  de l ' 6 c l a t e m e n t ~  on o b t i e n t  

' qui  e s t  en f a i r  l e  t r a n s f o r m s  s t r i c t  du morphisme p une f a c t o r i s a t i o n  py , 

pa r  l ' 6 c l a t e m e n t  e 1,Y, donc e s t  un morphisme f i n i  p u i s q u e  p e s t  f i n i .  De p l u s ,  

p o s a n t  ~ ( 0 ) =  ~-1(O)  e t  ~1(O)=  ~11(O) ,  on a l ' ~ g a l i t 6  : 

(*)  p , ~ ( ~ ( o ) )  : ~J(o) n Ix n HI ,~  
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M o n t r o n s  m a i n t e n a n t  que  [ X N H ]  s a t i s f a i t  a u s s i  l ' h y p o t h ~ s e  de i ) ,  c ' e s t - ~ - d i r e  

l ' 6 q u i m u l t i p l i c i t 6  de s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s .  P a r  n o t r e  c h o i x  de H , pou r  un 
O 

Dd_k+ 1 a s s e z  g 6 n 6 r a l  pa rmi  ceux  qu i  s o n t  c o n t e n u s  d a n s  H, on p e u t  p r e n d r e  

Pk(X,O)  = P k < ( X , O ) ; D d _ k + l  > e t  on a m o( Pk ( X ,O ) )  = mo(Pk(X,O)  ~ H )  ( c f .  Chap.  IY~ 

5 . 4 . 3 ) .  M o n t r o n s  que l ' h y p o t h ~ s e  d ' 6 q u i m u l t i p l i c i t 6  i m p l i q u e  l ' 6 g a l i t 6  

my(Pk(X,Y) )  = m y ( P k ( ( X , O ) ~ D d _ k + l ) )  p o u r  y E Y : c o n s i d 6 r o n s  l e  d iagramme d ' i n 6 -  

g a l i t 6 s  : 

mo(Pk (x'O)) = my(Pk(X' y)) 

II ^ \  

m o ( P k < ( X , O ) ; D d _ k + l  >)  ~ m y ( P k < ( X , O ) ; D d _ k + l > )  

o~ l ' 6 g a l i t 6  h o r i z o n t a l e  v i e n t  de l ' h y p o t h ~ s e ~  l ' 6 g a l i t 6  v e r t i c a l e  du c h o i x  de 

Dd_k+ 1 , l ' i n 6 g a l i t 6  h o r i z o n t a l e  de l a  s e m i - c o n t i n u i t 6  de l a  m u l t i p l i c i t 6 ~  e t  

l ' i n 6 g a l i t 6  v e r t i c a l e  de l ' a r g u m e n t  de (Chap .  IV,  6 . 1 ) .  Le r 6 s u l t a t  c h e r ~ h 6  en  

d 6 c o u l e .  De m~me l e  d iagramme d ' i n 6 g a l i t 6 s  : 

mo(Pk<(X,O)~Dd_k+l>) = my(Pk<(X,O);Dd_k+l>) 

II h~ 

^ < ^ 
mo(Pk<(X,O) ;Dd  k+l>NIt) ~ m (Pk (X'O)~Dd k+ l  >NH) - -  y - 

d o n t  l a  j u s t i f i c a t i o n  e s t  a n a l o g u e  nous  m o n t r e  que d ' u n e  p a r t  

P k < ( X , O ) ; D d _ k + l  > ~ H  e s t  6 q u i m u l t i p l e  l e  l o n g  de Y, e t  d ' a u t r e  p a r t  H e s t  t r a n s -  

v e r s e ~  au s e n s  de s  m u l t i p l i c i t 6 s ,  a P k ( X , y )  en  t o u t  p o i n t  y E Y a s s e z  v o i s i n  

de O.  Comme H r e s t e  t r a n s v e r s e  aux l i m i t e s  en y d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  a X ° pour  

y a s s e z  p r o c h e  de O e t  c o n t i e n t  Dd_k+ 1 , on a 

P k < ( ~ X n H J , y ) ~ D d _ k + l >  Pk<(X~y) ;Dd_k+l>nH = 
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d ~ a p r b s  ( C h a p .  IV,  5 . 4 . 2 ) .  

F i n a l e m e n t ~  on a l e s  6 g a l i t ~ s  

m y ( P k ( [ X N H ] , y )  = m y ( P k ( X , y ) ~ H )  = m y ( P k < ( X , O ) ~ D d _ k + l  > ~ H )  = 

m y ( P k < ( X , O ) ~ D d _ k + l  > = m o ( P k < ( X , O ) ~ D d _ k + l  >) = m o ( P k ( X , O ) )  = m o ( P k ( [ X n H ] , O ) )  

d ' o u  l e  r 6 s u l t a t  c h e r c h 6 .  

P a r  l ' h s p o t h b s e  de r 6 c u r r e n c e ,  e t  p u i s q u e  dim[XNH] = d-1  e t  que  [ X N H I c H ,  on 

en  d ~ d u i t  que  l ' o n  a l ' ~ g a l i t ~  : 

dim ~ 1 1 ( 0 )  = N - 3 - t  

I D ' a p r ~ s  l ' 6 g a l i t 6  (~)  c i - d e s s u s ,  e t  l a  f i n i t u d e  du m o r p h i s m e  p y ,  on en  d 6 d u i t  : 

dim ~ ( 0 )  N ~X N H ] ' ~ =  N - ~ - t ,  e t  donc  en p a r t i c u l i e r ,  en  r e v e n a n t  a n o t r e  compo-  

s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  ~o de ~ ( 0 ) ,  p u i s q u e  n o u s  s a v o n s  que  ~o r e n c o n t r e  [ X N H ~ ' ~ ,  

n o u s  a v o n s  

d i m ( ~ o  N [ X N l l j ' ~ )  -< N - 5 - t  

P a r  a i l l e u r s ,  [ X N H ] ' ~  e s t  une  u n i o n  de c o m p o s a n t e s  d ' u n  s o u s - e s p a c e  de 

EyC(X) d 6 f i n i  p a r  une  s e u l e  ~ q u a t i o n  : c e l l e  de H c o m p o s 6 e  a v e c  C, p a r  c o n s 6 -  

q u e n t  on a ( [ B b k  5 ] ,  § 3 ,  No 1 ,  P r o p .  2 )  l ' i n ~ g a l i t ~  

d i m ( ~ o N  [ X N H ] ' ~ )  ~ dim ~ o -  1 

d ' o u  f i n a l e m e n t  

dim ~o ~ N - 2 - t  

e t  l e  r ~ s u l t a t  c h e r c h ~ .  • 
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1 . 1 . 2  R e m a r q u e  : S o i e n t  X e t  Y comme en  1 . 1 .  N o u s  v e n o n s  de v o i r  q u e  s i  

M x e s t  c o n s t a n t  l e  l o n g  de Y au v o i s i n a g e  de O, i l  e x i s t e  un  o u v e r t  de 
,Y 

Z a r i s k i  d e n s e  A k C G  k t e l  q u e  p o u r  Dd_k+ 1E A k , P k < ( X , O ) ; D d _ k + l  > s o i t  ~ q u i m u l t i -  

p l e  l e  l o n g  de Y. La r ~ c i p r o q u e  de  c e t  ~ n o n c ~  e s t  v r a i e  a u s s i .  S o i t  e n  e f f e t  

( c f .  C h a p .  IV ,  6 . 1 . 2 )  F k e y  u n  f e r m ~  a n a l y t i q u e  r a r e  t e l  q u e  m y ( P k ( X , y ) )  s o i t  

c o n s t a n t e  p o u r  y E  Y -  F k S i  F k e s t  n o n  v i d e ,  on c o u p e  r o u t e  l a  s i t u a t i o n  p a r  

u n  s o u s - e s p a c e  l i s s e  de  c o d i m e n s i o n  d im Y -  1 de  CN r e n c o n t r a n t  F k e n  {0]~ e t  

l ' o n  s e  r a m ~ n e  au  c a s  o~ d im Y= 1.  On m o n t r e  p a r  u n  a r g u m e n t  a n a l o g u e  £ c e l u i  

de ( C h a p .  IV ,  5 . 2 . 1 )  q u ' i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  D k e G  k t e l  q u e  s i  

Dd_k+ 1E D k ~ on a i r  m y ( P k < ( X , y ) ~ D d _ k + l  >)  = m y ( P k ( X , y ) )  p o u r  y E  Y -  [0~ a s s e z  

p r o c h e  de O. Comme i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  C k ~ G  k t e l  q u e  l a  m~me 

~ g a l i t ~  a i r  b i e n  l i e u  p o u r  y =  O, en  p r e n a n t  A k =  D k N C  k , on  o b t i e n t  u n  o u v e r t  

de Z a r i s k i  d e n s e  t e l  q u e  

m y ( P k < ( X , O ) ; D d _ k + l  >)  = m y ( P k ( X , y ) )  p o u r  y E  Y 

d ' o ~  l e  r 6 s u l t a t .  • 

L ' i m p l i c a t i o n  i i )  ~ i i i )  n ' e s t  a u t r e  q u e  l e  r 6 s u l t a t  de ( C h a p .  I I I ,  2 . 3 . 1 ) .  

L ' i m p l i c a t i o n  i i i )  ~ i v )  e s t  6 v i d e n t e .  

P r o u v o n s  i v )  ~ i ) .  P o u r  c e l a ,  n o u s  a l l o n s  t o u t  d ' a b o r d  m o n t r e r  : 

1 . 2 . 1  P r o p o s i t i o n  : S i  l e  c o u p l e  de s t r a t e s  ( x O , y )  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  

de  W h i t n e y  e n  O, on a l ' i n ~ a l i t ~  : d im ~ - 1 ( 0 )  s N - 2 - t  . 

D ~ m o n s t r a t i o n  : D ~ a p r ~ s  ( C h a p .  IV ,  6 . 1 ) ,  i l s u f f i t  de p r o u v e r  P d _ t ( X , O )  = ~ ,  

e t  p o u r  u n  p l a n  H de ¢ N de c o d i m e n s i o n  t - 1  p a s s a n t  p a r  0 e t  au  d e m e u r a n t  a s s e z  

g ~ n ~ r a l ,  d ' u n e  p a r t  l ' i n t e r s e c t i o n  Y ~ H  s e r a  n o n - s i n g u l i ~ r e  de d i m e n s i o n  1~ 

d ' a u t r e  p a r t  d ' a p r ~ s  ( C h a p .  I I I ~  4 . 2 . 2 ) ,  l e  c o u p l e  ( [ X N H ] ° ~ Y n H ) )  s a t i s f e r a  

e n  0 l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y ,  e t  e n f i n  ( c f .  C h a p .  IV ,  6 . 2 )  on a u r a  l ' ~ g a l i t ~  

de m u l t i p l i c i t ~ s  : m o ( P d _ t ( X ) )  = m o ( P d _ t ( X N H ) r e d ) .  I 1  s u f f i t  donc  de  p r o u v e r  

q u e  P d _ t ( ( X n H ) r e d , O )  e s t  v i d e ,  e t  p u i s q u e  d i m ( X n H ) r e  d =  d - t ~  n o u s  v o y o n s  q u e  
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n o u s  a v o n s  r a m e n 6  l a  p r e u v e  de  l a  P r o p o s i t i o n  a s a  p r e u v e  d a n s  l e  c a s  p a r t i c u -  

l i e r  o~ t = 1. T o u t  v a  r e p o s e r  s u r  l e  lemme s u i v a n t  : 

1 . 2 . 2  L e m m e - c l 6  : S o i e n t  ( X , O ) c  ( ~ N , o )  un  e s p a c e  a n a l ~ t i q u e  c o m p l e x e  r b d u i t  

p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d,  e t_t ( Y , O ) c  (X ,O)  u n e  c o u r b e  n o n - s i n ~ u l i ~ r e  e n  O. D a n s  

EN 
l ' e s p a c e  ~ d e s  p r o j e c t i o n s  l i n ~ a i r e s  p :  ~ ¢ 2  i l  e x i s t e  un  o u v e r t  c o n s t r u c -  

t i b l e  d e n s e  Y t e l  que  p o u r  r o u t e  p r o ~ e c t i o n  p e r  on a i r ,  en  n o t a n t  P d _ l < p >  l a 

f e r m e t u r e  d a n s  X de ] . ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  c r i t i q u e s  de p lX ° : 

i )  L ' e n s e m b l e  P d _ l < p >  e s t ,  au  v o i s i n a ~ e  de O, u n  e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  

f e r m 6  de d i m e n s i o n  1, q u i  e s t  u n e  c o u r b e  p o l a i r e  ~ @ n ~ r a l e  de ( X , O ) ,  e_! 

IPd_~<p> n Yl=~o}. 
i i )  La p r o j e c t i o n  p e s t  g ~ n ~ r a l e  p o u r  l a  c o u r b e  P d _ l < P > U  Y e__nn O, a__uu 

s e n s  de ( C h a p .  I ,  § 6 ,  P r o p .  6 . 2 . l ) .  

D 6 m o n s t r a t i o n  : On s u p p o s e  t o u j o u r s  ~N muni  d e s  c o o r d o n n + e s  Z l , . . . , z  N e t  

l ' o n  m u n i t  E 2 de c o o r d o n n ~ e s  x e t  y .  On p e u t  p o u r  p r o u v e r  l e  Lemme s e  c o n t e n -  

t e r  de c o n s i d ~ r e r  l e s  p r o j e c t i o n s  q u i  s o n t ,  a un  a u t o m o r p h i s m e  l i n ~ a i r e  de ~2 

N N 
p r O s , d e  l a  f o r m e  : x =  z I + Z3 a.i z i  ' Y = z2  + Z3 b i  z i  . On c o n s i d e r e  d o n c  l a  

f a m i l l e  de p r o j e c t i o n s  c i - d e s s u s  comme un  m o r p h i s m e  E N y E 2 ( N - 2 )  ~ 2 × ¢ 2 ( N - 2 )  

D ' a p r ~ s  ( C h a p .  IV ,  1 . 3 . 1 ) ,  i l  e x i s t e  un  f e r m ~  de Z a r i s k i  B c ~ 2 ( N - 2 )  t e l  q u e  

p o u r  ( a , b )  E ~ 2 ( N - 2 )  _ B, l e  l i e u  c r i t i q u e  de l a  r e s t r i c t i o n  a X ° de l a  p r o j e c -  

t i o n  c o r r e s p o n d a n t e  s o i t  u n e  c o u r b e ,  d o n t  l ' a d h ~ r e n c e  dar ts  X e s t  u n e  c o u r b e  

p o l a i r e  g ~ n ~ r a l e .  

P a r  a i l l e u r s ,  r e m a r q u o n s  q u e  s i  Y e s t  c o n t e n u  d a n s  l e  l i e u  s i n g u l i e r  

de X~ on  a P d _ l < p > n  Y = [ 0 ]  p u i s q u e  d ' a p r e s  l a  d ~ f i n i t i o n  d e s  v a r i @ t ~ s  p o l a i r e s  

( C h a p .  IV,  1 . 3 )  e t  l e  f a i r  q u e  P d _ l < p >  e s t  u n e  c o u r b e ,  on a 

P d _ l < p > n  S i n g  X= [ 0 ] .  S i  Y n ' e s t  p a s  c o n t e n u  d a n s  S i n g  X~ s o i t  T l a  l i m i t e  

en  0 d e s  e s p a c e s  t a n g e n t s  a X ° a u x  p o i n t s  de ¥ -  [ 0 } .  L e s  p r o j e c t i o n s  p t e l l e s  

q u e  Ker  p ~ T  ne  s o i t  p a s  de c o d i m e n s i o n  2 d a n s  T f o r m e n t  un  f e r m ~  a n a l y t i q u e  

r a r e  B'  de E 2 ( N - 2 ) ,  e t  p o u r  t o u t  p r o j e c t i o n  pE  ~ 2 ( N - 2 )  - ( B u  B ' ) ~  on a u r a  



463 

Pd_l<P >N Y= [ 0 ) .  Ceci  ach~ve  d ' ~ t a b l i r  l e  p o i n t  i ) .  

Grace  au lemme de t r a n s v e r s a l i t ~  des  v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s  (Chap.  IV, 5 . 1 )  i l  

e x i s t e  darts ¢2 (N-2 )  _ ( B U B ' )  un o u v e r t  V l ,  c o n s t r u c t i b l e  e t  d e n s e  dans  ¢2(N-2)  

t e l  que ,  pour  t o u t  pE V 1 , l e  noyau Ker p de p s o i t  t r a n s v e r s e  au c~ne t a n g e n t  

en 0 ~ l a  c o u r b e  Pd_l<p>U Y, c ' e s t - ~ - d i r e  ne c o n t i e n n e  aucune des  d r o i t e s  qui  

c o n s t i t u t e n t  l e  c~ne t a n g e n t .  Comme nous  l ' a v o n s  d~ ja  vu,  nous  pouvons  c h o ~ s i r  

un sys t~me  f l , . . . , f m ,  f i  E O N de g 6 n 6 r a t e u r s  de l ' i d 6 a l  d 6 f i n i s s a n t  
¢ ,O 

( X , O ) c  (~N,o)  t e l  que darts un v o i s i n a g e  de O×V 1 darts ~ N x v 1 ,  l a  r 6 u n i o n  de 

S ing  XxV l avec  U Pd_l<p> s o i t  d 6 f i n i e  pa r  l ' i d 6 a l  e n g e n d r 6  par  l e s  ( f i ) a , b  
PEV 1 

~ ( ( f l ) a , b , ' ' ' , ( f N _ d ) a ,  b) 
e t  pa r  l e s  d 6 t e r m i n a n t s  j a c o b i e n s  , t e l s  que 

~ ( z .  , . . . , z .  ) 
1 I IN_ d 

( i l , . . . ~ i N _  d) c [ 5 , . . . , N ) ,  ou pour  b EO N on a n o t 6  h la  f o n c t i o n  o b t e n u e  
E , 0  a , b  

N N 
en s u b s t i t u a n t  x - ~  a . z .  a z 1 e t  y -  ~ b . z .  a z 2 ,  e t  l ' o n  a p r i s  pour  c o o r d o n  

3 I 1 5 1 i 

n6es  s u r  t N × v  l e s  f o n c t i o n s  x ,  y,  1 z 3 , - - . , z  N , a 3 , . . . , a  N , b2,...,b N • Nous avons 

a i n s i  une f a m i l l e  a n a l y t i q u e  ~ de c o u r b e s  de ~N p a r a m 6 t r 6 e  pa r  V 1 ~ dont  

l ' i m a g e  pa r  le  morphisme E N xV 1 ~ 2 × v l  qui  ~ ( x , y , z s , . . . , Z N , ~ ,  ~) a s s o c i e  

( x , y , a , b )  e s t  une f a m i l l e  a n a l y t i q u e  ~1 de c o u r b e s  p l a n e s  p a r a m 6 t r b e  pa r  V 1 

( l ' i m a g e  e s t  t o u j o u r s  d 6 f i n i e  ( c f .  [Te 5 ] ,  § 3) i c i  pa r  l ' i d ~ a l  de F i t t i n g  

Fo(O ~ )  du O 2 -module  ~ ) .  
xV 1 

D ' a p r e s  l e s  r ~ s u l t a t s  g~n~raux  ( c f .  [Te 2 ] ,  I )  s u r  l a  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e ,  

i l  e x i s t e  un ferm~ a n a l y t i q u e  r a r e  A de V 1 t e l  que au v o i s i n a g e  de t o u t  p o i n t  

de V 1 - A, ]a  f a m i l l e  ~ ~ - - - ~ V  1 (ou d e s t  l a  s e c t i o n  qui  p i q u e  0 dans  chaque  

f i b r e )  a d m e t t e  une n o r m a l i s a t i o n  s i m u l t a n ~ e  qui  de p l u s  a l a  p r o p r i ~ t ~  que 

I n - l ( d ( V 1 ) ) I  ~ ~(v 1) e s t  ~ t a l e ,  ou n : ~  ~ e s t  l a  n o r m a l i s a t i o n .  

Par  a i l l e u r s ,  d ' a p r e s  (Chap.  I ,  6 . 4 . 2 ) ,  i l  e x i s t e  un ferm~ a n a l y t i q u e  r a r e  B 

de V 1 t e l  que l a  f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s  p 1 : ~ l ~ - l ~ , V 1  (o~ ~1 p i q u e  0 dans  

chaque  f i b r e )  s o i t  b q u i s a t u r ~ e  en t o u t  p o i n t  de V 1 -  B . 

Examinons  ce qui  se  p a s s e  au v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  Po de V 1 \  (Au B).  La f a m i l l e  

des  c o u r b e s  p o l a i r e s  Pd_l<p> admet une p a r a m ~ t r i s a t i o n  s i m u l t a n ~ e ,  c ' e s t - $ - d i r e  
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q u ' e l l e  p e u t  S t r e  r e p r ~ s e n t ~ e  comme l ' i m a g e  r ~ d u i t e  d ' u n  m o r p h i s m e  

r 
(11 ( E , O ) )  x V I ~ E N × v  I o u r  e s t  l e  nombre  d e s  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  de 

P=I 

P d _ l < P o > U Y  (ou de ( ~ ( p o )  , a c a u s e  du f a i t  que  I n - l ( ~ ( V l ) ) I - * ~ ( v l )  e s t  ~ t a l e ) .  

Donc s i  n o u s  f a i s o n s  un  c h a n g e m e n t  de c o o r d o n n ~ e s  de s o r t e  que  l e s  c o o r d o n n ~ e s  

a~ b du p o i n t  po E V 1 s o i e n t  n u l l e s ,  e t  n o t o n s  d o r ~ n a v a n t  0 p o u r  P o '  c h a q u e  com-  

p o s a n t e  i r r b d u c t i b l e  ~£ de ~ au v o i s i n a g e  de O p e u t  ~ t r e  r e p r ~ s e n t ~ e  p a r a m ~ t r i -  
n~ 

q u e m e n t  comme s u i t  : ( c f .  Chap .  I ,  § 6) : x =  t~ , y = X ~ ( t ~ , a , b ) ,  z i = ~ i ( t ~ , a , b )  

( 3 < _ i  <N)  e t  1 ~ £  ~ r .  N o t e r  que  n o u s  u t i l i s o n s  i c i  l e  f a i t  que  l a  p r o j e c t i o n  

de P d _ l < p >  s u r  s o n  i m a g e  d a n s  ~2 e s t  t r a n s v e r s a l e  p o u r  P E V 1 ,  e t  que  ~1 e s t  

~ q u i m u l t i p l e  l e  l o n g  de ~ 1 ( V 1 - A L J  B) .  Nous n o u s  p r o p o s o n s  de p r o u v e r  que  d a n s  

@x9 
l ' a n n e a u  OM~O on a l e s  i d e n t i t ~ s  : z k -  8b k p o u r  3 ~ k g N .  I1  s u f f i t  de  p r o u v e r  

r 

1 I o que  c e s  i d e n t i t b s  s o n t  v ~ r i f i ~ e s  d a n s  l e  n o r m a l i s ~  &:E,O = =1 

R e m a r q u o n s  t o u t  d ' a b o r d  que  s u r  ] a  c o m p o s a n t e  Y x V  1 de ~ ,  l e s  i d e n t i t ~ s  s o n t  

v ~ r i f i ~ e s  p u i s q u e  l a  p a r a m b t r i s a t i o n  c o r r e s p o n d a n t e  e s t  donn~e  p a r  d e s  f o n c -  

t i o n s  ~ i ,  ~,  ~a i n d 6 p e n d a n t e s  de a e t  b e t  que  p a r  c o n s e q u e n t  on e s ~  r amen~  
N 

d b r i v e r  p a r  r o p p o r t  ~ b .  l ' i d e n t i t ~  ~ ( t ) =  z 2 ( t ) +  Z b .  z . ( t )  o~ 
3 3 J 3 

z l ( t ) , z 2 ( t ) , . . . , z N ( t )  e s t  u n e  p a r a m 6 t r i s a t i o n  de Y. 

E c r i v o n s  m a i n t e n a n t  l e s  6 q u a t i o n s  s a t i s f a i t e s  p a r  l e s  a u t r e s  c o ~ n p o s a n t e s  de :~, 

en  u t i l i s a n t  l a  p a r a m ~ t r i s a t i o n  : 

n£ N 

f j ( t ~  - Z a i ~ i ( t ~ a ~ b ) , ~ a ( t £ , a , b )  - 
3 

N 
Z b i ~ i ( t ~ , a , _ b ) ,  C 3 ( t ~ , a , b ) , - . . , ~  N 
3 

( t ~ , a , b ) )  = O 

p o u r  l ~ j ~m e t  c h a q u e  ~ 

e t ~ p a r  d b f i n i t i o n  d e s  c o u r b e s  p o l a i r e s ,  s u r  c e s  c o m p o s a n t e s  de ~ s ' a n n u l e n t  

a u s s i  d e s  d ~ t e r m i n a n t s  j a c o b i e n s  : 

~ ( ( f l ) a , b , ' ' - ' , ( f N _ d ) a ,  b )  
a v e c  

~ ( Z i l ' ' ' ' *  ZlN_ d "  ) 

~ i l , - . . , i N _ d ~ C  ~ 3 , . . . , N 3  
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d 6 r i v o n s  chacune  des  N-d p r e m i e r e s  6 q u a t i o n s  du p r e m i e r  g roupe  par  r a p p o r t  

bk : nous o b t e n o n s  un sys t~me d ' @ q u a t i o n s  l i n 6 a i r e s  que nous pouvons  ~ c r i r e  : 

N ( ( ~ ( f J ) a , b )  ) ( ( 5 ( f 3 ) )  ~.} ( ) 

i=3 ~-'z~ 1 ° X ~ + 5y ° ~k 5b k 
0 ( 1 ~  j ~ N - d )  

ou k d 6 s i g n e  l a  p a r a m 6 t r i s a t i o n  de l a  £ - i~me composan te  de ~ .  

U t i l i s a n t  l ' a n n u l a t i o n  des  d 6 t e r m i n a n t s  j a c o b i e n s ~  la  r ~ g l e  de Cram~r nous 

donne a l o r s ,  pour  chaque [ i 2 , . . . , i N _ d J C [ 3 , . . . , N } ,  l ' @ q u a t i o n  (dans  (}~,O) 

( ~ ( ( f l ) a ' b ' ' ' ' ' ( f N - d ) a ' b )  ) ( ) 

3 ( y , z i 2 ~ . . . , Z i N _ d  ) o k . ~ k -  ~ k = O 

Montrons  q u ' i l  e s t  i m p o s s i b l e  que t o u s l e s  m i n e u r s  j a c o b i e n s  a p p a r a i s -  

s a n t  dans c e s  ~ q u a t i o n s  s ' a n n u l e n t  su r  la  composan te  de ~ que nous c o n s i d 6 r o n s .  

Si  en e f f e t  t e l  ~ t a i t  l e  c a s ,  l e s  r ~ g l e s  de Cram~r nous m o n t r e n t ,  au vu de l a  

n u l l i t 6  des  d 6 t e r m i n a n t s  j a c o b i e n s  qui  s ' a n n u l e n t  su r  ~,  que l ' e s p a c e  t a n g e n t  

X au p o i n t  g b n 6 r a l  de l a  ~ - i e m e  composante  de l a  courbe  p o l a i r e  ~ (po  ) c o r r e s -  

pondan t  ~ n o t r e  p o i n t  O s e r a i t  con t enu  darts l ' h y p e r p l a n  d x - O  ; en p a r t i c u l i e r ,  

l ' e s p a c e  t a n g e n t  a la  cou rbe  p o l a i r e  e l l e -m~me s e r a i t  con tenu  dans dx= O en 

ce p o i n t ,  ce que c o n t r e d i t  a u s s i t ~ t  l e  Lemme de t r a n s v e r s a l i t @  des v a r i @ t 6 s  

p o l a i ~ e s  (Chap. IV, 5 . 1 ) .  A i n s i  nous avons  b i e n ,  su r  chaque  composante  de ~ ,  

e t  donc dans l ' a n n e a u  O ~  O ~ l e s  6 g a l i t @ s  

( 5 ~ k ~ N )  z k - ~b k 

Achevons  m a i n t e n a n t  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  du Lemme-cl6 : 

Au v o i s i n a g e  de t o u t  p o i n t  de ~ 1 ( V 1 -  AUB)~ la  f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s  
n£ 

~ 1 ~ V 1  e s t  r e p r 6 s e n t 6 e  pa ram@tr iquement  pa r  x=  t£ , y = V ( t £ , a , b )  (1_<£_<r)  e t  
b 

e s t  6 q u i s a t u r 6 e . D ' a p r e s  ce que nous vu en {Chap. I ,  6 . 4 )  l e s  d 6 r i v a t i o n s  5b---k 

- - ~  ~ { t £ , a ~ b }  c o n s e r v a n t  de ~ [ a , b }  s ' 6 t e n d e n t  en des  d 6 r i v a t i o n s  D k de O ~ l , p  ° £=1 

s(P 1 ) 
l ' a n n e a u  O~¢t~ O s a t u r ~  r e l a t i f ~  e t  v 6 r i f i a n t  D k a i  = O~ D k t~ = O. P u i s q u e  b i e n  
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r 

s ~ r  l ' i m a g e l - l D ( t £ , a , b )  de y d a n s  O~ 0 a p p a r t i e n t  au  s a t u r ~  r e l a t i f ,  n o u s  
1 ~ 1 '  

a v o n s  a i n s i  p r o u v 6  l e s  i n c l u s i o n s  : 

z~" °~,0 e ~*~,o ( 5 ~ k _ ( N )  

ce  q u i  i m p l i q u e  q u e  l e  s o u s - a n n e a u  de ~ 1 , 0  e n g e n d r ~  p a r  0 ~ 1 ~ 0  e t  l e s  z k • O ~ 1 , 0 ,  

s o u s - a n n e a u  q u i  n ' e s t  a u t r e  q u e  O~, 0 ~ a l e  m~me s a t u r ~  r e l a t i f  q u e  O~tl~ 0 

comme on l e  v ~ r i f i e  a u s s i t S t .  Nous  a w ) n s  d o n c  d ~ m o n t r ~  q u e  l e  m o r p h i s m e  

P ~ ~1 q u i  e s t  f i n i ,  e s t  b i m ~ r o m o r p h e  au v o i s i n a g e  de d (O)~  e t  i n d u i t  u n  

i s o m o r p h i ' s m e  de s a t u r ~ s  r e l a t i f s  (~  P l e t  p = P l  ° p ) "  P a r  p a s s a g e  a u x  f i b r e s  

a u - d e s s u s  de O, on o b t i e n t  d o n c  ( c f .  C h a p .  I ,  6 . 4 . 1 )  q u e  l e  m o r p h i s m e  de l a  

c o u r b e  P d _ l < P o > U  ¥ s u r  s o n  i m a g e  p a r  Po d a n s  ~2 s ' ~ t e n d  e n  u n  i s o m o r p h i s m e  d e s  

s a t u r ~ s ,  c e  q u i  a c h ~ v e  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  du L e m m e - c l ~ .  

D 6 m o n t r o n s  m a i n t e n a n t  l a  P r o p o s J t i o n ~  p a r  l ' a b s u r d e .  Comme n o u s  l ' a v o n s  

r e m a r q u 6 ~  i l  s u f f i t  de p r o u v e r  q u e  l a  v a r i 6 t 6  p o l a i r e  P d _ I ( X , O )  e s t  v i d e ~  a v e c  

l ~ h y p o t h e s e  : d im Y= 1 e t  (X°~Y) s a t i s f a i t  en  O l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y .  

C h o i s i s s o n s  u n e  p r o j e c t i o n  l i n b a i r e  p :  ~ N  2 a s s e z  g ~ n ~ r a l e  p o u r  s a t i s f a i r e  

a u x  c o n c l u s i o n s  du L e m m e - c l ~  c i - d e s s u s ,  e t  c h o i s i s s o n s  u n e  r 6 t r a c t i o n  l o c a l e  

p : ( E N ~ o ) -  (Y~O) t e l l e  q u e ,  n o t a n t  T l ' a p p l i c a t i o n  t a n g e n t e  ~ P e n  O, on a i r  
P 

l V i n c l u s i o n  K e r  p c K e r  Tp . D ~ a p r ~ s  l e  L e m m e - c l ~  on a P d _ l ( X ~ O )  = P d _ l < p >  e t  

Hi c e t t e  c o u r b e  n W e s t  p a s  v i d e ~  s o i t  17 u n e  d i r e c t i o n  l i m i t e  en  O d t e s p a c e  t a n -  

g e n t s  ~ X ° l e  l o n g  d ' u n e  d e s  c o m p o s a n t e s  i r r 6 d u c t i b l e s  de c e t t e  c o u r b e .  P u i s -  

q u e  p o u r  c h a q u e  p o i n t  x E  P d _ l ( X ~ O )  N X°~ on a l ' i n 6 g a l i t 6  d im(Tx~  x N  Ker  p)  ~ d - l ~  

on a b g a l e m e n t  l ' i n ~ g a l i t 6  d i m ( T N  Ker  p )  ~ d ( 1 .  S o i t  £ u n e  d i r e c t i o n  l i m i t e  de 

s 6 c a n t e s ~  o~ x .  t e n d  v e r s  0 l e  l o n g  de l a  mSme c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  
1 1 1 

de P d _ l ( X ~ O ) .  

D ~ a p r b s  l e  l e m m e - c l 6 ~  n i  £ n i  T¥~ O n ' e s t  c o n t e n u  d a n s  Ker  p ,  d ' a p r b s  l a  c o n d i -  

t i o n  a )  de  W h i t n e y ,  T y ,  O c T ,  e t  d ' a p r ~ s  l a  c o n d i t i o n  b)  de  W h i t n e y ~  2 c T .  

I 1  en  r 6 s u l t e  dVune p a r t  q u e  d i m ( T A K e r  p ) =  d - l ,  c a r  s i n o n  TN Ker  p =  T~ e t  on 

a u r a i t  £ c K e r  p c e  q u i  e s t  e x c l u ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  l e s  6 g a l i t ~ s  : 
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T =  ( T D K e r  p)  + ~ . Ty ,  0 e t  T =  ( T Q K e r  p )  + ~ . £ .  ~ a i s  p a r  c o n s t r u c t i o n  de £ ,  

n o u s  a v o n s  g c K e r  Tp , d o n c  Ke r  Tp = Ker  p +  • . Z ,  d ' o u  l ' o n  d 6 d u i t  a u s s i t ~ t  l e s  

~ g a l i t ~ s  K e r  p + E . £ + [ . T y ,  O= K e r  Tp + Im Tp = T N , q u i  e x c l u e n t  q u e  l ' o n  a i t  
E sO 

l ' i n c l n s i o n  £ ~ K e r  p +  [ . Ty~ O ~ e t  a f o r t i o r i  l ' i n c l u s i o n  ~ C ( T ~  Ker  p )  + E . Ty~ 0 • 

N o u s  a b o u t i s s o n s  donc  ~ u n e  c o n t r a d i c t i o n ,  c e  q u i  i m p l i q u e  q u e  P d _ l ( X ~ O )  d o l t  

~ t r e  v i d e ~  e t  a c h ~ v e  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  de l a  P r o p o s i t i o n .  • 

R e m a r q u e  : On p e u t  a u s s i  comme d a n s  ( [ T e  5 3 ) c o m m e n c e r  p a r  d 6 m o n t r e r ,  e n  u t i -  

l i s a n t  l a  p r e m i e r e  i n 6 g a l i t 6  m 6 t r i q u e  du C h a p i t r e  I I I ~  que  s i  ( X ° , Y )  s a t i s f a i t  

en  O l e s  c o n d i t i o n s  de  W h i t n e y ,  p o u r  u n e  p r o j e c t i o n  p : C N ~ d + l  a s s e z  g 6 n 6 r a l e ,  

l e  c o u p l e  de s t r a t e s  ( p ( X ) ° , p ( Y ) )  s a t i s f a i t  en  0 l e s  c o n d i t i o n s  de  W h i t n e y .  On 

s e  f a m i n e  au  c a s  d e s  h y p e r s u r f a c e s ,  q u i  e s t  u n  p e u  p l u s  s i m p l e .  

T e r m i n o n s  m a i n t e n a n t  l a  p r e u v e  de  l ' i m p l i c a t i o n  i v )  ~ i )  du T h 6 o r e m e .  

M o n t r o n s  d ' a b o r d  q u e  n o u s  p o u v o n s  n o u s  r a m e n e r  ~ p r o u v e r  l ' i m p l i c a t i o n  d a n s  l e  

c a s  p a r t i c u l i e r  o~ t = 1. 

D ' u n e  p a r t ,  d ' a p r e s  l a  s e m i - c o n t i n u i t 6  de l a  m u l t i p l ~ c i t ~  d e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  

( C h a p .  IV~ 6 . 1 ) ~  p o u r  c h a q u e  k ,  i l  e x i s t e  un  f e r m 6  a n a l y t i q u e  s t r i c t  F k d ' u n  

v o i s i n a g e  de  0 d a n s  Y t e l  q u e ,  p o u r  y E  F k ~ m y ( P k ( X , Y ) )  s o i t  s t r i c t e m e n t  s u p 6 -  

r i e u r  ~ l a  v a l e u r  m y , ( P k ( X , y ' ) )  p o u r  y '  E Y -  F k , c e t t e  d e r n i ~ r e  ( " m u l t i p l i c i t 6  

g 6 n 6 r i q u e " )  6 t a n t  i n d 6 p e n d a n t e  de y '  @ Y -  F k . D ' a u t r e  p a r t ,  d ' a p r e s  ( C h a p .  IV~ 

5 . 4 . 2 )  e t  l e  lemme de t r a n s v e r s a l i t 6  d e s  v a r i 6 t ~ s  p o l a i r e s  ( C h a p .  IV~ 5 . 2 . 1  e t  

5 . 4 . 5 )  p o u r  t o u t  c o u p l e  j ,  k d ' e n t i e r s  t e l s  q u e  j + k ~  d - J  e t  t o u t  p l a n  D. de 
3 

c o d i m e n s i o n  j d a n s  ~N a s s e z  g ~ n 6 r a l ,  p a s s a n t  p a r  O, on a 6 g a l i t 6  

P A = k ( X , O ) n D j  B k ( [ X A D j ] , O )  e t  m o ( P k ( [ X N D j ~ O ) ) =  m o ( P k ( X , O ) ) .  Or p u i s q u e  d ' a p r ~ s  

l a  P r o p o s i t i o n  e t  ( C h a p .  IV ,  6 . 1 ) ~  l e s  v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s  P k ( X , O )  s o n t  v i d e s  

p o u r  k ~  d - t ,  n o u s  ne  p e r d o n s  a u c u n e  i n f o r m a t i o n  en  c o u p a n t  X p a r  u n  p l a n  Dr_ ] 

de c o d i m e n s i o n  t - 1  g 6 n 6 r a l ,  q u i  a u r a  en  p a r t i c u l i e r  l a  p r o p r i 6 t 6  q u e  p o u r  t o u t  

k ,  JDt_ l N F k [  e s t  s o i t  v i d e  ( s i  F k l ' e s t )  s o i t  r ~ d u i t  ~ [ O ] .  D ' a p r ~ s  ( C h a p .  I I I ,  

4 . 2 . 2 ) ,  l e  c o u p l e  de s t r a t e s  ( ( X A D t _ ] ) ° ~ Y ~  Dr_ l )  s a t i s f e r a  e n c o r e  l e s  c o n d i -  

t i o n s  de  W h i t n e y  en  O, e t  l e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  de X s e r o n t  6 q u i m u l t i p l e s  l e  
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l o n g  de Y s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l e s  v a r i 6 t ~ s  p n l a i r e s  de [XN Dt_ l~  s o n t  ~ q u i -  

m u l t i p l e s  l e  l o n g  de Y N D t _  1 , q u i  e s t  n o n - s i n g u l i e r  de d i m e n s i o n  1, p u i s q u e  

l e s  m u l t i p l i c i t 6  d e s  v a r i 6 t ~ s  p o l a i r e s  Pk (X,O)  de X s o n t  n u l k s  p o u r  k a  d - t ,  

e t  6 g a l e s  a c e l l e s  de ( X ~ D t _ l ) r e  d p o u r  k <  d - t .  • 

P l a v o n s - n n u s  donc d a n s  l e  c a s  o u t  = l .  Nous a l l o n s  t e r m i n e r  l a  d6mons -  

t r a t i o n  p a r  r ~ c u r r e n c e  s u r  d ; s i  d=  1, Y e s t  une  d e s  c o m p o s a n t e s  i r r 6 d u c t i b l e s  

de l a  c o u r b e  X, e t  n o u s  a l l o n s  v o i r  que  s i  X~ Y , l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  p r o -  

v o q u e n t  une  c o n t r a d i c t i o n .  S o i t  en e f f e t  £ u n e  c o m p o s a n t e  de X d i s t i n c t e  de Y, 

e t  s o i t  T l a  l i m i t e  de l o n g  de F d e s  t a n g e n t e s  ~ F . S o i t  P : (¢N,O)  ~ (Y,O)  u n e  

r ~ t r a c t i o n  l o c a l e ,  e t  s o i t  £ l a  l i m i t e  l e  l o n g  de F d e s  s ~ c a n t e s  ~ : l a  

c o n d i t i o n  a)  i m p l i q u e  que  T= Ty,  0 a l o r s  que  l a  c o n d i t i o n  b)  i m p l i q u e  que  T=  £ ,  

ce q u i  e s t  i m p o s s i b l e  p u i s q u e  £ c K e r  Tp q u i  e s t  un  s u p p l 6 m e n t a i r e  de Ty,  O • 

E x a m i n o n s  m a i n t e n a n t  ( p a r  c u r i n s i t ~ )  l e  c a s  o~ d=  2. Dans  ce cas~  l a  P r o p o s i -  

t i o n  n o u s  f o u r n i t  l e  f a i r  que  P I ( X )  = ~ ,  c ' e s t - a - d i r e  l ' 6 q u i m u l t i p l i c i t 6  de 

P I ( X , y )  l e  l o n g  de Y, ou e n c o r e  l e  f a i t  que  l a  d i m e n s i o n  de l a  f i b r e  ~ - 1 ( O )  du 

m o r p h i s m e  c o n o r m a l  n : C(X) ~ X  e s t  g N-3 .  I 1  n o u s  r e s t e  a p r o u v e r  que  X e s t  

6 q u i m u l t i p l e  l e  l o n g  de Y : D ' a p r ~ s  l e  Lemme 5 . 1 . l ,  i l  e x i s t e  un  o u v e r t  de 

Z a r i s k i  d e n s e  V de l ' e s p a c e  ~ N - 2  d e s  h y p e r p l a n s  de E N c o n t e n a n t  T¥, O t e l  

q u e ,  p o u r  H~ V, H ne c o n t i e n n e  a u c u n e  l i m i t e  en O d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  a X. Nous  

a i l o n s  m o n t r e r  que  p o u r  t o u t  HE V, on a IH NX[ = Y, ce qu i  p r o u v e r a  l ' ~ q u i m u l -  

t i p ~ c i t 6 ,  d ' a p r ~ s  (C hap .  I ,  5 . 5 ) .  S u p p o s o n s  l e  c n n t r a i r e ,  e t  s o i t  F une  com- 

p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e ,  d i s t i n c t e  de Y, de l a  c o u r b e  I H N X I  ; s o i t  

P : ( E N , o )  ~ (Y,O) une  r 6 t r a c t i o n  l n c a l e ,  p o s o n s  T= Lim e t  
xEXON F TX, x 

= Lim ~ • D ' a p r b s  l a  c o n d i t i n n  a)  de W h i t n e y ,  T c o n t i e n t  Ty,  O , e t  

comme T N H  e s t  de d i m e n s i o n  ] ,  i l  f a u t  que  T N H =  T y , o  ~ m a i s  d ' a p r ~ s  l a  c o n d i -  

t i o n  b)  de W h i t n e y ,  £ a p p a r t i e n t  a u s s i  £ T N H ,  d ' o ~  une  c o n t r a d i c t i o n  p u i s q u e  

£ c K e r  Tp , e t  que  ce d e r n i e r  e s t  s u p p 1 6 m e n t a i r e  de Ty,  0 • I !  f a u t  donc que 

l ' n n  a l e  1 ' 6 g a l i ¢ 6  [H NX] = Y . 

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  l e  r 6 s u l t a t  i v )  ~ i )  d 6 m o n t r 6  p o u r  l e s  e s p a c e s  de 

d i m e n s i o n  au p l u s  d - l ,  ou d =  dim X .  



469 

P o u r  n o t r e  e s p a c e  X, l a  P r o p o s i t i o n  1 . 2 . 1  n o u s  f o u r n i t  l ' i n ~ g a l i t 6  

d im ~ - 1 ( 0 )  ~ N - 3  e t  p a r  c o n s 6 q u e n t  U= ~ N - 2 _  - 1 ( 0  ) e s t  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  

d e n s e  de  l ' e s p a c e  p r o j e c t i f  ~ N - 2  d e s  h y p e r p l a n s  de  E N c o n t e n a n t  T¥ ,  0 t e l  q u e  

t o u t  HE U s o i t  t r a n s v e r s e  a t o u t e s  l e s  l i m i t e s  en  0 d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  ~ X ° • 

I 1  n o u s  f a u t  m o n £ r e r  q u e  l e s  m u l t i p l i c i t ~ s  m y ( P k ( X ~ y ) )  s o n t  c o n s t a n t e s  s u r  Y 

au v o i s i n a g e  de  0 p o u r  O ~  k g  d - 2 ,  p u i s q u e  n o u s  s a v o n s  d ~ j a  q u e  m o ( P d _ l ( X , O ~  = O. 

D ' a p r ~ s  ( C h a p .  IV ,  5 . 4 . 5 ) ,  i l  e x i s t e  u n  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  de c o u p l e s  

( D d _ k + l , H )  t e t s  q u e  Dd_k+ 1 o H  = H ° × Ty ,  0 ~ q u e  P k < ( X , O ) ; D d _ k + l  > a i r  l a  m u l t i p l i -  

c i t b  de l a  v a r i ~ t ~  p o l a i r e  g ~ n 6 r i q u e ~  e t  q u e  l ' o n  a i r  

P k < ( X , O ) ~ D d _ k + l  > ~ H  = P k < ( [ X N H ] , O ) ; D d _ k + I >  p o u r v u  q u e  k ~  d - 2 .  On p e u t  

s u p p o s e r  Dd_k+ 1 g b n 6 r a l  d a n s  H, e t  d o n c  P k < [ X N H ] , O ) ~ D d _ k + I > =  P k ( [ X N H ] ,  O) e t  

p a r  a i l l e u r s  p u i s q u e  H e s t  t r a n s v e r s e  a u x  l i m i t e s  e n  0 d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  A X~ 

l e  c o u p l e  (~XN H ] ° , ¥ )  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y .  P a r  l ' h y p o t h e s e  de 

r ~ c u r r e n e e ~  P k < [ X A  H ] ~ D d _ k + l >  e s t  b q u i m u l t i p l e  l e  l o n g  de Y au v o i s i n a g e  de 0 

( c f .  R e m a r q u e  1 . 1 . 2  p l u s  h a u t ) .  D ' a p r b s  ( C h a p .  IY~ 5 . 2 . 1  e t  5 . 4 . 5 )  on a 

> A H )  p o u r  y E  Y e t  donc  p o u r  = ( P k < ( X , O ) ~ D d _ k + l  n m y ( P k < ( X , O ) ~ D d _ k + l  >)  my 

k <  d-2~  P k < ( X ~ O ) $ D d _ k + l  > e s t  b q u i m u l t i p l e  au  v o i s i n a g e  de O. I 1  n o u s  r e s t e  

p r o u v e r  q u e  P d _ 2 < ( X , O ) ~ D s >  e s t  ~ q u i m u l t i p l e  l e  l o n g  de ¥ au  v o i s i n a g e  de 0 

p o u r  p r e s q u e  t o u t  D 5 . P o u r  c e l a ,  i l  s u f f i t  ( C h a p .  I ,  5 . 5 )  de p r o u v e r  q u e  l ' o n  

a [ P d _ 2 < ( X ~ O ) ~ D s > N  HI = Y p o u r  p r e s q u e  t o u t  h y p e r p l a n  H c o n t e n a n t  ¥ ,  e t  en  f a i r  

( c f .  l a  p r e u v e  de  l o c .  c i t . )  i l  s u f f i t  q u e  c e t t e  ~ g a l i t ~  a i t  l i e n  p o u r  u n  

h y p e r p l a n  H t e l  q u ' i l  e x i s t e  u n e  p r o j e c t i o n  l i n ~ a i r e  P : E N ~ Y  t e l l e  q u e  p o u r  

t o u t  y C  Y -  ~0]  v o i s i n  de O~ p - l ( y )  NH s o i t  t r a n s v e r s e  

p - l ( y )  N P d _ 2 < ( X ~ O ) ; D d _ k + l  > e n  y .  Or~ d ' a p r e s  ( C h a p .  IV ,  5 . 2 . 1 )  i l  e x i s t e  

un  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  Wd_ 2 d a n s  l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  p l a n s  de c o d i m e n s i o n  

2 d a n s  ¢N t e l  q u e  p o u r  D 2 ~  W d - 2 '  on a i r ,  p o u r  y ~  Y -  ~0~ ,  

[D 2 N C y ( P d _ 2 < ( x , y ) ~ D d _ k + l ) [  = ~ 0 ] ,  e t  n o u s  p o u v o n s  s u p p o s e r  D 5 ~ D  2 • P o s o n s  

H = D 2 × Y ~  e t  c h o i s i s s o n s  D 2 de t e l l e  f a ~ o n  q u e  H ne  c o n t i e n n e  a u c u n e  l i m i t e  

en  0 d ' e ~ p a c e s  t a n g e n t s  a X ° • S o i t  P :  ~ N ~ y  u n e  p r o j e c t i o n  t e l l e  q u e  

Ker  p ~ D 2 . 

P u i s q u e  D 3 ~ D  2 ~ on a P d _ 2 < ( X , O ) ; D 3 > N  H N X ° = P d _ 2 < ( [ X N H ] , O ) ~ D ~  > n  x °  
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m a i s  p u i s q u e  ( IX n H ] ° , Y )  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y ,  l a  c o u r b e  p o l a i r e  

de  [ X N H ]  en  0 e s t  v i d e  , donc  l e  t e r m e  de d r o i t e  e s t  v i d e .  Nous  a v o n s  donc  un  

o u v e r t  de Z a r i s k i  W~_ 2 t e l  q u e  p o u r  D2E W~_ 2 , on a i r  

P d _ 2 < ( X , O ) ; D z > N  (D 2 × Y) N X ° = 

P u i s q u e  l ' e n s e m b l e  ( S i n g  X) N P d _ 2 < ( X , O ) ; D s >  e s t  de d i m e n s i o n  ~ 1 ( C h a p .  IV ,  

1 . 3 )  e t  q u e  D 5 ne  r e n c o n t r e  s o n  c ~ n e  t a n g e n t  q u ' e n  [0}  ( C h a p .  IV ,  5 . 1 ) ,  i l  e s t  

p o s s i b l e  de c h o i s i r  D 2 ~ D  3 de t e l l e  f a g o n  q u e  

P d _ 2 < ( X , O ) I D 3 > N  (D 2 × Y )  N S i n g  X ~ Y ,  e t  p a r  c o n s e q u e n t  

P d _ 2 < ( X , O ) ; D 3 > N  (D E ×  Y) N X ° =  ~ i m p l i q u e  q u e  I P d _ 2 < ( X , O ) ; D s > N  (D 2 × Y ) ]  = ¥ ,  

ce  q u ' i l  f a l l a i t  d 6 m o n t r e r .  

1 . 3  R e m a r q u e  : En c h e m i n ,  n o u s  a v o n s  vu  q u e  s i  ( X ° , Y )  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i -  

t i o n s  de W h i t n e y  en  0 6  Y, p o u r  t o u t  p l o n g e m e n t  l o c a l  ( X , O ) c  ( ¢ N , o )  e t  r o u t e  

h y p e r s u r f a c e  n o n - s i n g u l i 6 r e  H c ~ N  c o n t e n a n t  Y e t  a s s e z  g 6 n 6 r a l e ,  l e  c o u p l e  

( [ X N H ] ° , Y )  s a t i s f a i t  e n c o r e  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y .  C e c i  r 6 p o n d  a f f i r m a -  

t i v e m e n t  5 u n e  q u e s t i o n  de [ T e  1 1 ] ,  a l a q u e l l e  V. N a v a r r o  a v a i t  d 6 j a  a p p o r t 6  

u n e  r 6 p o n s e  a f f i r m a t i v e  d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  ou dim ¥ = 1 ( c f .  [Na l ] )  • 

§ 2. V e r s i o n  r e l a t i v e .  

d 
2 . 1  T b 6 o r ~ m e  : S o i t  f : (X ,O)  ~ ( ~ , 0 )  u n  m o r p h i s m e  muni  d ' u n e  s e c t i o n  ~,  

d o n t  r o u t e s  l e s  f i b r e s  s o n t  r 6 d u i t e s  e t  p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d. P o s o n s  

Y= ~ ( ~ )  c X  e t  s u p p o s o n s  d o n n 6  un  ¢ - p l o n g e m e n t  l o c a l  : 

X ~ ¢ × C  N 

~ i ?  r ]  

t e l  9 u e  7 =  ~ ×  [ 0 ]  • 

L e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  6 q u i v a l e n t e s  : 

i )  L ' h y p e r ~ l a n  K= o × ~ N  e s t  t r a n s v e r s e  a t o u t e s  l e s  I i m i t e s  en  0 d ' e s p a c e s  

t a n g e n t s  a X ° e t  l ' a p p l i c a t i o n  Y ~ N d + l  d 6 f i n i e  p a r  

y ~  ( m y ( X ) , m y ( P l ( f , y ) ) , . . . , m y ( P d ( f , y ) ) )  e s t  c o n s t a n t e  s u r  7 au  v o i s i n a g e  de  0 • 

i i )  Le c o u p l e  de s t r a t e s  ( X ° , Y )  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  en  0 
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( r e s p .  l e s  c o n d i t i o n s  de Whi tney  s t r i c t e s  au v o i s i n a g e  de O, comme en 1.21 i i ) ) .  

P r o u v o n s  i )  ~ i i ) ' .  S o i t  n f :  Cf(X) ~X l e  morphisme conorma l  a s s o c i 6  a f 

e s t  au p lonf fement  l o c a l  X c E × E  N. P u i s q u e  dim ~ 1 ( ¥ )  < dim C f ( X ) ,  on a 

dim ~ l ( y ) ~  N-1 e t  donc pour  Y E Y -  [0 ]  a s s e z  p r o c h e  de O, dim ~ l ( y )  ~ N-2, donc 

( e l .  Chap. IV, 6 . 1 )  P d ( f ~ y ) =  ~.  Par  l ' h y p o t h e s e  d ' 6 q u i m u l t i p l i c i t 6 ,  on a donc 

P d ( f , O )  = ~ d ' o u  dim a l l ( O )  g N-2. h i n s i  i l  e x i s t e  un o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  

U= ~N-1 _ - 1 ( 0  ) de l ' e s p a c e  ~N-1 des  h y p e r p l a n s  de ~N t e l  que t o u t  H E U s o i t  
f o 

t r a n s v e r s e  ~ r o u t e s  l e s  l i m i t e s  en 0 d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  aux f i b r e s  de f .  Mon- 

t r o n s  d ' a b o r d  que l e s  h y p o t h e s e s  i m p l i q u e n t  Pd(X~O)= ~. C o n s i d 6 r o n s  l e  m o r p h i s -  

me conorma l  a b s o l u  

~ N 

VN C(X) f XX × F 

X . ~  E × ~  N 

D ' a p r e s  (Chap.  IV, § 4) i l  nous  f a u t  m o n t r e r  que ~ - I ( L I ) = ~ ,  o~ L 1 e s t  une 

d r o i t e  p r o j e c t i v e  de ~N a s s e z  g 6 n 6 r a l e  pour  S t r e  t r a n s v e r s e  ~ t o u t e s  l e s  s t r a -  

f e s  d ' u n e  c e r t a i n e  s t r a t i f i c a t i o n  de ~ - 1 ( 0 ) .  Or l ' h y p o t h ~ s e  i m p l i q u e  que l e  

p o i n t  KE ~ N c o r r e s p o n d a n t  a l ' h y p e r p l a n  O× E N n ' e s t  pas  c o n t e n u  dans  ~ - 1 ( 0 ) .  

Par  c o n s 6 q u e n t  une d r o i t e  L 1 de ~N c o n t e n a n t  K e t  au demeuran t  a s s e z  g 6 n 6 r a l e  

s e r a  t r a n s v e r s e  aux s t r a t e s  d ' u n e  s t r a t i f i c a t i o n  donn6e de ~ - 1 ( 0 ) .  C e l a  s i g n i -  

f i e  que nous  pouvons  c a l e u l e r  Pd(X,O) comme Pd((X~O);D2> ou D 2 e s t  un p l a n  de 

d o d i m e n s i o n  2 de E ×~N c o n t e n u  dans  O x e n  . Or s i  P2 ( (X ,O) ;D2  > n ' ~ t a i t  pas  

v i d e ,  i l  e x i s t e r a i t  un chemin  a n a l y t i q u e  b :  ( 9  , O) ~ ( X , O ) ' ~  t e l  que 

h ( m - [ O ] ) c X  ° e t  que en t o u t  p o i n t  x ( t ) C h ( D - ~ O ~ )  on a i r  

d i m ( T x , x ( t )  n D 2) ~ d-1 
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~N Mais  p u i s q u e  K= O× n ' e s t  p a s  l i m i t e  d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  a X~ e t  que  

D 2 C O x C  N, c e c i  6 q u i v a u t  

d i m ( T x , x ( t )  N KND 2) ~ d-1  ~ c ' e s t - a - d i r e  

d im(T  . ND 2) ~ d-1  ( e t  x ( t )  non  c r i t i q u e  p o u r  f )  
f - l ( f ( x ( t ) )  

ce q u i  i m p l i q u e ~  p u i s q u e  D 2 e s t  g 6 n 6 r a l ,  P d ( f ~ O ) / D  c o n t r a i r e m e n t  a l ' h y p o t h ~ -  

s e .  D ' a p r e s  (Chap .  IV~ 6 . 1 )  n o u s  a v o n s  donc  

dim ~ - 1 ( 0 )  -< N-2 

= _ ~N 
ce q u i  i m p l i q u e  que  l ' e n s e m b l e  V ~ N - I  ~ - 1 ( 0 )  d e s  h y p e r p l a n s  de ~ ×  c o n t e -  

n a n t  E x  [0} e t  t r a n s v e r s e s  aux  l i m i t e s  en 0 d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  a X ° e s t  un  

o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e .  

M o n t r o n s  m a i n t e n a n t  que  p o u r  un  h y p e r p l a n  a s s e z  g ~ n 6 r a l  D 2=  H c ~ N  (de  c o d i -  o 

m e n s i o n  2 d a n s  g × t N ) ,  p o s a n t  H= ~ × H  , l ' e s p a c e  IX NH] = ( X N H ) r e  d ~ s a t i s f a i t  
o 

e n c o r e  l e s  h y p o t h b s e s  de i )  l e  l o n g  de g x ~0 ] .  Du f a i t  que  H e t  K s o n t  t r a n s -  

v e r s e s  aux  l i m i t e s  en 0 d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  h X ° ,  e t  que  H e s t  t r a n s v e r s e  aux  o 

l i m i t e s  d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  aux  f i b r e s  de f~ on d 6 d u i t  que  O x H  e s t  t r a n s v e r s e  o 

aux l i m i t e s  en O d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  a [XNH~ ° .  En e f f e t  une  t e l l e  l i ~ i t e  p e u t  

s ' 6 c r i r e  T n H  od T e s t  une  l i m i t e  en O d ' e s p a e e s  t a n g e n t s  ~ X ° .  P u i s q u e  K e s t  

t r a n s v e r s e  a T, TN K e s t  une  l i m i t e  d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  aux  f i b r e s  de f ,  donc 

on a d i m ( T N  KN H ) = d im(T n H ) ~ d - 1 .  P a r  c o n t r e  s i  H c o n t e n a i t  T N H on a u r a i t  
o o o 

d i m ( T N  H ) = d~ d ' o u  l a  c o n t r a d i c t i o n  v o u l u e .  Les  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  
o 

P k ( f [ ~ X N H ] ~ y )  s o n t  6 q u i m u l t i p l e s  l e  ~ n g  de Y p o u r  O g k ~  d-1  d ' a p r b s  (Chap .  IV~ 

5 . 4 . 3 ) ~  e t  d ' a p r e s  l e  mSme r 6 s u l t a t ,  l ' o n  a P k ( [ X N H ] ~ O )  = Pk(X,O)  NH p o u r  

O g k g d - l ,  e t  l e s  m u l t i p l i c i t 6 s  s o n t  p r 6 s e r v 6 e s .  I1  n o u s  s u f f i t  m a i n t e n a n t  de 

p r o u v e r  p a r  r 6 c u r r e n c e  s u r  d que  l ' o n  a l ' 6 g a l i t 6  

m o ( P k ( f , O ) )  = m o ( P k ( X , O ) )  p o u r  O ~ k  ~ d 
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Si d= I,  d 'apres  ce que nous venons de vo l t ,  nous avons Po(f,O) = Po(X'O) et 

Pl(f~O) = PI(X,O)= ~ d'ou le r 6 s u l t a t .  Supposons l ' a v o i r  prouvb pour les morphis- 

mes dont les f i b r e s  sont de dimension ~ d-1. D'apres ce que nous venons de voir ,  

nous avons 

m o ( P k ( f , O } )  = mo(Pk( f l [XNH] ,O)  = mo(Pk(~XNH],O) = mo(Pk(X,O))  

pour  O g k ~  d - l ,  l a  s e c o n d e  6 g a l i t ~  v e n a n t  de l ' h y p o t h ~ s e  de r b c u r r e n c e ~  e t  

Pd(X~O) = P d ( f , O ) =  9 d ' a p r e s  ce que nous  avons  vu au d6bu t .  

L ' e s p a c e  X s a t i s f a i t  donc l ' h y p o t h e s e  i )  du Th6oreme 5 . 2 ,  d ' o u  i i )  d ' a p r e s  le  

Th~oreme. 

P r o u v o n s  i i )  = i ) .  La c o n d i t i o n  a) de Whi tney  i m p l i q u e  a u s s i t ~ t  que t o n -  

t e  l i m i t e  en O d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  ~ X ° e s t  t r a n s v e r s e  ~ K. Par  l e  m~me a rgument  

que p ] u s  h a u t  on p e u t  c a ] c u l e r  Pk(X~O) comme Pk<(X,O) lDd_k+l  > avec Dd_k+ 1 C K ,  

e t  pour  Dd_k+ 1CK a s s e z  g 6 n 6 r a l ,  on a l ' 6 g a l i t 6  Pk<f iDd_k+l  >= Pk<XiDd_k+l > 

comme on l e  v 6 r i f i e  a u s s i t ~ t ,  d ' o u  le  r 6 s u l t a t ,  p u i s q u e  d ' a p r ~ s  le  Th6oreme 5 . 2 ,  

l e s  Pk<X,Dd_k+l > s o n t  6 q n i m u l t i p l e s  l e  long  de Y.  • 
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C H h P I T R E  V I 

CONSEQUENCES 

I n t r o d u c t i o n .  Darts  c e  c h a p i t r e ,  j ' i n d i q u e  b r i ~ v e m e n t  q u e l q u e s - u n e s  d e s  c o n s e -  

q u e n c e s  d e s  r 6 s u l t a t s  du c h a p i t r e  p r 6 c 6 d e n t .  La p l u s  i m p o r t a n t e  me s e m b l e  ~ t r e  

l a  " r 6 c i p r o q u e  du t h 6 o r ~ m e  de T h o m - M a t h e r " .  

§ 1. E x e m p l e s .  

1 . 1  Le c a s  d e s  f a m i l l e s  d ' h T p e r s u r f a c e s  ~ s i n ~ u l a r i t 6  i s o l 6 e .  

S o i t  F ( y ~ z l , . . . ~ Z d +  1) = 0 u n e  ~ o u a t i o n  p o u r  u n e  h y p e r s u r f a c e  X c ~ × ¢ d + l  

t e l l e  q u e  c h a c u n e  d e s  f i b r e s  X ( y )  = ( [ y ]  × c d + l )  NX s o i t  u n e  h y p e r s u r f a c e  ~ s i n -  

g u l a r i t 6  i s o l 6 e  en  O. S o i t  Dd_k+ 1 ~ ¢ d + 1  un  s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  de c o d i m e n s i o n  

d - k + l .  C h o i s i s s o n s  l e s  c o o r d o n n 6 e s  de f a ~ o n  q u ' i l  s o i t  d 6 f i n i  p a r  

z 1 . . . .  = Zd_k+ 1 = O. N o t o n s  f : X ~ ¢  l a  p r o j e c t i o n  i n d u i t e  p a r  P r l  :E  × E  d + l . ¢  e t  

l a  s e c t i o n  q u i  p i q u e  o d a n s  c h a q u e  f i b r e .  L ' h y p o t h ~ s e  i m p l i q u e  q u e  

. .  ~ ~. , ( 5 F  5F ) 
( ~F ~F ) ~  ( z  I . .  Z d + l )  N p o u r  N a s s e z  g r a n d ,  e t  que  ~ Z l  ~ ' ' ' ~  ~--Zd+l 
"~z l  ~ "~ ~Zd+ 1 

d 6 f i n i t  u n  s o u s - e s p a c e  de c o d i m e n s i o n  d + l  de ¢ d + 2  d o n e  e s t  u n e  s u i t e  r 6 g u -  

l i e r e .  P o u r  un  c h o i x  a s s e z  g 6 n 6 r a l  de D d _ k + l  ~ on v ~ r i f i e  d ' a p r e s  ( C h a p .  IV~ 

1 . 5 )  q u e  l a  v a r i 6 t 6  p o l a i r e  r e l a t i v e  P k < f ; D d _ k + l >  p o u r  O~ k ~  d - 1  e s t  l e  s o u s -  

e s p a c e  de X d 6 f i n i  d a n s  C d + l  p a r  l ' i d 6 a l  e n g e n d r 6  p a r  (F ,  ~F ~ ' ' ' ~  8 5F ) .  
8Zd_k+  2 Zd+ 1 

P o u r  l a  m~me r a i s o n  q u e  p l u s  h a u t ,  s i  P k < f ; D d _ k + l  > / ~  ce  s y s t ~ m e  de g 6 n 6 r a -  

t e u r s  e s t  u n e  s u i t e  r 6 g u l i ~ r e .  P o u r  k =  d~ l a  v a r i 6 t 6  p o l a i r e  r e l a t i v e  e s t  l a  

r 6 u n i o n  d e s  c o m p o s a n t e s  i r r 6 d u c t i b l e s  de l a  c o u r b e  £ d ~ f i n i e  p a r  l ' i d ~ a l  

(F ,  bF 5F • . . , ~ )  q u i  ne  s o n t  p a s  c o n t e n u e s  d a n s  ~ × [ 0 ] .  A u c u n e  de c e s  
5Zd+ 1 

c o m p o s a n t e s  i r r 6 d u c t i b l e s  ne  p e u t  ~ t r e  c o n £ e n u e  d a n s  l ' h y p e r p l a n  o g ~ d * l  . 
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Si  t e l  6 t a i t  l e  c a s ~  on a u r a i t  en  e f f e t  un  a r c  a n a l y t i q u e  h :  ( ~ O )  ~ ( X ( O ) ~ O )  , 

n o n  c o n s t a n t  e t  t e l  q u ' e n  u n  p o i n t  g 6 n 6 r a l  x de  s o n  i m a g e  T x ( O ) ~ x C D  1 , o~ D 1 

e s t  u n  h y p e r p l a n  g 6 n 6 r a l  de  ~ d + l  ; on v 6 r i f i e  c e l a  en  u t i l i s a n t  l e  f a i r  que  

F ( O ~ Z l ~ . . . , Z d +  1) = O e s t  a s i n g u l a r i t 6  i s o l 6 e .  Or un  h y p e r p l a n  g 6 n 6 r a l  de C d+ l  

ne  p e u t  ~ t r e  l i m i t e  d ' e s p a c e s  t a n g e n t s  a X(O)°~  p u i s q u e  l a  f i b r e  de l a  m o d i f i -  

c a t i o n  de N a s h  de X(O) e s t  de d i m e n s i o n  ~ d - 1 .  P a r  c o n s 6 q u e n t  l a  s u i t e  

bZ bF 
, . .  ~ ,  y )  e s t  e n c o r e  u n e  s u i t e  r 6 g u l i e r e ,  e t  l e  m o r p h i s m e  @ : P ~  (F - ~ o  ~ . ,  

8Zd+ 1 

induit par y est un morphisme fini et plat, et la somme des longueurs d'anneaux 

a r t i n i e n s  

J d i m ¢ ( O  1 ) 
l ( y )  ~ -  ( y ) , x  

e s t  i n d 6 p e n d a n t e  de y E  ~ • 

D ' a p r ~ s  [ T e  1,  C h a p .  I I ] ,  p o u r  x E  ~ - l ( y )  ~ ( C ×  ~O}) ,  on a 

) = ~ ( d + l ) ( x ( y ) )  + ~ ( d ) ( x ( y ) )  
d i m E ( % - l ( y ) ,  x 

o~ ~ ( i ) ( X ( y ) )  e s t  l e  h o m b r e  de M i l n o r  en  O de l ' i n t e r s e c t i o n  de  X(y )  a v e c  un  

p l a n  de d i m e n s i o n  i a s s e z  g 6 n 6 r a l  de ~ d + l ~ y }  × ¢d÷1 p a s s a n t  p a r  O. P a r  d i f f 6 -  

r e n c e  i l  v i e n t  

m o ( P d ( f , O ) )  = ~ ( d + l ) ( X ( O ) )  + ~ ( d ) ( x ( o ) )  _ ( ~ ( d + l ) ( X ( y ) )  + % ( d ) ( x ( y ) ) )  

p o u r  y /  O a s s e z  p e t i t .  

Un a r g u m e n t  a n a l o g u e  p e r m e t  de v 6 r i f i e r  q u e  p o u r  y f f  

p o i n t  ~y} × O de ~ ×  (O} 

on as en  n o t a n t  ~ l e  

m ( P k ( f ; O ) )  : g ( k + l ) ( x ( y ) ) +  ~ ( k ) ( x ( y ) )  

On v o i t  q u e  d a n s  ce  c a s  p a r t i c u l i e r  l e  T h 6 o r e m e  2 . 1  du C h a p i t r e  V s i g n i f i e  

q u e  l ' o n  a 6 q u i v a l e n c e  e n t r e  
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( ( d + l )  ( 0 )  
1)  La s u i t e  ~ = ( X ( y ) ) , . . . , ~  ( X ( y ) ) )  e s t  i n d 6 p e n d a n t e  de y E  C au  

y 

v o i s i n a 6 e  de 0 . 

2)  Le c o u p l e  ( x O , ~ ×  ~ 0 ] )  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  en  0 ( r e s p .  

l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  s t r i c t e s  au v o i s i n a g e  de 0 ) .  

1 . 2  Le c a s  d ' u n e  f a m i l l e  de c o u r b e s  ou l a  d i m e n s i o n  de p l o n g e m e n t  s a u t e .  

C o n s i d 6 r o n s  l a  s u r f a c e  X c E  × ~3 d 6 f i n i e  p a r  l e s  d e u x  6 q u a t i o n s  

2 3 
F 1 = z 2 -  z 1 + y z  3 = 0 

2 5 
F 2 = z 3 - z  I z 2 = 0 

E3 So i  t f :  X ~ l e  m o r p h i s m e  i n d u i t  p a r  l a  p r o j e c t i o n  p r  I : E × ~ • e t  s o i t  

l a  s e c t i o n  d 6 f i n i e  p a r  ~ ( y ) =  ( y ~ O , O , O ) .  

La f i b r e  X(O) e s t  l a  c o u r b e  m o n o m i a l e  d o n n 6 e  p a r a m b t r i q u e m e n t  p a r  z I = t 4 ,  

z 2 =  t 6 ,  z 3 =  t 13 ,  a l o r s  q u e  p o u r  t o u t  y /  O , l a  f i b r e  X ( y )  e s t  i s o m o r p h e  a l a  

p l a n e  d ' 6 q u a t i o n  ( z ~ -  z ~ ) 2 -  z 2 z 2 =  0 q u i  a d e u x  e x p o s a n t s  c a r a c t 6 r i s t i -  c o u r b e  

q u e s  de P u i s e u x  ( 3 / 2  e t  7 / 4 ) .  I 1  e s t  c l a i r  q u e  X e s t  6 q u i m u l t i p l e  de m u l t i p l i -  

c i t 6  4 l e  l o n g  de  C x  ~ 0 ] .  Le l e c t e u r  e s t  p r i 6  de v 6 r i f i e r  que  l a  c o u r b e  p o l a i r e  

P I ( X , O )  e s t  v i d e .  P a r  c o n s 6 q u e n t  l e  c o u p l e  ( X ° , ~  × [ 0 ] )  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  

de W h i t n e y ,  b i e n  q u e  l a  d i m e n s i o n  de p l o n g e m e n t  d e s  f i b r e s  s a u t e  p o u r  t = O .  

1 . 2 . 1  R e m a r q u e  : La t h ~ o r i e  d ' o u  e s t  t i r ~  c e t  e x e m p l e  s e  t r o u v e  d a n s  l ' a p -  

p e n d i c e  a [Z  2 ] .  On p o u r r a i t  a u s s i ,  au  vu  de ( L o c .  c i r . )  v ~ r i f i e r  q u e  ( X ° , Y )  

s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  en  u t i l i s a n t  ( C h a p .  I I I ,  P r o p .  5 . 2 . 3 ) .  Le 

l e c t e u r  p o u r r a  v 6 r i f i e r  q u ' u n e  r 6 s o l u t i o n  s ~ m u l t a n ~ e  f o r t e  d e s  s i n g u l a r i t 6 s  

de X e s t  d 6 c r i t e  p a r  : Z l =  t 4 ,  z 2 =  t 6  - ~  t 7  +-~Y2 t l  6 + . - - ,  z 3 =  t l  3 _ ~  t l  5 + . . .  

§ 2 .  R ~ o n s e  a u n e  q u e s t i o n  de Z a r i s k i .  

D a n s  ( [ Z  3 ] ,  § 3 ,  Q u e s t i o n  C) Z a r i s k i  d e m a n d e  s i ,  6 r a n t  d o n n 6  d e u x  s o u s -  

e s p a c e s  X e t  Y d ' u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  n o n - s i n g u l i e r  Z,  l ' e n s e m b l e  B(X,Y)  d e s  
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p o i n t s  y E Y e n  l e s q u e l s  l e  c o u p l e  (X°~Y) ne  s a t i s f a i t  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  de 

W h i t n e y  e s t  u n  s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e r m 6  de Y. (En f a i r  Z a r i s k i  6 t u d i e  

l e  c a s  oh X e s t  u n e  h y p e r s u r f a c e ~  e t  i l  a v a i t  p r o u v 6  q u e  l a  r 6 p o n s e  e s t  a f f i r -  

m a t i v e  s i  d im X= d i m Y  + I . )  

2 . 1  P r o p o s i t i o n  : E t a n t  d o n n 6  u n  s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e r m 6  Y d ' u n  

e s p a c e  a n a l y t i q u e  r 6 d u i t  6 q u i d i m e n s i o n n e l  X, l ' e n s e m b l e  B(X,Y)  d e s  p o i n t s  y E ¥ 

en  l e s q u e l s  l e  c o u p l e  ( X ° , Y )  ne  s a t i s f a i t  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  e s t  

un  s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i ~ u e  f e r m 6  r a r e  de  Y .  

D 6 m o n s t r a t i o n  : D 6 c o m p o s a n t  Y e n  c o m p o s a n t e s  i r r 6 d u c t i b l e s ~  on v o i t  q u e  l ' o n  

p e u t  s u p p o s e r  Y 6 q u i d i m e n s i o n n e l .  La q u e s t i o n  e s t  l o c a l e  s u r  Y. On p e u t  donc  

tN c h o i s i r  u n  p l o n g e m e n t  l o c a l  XG e t  c o n s i d 6 r e r  l e  d i a g r a m m e  : 

ey  
EyC(X)  , C ( X )  

N 
gyX ey  • X ~ E 

o~ ~ e s t  l e  m o r p h i s m e  c o n o r m a l ~  cy  l ' 6 c l a t e m e n t  de Y d a n s  X e t  a~ l e  m o r p h i s -  

me t r a n s f o r m 6  s t r i c t  de  a p a r  e ¥ .  

D ' a p r ~ s  1 ' e x i s t e n c e  de s t r a t i f i c a t i o n s  p a r  l ' 6 q u i d i m e n s i o n n a l i t 6  d e s  f i b r e s  

( c f .  [ L e - T  23)  1 ' e n s e m b l e  C (X ,Y)  = [ z E  ~ - l ( y ) / d i m z  ~ - l ( ~ ( z ) )  > N - 2 -  dim Y} e s t  

un  s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e r m 6  de E y C ( X ) .  P u i s q u e  l e  m o r p h i s m e  ~ e s t  p r o p r e ~  

s o n  i m a g e  ~ ( C ( X , ¥ ) )  e s t  u n  s o u s - e n s e m b l e  a n a l y t i q u e  f e r m 6  de Y, r a r e  d a n s  Y 

p u i s q u e  d im C - 1 ( ¥ ) =  N - 2 .  D ' a p r S s  ( C h a p .  V, 1 . 2 )  l ' e n s e m b l e  B(X~Y) d e s  p o i n t s  

oh (X°~Y) ne  s a t i s f a i t  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  de ~ h i t n e y  e s t  : 

B (X ,Y)  : ( S i n g  Y ) U ~ ( C ( X , Y ) )  

d ' o ~  l e  r 6 s u l t a t .  • 
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R e m a r q u e  : Dans  l e  c a s  o~ X e s t  une  h y p e r s u r f a c e  e t  Y s o n  l i e u  s i n g u l i e r ~  

s u p p o s 6  non s i n g u l i e r ~  une  r b p o n s e  a f f i r m a t i v e  a v a i t  6 t 6  donn6e  d a n s  [ B - H - S J .  

§ 5. La s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  c a n o n i q u e  d ' u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e .  

R a p p e l o n s  l a  c o n s t r u c t i o n  de [ L ~ - T e  1, 6 . 1 . 5 ~  ( v o i r  a u s s i  Chap .  I I I ,  § 3 ) .  

N o t o n s  comme en (Ch ap .  IV,  5 . 2 )  MX, x l a  s u i t e  ( m x ( X ) ~ m x ( P l ( X , x ) , . . . , m x ( P d _ l ( X , x ~ )  

d e s  m u l t i p B c i t ~ s  d e s  v a r i ~ t ~ s  p o l a i r e s  a s s o c i ~ e s  au ge rme  ( X ~ x ) .  

g r a n t  donn6  un e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  r ~ d u i t  l o c a l e m e n t  ~ q u i d i m e n s i o n n e l  X 

d ~ f i n i s s o n s  p a r  r 6 c u r r e n c e  une  f i l t r a t i o n  de X p a r  d e s  s o u s - e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  

f e r m ~ s  : 

X = F ~ F I ~  . . . ~ F k ~  . . .  o 

comme c e c i  : 

F 
o 

F 1 o , j  
J 

de F . } .  
ol .]  

= X ; s o i t  X= UF l a  d ~ c o m p o s i t i o n  de X en c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  
o~ j  

= U f x C  F / MX, x ne p r e n d  p a s t a  v a l e u r  q u ' i l  p r e n d  en un  p o i n t  g ~ n ~ r a l  

N o t o n s  que  c e t t e  v a l e u r  e s t  ( 1 , 0 , 0 , . . . , 0 )  a v e c  dim F - 1 z 6 r o s  e t  que  
o , j  

F 1 = S i n g  X. 

S u p p o s o n s  a v o i r  d 6 f i n i  F o , F I , . . . , F k _  1 ~ e t  d 6 f i n i s s o n s  F k : 

F k = U B ( F i , F k _  1) a v e c  l a  n o t a t i o n  i n t r o d u i t e  au § 2 c i - d e s s u s ,  e t  l ' o n  
O ~ i ~ k - 2  

v 6 r i f i e  au moyen de ( C h a p .  V, 1 . 2 )  que  l ' o n  p e u t  a u s s i  d b f i n i r  F k comme c e c i  : 

s o i t  Fk_ I =  U F k _ l , J k _ l  l a  d 6 c o m p o s i t i o n  de F k e n  s e s  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  

F k e s t  l a  r b u n i o n  du l i e u  s i n ~ u l i e r  de Fk_ 1 e t  d e s  s o u s - e n s e m b l e s  a n a l y t i q u e s  

f e r m 6 s  en nombre  f i n i  d 6 f i n i s  comme s u i t :  I x  ~ Fk_l~  / l ' u n e  d e s  s u i t e s  
J k - I  

MX,x,MF1 ~ . x , . . . , M F  . ne p r e n d  p a s  en x l a  v a l e u r  q u ' e l l e  p r e n d  en un 
31 ' k_2~Jk_2~ x 

p o i n t  g ~ n ~ r a l  de F k _ l , J k _ l  ) . 

D ' a p r b s  (Chap .  V, 1 . 2 )  on a done  : 
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3 . 1 P r o ~ o s i t i o n - D ~ f i n i t i o n  : La r ~ u n i o n  d e s  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  d e s  F . -  • 3 F 3  + 1  

( O g  j )  e s t  une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  de X~ a p p e l ~ e  s t r a t i f i c a t i o n  de 

W h i t n e y  c a n o n i q u e  de X .  

I 1  s u f f i t  de r e m a r q u e r  que  p u i s q u e  Fk+ 1 e s t  r a r e  d a n s  F k ~ l a  f i l t r a t i o n  

s t a t i o n n e  l o c a l e m e n t ~  e t  en  f a i r  g l o b a l e m e n t  s i  X e s t  de d i m e n s i o n  b o r n ~ e ~  e t  

s o n t  b i e n  d e s  s o u s - e n s e m b l e s  a n a l y t i q u e s  l e s  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  d e s  F . -  F j + l  

n o n - s i n g u l i e r s  c o n s t r u c t i b l e s  d a n s  X .  

3 . 2  P r o p o s i t i o n  : E t a n t  donn~ une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  q u e l c o n q u e  

X= U X  __de X~ c h a c u n  d e s  f e r m ~ s  F.1 d ~ f i n i s  p l u s  h a u t  e s t  r ~ u n i o n  de s t r a t e s  

X • 

D b m o n s t r a t i o n  : On p e u t  s u p p o s e r  l e s  X c o n n e x e s .  R e m o r q u o n s  d ' a b o r d  que  s i  a 

un f e rm~  F c X  e s t  r ~ u n i o n  de s t r a t e s  d ' u n s  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  ( X ) ,  

c h a q u e  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  de F e s t  a u s s i  r ~ u n i o n  de s t r a t e s .  En e f f e t  c h a -  

que  c o m p o s a n t e  de F c o n t i e n t  une  s t r a t e  X q u i  e s t  d e n s e  d a n s  c e t t e  c o m p o s a n t e ,  

e t  done  s i  l a  s t r a t e  X~ r e n c o n t r e  c e t t e  c o m p o s a n t e ~  e l l e  r e n c o n t r e  l ' a d h ~ r e n c e  

de X ~ e t  done e s t  dedans~  d ' a p r ~ s  l a  c o n d i t i o n  de f r o n t i ~ r e .  L ' e s p a c e  e n t i e r  

X= F e s t  r 6 u n i o n  de s t r a t e s .  S u p p o s o n s ~  p a r  r 6 c u r r e n c e ~  a v o i r  m o n t r ~  que  F k 
o 

e s t  r 6 u n i o n  de s t r a t e s  p o u r  k <  i e t  m o n t r o n s  que  F. e s t  r ~ u n i o n  de s t r a t e s  
o 1 

o 
P o u r  c e l a ~  i l  s o f f i t  de p r o u v e r  que  s i  Xa n F  i } ~  on a XaCF.1 Or s i  

o o 
X ~ F J ~ ,  d ' a p r ~ s  l ' h y p o t h ~ s e  de r ~ c u r r e n c e ~  X e s t  une  s t r a t e  d ' u n e  s t r a t i -  

o 
f i c a t i o n  de W h i t n e y  de c h a q u e  F k ~ k <  i ° ~ e t  m~me de c h a q u e  c o m p o s a n t e  i r r ~ d u c -  

t i b l e  F k , J k  de F k q u i  l e  c o n t i e n t ~  p u i s q u e  Xa e s t  c o n n e x e .  S u p p o s o n s  d ' a b o r d  

que Xa n S i n g ( F  i _ 1 ) ~ .  Si  Xa n ' e s t  p a s  t o u t  e n t i e r  c o n t e n u  d a n s  
o 

S i n g ( F  i _ I ) c F  i ~ l a  f o n c t i o n  M F de la  c o m D o s a n t e  i r r ~ d u c t i b l e  F. - 1 - 1 , j  
o o i - l l j  o 

o 
de F i - 1  q u i  c o n t i e n t  Xa ne s a u r a i t  ~ t r e  c o n s t a n t e  l e  l o n g  de X a ~ c o n t r a i r e -  

o 
ment  ~ l ' h y p o t h ~ s e  s e l o n  l a q u e l I e  X e s t  une  s t r a t e  de F. - 1 , j  " Nous p o u v o n s  

done  s u p p e s e r  que  Xa N S i n g ( F  i _ 1 ) = ~ .  P a r  c o n s e q u e n t  s i  X~ ~F.~ J ~  p a r  d ~ f i -  
o o 

n i t i o n  de F. , c e l a  s i g n i f i e  que  p o u r  un k <  i ~ l a  f o n c t i o n  M F d ' u n e  
1 ° o k~Jk  

c o m p o s a n t e  i r r b d u c t i b l e  F k de F k ne p r e n d  p a s  en x ~ X ~ F .  l a  v a l e u r  
' J k  o a ~o 

q u ' e l l e  p r e n d  en  un p o i n t  g ~ n 6 r a l  d ' u n e  c o m p o s o n t e  F i _ ] , j  En p a r t i c u l i e r  
o 
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XoE Fk~Jk  p a r  s e m i - c o n t i n u i t 6  ( c f .  Chap .  IV~ 6 . 1 )  e t  donc X C F k , J k  d ' a p r ~ s  

l a  r e m a r q u e .  Si  i a  v a l e u r  que p r e n d  l a  f o n c t i o n  NFk,3 k e n  un p o i n t  g ~ n 6 r a l  de 

X e s t  6 g a l e  a e e l l e  q u ' e l l e  p r e n d  en un  p o i n t  g 6 n 6 r a l  de F. n o u s  o b t e -  
i - 1 , j '  

o 

n o n s  a u s s i t ~ t  une  c o n t r a d i c t i o n  s i  X ~ F  i p u i s q u e  M; d o i t  8 t r e  e o n s t a n t e  
o k ' J k  

l e  l o n g  de X S inon~  on a l ' i n c l u s i o n  X C F k +  1 , done l a  f o n c t i o n  N F 
a k + l ~ J k + l  

d o l t  ~ t r e  c o n s t a n t e  l e  l o n g  de X ou . e s t  l a  c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i -  
~ F k + l ~ a k + l  

b l e  de Fk+ 1 q u i  c o n t i e n t  Xa . On r 6 p ~ t e  t ' a r g u m e n t  c i - d e s s u s ~  ce que  l ' o n  p e u t  

f a i r e  t a n t  que  k s i -1~ e t  l ' o n  p r o u v e  a i n s i  f i n a l e m e n t  l ' i n c l u s i o n  X c F. . • 
o ~ 1 

o 

Remarque  : C e l a  s i g n i f i e  que  la  s t r a t i f i c a t i o n  c a n o n i q u e  e s t  m i n i m a l e  p a r m i  

r o u t e s  l e s  s t r a t i f i c a t i o n s  de W h i t n e y  de X .  

Remarque  : Le c o n c e p t  de s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  c a n o n i q u e  a 6 t~  i n t r o -  

d u i t  p a r  d.  M a t h e r  ( c f .  [Ma] ,  § 4) : i l  c o h s t r u i t  une  s t r a t i f i c a t i o n  c a n o -  

n i q u e ~  p a r  un p r o c 6 d 6  d o n t  c e l u i  d 6 c r i t  i c i  e s t  un a v a t a r ,  e t  m o n t r e  que  t o u t e  

s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  m o i n s  f i n e  que  l a  s t r a t i f i c a t i o n  c a n o n i q u e  c o i n c i d e  

a v e c  e l l e .  On v i e n t  de v o i r ~  darts l e  c a s  a n a l y t i q u e  c o m ~ l e x e ,  un r 6 s u l t a t  

b e a u c o u p  p l u s  p r 6 c i s  : r o u t e  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  e s t  p l u s  f i n e  que l a  

s t r a t i f i c a t i o n  c a n o n i q u e .  

§ 4. R 6 c i p r o q u e  du t h 6 o r e m e  de T h o m - M a t h e r  ( T o u t  ce p a r a g r a p h e  p r 6 s e n t e  un 

t r a v a i l  en  c o l l a b o r a t i o n  a v e c  L~ D . T . ) .  

D ' a b o r d  q u e l q u e s  r a p p e l s  : 

4 . 1  P r o p o s i t i o n  ( [ L ~ - T e ] ,  P r o p .  6 . 1 . 8 )  : S o i e n t  X un e s p a c e  a n a l y t i q u e  

r ~ d u i t ~  p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d, e t  X= UX une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  de 

X. S o i e n t  x E  X e t  ( X , x ) c  ( ~ N , x )  un  p l o n g e m e n t  l o c a l  de X au v o i s i n a g e  de x • 

P o u r  c h a ~ u e  e n t i e r  i ~ d ~ __°~ d = dim Xa , i l  e x i s t e  un o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n -  

s...~eW de l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  p l a n s  de c o d i m e n s i o n  i d_..~e EN~ e t  p o u r  c S a q u e  

L E W un nombre  r ~ e l  ~>  0 e t  un  o u v e r t  d e n s e  U de l a  b o u l e  de c e n t r e  x e t  de 
o 

r a y o n  ~ d a n s  E N, un  nombre  r 6 e l  ~<<~ t e l s  q u e ,  n o t a n t  • i a  b o u l e  de c e n t r e  x e t  
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de r a y o n  e d a n s  t N  on a i r  : p o u r  t E U~ l a  c a r a c t 6 r i s t i q u e  d ' E u l e r - P o i n c a r 6  

y ( X ~  (Lo + t )  n ~ e )  ne  d 6 p e n d  q u e  de ( X , X ) .  On l a  n o t e r a  × i - d  ( X , X )  . ( I c i  

L + t r e p r 6 s e n t e  un  p l a n  p a r a l l ~ l e  ; l a  d i r e c t i o n  L ~ p a s s a n t  p a r  l e  p o i n t  t 
o o 

4 . 2  T h 6 o r ~ m e  ( [ L $ - T e  J ,  Th .  6 . 1 . 9 )  : S o i t  X= UX u n e  s t r a t i f i c a t i o n  de  a 

W h i t n e y  de  X~ e t  s o i t  X l a  s t r a t e  c o n t e n a n t  x E  X. On a l ' 6 g a l i t 6  

x 1 ( X , X  ~ )  - Y2(X,X ) = Z ( - 1 )  d ~ - d a - I  ~ / ~  m x ( P d  _ d a _ l ( X ~ , x ) ) ( l -  Y l ( X , X ~ ) )  

R e m a r q u e s  : 1) D a n s  ( L o c .  c i r . )  c e  t h 6 o r ~ m e  e s t  6 n o n c 6  p o u r  l a  s t r a t i f i c a -  

t i o n  c a n o n i q u e .  La p r e u v e  v a u t  e n  f a i r  p o u r  n * i m p o r t e  q u e l l e  s t r a t i f i c a t i o n  de 

W h i t n e y .  

2)  Le c a s  p a r t i c u l i e r  i = d + 1 de l a  c o n s t r u c t i o n  de 4 . 1 ,  c ' e s t -  a 

~ - d i r e  l ' i n t e r s e c t i o n  X ~  (L + t )  n ~ a v e c  c o d i m  L = d im X + 1 e s t  c e  que  
O E O 

G o r e s k y  e t  M a c P h e r s o n  a p p e l l e n t  l e  " c o m p l e x  l i n k "  de ( X , X a ) ,  o b j e t  i m p o r t a n t  

d a n s  l e u r  t h 6 o r i e  de M o r s e  s u r  l e s  e s p a c e s  s i n g u l i e r s ,  ( c f .  [ G - M ] ) .  

3)  Le T h 6 o r e m e  4 . 2  e s t  l a  g 6 n 6 r a l i s a t i o n  d e s  f o r m u l e s  de ( [ T e  17 ,  

C h a p .  I e t  I I  e t  [T e  121)  e x p r i m a n t  l a  m u l t i p l i c i t 6  d e s  v a r i 6 t ~ s  p o l a i r e s  r e -  

l a t i v e s  d ' u n e  h y p e r s u r f a c e  ~ s i n g u l a r i t 6  i s o l 6 e  ( X , O ) c  ( c d + l , 0 )  en  f o n c t i o n  de 

l a  s u i t e  g d e s  n o m b r e s  de M i l n o r  ( c f .  [ M i ] )  d e s  s e c t i o n s  p l a n e s  g 6 n 6 r a l e s  de 

X p a r  d e s  p l a n s  g ~ n ~ r a u x  p a s s a n t  p a r  O- (1~ ( i ) -  ~ ( X A  H i , o )  ou dim H i = i ) .  

S o i t  f :  ( ~ d + l , O )  ~ ( ~ , O )  u n  m o r p h i s m e  d o n t  (X ,O)  e s t  l a  f i b r e .  On a 

P k ( X , O )  = P k ( f , O )  ~ X  p o u r  O ~ k ~  d - 1  

e t  d a n s  ( L o c .  c i t . )  on  p r o u v e  : 

m o ( P k ( X , O ) )  = g ( k + l ) ( X , O )  + u ( k ) ( x , o )  

P a r  a i l l e u r s ,  en  a d a p t a n t  ( [ M i ] )  on p r o u v e  q u e  

x i ( X , { O ] )  = 1 + ( - 1 )  d - i  ~ ( d + l - i ) ( x , o )  ( a v e c  l e s  n o t a t i o n s  de 4 . 1 )  

ce  q u i  v 6 r i f i e  b i e n  l e  T h 6 o r ~ m e  4 . 2  d a n s  ce  c a s ,  a v e c  Xa = [O3 ,  X~ = X -  {O) .  
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4 . 3  R a p p e l o n s  m a i n t e n a n t  l e  Th~or~me de Thom-Mathe r .  

4 . 3 . 1  Th~or~me (Thom-Mathe r  darts l e  c a s  p a r t i c u l i e r  des  e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  

c o m p l e x e s  ( c f .  [ T h ] ,  IMam) : S o i t  X= UX un e s p a c e  a n a l y t i q u e  muni d ' u n e  a 

s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y .  Pour  t o u t  p o i n t  x ~  X , t o u t  p l o n 6 e m e n t  l o c a l  X c C  N 

tN 
au v o i s i n a ~ e  de x~ t o u t e  r ~ t r a c t i o n  l o c a l e  p : ~X , i l  e x i s t e  un v o i s i n a ~ e  

o u v e r t  U de x d a n s  tN t e l  ~ue ,  en p o s a n t  V = ( I n X  on a i t  : i l  e x i s t e  un 

hom~omorphisme c o m p a t i b l e  avec  p e t  

XNU ~ ( p - a ( x )  q X N U )  xV 

v 

i n d u i s a n t  p o u r  c h a q u e  ~p c o n t e n a n t  Xa un hom~omorphisme a n a l o g u e  

XpNU ~ ( p - l ( x )  NXp N U) xV 

P ~  / P r J / 2  

V 

Remarquons  m a i n t e n a n t  que d ' a p r e s  (Chap.  V ,  1 . . 2 )  o n  a ,  en p o s a n t  d = d i m  X 

4 . 5 . 2  P r o p o s i t i o n  : S__~i ( X p , X )  s a t i s f a i t  ] e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y ,  pou r  

t o u t  p l o n g e m e n t  l o c a l  ( X ~ , x ) c  (~N,x)  au v o i s i n a g e  de x E X a c ~ p ,  i l  e x i s t e  un 

o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  N de l ' e s p a c e  des  d r a p e a u x  

.3" : T x c ~ , x C P N - d o - l C D N  d -2  ¢ : ' ' ' c D  - 0 

d ' e s p a c e s  v e c t o r i e l s  c o n t e n a n t  T X ,x t e l  que pou r  2~E W e t  t o u t  s o u s - e s p a c e  
a 

n o n - s i n g u l i e r  H i de c o d i m e n s i o n  i c o n t e n a n t  ):~ e t  t e l  ~ue TIi,x = D i , on a i t  : 
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o l e  c o u p l e  de s t r a t e s  ( [X~( ]  H i ]  ,Y) s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y .  

En a b o u t a n t  4 . 3 . 2  ~ 4 . 3 . 1 ,  on v o i t  que  l ' o n  p e u t  r e n f o r c e r  l e  t h ~ o r ~ m e  

de T h o m - M a t h e r  : S i  ( X )  e s t  une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y ,  non  s e u l e m e n t  c h a -  a 

que  X~ e s t  l o c a l e m e n t  t o p o l o g i q u e m e n t  t r i v i a l  l e  l o n g  de X~, au s e n s  de 4 . 3 . 1 ,  

m a i s  e n c o r e  p o u r  t o u t  s o u s - e s p a c e  n o n - s i n g u l i e r  a s s e z  g 6 n @ r a l  H i c o n t e n a n t  X , 

I ' i n t e r s e c t i o n  X~ NH.1 e s t  a u s s i  l o c a l e m e n t  t o p o l o g i q u e m e n t  t r i v i a l e  l e  l o n g  de 

X C ' e s t  c e t  @nonc~ r e n f o r c ~  q u i  admet  une  r ~ c i p r o q u e .  

4 . 4  Th~oreme ( L ~ - T e i s s i e r )  : S o i t  X un e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  r ~ d u i t  

p u r e m e n t  de d i m e n s i o n  d, e t  s o i t  X= UX une  p a r t i t i o n  de X en s o u s - e s p a c e s  

a n a l y t i q u e s  n 2 n - s i n ~ u l i e r s  c o n s t r u c t i b l e s  d a n s  X .  

Les  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  ~ q u i v a l e n t e s  : 

1) P o u r  t o u t  x E  X a e t  t o u t  p l o n ~ e m e n t  l o c a l  ( X , x ) c  ( E N , x )  i l  e x i s t e  un 

o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  W de l ' e s p a c e  d e s  d r a p e a u x  

& : TXc~xCDN_dc_IC "'" cDI~D ° : E N 

t e l  ~u e p o u r  ~ E  W e t  H. non  s i n ~ u l i e r  de c o d i m e n s i o n  i c o n t e n a n t  X e t  a v e c  

T H = D i , ~ n H. s o i t  l o c a l e m e n t  t o p b l o g i ~ u e m e n t  t r i v i a l  l e  l o n g  de X en x ,  
i , x  1 a - -  

p o u r  t o u t  X~ e t  O~ i ~ N - d a - 1  • 

2) La d 6 c o m p o s i t i o n  X= UX e s t  une  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  de X . 

La d ~ m o n s t r a t i o n  d ~ t a i l l ~ e  s e r a  donnbe  a i l l e u r s .  Nous v e n o n s  de v o i r  

comment  2) ~ 1) r ~ s ~ l t e  du Th@or~me de T h o m - M a t h e r .  La p r e u v e  de 1) ~ 2) 

s ' a p p u i e  e s s e n t i e l l e m e n t  s u r  l e s  r ~ s u l t a t s  du C h a p i t r e  Y e t  l e  Th~or~me 4 . 2  

c i - d e s s u s .  

Remarque  : I ]  s e r a i t  p l u s  s i m p l e  de ne r e g a r d e r  que l e s  p l o n g e m e n t s  l o c a u x  

x c f N  t e l s  que  l ' i m a g e  de X s o i t  l i n @ a i r e  e t  de r e g a r d e r  a l o r s  l e s  i n t e r s e c -  

t i o n s  XND~ . 
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4 . 5  R 6 a l i s a t i o n  de l a  p a r t i e  B) du p r o g r a m m e  ( c f .  I n t r o d u c t i o n ) .  E t a n t  d o n n 6  

u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  X muni  d ' u n e  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  X = U X  

i l  r ~ s u l t e  de l ' ~ g a l i t ~  de 4 . 2  p a r  u n e  r 6 c u r r e n c e  f a c i l e  q u e  l a  c o l l e c t i o n  d e s  

×i(X~3,X ) ou x E  X0 c ' X  ~ d ~ t e r m i n e  l a  c o l l e c t i o n  d e s  m u l t i p l i c i t ~ s  mx(Pk('~-~3~x)) 

en  x d e n  v a r i 6 t ~ s  p o l a i r e s  d e s  a d h e r e n c e s  de s t r a t e s  Xl3 e t  e a t  d ~ t e r m i n ~ . e  p a r  

e l I e .  A i n s i  l a  s u i t e  MX,x e s t  b i e n  d 6 t e r m i n ~ e  p a r  i a  t o p o l o g i e  de l ' e n s e m b l e  

s t r a t i f i ~  X e t  de  s e s  s e c t i o n s  p l a n e s  l o c a l e s  g ~ n ~ r a l e s ,  au  v o i s i n a g e  de x .  

§ 5 .  R a p p o r t  a v e c  l e  c a s  d e s  h y p e r s u r f a c e s .  

5 . 1  P r o p o s i t i o n  : S o i e n t  x c ~ N  u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  r 6 d u i t  p u r e m e n t  de 

d i m e n s i o n  d~ ¥ c X  un  s o u s - e s p a c e  a n a l y t i ~ u e  f e r m 6  r 6 d u i t  e t  OC ¥ u n  p o i n t  n o n -  

s i n g u l i e r  de ¥ .  Leo c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  6 q u i v a l e n t e s  : 

i )  Le c o u p l e  (X°~Y) s a t i s f a i t  l e o  c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  e n  O .  

i i )  I 1  e x i s t e  un  o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  U de l ' e s p a c e  d e s  p r o j e c t i o n s  

l i n 6 a i r e s  p : ~ N ~ d + l  t e l  que  p o u r  pC U~ en  p o s a n t  X 1 = p (X)  on a i t  : X 1 e s t  

u n e  h y p e r s u r f a c e  r 6 d u i t e  de E d + l  ¥1 = P(Y)  e s t  n o n - s i n g u l i e r  en  O= p (O)  e t  l e  

c o u p l e  ( X ~ Y  1) s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  de  W h i t n e y  en  O .  

D 6 m o n s t r a t i o n  : C e l a  r 6 s u l t e  a u s s i t g t  de ( C h a p .  V, 2 . 1  e t  C h a p .  IV~ 5 . 5 ) .  On 

p o u r r a i t  a u s s i  u t i l i s e r  l e s  i n 6 g a l i t 6 s  m 6 t r i q u e s  de ( C h a p .  I I I ~  2 . 1 ) .  

O c p ( X  ° )  e s t  en  g ~ n b r a l  R e m a r ~ u e  : On p r e n d r a  b i e n  g a r d e  que  l ' i n c l u s i o n  X 1 

s t r i c t e  : l a  p r o j e c t i o n  p " c r ~ e  d e s  s i n g u l a r i t ~ s "  e t  en  p a r t i c u l i e r  d e s  p o i n t s  

d o u b l e s  ~ v a n e s c e n t s  s u r  X 1 . 

§ 6.  S u r  l ' 6 q u i s i n ~ u l a r i t ~  ~ l a  Z a r i s k i  ( c f .  [Z  1 ] ,  ~Z 4 ] ) .  

T r ~ s  s o m m a i r e m e n t ,  6 r a n t  d o n n 6  x c ~ N  u n  o b j e t  e s s e n t i e l  p o u r  l a  t h ~ o r i e  

de Z a r i s k i  e s t  l ' i m a g e  A 1 p a r  u n e  p r o j e c t i o n  g b n ~ r i q u e  p :  ~ N  [ d  de l a  v a r i ~ t ~  

p o l a i r e  P l < p >  ( c f .  C h a p .  IV ,  § 1 ) .  A p r i o r i ~  u n  a v a n t a g e  du p o i n t  de v u e  d e s  

v a r i f i e s  p o l a i r e s  e s t  q u e  l ' o n  n ' a  p a s  a p r e f i d r e  d ' i m a g e ,  donc  on n ' a  p a s  
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f a i r e  d ' 6 1 i m i n a t i o n ,  e t  e l l e s  s o n t  p l u s  c a l c u l a b l e s .  Dans  l e s  c a s  t r e s  s i m p l e s ,  

p a r  e x e m p l e  l o r s q u e  Y e s t  de c o d i m e n s i o n  1, l a  v a r i 6 t 6  p o l a i r e  P l < p >  ( r e s p .  A s )  

n ' i n t e r v i e n t  que  p a r  l e  f a i t  d ' e t r e  v i d e  ou non~ e t  l e s  r ~ s u l t a t s  de t r a n s v e r -  

s a l i t 6  du C h a p i t r e  IV f o n t  que  l e s  deux  t h 6 o r i e s  s o n t  p r a t i q u e m e n t  i n t e r c h a n -  

g e a b l e s .  Un e x c e l l e n t  t e x t e  ~ c o n s u l t e r  p o u r  l a  g 6 n 6 r a l i s a t i o n  du c r i t ~ r e  d i s -  

c r i m i n a n t  de Z a r i s k i  au c a s  d ' u n e  f a m i l l e  de c o u r b e s  q u e l c o n q u e  e s t  [ B u ] .  Dans  

l e  c a s  g 6 n 6 r a l ,  l e  r a p p o r t  e s t  e n c o r e  b i e n  m y s t 6 r i e u x  m a i s  j e  c r o i s  q u ' u n e  c o n -  

s 6 o u e n c e  d e s  r 6 s u l t a t s  de ce t r a v a i l - c i  e s t  que  d a n s  l e  c a s  g 6 n 6 r a l  l e  f a i t  que  

Y c X  s o i t  une  s t r a t e  d ' u n e  s t r a t i f i c a t i o n  de W h i t n e y  de X e s t  b e a u c o u p  p l u s  

f a i b l e  que  l e  f a i t  que  X s o i t  6 q u i s i n g u l i e r  "~ l a  Z a r i s k i "  l e  l o n g  de Y. 

De ce p o i n t  de vue~ l e  p r o b l ~ m e  de d 6 t e r m i n e r  l e  r a p p o r t  e n t r e  l e s  

c o n d i t i o n s  de W h i t n e y  e t  l ' 6 q u i s i n g u l a r i t 6  ~ l a  Z a r i s k i  ~ e t  l e  p r o b l e m e  

de c a r a c t 6 r i s e r  " n u m 6 r i q u e m e n t "  l ' ~ q u i s i n g u l a r i t 6  ~ l a  Z a r i s k i , ( v o i r  [ B - H I )  ou 

l ' 6 q u i s i n g u l a r i t 6  au s e n s  de l a  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n b e  f o r t e  ( c ~ .  Chap .  I I I ~  

5 . 3 . 5 )  comme j ' a i  r 6 u s s i  ~ l e  f a i r e  i c i  p o u r  l e s  c o n d i t i o n s  de Whi tney~  r e s t e n t  

l a r g e m e n t  o u v e r t s  . I1  me s e m b l e  que  l e s  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  l o c a l e s  j o u e r o n t  

e n c o r e  un r ~ l e  d a n s  c e s  q u e s t i o n s  e t  j e  v e u x  t e r m i n e r  p a r  un p r o b l ~ m e  d o n t  l a  

s o l u t i o n  f e r a i t ,  j e  c r o i s ,  a v a n c e r  l ' 6 t u d e  du r a p p o r t  e n t r e  v a r i 6 t 6 s  p o l a i r e s  

e t  6 q u i s i n g u l a r i t 6  ~ l a  Z a r i s k i .  

D ~ f i n i t i o n  : 8 o i t  z c E N  un s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  r ~ d u i t  de d i m e n s i o n  p u r e  c 

d a n s  ~ N  S o i t  p :  ~ N  ~ c + l  une  p r o j e c t i o n  l i n ~ a i r e .  Nous d i r o n s  que  p e s t  une  

p r o j e c t i o n  g ~ n ~ r a l e  p o u r  Z~ r e l a t i v e m e n t  ~ une  d ~ f l n i t i o n  de l ' ~ q u i s i n g u l a r i t ~ ,  

s i  p o u r  t o u t  m o r p h i s m e  h :  D ~  ~ ou ~ d ~ s i g n e  l ' e s p a c e  d e s  p r o j e c t i o n s  l i n ~ a i -  

r e s  de ~N d a n s  ~ c + 1  t e l l e  que  h (O)  = p~ l a  f a m i l l e  d e s  i m a g e s  

( h ( t ) ( Z ) ~ t ) ~ c + l  × ~  e s t  ~ q u i s i n g u l i ~ r e  l e  l o n g  de 0 × ~  en O× 0 . 

P r o b l ~ m e  : E t a n t  donn~ x ~ N  m o n t r e r  que  p o u r  t o u t  k~ O ~ k ~  d - l~  i l  e x i s t e  

un o u v e r t  de Z a r i s k i  d e n s e  W k de l ' e s p a c e  d e s  p r o j e c t i o n s  l i n ~ a i r e s  

P :  c N  ~ d - k ÷ l  t e l  que  p o u r  p 6  W k , l a  p r o j e c t i o n  p s o i t  g ~ n ~ r a l e  p o u r  l a  v a r i ~ -  

t~  p o l a i r e  Pk<p>~ du p o i n t  de vue  d e s  c o n d i t i o n s  de Whi tney~  ou m i e u x  e n c o r e  
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de l a  r @ s o l u t i o n  s i m u l t a n b e  f o r t e .  

Remar~ue  : Le c a s  k =  d-1  e s t  une  p a r t i e  e s s e n t i e l l e  du Lemme-cl@ du C h a p i -  

t r e  V~ e t  e s t  d~ ~ B r i a n ~ o n - H e n r y  d a n s  l e  c a s  d=  2~ s i n g u l a r i t @  i s o l ~ e  [ B - H ] .  
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