


VARIETES POLAIRES II

MULTIPLICITES POLAIRES, SECTIONS PLANES, ET CONDITIONS DE WHITNEY

Bernard TEISSIER
SUMMARY

To each reduced equidimensional analytic algebra Ox ! one can associate
k]

a sequence of d integers, where d=dim Ox x
1

M;,X = {n_(X)ym (P (X)),...,m (P, (X))}

where for O0<kx d-t, Pk(X) is a general local polar variety of codimension k

of X, as defined by Lé D.T. and myself, and m denotes the multiplicity at x.
One can visualize Pk(X) as follows : Pick an embedding XCEN of a repre-

d-k+1

. . . N
sentative of (X,x) and take a general linear projection p: 8 -C The

closure in X of the critical locus of the restriction plXO of p to the non-
singular part X° of X is purely of codimension k or empty, its multiplicity
at x is independent of the choice of the general linear projection p and of the
embedding. It is denoted by mx(Pk(X)). Note that PO(X) =X. I prove here the

Theorem : Let X be a reduced purely d-dimensional complex-analytic space,

and Y a non-singuler subspace of X. Given a point O0€ Y, the following con-

ditions are equivalent :

i) The pair (X°,Y) satisfies the Whitney conditions at O.

+#
ii) The map from Y to ]Nd given by y+ MX v is constant in a neighbourhood
- b

of 0 in Y.
Equivalently, (XO,Y) does not satisfy the Whitney conditions at O if and
only if one of the general local polar varieties Pk(x) is not equimultiple
along Y at O.
So the following picture already shows the general phenomenon : here X
3 _ t2x2

is the surface in ﬂ?3 defined by y2-x =0, Y is the t-axis, and p is the

projection onto the (x,t)-plane : the curve defined by x + t2: 0, y=0 is a
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general polar curve for X, it is not equimultiple along Y so (XO,Y) does
not satisfy the Whitney conditions at O, which is obvious from the definition

(see Chap. ITI)

+*
X, x

An important feature of the sequence M is that it is an analytic in-
variant of the germ (X,x) which can be computed topologically, just like the
multiplicity can be computed by counting the number of points of intersection

with X of a general (N-d)-plane in EN near x (see Chap. IV and VI).
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INTRODUCTTION

"Tu n'es qu'un mortel, aussi ton esprit doit-il nourrir deux

pensées a la fois."

Bacchylide

Tout ce texte est consacré a la démonstration d'un seul résultat, qui
est la réalisation de la partie algébro-géométrique du programme consécutif a
[Te 1]. Rappelons ce programme, qui s'inscrit a l'intérieur d'un effort pour
comprendre le lien entre la structure algébrique d'un ensemble algébrique ou
analytique, et sa structure topologique.
A) Partie algébro-géométrique : Associer a chaque algeébre analytique comple

xe réduite Gx’x purement de dimension d un élément MX,x d'un ensemble discret
(une multiplicité généralisée) de telle fagon que, étant donnés un espace ana-
lytique complexe réduit purement de dimension d, un sous-espace analytique Y
de X et un point non-singulier O€ Y, on ait équivalence entre

i) L'application y=M est constante sur Y au voisinage de O.

X,y

ii) Le couple (XO,Y) satisfait les conditions de Whitney au voisinage O .
P

Remarque : Les conditions de Whitney sont des conditions différentielles
(pour une définition précise, voir (Chap. III, 2.2.1)), qui d'une part sont
impliquées par des conditions algébro-géométriques (cf. Chap. III, 2.3.1) et
d'autre part impliquent des résultats de trivialité topologique (Chapitre VI,
4.3.1). Elles ont été introduites par Whitney dans [W] et étudiées par Thom

[Th], Mather [Ma], Yojasiewicz et Hironaka [H 1], [H 3].
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B) Partie topologique : Donner une interprétation de MX 5 e termes de la
__________________ ,

topologie de 1'ensemble analytique X au voisinage de x.

Les résultats de [Te 1] réalisaient ce programme dans le cas particulier

ou X est une hypersurface de Ed+1 dont le lieu singulier Y est non-singulier,

#*
, pour x€Y, étant tenu par la suite p des

nombres de Milnor des sections de X par des plans généraux de Id+1 passant par

le role de la multipliciié M
X,x
x et de codimension supérieure ou égale a la dimension de Y.
Pour un énoncé précis du résultat principal de ce travail, voir le
Chapitre V, et pour des renseignements sur la partie topologique, voir le

Chapitre VI, § 4.

§ 2.

Cette généralisation a été permise par l'introduction dans [Lé-Te] des

variétés polaires locales générales associées a un germe d'espace analytique

(X,0)<:(EN,O), réduit et purement de dimension d. On peut décrire informelle-
ment une variété polaire locale générale de codimension k de X comme ceci
Soit X(:EN un représentant du germe (X,0), et soit p: EN—~Ed_k+1 une projec-
tion linéaire générale. Une variété polaire Pk(X,O) est 1'adhérence dans X
du lieu critique de la restriction de p a la partie non-singuliere x® de X.
La multiplicité généralisée cherchée est la suite {mo(Pk(X,O) ; Ozks<d-1} € n?
des multiplicités en O des variétés polaires générales de toutes les codimen-
sions k, O0sk<d-1. On montre au Chapitre IV que cetie suite d'entiers ne
dépend en fait que de l'alggbre analytique OX,O'

Par ailleurs la démonstration est substantiellement plus simple que
celle de [Te 1], puisque l'on peut raisonner par récurrence sur dimX -dimY
a 1'aide de résultats de transversalité. On peut d'ailleurs résumer les moyens
techniques employés en disant qu'il s'agit du début d'une théorie systématique

de la transversalité des espaces singuliers, si 1'on comprend un espace singu-

lier comme ensemble stratifié, muni en outre en chaque point des variétés
polaires locales générales des adhérences des strates. Les principaux résult-

tats techniques sont des résultats de transversalité : transverdalitée d'une
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variété polaire locale générale au noyau de la projection servant a la définir
(cf. Chap. IV) transversalité, sous certaines conditions, d'une hypersurface
non-singulieére de oV générale parmi celles qui contiennent Y a toutes les
limites en O d'espaces tangents a Xo, etc. La démonstration du théoreme prin-
cipal (Chap. V) paraltra d'ailleurs beaucoup plus simple le jour ou 1'on dis-
posera pour parler de transversalité d'espaces singuliers d'un langage aussi
souple et puissant, et sans doute aussi vidé de géométrie, que la topologie

algébrique.

§ 3.

"Si le langage était parfait, 1'homme cesserait de penser."

Paul Valéry

Provenant d'un cours, ce texte ne va pas droit au but, mais
suit un itinéraire que j'aimerais que 1'on puisse qualifier de touristique.
De plus je me suis efforcé de créer les premiers rudiments d'un langage
algébro-géométrique permettant de parler de la transversalité des espaces
singuliers , le langage géométrique étant parfois peu commode. Par ailleurs,
il me semble possible, et treés intéressant, de déformer la rédaction, en respec
tant sa structure globale, en chacun des deux extrémes entre lesquels elle se
trouve : d'une part une rédaction completement algébrique, sur un corps de ca-
ractéristique zéro algébriquement clos, et d'autre part, mutatis mutandis, une
rédaction en géométrie sous-anslytique réelle démontrant un analogue du théore-

me principal.

§ 4.

Les principales sources de ce travail sont d'une part la construction
de (Chap. III, 2.3.1) qui d'apres une idée de Hironaka permet d'énoncer une
condition d'équidimensionnalité des fibres d'un certain morphisme suffisante
pour impliquer les conditions de Whitney, et d'autre part la recherche systéma-

tique d'invariants de la géométrie d'un espace X au voisinage d'un point x
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dans la géométrie et la topologie des sections planes générales de X passant
par x ou un peu a coté, de toutes les dimensions. La jonction est précisément
faite par la théorie des variétés polaires comme le montrent (Chap. IV, 6.1.1
et Chap. VI, 4.2). Cette théorie des variétés polaires elle-meme doit beaucoup
a la foi communicative de Thom et Zariski en 1'utilité des méthodes de contour
apparent et de discriminant pour obtenir des informations de nature topologi-
que et algébrique sur les singularités.

Par ailleurs, J.P. Brasselet et M.H. Schwartz ([B-S], Corollaire 10.2)
ont prouvé que 1l'obstruction d'Euler locale Eux(X) de MacPherson est constante
sur chaque strate d'une stratification de Whitney de X. Puisque L& D.T. et

d-1
1'suteur ont prouvé ([Lé-Te]) la formule Eux(X): b3 (-

m (P (X,x)), la
k=0 x kK

somnie alternée des multiplicités des variélés polaires de X est constante sur

chague strate, comme l'est la multiplicité de X d'aprés Hironaka [H 1] .

Il faut remarquer cependant que la preuve assez topologique de [B-S] ne per-

met pas de tirer un résultat de la seule hypothese que (XO,Y) satisfait les
conditions de Whitney en un point 0€Y. Il fautpour utiliser cette hypothese
a priori bien plus faible une méthode utilisant de 1'algebre, comme le Lemme-
clé du Chapitre V, Lemme qui m'a été suggéré par un résultat de Briangon et

Henry (cf. [B-H]) concernant les surfaces dans e .

§ 5.

Ce texte est la rédaction, fidele pour les grandes lignes, d'unm cours
donné a 1'Universidad Complutense de Madrid en Septembre 1980, développant une
courte note ([ Te 5]). Je veux remercier le Professeur Abellanas de m'avoir
invité a donner ce cours, l'équipe vivaente et sympathique des auditeurs, et
parziculiérement Maria-Emilia Alonso-Garcia et Ignacio Luengo qui ont rédigé les
notes d'une grande partie du cours et ont fait de nombreuses observations per-
tinentes sur le contenu. Je veux aussi remercier les organisateurs de la Con-
férence de La Rabida, ou j'ai présenté un résumé des résultats, pour 1'accumeil

chaleureux et efficace que tous les participants ont pu apprécier. Pendant la
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rédaction j'ai bénéficié des conseils éclairés de Lé Dﬁng Trang, Michel Merle,
J.P.G. Henry et C. Sabbah. En particulier je suis treés reconnaissant a Merle
et Henry d'avoir tiré la théorie d'une orniere en découvrant qu'il fallait
remplacer la modification de Nash par le morphisme conormal dans la démonstra-
tion.

Marie-Jo Lécuyer a assuré la frappe avec sa compétence et son amabilité
coutumieres, et a réalisé les dessins avec talent et imagination.

L'énoncé et les idées principales de la preuve sont nés au cours de
séjours a la Fondation des Treilles en 1979-80, et la plus grande partie de
la rédaction finale y a été faite. Je remercie Annette Gruner-Schlumberger

d'avoir créé un lieu de travail aussi exceptionnel.
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QUEIQUES CONVENTIONS ET NOTATIONS

1) On se permettra souvent de considérer sans le dire explicitement un re-
présentant "assez petit"” X d'un germe (X,0) (et de méme pour un morphisme). Le

sens de "assez petit" sera toujours clair d'apres le contexte.

2) Etant donnés un morphisme f: X=Y et un faiscean d'idéaux I de OY on

notera souvent If}x ou I .o

X 1'idéal de Ox image de 1'homomorphisme canonique

#* * " B ;
fI-17f OY:OX . De meme, étant donnés un homomorphisme d'anneaux P: A-B et un

idéal I de A, on notera IB ou I.B 1'idéal de B engendré par p(I).

3) Etant donnés un morphisme f: X—= S, un fermé analytique rare FcS et un

sous-ensemble analytique fermé H de S, on appellera transformé strict de H par

f (relativement & F) 1'adhérence f '(H)N (X- £ '(F)) dans X de

£~ m) N(X-t"1(F)). Nous nous servirons de ceci dans trois cas : celui on f
est surjectif et FcS est 1'ensemble des points s€ S ou la dimension de la
fibre fnl(s) est strictement supérieure a dimX - dim S (cf. Chap. III, § 5),
celui ou f est un plongement fermé et F rare dans X, le résultat étant alors
noteé H,ﬂ\X et appelé intersection stricte, (cf. Chap. IV, 5.4.2) et enfin celui

ou f apparait dans un diagramme

ou e est un éclatement et FC S est l'ensemble exceptionnel de 1'éclatement.
Le morphisme f('): X—~S de 1'espace X transformé strict de S par f dans S induit

par f est appelé transformé strict de f0 par e .

(Ceci est utilisé dans le Chapitre V).
Dans le cas ou fo est un plongement fermé, on parlera du transformé

strict de X par e.
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CHAPITRE I

DEPENDANCE INTEGRALE SUR LES IDEAUX

Introduction. Dans ce chapitre, on étudie la situation suivante : soient X un
espace analytique complexe réduit et I un faisceau cohérent d'idéaux sur X,
définissant un sous-espace analytique fermé YCX, que 1'on suppose rare dans X.
Etant donnée une fonction holomorphe h sur X, on sait que le théoreme des zéros
de Hilbert permet d'exprimer algébriquement le fait que h s'annule sur |Yl,
ensemble sous-jacent a Y, par 1l'inclusion hE’dE: ou ¢;_est le faisceau racine
de I, vérifiant (VT)X::¢;; pour tout x€ X, et ce qui nous intéresse ici est la
possibilité d'exprimer algébriquement de différentes fagons le fait que non
seulement h s'annule sur |Y’, mais que de plus pour tout choix d'un systeme de
générateurs g1,-..,gp de I au voisinage d'un point y&€ Y, on a une inégalité
In(x)]=c qu(lgj(x)l) pour tout X appartenant a un voisinage U assez petit

de y, ou CE‘]I{+ .

Voici un exemple typique des applications que je ferai de ce type de

conditions : soit f(zo,...,zd): 0 une équation pour une hypersurface complexe
Ced+1 . af
dans un ouvert Uctl - Supposons savoir que x—— (0’21""’Zd) tend vers O au
o
moins aussi vite que les ggl (O,zl,...,zd) (1si<d) j ceci signifie que 1'hy-

i
perplan 2, = O n'est pas direction limite d'espaces tangents aux hypersurfaces

de niveau f(0,z ,zd): v de la restriction de f a 1'hyperplan 2, = 0. Et de

REEE
méme, le fait qu'en restriction a 1'hypersurface X définie par f=0, on ait au

voisinage de O 1'inégalité la—azf— (x)] <C Sup laazf
[} i>0 i
z = 0 ne soit pas direction limite d'hyperplans tangents a X en ses points non-

(x)| (x€X) équivaut a ce que

singuliers. La possibilité d'exprimer algébriquement des conditions géométri-

ques de cette espece est un bon outil permettant en particulier d'énoncer al-
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briquement, et de démontrer, des résultats de transversalité fins.

Le dessin suivant aidera peut-étre le lecteur

Les ingrédients sont essentiellement 1l'existence des éclatements et de la nor-
malisation en géométrie analytique complexe et le théoreme des singularités
inexistantes : sur un espace normal, toute fonction méromorphe et localement
bornée est holomorphe.

Bien que ce ne soit pas nécessaire pour la suite, j'ai insisté au § 3
sur 1'aspect numérique de la cloture intégrale. Une application qui nous sera
utile au chapitre V, la traduction algébrique du concept de fonction méromor-

phe lipschitzienne, est donnée au § 6.

§ 1. Criteres de dépendance intégrale.

1.1 Définition : Soit I un idéal d'un anneau A ; un élément h de A est dit

entier sur I si il satisfait une relation de dépendance intégrale de la forme

i
h+a1h +...+ak:0 avecaiEI .

On peut se ramener a la dépendance intégrale sur les anneaux au moyen de
1'observation suivante

1'élément h est entier sur I si et seulement si 1'élément h. TE A[T] est
entier sur le sous-anneau P(I)= x I' T* de A[T].
i=0
Le fait (cf. [Bbk 1], § 1.1) que 1'ensemble des éléments de A[T] entiers
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sur P(I) est un sous-anneau de A[T], implique que 1'ensemble des éléments de A
entiers sur I est un idéal de A j; cet idéal sera noté I et appelé clbture inté-
grale de 1'idéal I. Si T=1, on dira que I est intégralement clos. Il résulte

de (Loc. cit.) que T est intégralement clos.-

1.2 Remarques : 1) On a les inclusions IgTS\/I_, IcJ implique ng, et T

est donc le plus petit idéal intégralement clos de A contenant I, et donc on

a 1'inclusion 'I_.:I-SI «J pour des idéaux I, J de A.

2) Supposons A normal (i.e., réduit et intégralement clos
dans son anneau total de fractions),et I inversible, c'est-a-dire principal,
engendré par un élément g non-diviseur de O. Alors I1=1, et réciproquement, si

tout idéal inversible d'un anneau réduit A est intégralement clos, A est normal.

Preuve : Puisque I est principal, 1'équation hk+ ay hk_1 Feeeday = 0 s'écrit
. . k k-1 k . A
aussi h +oc1gh teeetapg avec a, € A et donc, puisque g est non-diviseur
h k h k-1
de O : (—g—) +a1(E) +...+a =0, qui est une relation de dépendance intégrale

sur A pour 1l'élément g de Tot(A) ; d'ou -}glE A puisque A est normal, et donc
TEI La réciproque se vérifie en lisant a 1'envers ce qui précede.
En particulier, dans I{t} ou R{t} , on a he€ (-g-) si et seulement si 1'ordre en

t de h est au moins égal a celui de g.

1.3 Soient maintenant X un espace analytique complexe réduit et I un faisceau

cohérent d'idéaux sur X définissant un sous-espace Y de X rare dans X-

1.3.1 Proposition 1 : A) Etant donnée une fonction holomorphe h sur X, on

a l'inclusion hyci—): en un point y€ X si et seulement si pour tout systeme de

générateurs (g],...,gp) de Iy , il existe un voisinage ouvert U de y, dans

lequel les g. convergent, et une constante CE& R tels que 1'on ait 1'inégal -
q g g ’ . q

té

Ih(x)] < ¢ sup (lg.(x)]) pour tout x€ U
1i<p !
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B) Il existe un unique faisceau cohérent d'idéaux I sur X tel que, pour

tout x€ X on ait (I) =1_ dans O .
—_— _— X x X,x

Démonstration : Soit n: X' =X 1'éclatement normalisé de 1'idéal I dans X,
c'est-a-~-dire le composé de 1'éclatement de I et de la normalisation de 1'espa-
ce obtenu, qui est réduit puisque X l'est. Le morphisme n est propre et biméro-
morphe puisque Y est rare, et donc surjectif car c'est un morphisme fermé

d'image dense. Le faisceau d'idéaux I . O¢

o par les composés

engendré dans %

avec n des sections de I est donc un faisceau inversible d'idéaux sur un espace

normal.

Soit heq ; on a par hypothese une relation de dépendance intégrale

hk+a hk_1+...+a

1 - 0, avec aiE I; , qui s'étend en une relation de dépen-

dance intégrale pour un représentant, encore noté h, du germe h, c'est-a-dire

il existe un voisinage ouvert U de y dans X tel que 1'on ait

hen®w,I1) CHO(U,OX)

~

. -1,
Ceci implique que (h Tt)x, est entier sur (IOf')x' pour tout x'€mn “(U), et
1'on déduit de la remarque 2) que (h e n)x' € (ICBS(-,)X, pour tout x'é€ Tc_l(U). Ceci

montre d'une part que h¢€ HO(U,E*(IO-X,)HOX) et d'autre part que tout point

x' € Tc_l(U) possede un voisinage ouvert Vx' tel qu'il existe Cx’ S ]R+ tel que,
pour tout w'€V_,, on ait [hen(w )l <C., Sup Igi sn{w')|. Le morphisme
1si<p

n étant propre et surjectif, on peut recouvrir n_l(x) par un nombre fini

d'ouverts V_, , y!¢€ T:_l(y), de telle fagon que UV ,Dn_l(V) pour un voisina-
y! i i
i
ge V de x dans U. Prenant C=Sup C_, , on en déduit bien 1'inégalité
i i
Ih(x)] <C Sup l%(x)l pour tout x€ V. Réciproquement, supposons une telle inéga-

1ité vérifiée, disons pour tout x' €V ; la méme inégalité est valable pour

homn et les geom sur n_l(V), mais la, nous savons que IO 1 est inversible
i -
(V)
et d'apres le lemme de Nakayama, si (gl,-.-,gp) est un systeme de générateurs

de 1'idéal ch@x oy chaque point y'E€ n_l(y) possede un voisinage ouvert Vy,
LI,

tel que IOX_', , = (gi o E)w' 0=

X (pour un certain i, 1<1i <p)-Dire que (hon)w,

w



328

est bornée par les éléments de IOy, ' équivaut donc a dire que la fonction
1

p ho
meromorpheg

b3 . o e .
T est bornée au voisinage de y', ce qui signifie puisque X' est

normal qu'elle est holomorphe, donc que (h °E)Ox, o €10y,
1

W'
On a donc bien équivalence entre
i) h_eT_
y y
1.3.2 ii) In(x)l =c S?p (gi(x)l (gl,---,gp)OX,y= Iy’ et CER,

i
comme ci-dessus.

iii) h € (n, (10%;) mox)y.

Pour achever la preuve de la proposition, il suffit de remarquer que puisque

103, © 05,5 on a E*IOY'C:E*OY,::OX, faisceau des fonctions méromorphes bornées
sur X, qui est un faisceau cohérent de Ox—modules d’aprés un théoreme d'Oka
(ou le théoréme des images directes de Grauert). Le faisceau m, 1053, est cohé-
rent d'apres le théoreme de Grauert, et donc le faisceau len*(IOk,)rWOX, in-

tersection de deux sous-faisceaux cohérents d'un faisceau cohérent, est un

faisceau cohérent d'idéaux. =

1.3.3 Corollaire 1 : Etant donnés deux faisceaux cohérents d'idéaux I, J,

l'ensemble des points x€ X tels que JXS;T; est le complémentaire d'un fermé

analytique de X.

En effet, le faisceau I +J/T est cohérent puisque I 1'est, et son support

est le fermé cherché.

1.3.4 Corollaire 2 (Critere valuatif de dépendance intégrale) : Pour que 1'on

ait hyG T, il faut et il suffit que pour tout morphisme analytique complexe

(resp. analytique réel) 9: (D,0) ~(X,y) (resp. ¢: (I,0) ~(X,y)) ou D

(resp. W) désigne le disque unité de € (resp. l'intervalle ]-1,+1[ de R) on

] #* * . N
ait, en notant ¢ : 9x,y-o0m,0 (resp. ¢ : Gx’y-an’o) le morphisme d'algebres

analytiques complexes (resp. réelles) associé, l'inclusion :
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* * * * . N
¢ (h}ce (1) . Om 0 (resp. ¢ (h)yc?® (I).a ou @ est 1'algebre des ger-
*

o,o0’ 1,0

mes en O de fonctions analytiques réelles sur II) . Ceci signifie que

v(®(h))2v(9(I)), ou v est "1'ordre d'annulation en O".

La condition est évidemment nécessaire, puisque l'image par un homomor-
phisme d'anneaux d'une relation de dépendance intégrale est une relation de

dépendance intégrale, et que Om et sont des anneaux locaux normauX

,0 Y910
et principaux. Pour montrer que la condition est suffisante, on utilise le cri-
tere valuatif de propreté pour le morphisme mn, qui affirme qu'il existe
r: (D,0) - (WD,0) (resp. (I,0) - (II,0) et ¥': (D,0) - (X',y') (resp.
(m,0) - (X',y') tels que o9 =Por. I1 suffit donc de prouver le résultat
pour hen et IOz, en tout point y'€ n_l(y). Puisque IOYv est un faisceau
d'idéaux inversible sur un espace normal, on est donc ramené a prouver que si
une fonction méromorphe g sur un espace normal n'est pas holomorphe en un
point, il existe un arc analytique complexe (resp. réel) @: (D,0) - (X',y")
(resp. ®: (I,0) - (X',y')) le long duquel la limite de g est infinie. Cela est
un résultat bien classique dans le cas ou X' est non-singulier en y', consé-
quence facile de la factorialité des anneaux locaux réguliers (cf. [Se], IV-39)
et 1'on se ramene ace cas en utilisant 1'existence de systémes de parametres
(morphismes finis) (Y',y')—lla(Ed,O) (a= dimy' X') et le fait que toute fonc-
tion méromorphe sur X' est algébrique sur le corps des fonctions méromorphes
sur (Cd,O) : si une telle fonction % n'est pas bornée au voisinage de y', un
des coefficients de 1'équation unitaire qu'elle satisfait est une fonction
méromorphe sur Ed non bornée au voisinage de O, donc il existe un arc analyti-
que a valeurs dans (Ed,O) le long duquel elle tend vers +® en module. La pro-
preté de p permet de remonter, aprés ramification, cet arc en un arc ahalyti-

que a valeurs dans (X',y'), le long duquel on vérifie aussitdt que Igl tend

vers +o. [}

1.3.5 Remarque : L'avatar de ce corollaire en algebre commutative est

1'énoncé suivant : soient A un anneau local netherien réduit et I un idéal
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de A. Pour tout anneau de valuation V contenu dans l'anneau total de fractions
de A et contenant A, notons Iy, 1'idéal de V engendré par I ; on a l'eéegalite

T - ﬂ I

AcVcTot(A) v

(comparer a [Bbk 2], § 1 n°

3.

On a aussi les variantes suivantes : 1'élément h appartient a T si et seulement
si, pour tout homomorphisme ®: h: A-V, ou V est un anneau de valuation discre-
te, on a ®(h) €9(I), ou , ce qui est équivalent, v(h)2v(I) ou v désigne la
fonction d'ordre sur A obtenue en composant avec ¥ la valuation de V. Soient

A un anneau nethérien réduit, I un idéal de A et A la fermeture intégrale de

A dans son anneau total de fractions. Soit Z—Spec A un morphisme propre et
birationnel tel que Z soit normal et IOZ inversible. On a TE:HO(Z,Idz)(WA ou
1°(2,10,) cH®(2,0,) =4 .

1.3.6 Corollaire 3 : Avec I et he HO(X,OX) comme ci-dessus, on a l'inclusion

hyE'T; si et seulement si il existe un voisinage ouvert U de y dans X et un

morphisme propre et surjectif n: Z-U tel que he°n¢ IOZ.

Le fait que la condition soit nécessaire résulte aussitot de la Proposi-
tion, et le fait qu'elle soit suffisante résulte de ce que hemng IOZ implique
localement sur Z des inégalités comme dans la Proposition, qui se redescendent
en inégalités sur U parce que m est propre et surjectif.

En particulier, étant donnés deux faisceaux cohérents d'idéaux I et J sur X,

on a l'égalité T=J gi_et seulement si il existe un morphisme ©: Z-X propre

et surjectif tel que I .3,=J. OZ, et si I= 3, ils ont méme éclatement norma-

Z
lise.
1.4 Proposition 2 : Soit I un faisceau cohérent d'idéaux sur X, définissant

un_sous-espace rare Yc X ; soit m: Z-X un morphisme propre et surjectif tel

que Z soit normal et IOZ inversible (par exemple 1'éclatement normalisé de I

vu plus haut). Soit D= ( Di la décomposition en composantes irréductibles
i€l
du_ sous-espace DcZ de codimension 1, diviseur de Cartier dans Z défini par

IOZ.
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A) Chaque D, contient un ouvert analytique dense (= complémentaire d'un

sont non-singuliers,

fermé analytique rare) Ui en tout point z duquel Z et Dred

(D,z) = (Di’Z) et il e:iste un systeme de coordonnées locales W ys-esW, pour Z
i
en z tel que IOZ,Z_ Wy GZ,Z avec v, € N - {o}.

B) Etant donné h¢ HO(X,GX), il existe sur chaque composante D, un ouvert

W,
. . i
analytique dense V. en tout point z duquel (h n)z. O-Z’z»w1 Oz,z (wiz 0).

C) On a hye'f; si et seulement si, pour chaque indice i tel que

Di ﬂn—l(y);éﬂ, on a 1'inégalité w; 2V, .

Démonstration : Les points A) et B) résultent aussitdt de ce que Z étant
normal, le lieu singulier de Z est de codimension au moins 2, et du fait que,
Di étant irréductible, les entiers v, et w., qui sont clairement localement
constants hors d'un fermé rare de Di sont constants parce que le complémentai-
re de ce fermé est connexe. Le point C) résulte de ce que IOZ étant inversible,
et Z normal, pour vérifier que he m¢ 10, dans un voisinage de n_l(y), ce qui
d'apres la Proposition 1 équivaut a 1l'inclusion hyE'f;, il suffit de vérifier
que pour tout 2'€ n_l(y)’(hé%i)z" ou g' est un générateur local de IOZ en z',
est holomorphe. Sur un espace normal,le lieu polaire d'une fonction méromorphe
est soit de codimension 1, soit vide, comme le montre un argument analogue a

celui utilisé dans la preuve du Corollaire 1. Or, le lieu polaire de h;'w

qui est clairement contenu dans DN U', U' étant un voisinage ouvert de z' ou
g' engendre IGZ et assez petit, contient DifWU' si et seulement si z'€ Di et

wi<ivi, comme on le voit aussitot. Ainsi, dire que w, 2 v, pour tout i, tel que

Dir\n_l(y);éﬂ équivaut a dire que pour tout z'€ n_l(y), et tout U' comme ci-

dessus, le lieu polaire de h ne contient aucun Di{WU', au voisinage de 2z'

donc que ce lieu polaire n'a aucune composante de codimension 1 au voisinage

de m_l(y) et donc qu'il est vide, c'est-a-dire que (hoe n)z,e 106, pour tout

Z,z'

FARS n_1(y), ou encore d'apres la Proposition 1, que hye'fy. u
1.4 Remarques : Dans un cas particulier, on peut voir tres simplement le

rapport entre la Proposition 2 et le critere valuatif de dépendance intégrale,
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et surtout en tirer un critere valuatif "effectif". (Voir [Te 9] et

[Le-T 1], § 5)

1.4.1 Seit I un idéal primaire pour 1'idéal maximal, dans une algebre analy-

tique réduite Ox <" Supposons que 1 soit entier sur un idéal Il engendré par
9
une suite réguliere (c'est-a-dire OX < Cohen-Macaulay)- On peut alors concevoir
k]

1'espace obtenu en éclatant Il dans X comme une famille de courbes paramétrée

par ]Pd_1 , oo d=dim & et munie d'une section o. En effet si 11: (f

1'éclatement de I1 dans X est le sous-espace X1 de )(><]Pd—1 défini par 1'ideal

1""’fd)OX,x’

engendré par (fi Ti+1- fi+l Ti 3 1<i<d-1) ou (Ti:...:Td) est un systeme de
d-1

coordonnées homogenes sur IP D'apres les résultats généraux sur la normali-

sation simultanée (cf. [Te 2], I J, il existe un ouvert de Zariski dense

-1 p s .
UE]Pd au-dessus duquel on a normalisation simultanée c'est-a-dire que le

- pr _
morphisme composeé Xl—ll>X1—i> ]Pd ! a la propriété que pour tout t€U,

(pr2° n) est plat au voisinage de tout point de (pr, o n)—l(t) et que de plus

2

le morphisme induit .5(-1(t)-X1(t) sur les fibres est la normalisation. Par con-

séquent la courbe Yl(t) est réunion de germes de courbes non-singuliers, trans-

d-1

verses au diviseur exceptionnel ensembliste D q® (n_i({x} x TP ))red qui est

ed

lui-méme non-singulier en tout point de (pr, e )" Ht). on voit que si 1'on

2
considere la décomposition en composantes irréductibles Xl(t) = U C.,, d'une
Jj€d
part, et d'autre part la décomposition D ed” U Di y pour chaque fonction
i€l

d-1

hEQX x* 11 existe un ouvert de Zariski dense V=V(h) de P tel que, pour
1

te€V, si 1'on considere 1'application surjective naturelle a: J-1 qui a j€J
associe la composante Di de D que rencontre la normalisée de la branche Cj de
Xl(t), on a, en notant wj(h) la valuation de 1'image de h dans O, , 1'égalité

J
(notations de la Prorosition 2)

Yo(3) ~ wj(h) s
et 1'on a aussi, dans UNV(h), 1'égalité Voc(j):wj(l . oX(t))' Par conséquent,
pour hEOX . donné, il existe un ouvert de Zariski dense Uhc Pa ! el que,

*

si 1'on considére pour t€ Uh 1a courbe Ct contenue dans X définie par 1'idéal
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de Gx,x engendré par (Ti fi+1_Ti+1

£, 1si<d-1) ou t= (T ;:...:T )€U, on a,

en remarquant que T Xl(t) -C; est un i somorphisme : heT si et seulement

si_pour chague branche Ct j de C on a, en notant vj la fonction d'ordre sur
k)

-G .,OLZ ou v est

t,j’ t,J

GX,x obtenue en compssant les morphismes Ox,x-Oc

la valuation naturelle, les inégalités

v.(h) = v.(1) .
J J

Le schéma suivant aidera peut-&tre le lecteur-

Ct,3
( D
2
% e
L /2

v
(@]
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1.4.2 Un avatar algébrique de la Propesition 2 est 1'énoncé suivant

Soient A un anneau local netherien et n: Z- Spec A un morphisme propre et
surjectif de schémas tel que Z soit normal et IOZ inversible. Soit Z=UV_ un
i

recouvrement affine de Z, avec Vi: Spec B;; soient p, j les idéaux premiers
1,

associés a IB, d'apres le hauptidealsatz (cf. [2-S], Ch. VII, § 7, Th. 23),
les p; i sont de hauteur 1 dans 1'anneau normal Bi’ et donc (cf. [Z-S], ch. VI,
3

§ 14, Th. 33) les localisés (Bi) sont des anneaux de valuation discrete.
i,]
Soient Vi les fonctions d'ordre sur A obtenues en composant la valuation
*
de (Bi)p avec 1'homomorphisme A-—(Bi) induit par m. Un élément h¢€ A
i, i,j
est entier sur I si et seulement si vy (h) > vy j(IJ pour tous les couples
k) b

(i,3).

1.4.3 Gardant l'hypothese que 1'espace X est réduit, la Proposition 1 et

ses corollaires restent essentiellement valables sans l1'hypothese que le sous-
espace défini par 1'idéal I soit rare dans X, sous la forme suivante : soit

Xl la réunion de celles des composantes irréductibles de X sur lesquelles

1'idéal I induit un fermé rare, et soit X, la réunion des autres. Notant
Yi—exl 1'éclatement normalisé de I dans X1, et Yz-.xz la normalisation de X2,

on a un morphisme naturel = : YilJff -X qui est propre et biméromorphe, et

2
1 1 . T 3 i © —
tel que 1l'on ait encore : h€I_ si et seulement si (hem)er. oYile2’z pour

tout point z¢€ %)

Conclusion : Sous 1l'hypothése que X est réduit, he'fx si et seulement si

pour tout morphisme propre et surjectif p: Z—-X tel que L@Z soit localement

-1, .
principal et Z normal, on a (he p)ZE (I. OZ)Z pour tout z€p (x).

1.4.4 Le critére valuatif de dépendance intégrale et la Proposition 2 sont

les principaux outils que 1l'on utilisera ici pour montrer des relations de
dépendance intégrale. La Proposition 2 a des conséquences du type suivant
soit m: Z~X un morphisme propre et biméromorphe tel que IOZ soit un faisceau
d'idéaux inversibles, et Z normal. Soit Y le sous-espace défini par X, et soit

he HO(X,OX). Si chacune des composantes irréductibles de D= 1Y) s'envoie
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surjectivement, par mw, sur Y, et si hxéfx pour tout x hors d'un fermé analyti-
que rare F de Y, alors hETX pour tout x€Y, i.e. he H2(X,T). Bn effet,

Tt-l(Y— F) contiendra, d'apres 1'hypotheése, un ouvert analytique dense de chaque
composante irréductible Di de D, et 1'inclusion thTx pour x€ Y- F impliquera

donc les inégalités w2V, de la Proposition 2. (Voir aussi le § 5 ci-dessous)-

1.4.5 Exercice (corrigé dans [Te 6]) : Soient FiyeesyF et G des éléments
de 1'idéal maximal de @N+12‘E{zo,...,zN}- Soient I 1'idéal de ON+1 engendré
par Fl""’Fc s {11,...,ic}c{0,...,N} un ensemble d'indices et J 1'idéal de
a(F1,...,FC,G)
Oy,q engendré par les éléments 2y a??""’zi ’Zj) , j€{0,...,N}. On a
1 c

1'inclusion

3(F ,uve,F )

1 c —_—
G . . .
3Nz, -z, On,g/T €90y, /1
i i
1 c
1.5 Autres propriétés utiles de la cldture intégrale des idéaux
Lemme de Nakayama intégral : Soient I, I' et J trois idéaux d'un anneau

local netherien A, tel que TcI' et JCT ou M est 1'idéal maximal de A.
Si 1'ona I+JI' =1', alors IT=1"'.

Pour prouver ce résultat nous aurons besoin de

1.5.1 Proposition : Soient A un anneau netherien et I un idéal de A. Pour

un élément h€ A, les propriétés suivantes sont équivalentes

i) heTl

ii) il existe un A-module de type fini fidele tel que 1l'on ait hMc IM.

i) » ii). Soit ¥ . a, ey a, =0 avec a, € I' une équation de dépen-

. . k- N
dance intégrale pour h ; on en déduit que : th I.(I+haA) 1 d’ou
- - . k-
(T + ha)k 1gI . (1+h8)E T ot 1e résultat en prenant pour M 1'idéal (I + ha) 1
1

ii) = i). Soit e preepe un systeme de générateurs du A-module M.

D'apres 1'hypothése, on a des égalités h. e, =z )\ij e, avec )\ije I, d'ou,
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d'apres la regle de Cramer : det(h.Td-A).M=0 ou A= (Kij)- Puisque M est
un A-module fidele, ceci implique det(h . Id-A) =0 ce qui est clairement une
relation de dépendance intégrale pour h sur I.

Pour prouver le lemme de Nakayama intégral, remarquons que ce que nous
avons a prouver est l'inclusion I'cI. Or 1'hypothese nous donne, d'apres la
Proposition, l'existence d'un A-module de type fini M tel que 1l'on ait 1l'inclu-
sion : I'.M c IM+ J.I'M . Puisque J=M , on en déduit, d'apres le Lemme de

Nakayama, 1'inclusion I'McIM, d'ou le résultat en appliquant la Proposition.

Remarque D'apres ce qui précede, on peut aussi motiver l'introduction de
la cloture intégrale des idéaux par le probleme de la "simplification" dans
les produits d'idéaux : 1'égalité IJ=1'J n'implique pas I=1', mais implique

T=T'. (Voir [Sa]).

§ 2. Un exemple : les idéaux engendrés par des mondmes.

Considérons le cas particulier d'un idéal I de 1'anneau A= E{zl,...,zd}
a(i) a(i)
d

engendré par des monomes 211 s zy (1<isp). D'aprés le Corollaire 2

du § 1, pour qu'un élément h€ A, soit entier sur I il faut et il suffit que,
* *
pour tout homomorphisme ¢ : E{zl,...,zd}—em{t}, posant v, = v(® (Zi))= ordre

W*
en t de @ (Zi)’ on ait 1'inégalité

(1)
v

v(@*(h)) > inf (a1 e+ a(l) v (p) v

1 d ar"Tr 17T 2 a

ce qui implique que toute forme linéaire a coefficients (v ..,vd) prend, sur

17

les exposants des mondmes apparaissant dans la série h, une valeur au moins
égale au minimum des valeurs qu'elle prend sur les exposants des mondmes engen-
drant I. (On laisse le lecteur vérifier que les annulations possibles par som-
mes de mondomes de h peuvent &tre évitées par un choix '"générique" des coeffi-

#* - -
cients des séries @ (zi)E €{t}). Par conséquent, si hé I, tous les mondmes

b b
z 1... 2 d apparaissant dans h sont tels que le point (b

1 d

1,...,bd)E r¢ appar-

tienne a 1'enveloppe convexe N(I) dans Rd de 1'ensemble
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p . . . .
E(1) = | (a(l) *jRS) on a(1) - (agl)’___’a(l))_

i=1 d
Inversement, si 1'exposant (b1,-.-,bd) se trouve dans cette enveloppe connexe,
b b
le monome z1 feea zd est entier sur 1'idéal I (exercice : écrire la relation

de dépendance intégrale).

Par conséquent

L'idéal I est engendré par les mondomes dont les points représentatifs sont

p .
situés dans 1'enveloppe convexe N(I) de 1'ensemble E(I)= U (a(1)+ Rf) des
i=1

points représentant les mondmes qui appartiennent a I.

Exemple : d=2, k=3. La partie hachurée est N(I) - E(I).
exposant
de z,
1
a
E(I)
2
a ;?/
3
a
exposant
de z4
Ainsi, la différence entre I et I, pour un idéal I engendré par des mond
mes dans E{z1,...,zd}, est visualisée par les points entiers de N(I) gqui ne

sont pas dans E(I). I1 faut contraster ceci avec le fait que J;-est engendré
b b
par les mondmes 211... 24 tels que (vb1,...,vbd)6 E(I) pour un certain v€ IN,

c'est-a-dire appartenant a 1'intérieur du cone de sommet O sur E(T).
Si 1'on observe que pour des idéaux I et J engéndrés par des monodmes,
on a 1'égalité E(I . J)=E(I)+ E(J), la description classique de 1'enveloppe

convexe comme ensemble les barycentres implique que, étant donnés d points

p(D @ (v, @

e, dans N(I), leur somme b appartient a E(I), ce qui
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se traduit en termes d'idéaux par 1l'inclusion

(M c1

Il se trouve que cette inclusion est vraie pour tous les idéaux dans les annaux
de séries convergentes, et en fait dans tout anneau local régulier A, avec

d=dim A (cf. [B-8], [Li-T] et [Li-S]).

§ 3. Dépendance intégrale et inégalité de Fojasiewicz.

Les résultats qui suivent sont des conséquences assez faciles de la Pro-

position 2 du § 1, et sont prouvés en détail dans ([Le-T 1]).

Définition 1 : Socient I un idéal d'un anneau A. On appelle fonction d'ordre

: A= NN qui a h€ A associe

associée a I, et 1'on note vy 1'application v :

sup{vlhe1}.

On a : vI(h+h')zinf(vI(h),vI(h')), vI(h.h')sz(h)+ vI(h'), et en par-

ticulier \)I(hk)zk . vI(h), avec égalité si et seulement si la classe inI(h)

vI(h) vI(h)+1

de h dans I /I ‘ n'est pas nilpotente dans ngA: 5] IV/I\Hl
v20
Définition 2 : On appelle '"nu barre'" de h, et 1'on note VI(h) la limite
k
vI(h )
Lim TER . (E’_‘Effiff : montrer que cette limite existe.)
Kk—+o

On a : VI(h+h')zinf(VI(h),CI(h')) et maintenant : UI(hk):k.'JI(h) .

Théoreme (Samuel-Nagata-Lejeune-Teissier, cf. [Sa], [Na], [Le-T 1]) : Soit I

un idéal dans une algebre analytique A.

a) Pour tout h€ A, -;I(h) est un nombre rationnel, ou +=.

b) Si Asz y et T=1I_, h= hy pour un espace analytique réduit X, un fais-
b

Yy

ceau cohérent d'idéaux T sur X, comme dans la Proposition 2 du § 1, et

h€& HO(X,G ), YE€Y, alors les conditions suivantes sont équivalentes
X q
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3

i) '\II(h)zb (a,b€ IN) .

ii) Il existe un voisinage U de y dans X et une constante C¢ R+ tels que

l'on ait 1'inégalité de Fojasiewicz

lh(x)lb/a sC Suplgi(x)l (x€U)
i

( pour un systeme de générateurs FRREERY- de H°(U,I) dans HO(U,OX) fixé).

c¢) Pour tout rationnel a/b, il existe un unique faisceau cohérent d'idéaux

/b

intégralement clos 12

tel que pour tout x€ X on ait

(I"/b)X = {heoX’X/CI (h) = a/b} -

X
Remarques : 1) L'énoncé a) est vrai plus généralement dés que A est un
anneau local netherien pseudo-géométrique au sens de Nagata.

2) Un corollaire du Théoréme est : h€ 1 si et seulement si
vI(h)z 1.

¥,

3) Si 1'idéal 1 est engendré par des monomes dans E[zl,...,zd
et si h est un mondme, on voit que ('\TI(h))nl est le plus petit nombre réel r

tel que (r*bl,...,r bd) appartienne a N(I).

4) On a 1'égalité vi(h) =;-I—(h) .

§ 4. Cldture intégrale d'idéaux et multiplicités.

L'exemple précédent a montré que le passage de I a T perd beaucoup moins
d'information que le passage de I a J;: Dans le cas particulier des idéaux pri-
maires pour 1'idéal maximal dans un anneau local A, on peut exprimer numérique-

ment de fagon précise 1'information qui est conservée dans le passage de I al.

Proposition - Définition ([{Se], chap. II et chap. V, No 2), [Bbk 3], § 4)

Soient A un anneau, netherien et I un idéal de A tel que ﬂgA A/I < +o. Alors,
pour tout entier v=1, EgA A/1° est finie, et il existe v, et un polyndme p(v)
de degré d=dim A a coefficients tel que ﬂgA A/Iv: p(v) pour v= v, - De plus

eéf) vl s termes de degré < v ou e(I) est un entier appelé

p(v) peut étre écrit
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multiplicité de 1'idéal 1 dans A.

4.1 Théoreme (Rees [Re]) : On a 1'égalité e(I)=e(T),

(deux idéaux ayant méme fermeture intégrale ont donc méme multiplicitd) et ré-

ciproquement, si I et J sont deux idéaux de colongueur finie de A tels que

¥ ~ - ’ ~ . . . .
IcJd et e(I)=e(J) on a : T=J , des que le complété A de A est équidimension

nel .
Exemple : Supposons (cf. § 2) 1'idéal I engendré par des monomes dans
C{zl,...,zd}. La longueur sur A de A/I est égale a dimg A/1 puisque A est une

T-algebre, et est trés clairement égale au nombre de points a coordonnées en-
tieres de Pf -E(I) . Nous supposons donc ce nombre fini, ce qui dans le cas
d= 2 revient a supposer que E(I) rencontre les deux axes de coordonnées, ou

a a
que I contient un monome z, et un monome Z, -+
On a donc dimm C{zl,...,zd}/lvz #{Wd SE(IY)) et par ailleurs on a, par la des-

cription de 1l'enveloppe convexe comme ensemble de barycentres

Lim (%. E(1Y)) = N(I)

V=4 @

et par conséquent, puisque le calcul classique des volumes donne

d v
Lim #_{IN-;dE—‘_I—” - vol. (R4 - n(1)
Vs N

(ou le terme de droite est appelé covolume de N(I), et noté Covol.N(I)) on a

1'égalité

e(I) = d¢ . Covol.N(I)

L'essentiel du théoréme de Rees, dans ce cas particulier, revient donc a
1'assertion que puisque IcJ (idéaux engendrés par des mondmes) implique
N(I) cN(J), 1'égalité Covol.N(I) = Covol.N(J) implique N(I)=N(J), c'est-a-dire

T=7.
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en gros 1'énoncé revient donc a : si ACBHB sont des polytopes convexes et si
Vol.(A) =Vol.(B), on a A=B.]
Le Théoreme ci-dessous donne un énoncé numérique bien meilleur, en ce qu'il ne

suppose pas que l'on a a priori IcJ 3 citons d'abord la :

Proposition : Soient I1 et I, deux idéaux de A, tels que ZgA A/I1 et zgl A/I2
soient finis. Il existe des entiers e O<i<d=dimA tels que 1'on ait, pour
V4 Vo d d i dei
v,, v, entiers positifs : e(I ~.I )= 3 e. v: vel | Les e, sont appelés
1 2 1 i=0 \i i 12 — i

multiplicités mixtes de I etT et interprétés dans ([Te 1], ch. I, § 2).

27

Ils ne dépendent que de I et I, , on note que e =e(I,), e,= e(1 ).

Dans le cas des idéaux engendrés par des monomes dans E{zl,...,zd}, ceci
correspond au résultat suivant, facile a prouver par récurrence sur d

Etant données deux régions convexes polygonales a sommets entiers N(I1)
et N(I2) de covolume fini dans Rf , il existe des rationnels wi(§Q+ , Osi=xd,
tels que l'on ait, pour v

1° v2€ R+

d
Covol-(vl.N(I1) + v2.N(12)) = ‘_z

Il est facile dans ce cas de vérifier que

e. = d' w, (0<i=d)
1 1

Les w, sont appelés covolumes mixtes de N(Il) et N(IZ) ; on note que

W, = Covol.(N(Iz)), Wa = Covol.(N(I1)).

Dans ([Te 7], [Te 8], [R-S]) on trouve la preuve de

IS

.2 Théoreme : Soient A un anneau local netherien , 11 et 12 deux idéaux

5|

e A primaires pour 1l'idéal maximal. On a les inégalités

i1 R (2<isd) .

Si 1'on suppose de plus A normal et son complété AAéquidimensionnel on a les
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égalités e e, =---=e si et seulement si l'on a Ilzf

1 a 2

Remarques : Ces inégalités impliquent les inégalités analogues wi__lswi T W o

entre les covolumes mixtes, qui sont a rapprocher (cf. [Te 7]) des inégalités
de Aleksandrov-Fenchel entre les volumes mixtes de convexes dans Rd que

vokci : soient K1 et K, deux convexes compacts dans Rd - On peut montrer que

2

l1'on a une expression polynomiale pour le volume du convexe vy K1 * Y, K2

(vl, v, € R )

(VO:V01-(K2), v :Vol-(Kl)),

d

et 1'on a entre les volumes mixtes vy et K1 et K2 les inégalités de Aleksandrov:

Fenchel, qui sont une généralisation des inégalités isopérimétriques

2 ) R
Vi ViV, (2=i=<d)

avec 1l'égalité VTV T =Yy si et seulement si K1: K2 a translation pres
(cf. [A1.], [Te 9], [Te 10]).

Ainsi, tandis que 1'analogue du théoreme de Rees dans la théorie des convexes

est KSK

1 et Vol.(Kl) :Vol.(K2) implique K1: K

1'analogue du Théoreme

2 2’

ci-dessus est le résultat d'Aleksandrov-Fenchel. I1 faut remarquer que le théo-
réme ci-dessus implique le théoreme de Rees puisque 1'on vérifie facilement que

l'inclusion 1, £1I, implique les inégalités e(I1) zeize(I2) .

2
4.3 Rappelons enfin le résultat suivant, d'une nature plus élémentaire que
les précédents (cf. [Bbk 3], § 7)

Soient (O un anneau local netherien réduit, O' un sous-anneau (semi-local) de
1'anneau total des fractions de &, contenant O et entier sur G. Pour tout idéal
I de & primaire pour 1l'idéal maximal, si 1'on note mll""’m;- les idéaux maxi-

maux de &', et m 1'idéal maximal de O, on a 1'égalité

r
e(I) = i‘;jl e(IOr'ni) . dlmG/m O'/mi
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On écrira aussi e(IG') pour la somme de droite.

Nous retiendrons que si m: X' =X est un morphisme fini biméromorphe d'espaces

analytiques, et I(:Ok 5 un idéal primaire pour 1'idéal maximal, IOX, se décom-
k]

= I l G en idéaux primaires I',6 et 1l'on a 1'éga-
X

pose dans & 1 X', x!

X', Ny xren Nx)

lité : e(I)= :1: e(I',)=e(I 1 ) .
x'en T (x) X Xt,m T(x)

§ 5. Le principe de spécialisation de la dépendance intégrale.

Je rappelle ici, sans démonstration, un résultat qui nous servira dans le
prochain paragraphe, mais dont nous pourrions nous passer au prix d'une réfé-
rence a la théorie de la saturation de Zariski. Ce méme résultat jouait un rdle
crucial dans la démonstration du théoreme ”u* constant implique les conditions
de Whitney" (cf. [Te 1], chap. ITI, § 3) que le résultat principal de ce travail
ci généralise. Il est intéressant de noter que dans la preuve gque nous
verrons au Chapitre V, il est remplacé par un argument de récurrence, reposant
essentiellement sur la transversalité et sur un résultat apparenté au théoreme
de Bertini idéaliste. Le paragraphe se termine pas une caractérisation géomé-

trique de 1'équimultiplicité qui sera trés utile au Chapitre V.

5.1 Proposition ([Te 2], Appendice I, [Te 1], Chap. II, § 3, Prop. 3.1)

Soit F: (X,x) = (S,s) un germe de morphisme plat entre espaces analytiques

réduits, et soit I un Gx—idéal cohérent de support X, tel que la restriction

de F au sous-espace Y de X défini par I soit un morphisme fini F: Y-S, et tel

que pour tout représentant assez petit F: X- S de F, la multiplicite e(IOX(q,))

soit indépendante de s' €S (e(IOX(S,)) désigne la somme des multiplicités des

jdéaux primaires induits par I dans chacun des anneaux locaux

6X(s'),x.’
1

xiE Y(s')). Soit m: X' =X 1'éclatement normalisé de 1'idéal I, et soit D le

diviseur exceptionnel, défini par 1'idéal inversible IOy, ; alors la fibre D(s)

au-dessus de s € S du morphisme composé D-JEUla X-S est de dimension

dim X - dim S- 1.
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Corollaire (Principe de spécialisation de la dépendance intégrale) : La res-

triction m: Di—oY de m a _chague composante irréductible Di de D est surjective,

et par conséquent, pour un élément h€ HO(X,Ox) les conditions suivantes sont

équivalentes

i) 11 existe un fermé analytique rare F de S tel que, pour tout s' €S- F,

- 1 . e
on ait 1'inclusion hOX(s')C:I'OX(s’)'

. Vs . . O(y T . . —
ii) On a 1'inclusion : h€H (X,I), et donc en particulier hOX(s)(:I'OX(s)'

5.1.1 Remarques : 1) Le point fondamental est que 1'équimultiplicité empé-

che l'existence de "composantes verticales'" dans le diviseur exceptionnel de
1'éclatement de I dans OX (lanormalisation n'est la que pour que nous n'ayons
pas a surveiller les composantes immergées). Le corollaire s'en déduit faci-
lement au vu du fait que, grace cette fois a la normalité, le lieu polaire de
la "fonction méromorphe' I_lh est soit de codimension 1 (et est alors union
de composantes de D) soit vide, et que la surjectivité des morphismes m: Di-qY,
(conséquence immédiate du Théoreéme) jointe a i) implique que ce lieu polaire
ne peut contenir de composante de D.

2) Pour une algébrisation et extension de ces résultats,
lire [Li].

3) On peut préciser le point 1) sur l'existence de compo-

santes verticales comme ceci : soit p: X' -»X 1'éclatement de I, et soit

(o Iv/IV+1) le diviseur exceptionnel, muni du faisceau
v=0
inversible OD(l) qui est ample par rapport a p et provient du X-plongement

D= p_1(Y) ~Projany

M N ;. N
local X'cXx T , ou M+ 1 est le nombre des générateurs de I. On appelle i-eme

classe de Segré covariante de Y dans X le cycle sl(Y,X)::p*(cl(OD(1))d—1_1)

ou d= dim X, cycle appartenant au groupe Ai(X) des cycles de dimension i de X.
dim X

On appelle classe de Segre de Y dans X, la somme s(Y,X)= % s (Y,X), et en
i=0

particulier, d'aprés un résultat prouvé par C.P. Ramanujam ([Ra], voir aussi
[K1 2]) si IY] est un point x€X, on a s(¥,X)=e(I. Oy x). [x], et donc
1

e(I . s

. Lyd-1 .. sy
X,x): degD(Ob(l))::f (Cfob(l)) . Le lecteur est prié, en utilisant ce

résultat et le théoreme de Bezout (plus précisément les propriétés élémentaires
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du degré des faisceaux inversibles) de vérifier 1'égalité tres utile que voici,

qui précise ([Te 1], Chap. II, § 3, Prop. 3.1),

Soient f: (X,0) - (D,0) un morphisme d'espaces réduits, I un idéal de Ox

définissant un sous-—espace YcX tel que flY: Y-D soit fini, p: X' =X 1'écla-

tement de Y, Dv la réunion des composantes du diviseur exceptionnel D (non

ert

nécessairement réduites) dont l'image ensembliste par p est O,

deg D = deg(@b (1)). Pour tout représentant suffisamment petit du ger-

vert.

me de f en O, on a 1'égalité

ert.

deg DV

ert. = eI+ 0Ox(g)) -e(l.0

X( V) (pour s #0)

s)

En particulier, on a "e(I.

X(s)) est indépendant de s€ D" si et seulement si

dim p_l(O) = dim X - 2.

5.2 Application : Utilisons ce résultat pour donner 1'interprétation géomé-
trique de la multiplicité d'un espace analytique complexe X en un de ses points,
c'est-a-dire la multiplicité dans OX’X de 1'idéal maximal mx,x : d'abord un
lemme explicitant ([Li], § 1), et conséquence facile de 1.1 et de Nakayama

)

Soient & une algeébre analytique de dimension d, et soit Wz:(zj""’ZN

son idéal maximal ; pour une suite (y1,...,yd) de d éléments de 7 linéairement

indépendants modulo m2, les conditions suivantes sont équivalentes

i) L'idéal 7 est entier sur 1'idéal (yl,...,yd)O-

ii) Posant Olz E[yl,...,yd}co@, et mlz (y1,...,yd)Oi, le morphisme naturel

d'algebres graduées

Tt m:/m¥*1 = gry o, —> &Ty) o= o W“/Wv+1
v=0 1 vz0

est fini.

Remarquons tout de suite que la condition ii) est équivalente a la condi-

tion géométrique suivante : soit (X,O)Co(EN,O) le plongement du germe (X,0)

correspondant a 1'algebre &, et soit m: eV~ 1a projection linéaire définie
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par (1nm Yyreeeaip yd), ou ing y, EM/M” désigne la forme initiale (classe de Y;
2 . - N
modulo 7)., et soit CX XCEN le cone tangent Spec gy @& a X en 0. Alors
k]
IKer nNCy x' = {0}, c'est-a-dire que Ker T est transverse a X en O. On dit
I

aussi que T est une projection transversale. Considérons maintsnant le sous-
espace Y de X défini par 1'idéal T engendré par d- 1 éléments (y1,...,yd_1),
et munissons X de la projection F: X~ T définie par Yq- On suppose que

(yl,...,yd) est un idéal primaire de Ox,x .
Soit p: X' - X 1'éclatement de Y dans X 3 on a X' C:X><]Pd—2 s, donc dim p_l(O) =d-2,

et d'apres le résultat précédent, pour tout représentant assez petit de X on a

donc e(I . Y=e(1. )), pour tout T]dell assez petit. En particulier

%%(0) C’x(nd1
si (y1,...,yd) définissent une projection transversale 7: X-‘Ed, et si la droi-

d ... . . Do
te de T~ deéefinie par Yq= =0 n'est pas contenue dans le discriminant

e e = yd_l
de m, on a e(I. 0 Y=m (X), multiplicité de X en O, puisque 7 est entier
x(0) 0
N ...
sur (yl,---,yd)GX, (cf. § 4) et pour ﬂd;é 0, le sous-espace de T défini par
Yi= o =¥g.47 0, yd:'ﬂd, coupe X en des points non-singuliers de X, et trans-

versalement ; en chacun de ces points, disons xi(ﬂd) on a e(I. Ox(n'd)’xi) =1,

et ces points sont donc au nombre de mO(X). On a ainsi vérifié en particulier

5.3 La multiplicité mo(X) de XCEN est le nombre des points en lesquels un

sous—-espace linéaire H de dimension N~ d, voisin de O et paralléle a une

Ta

direction transverse a X en O, coupe X, (et qui tendent vers 0, quand 'ﬂd-O)-

C'est aussi le degré local en x d'une projection transversale m: (X,x)*(Ed,O),

c'est-a-dire la multiplicité dans 1'anneau local GX < de 1'idéal engendré par
k4

. . . d
les composées avec m des fonctions coordonnées sur (c”,0).

.4 Corollaire : Etant donné (X,O)C(EN,O), pour chaque entier k, O<dim X,

il existe un ouvert de Zariski dense U de la grassmannienne des plans de codi-

. N : . . .
mension k dans T tel que pour tout sous-espace non-singulier de codimension k

N .. . .
(L,0)=(L7,0) tel que T, o€V, on ait 1'égalité mo(LﬂX):mo(X)-
9

C'est pourquoi nous n'aurons aucun mal, dans la preuve ci-dessous, a
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choisir des rétractions locales P : EN—oY, Yc X sous-espace non-singulier, telles

que my(P_1(y) nNXx)= my(x), pour y€ Y.

Remarque : L'avatar algébrique, plus précis, du résultat ci-dessus est

1'existence d'éléments superficiels (cf. [Bbk 3], § 7).

5.5 Corollaire ("nonséparation", cf. [Te 11], 2.8.5 et Th. 5, [Li 1], 4.3)

Soient X un espace analytique complexe, Y& X un sous-espace non-singulier, et

0€ Y. Pour tout plongement local (X,O)C(EN,O), considérons les sous-espaces

non-singuliers (H,O)E(EN,O) contenant Y, de dimension N-dim X+ dim Y et tels

que dim(XNH)=dim Y.

a) Si l'application Y- IN définie par yhmy(X) est localement constante

sur Y au voisinage de 0, c'est-a-dire si X est équimultiple le long de Y en O,

pour tout sous-espace non-singulier HCEN contenant Y et tel que

lT, .Nnc, =T on a 1'égalité
lHnx! = Y

au_voisinage de x, et de plus on a I'T nc l=T1 pour tout y€ Y voisin
Hyy X,y Y,y

de O.

b) Inversement, si il existe un ouvert de Zariski dense U dans la grassman-

nienne des sous-espaces linéaires de € de dimension N-dim X+ dim Y tel que,

. N
pour tout sous-espace non-singulier (H,0) de (L ,0) de dimension

N-dim X+ dim Y, contenant Y, et tel que T €U, on ait 1'égalité lHnxl =Y,

H,0

alors X est équimultiple le long de Y en O.

Prouvons a) : On a dim C =dim Y puisque C

HNX, 0 ne

unx,0S T, 0" ¢x,0

puisque (HNX,0) se spécialise platement sur son cone tangent, on a donc aussi
dim(HN X) = dim Y. Nous pouvons donc choisir une rétraction locale

N -1, N N .
p: (€7,0)-(Y,0) telle que p 11‘0) soit transverse a X, c'est-a-dire

mo(P-l(O) ﬂX):mO(X) et que le morphisme HNX-Y induit par p soit fini.

3

L'hypothese implique que 0"1(0) NH est transverse a p~1(0) NX dans p~(0),
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car |T -1 nc -1 [ = {0} Il suffit alors de contempler le diagramme
pT(0INH,0 P T(0)NX,0

(ou on a noté X(y) pour p_1(y) nx)

X(0),0 'Ox(y),y"‘: e(I'OX(y),xi)

e(I . ) =2 el(I
xiGP_ (y)NHNX-Y
| v

m (X) = m (X)
o y

ou la premiere inégalité vient de la semi-continuité de la multiplicité, con-
séquence directe du résultat précédent. (En fait, dans ce cas-ci, on a méme
égalité), et 1'égalité verticale vient de 1'hypothése de transversalité. Puis-
que par ailleurs e(I . Gx(y)’y)zmy(x), on en conclut P—l(t)ﬁHﬂX—Y:ﬂ donc
IP_1(y)ﬂHﬂX’ = {y} pour tout y€ Y, c'est-a-dire [HNX| =Y, et la transversa-

lité.
Prouvons b) : Par semi-continuité de la multiplicité, si X n’était pas

équimultiple le long de Y, on pourrait trouver une courbe non-singulieére
(C,0) = (Y,0) telle que, pour une rétraction locale p: (EN,O)-‘(Y,O), vérifiant
my(9_1(y)ﬂx):my(x), y&c-{0}, 1'espace Xﬂp_l(c) ne soit pas équimultiple le
long de C. On se ramene ainsi a vérifier 1'énoncé dans le cas on Y est une
courbe. Dans ce cas, HNX est défini par dim X -1 équations dans X, donc la
fibre de son éclatement dans X est de dimension dim X - 2. Par ailleurs, quitte

a rétrécir 1'ouvert U, on peut supposer que p_l(y) NH est transverse a

9-1(y) NX en y pour tout y€ Y- {0} (il suffit d'irposer que les transformés
stricts H' et X' de H et X par 1'éclatement de Y dans EN soient disjoints au-
dessus de Y - {O} ce qui est cleirement impliqué par une condition ouverte sur
TH,O) Puisque pour TH,OE U, on a |[HNX[=Y par hypotheése, le fait que la fibre
2u-dessus de 0 de 1'éclatement de HN X dans X soit de dimension d- 2 et la

transversalité nous donnent pour y€ Y, le diagremre suivant

e(I . e(T .

Ox(o),o’ - OX(y),y)

V] [

m (X) > m (X)
o y
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d'ou mo(X): my(X), et le résultat cherché. m

Remarque : On pourrait aussi bien prouver ce résultat en considérant une pro-

d+1 ou d=dimX ; par les techniques exposées au Chapi-

jection générale p: EN—4E
tre IV, on se ramene alors a prouver le résultat pour l'hypersurface X1: p(X),

et un calcul direct suffit alors.

§ 6. Saturation lipschitzienne.

Je rappelle ici les traits de la théorie, inspirée a F. Pham et moi par
la théorie de la saturation de Zariski, qui nous serons utiles plus loin (cf.
[P-T], [P], aussi [Li 2], [Bo]), et je signale une erreur d'un travail précé-

dent qui m'a été signalée par Mr. E. Blger.

6.1 Soit X un espace analytique complexe réduit, et notons n: X-X sa norma-
lisation. Considérons 1'immersion naturelle i : XxX—XxX du produit fibré dans
le produit. Si 1'espace X est séparé, ce que noug pouvons supposer pour simpli-
fier puisque nous ne nous intéresserons qu'a des problemes de nature locale,
1'immersion i est une immersion fermée définie par un faisceau cohérent
d'idéaux I. Considérons le sous-faisceau O; du faisceau 5X [des germes de fonc-
tions méromorphes '"faiblement holomorphes" c'est-a-dire localement bornées

sur X] associé au préfaisceau défini par U- “166&(U)/h® 1-19h€1(U)]} pour

tout ouvert U de X, ou h®1- 1®@h désigne la différence des composés de h avec
- = P4 . = .
les deux projections Xx X :%:g X, c'est-a-dire h e Py - h o Py et I désigne la
2

fermeture intégrale de 1'idéal I.

Lemme : La Ox-algébre O; est un Ox—module cohérent.

Notons OX-Eit}i = ofkf le produit tensoriel analytique ; alors le Ox—module
T
95

X est le noyau du morphisme de Ox—modules

— @ —
OX > Oikf/ I
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défini par 9(f) = image de f1-1gf. Or le Oy-module O-)-(_x-)z/-f est quotient de

—_ - ’ P — o — - [ ’ - s
Ofxx/ I par un idéal cohérent de OYXX/ I oixx (puisque 1'idéal I est cohérent)
X

et la Gx—algébre OS(-XY est un Gx—module cohérent puisque le produit fibré XxX
X X
est fini au-dessus de X ([Ca], exp. 19, No 5). Ceci prouve que G)S( est le

conoyau d'un homomorphisme de Ox—modules cohérents, d'ou le résultat.

Définition : Le morphisme fini s: XS—~X, ou XS:SpecanG G)S(
X

ration lipschitzienne de 1'espace ahalytique complexe réduit X.

est appelé satu-

Remarques : x® est dominé par la normalisation de X, donc s est biméromorphe
et par construction du Specan ([Ca], exp. 19) on a un isomorphisme de Gx—modu—
les s, & _>~0F.

3 xS X

La terminologie est justifiée par

6.1.1 Proposition : L'algebre G)s( est le faiceau des germes de fonctions

méromorphes localement lipschitziennes sur X.

Démonstration : Soit x un point de X, et soit (X,X)Q(EN,O) un plongement
local. I1 suffit de prouver que si h¢€ (O)S()x , on peut trouver un représentant

du germe (X,x) sur lequel h s'étend en une fonction méromorphe localement lips-
chitzienne. Puisque en particulier hET,X’ on peut étendre h en une fonction
méromorphe localement bornée sur X. Nous voulons montrer qu'il existe une cons-
tante C> 0 telle que pour tout couple (xl,x2)EXxX on ait

'h(xl) - h(x2)|§C ”xl— x,.ll. Notons z les fonctions coordonnées sur EN,

5 grreea?

N
et de méme leur restriction a X. Au-dessus d'un voisinage de Xx X, 1'idéal T

" — 2 s 2 [ 1" e [ ° nwo_
dans Oixx est engendré par les différences z; zi , ou zi = Z, pl, zi 2, Py
et Si : XxX=X-X. Par définition, et le critere transcendental de dépendance

intégrale, dire que h¢ (s, O s)x équivaut a 1'existence d'un représentant

(X,x) tel que, pour wé Xx X on ait
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Ih e 51(w)— h°'§2(w)| <C Sgp lzi(w)-—z;(w)l = C Sup lzi(;1(w))-zi(;2(w)|
1 1

= c. ', () -;z(w)il .

Puisque le morphisme XxX=XxX est fini et surjectif, on en déduit aussitot
que h est bien localement lipschitzienne, et qu'inversement, en lisant cette
preuve a l'envers, si h est méromorphe et localement lipschitzienne, le germe
(h)x appartient a (s, O s)x'
X

Exercices : 1) Démontrer de deux fagons différentes (1'une fonctorielle et
1'autre transcendante) qu'étant donné un morphisme f: X-Y entre espaces ana-
lytiques réduits qui se prolonge en un morphisme T:X-Y entre les normalisés,
il se prolonge en un.morphisme fs: Xs--oYS entre les saturés lipschitziens.

2) Montrer que, pour tout x€ X, 1'anneau (O;)x::O;,x est une

algebre analytique, donc en particulier local.

Exemple : Soit (X,O)c:(EN,O) un germe de courbe analytique réduite. Soit
X=U Ci sa décomposition en composantes irréductibles, et décrivons (Ci O)
. k]

i
par une représentation paramétrique, c'est-a~dire comme image réduite d'un

morphi sme (E,O)—~(CN,O) décrit par N fonctions zk(ti)E E{ti}- Alors X=11 (€,0)

i
et 1'algébre de X le long de 1'ensemble fini n—l(O) est & -1 3TTE{ti}.
X,n (0) i
Par conséquent, 1'algebre & est isomorphe a | | C{t.,t },
== -1 -1 ! 0%
XxX,n “(0)xn "(0) isj

1'idéal I définissant le germe de Xx X le long de n"10) xn"1(0) est détermi-
X

née par la collection de ses images Ii dans chacune des algebres E{ti,ts}

b

, B _ . , . L Vi oz
et 1'on a Ii,j_ ({zk(ti) zk(tj), 1sks N})E{ti,tj} (ici ({ }) désigne 1'idéal
engendré par les éléments de 1'ensemble { }). Si 1'on considére

nel et d~oc_ |
1 X,n~ (0)

(i,j), on a 1'inclusion : h(ti)—h(ts)é

, on a donc h¢ O; si et seulement si, pour tout couple
I

i,

6.2 Soit maintenant (X,O)c:(EN,O) un germe d'espace réduit. Pour étudier la

saturation lipschitzienne de X, on est amené a étudier 1'éclatement normalisé
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dans XxX de 1'idéal T définissant XxX (cf. I, § 1, Prop. 1). Or, c'est aussi
X

1'éclatement normalisé dans Xx X de 1'idéal définissant la diagonale AXCZX><X,
et cet éclatement-ci peut &tre décrit comme ceci : choisissons des coordonnées
locales ZiaeeesZy SUT EN, et considérons le morphisme dir.: X x X - AX-~]PN-1
qui a (x,x')EXxX- 8y associe la direction de la sécante joignant x a x' dans
EN 3 1'éclatement EX cherché est isomorphe a 1'adhérence dans X><XxIPN_1 du
graphe du morphisme dir., on a donc un diagramme

dir. N-1
_ﬁ
Ex P

XxX

avec dim Ey = 2d, ou d=dim X.
L'ensemble des directions limites en O de sécantes peut étre identifié au sous-

N-1 ¢t 1'0n a 1'inégalité dim b~ 1(0x0) £ 2d-1

ensemble algébrique b lox0)l cmp
puisque cet ensemble est contenu dans le diviseur exceptionnel. Pour tout ceci,

dans le contexte de la saturation lipschitzienne, voir ([P-T]). On a alors

6.2.1 Proposition : Soit (X,O)CI(EN,O) un germe de courbe réduite et soit

N 2 s s
p: € -oEz une projection linéaire. Notons X1= pyX 1'image de X dans € (définie

par le O-iéme idéal de Fitting Fo(p*Ox),(cf. [(Te 3]). Les conditions suivantes

sont équivalentes

1) La courbe X, est réduite, le morphisme plX=rm: X-X, est fini biméro-

: s s s . . .
morphe, et l'extension naturelle n" : X —~X1 aux saturés est un isomorphisme.

2) Aucune direction limite en O de sécantes a X n'est contenue dans le

noyau de la projection p.

Prouvons 1) = 2) : Puisque T est fini et biméromorphe, le morphisme T s'é-
tend naturellement en un isomorphisme T X.IZLYI des normalisations. Choisis-

sons des coordonnées locales (Zl""’ZN) sur EN telles que la projection p soit
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définie par (zl,-.-,zN)P~(zl,z2). Soit I 1'idéal de Oy v engendré par les dif-

XxX

férences (Zl- z! -

Poee - zﬁ), idéal qui définit XxX, et soit 1, 1'idéal engen-

X
dré par (z1- zi,zz— zé), idéal qui définit X x X. Dire que 1'extension % est
Xl
un isomorphisme équivaut donc, au vu de la définition et du fait que 1'on peut

N

identifier X et Yl’ a dire que I'on a 1'égalité de clotures intégrales TH:T].
Ceci peut se traduire par le critere valuatif (1.3.4), ou comme ceci : il existe

une constante C> 0 telle que pour toute suite (pn,ph)E XxX- AX de couples de

points, tendant vers (0,0), on ait, pour n assez grand, les inégalités
- ' . - ] - 1)
lz, (p ) -2, (p)] < C.sup{lz,(p ) -2 (b)), l2,(p ) - 2,(p)) 1]

pour 3=k=<N.
Ceci implique que les points de PN_1 représentant les directions des sécantes

[ . . . .
Py ph, qui ont pour coordonnées projectives

- vy . - LI . e - '
(zl(pn) z1(pn). z2(pn) zz(pn). . zN(pn) zN(pn))
ne peuvent tendre vers une limite ayant pour coordonnées projectives

(0: 0:¢ )

3,.-.:CN

c'est-a-dire ne peuvent tendre vers une limite contenue dans le noyau de p.

Prouvons 2) = 1) : D'aprés 1'hypothese 2), tous les couples de points
suffisamment voisins de O et distincts de Ox O ont des images distinctes dans
E2 par p, donc © induit un isomorphisme sur un ouvert dense de chaque composan-
te de X, et est en particulier un morphisme fini puisque X est de dimension 1.
Par conséquent © est un morphisme fini, son image est réduite puisque c'est une
courbe plane qui ne peut avoir de composante immergée parce que X est de Cohen-
Macaulay (cf. [Te 3], § 3) et que la définition par idéal de Fitting implique
que si une composante irréductible de X1 n'était pas réduite, au-dessus d'un
point général de cette composante il y aurait au moins deux points de X (cf.
Loc. cit-). Par conséquent, X est réduite, m est fini et biméromorphe et donc

1
. . . . - T AT . . N
induit un isomorphisme m: X —»X  des normalisations. I1 nous reste a montrer
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1'égalité T, =1 qui impliquera 1'isomorphisme des saturations : si cette égali-

1
té n'avait pas lieu, d'apres le critere valunatif, il existerait un morphisme

analytique (]D,O)—hi XxX —2—3XxX tel que neh(D-{0})cX xX - Ay et que

notant zi(u) et zi(u) les éléments de &

ID,O:E{u] donnés par z, ep, en°h et

1
z, °py°ne h respectivement, on ait, pour au moins un entier k, 3<xk<N 1'iné-

galité de valuations u-adiques
viz, (u) - zy (u)) < inf{v(z (u) - 2z;(u)),v(z,(u) - z'2(u))}

ivi - t . - 1 f e - 1
en divisant (zl(u) Zl(U) : z2(u) zz(u) : zN(u) zN(u)) par la plus grande
puissance de u qui divise toutes les coordonnées, on voit que la limite dans
N-1

. ——
P » qui correspond a la direction limite des sécantes z(u)z'(u) est de la

forme (0: 0:c,: «en:c

3 ), donc appartient au noyau de p, d'ou la contradic-

N

tion cherchée. =

Définition : FEtant donnée une courbe (X,O)C(EN,O), une projection linéaire
p: EN-E2 est dite générale pour X si elle satiéfait les conditions équivalen-
tes de la Proposition. Une projection p: Ve (i.e., submersion en 0) est
dite générale pour une courbe (X,O)C(EN,O) si elle est conjuguée a une pro-
jection linéaire générale pour X par des changements de coordonnées sur EN et

Ez tangents a 1'identité en O.

Cette définition est justifiée par le fait que la réunion des limites
en O de sécantes a X, qui est le cdne sur " Yox0)l cP™ 1 avec les notations
introduites plus haut, est de dimension au plus 2, car dim b—1(0x0) <1 et donc

poar une projection linéaire p générale, le noyau de p qui est de codimension

2 ne rencontre ce cone qu'en O.

Remarque : On peut paraphraser une partie de ce qui précede en disant que

N . . 2
pour une courbe (X,0)c(Z,0), une projection générale m: X-X cL” non seule-
ment est un homéomorphisme, mais est un homéomorphisme lipschitzien, c'est-a-

dire que le morphisme analytique m admet un inverse lipschitzien. De plus, le
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R s . . s . . .
morphisme s: X" =X est maximal pour la relation de domination parmi ceux qui

factorisent la normalisation et qui sont des projections générales.

6.3 Algebres analytiques saturées de dimension 1.

Nous allons rappeler ici sans démonstration compléte, d'aprés Zariski
([G-T-S I et II) et Pham-Teissier (cf. [BGG] Apperdice), la structure des alge-
bres analytiques saturées de dimension 1. D'apres ce qui précede, toute algebre
analytique saturée de dimension 1 est la saturation de 1'algebre d'un germe
de courbe plane réduite.

Soit done Or:OX’O 1'algebre d'un germe de courbe plane réduite, d'équation

f(z1’zz)= 0, oun f=f_ ... fr’ chaque fi étant une série convergente irréduc-

1
tible. Alors la fermeture intégrale de & dans son anneau total de fractions

r
est isomorphe a un produit direct [ | E{ti}, et 1'on peut choisir les uniformi-
i=1

r
santes locales ti de telle fagon que 1'élément de Ox OC;T_T E{ti} image de 2y
) i=1

n, n n
ait pour décomposition (t 1,t 2,...,t ") dans O ,ou n, est la multiplicité
1 2 r X,0 i

en O de la i-eme branche (c'est-a-dire composante irréductible) de X en 0, qui
est définie par fi(z1,22): 0. Soit (22(t1),z2(t2),...,zz(tr)) la décomposition

de 1'élément correspondant a 1'image de z,_ dans O 0"
k]

2

Alors, comme nous 1'avons vu plus haut, 1'idéal I de T_FE{ti,ts} définissant

XxX dans XxX est déterminé par les idéaux
X
n, ny
_ ] _ ' f
L= (t, e, z,(t,) zz(tj))cm{ti,tj}

Soit p le p.p.c.m. des multiplicités n., et pour chaque i, 1<i=sr, soit

---,B;l)) la suite des exposants caractéristiques de Puiseux du germe
i

de courbe plane irréductible Xi défini par fi(zl,zz): 0. Soit e

de (ni,Bii),...,Bii)) (egi): n, , eéi)

(i)
(ni,Bl )
il) le p.g.c-d.

=1) et soit EiC:m le sous-ensemble

(ngyzn3ng,enn,p P, a (80 o100 g0 o (D (00 (i), (1)
(1), 5 () (i) (i) (1)
BZ + 2e2 ,...,53 ""’Bg. ’Bg. +1,000)

1 1
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ou chaque symbole " ... '" désigne une suite a priori infinie. En fait notre

sous-ensemble contient tous les entiers a partir de Bé”. Il faut aussi remar-
i

quer que c'est un semi-groupe.
D'autre part, pour chaque racine p-ieme de l'unité @ et chaque élément

h=(h ,...,h JEG , on associe a chaque couple i,j 1'entier
1 r X,0

p/n, p/n,

LI w(h) =v(hi(‘r ) —hj((wr) J)) ot v désigne la valuation T-adique et
3 1
p/n,; p/n,
hi('r ) désigne la série en T obtenue en substituant t a ti .
On note m, . le nombre inf (m., . (h)).
157w heo 1yJsw
X, 0

6.3.1 Théoréme (Zariski ([G-T-S I1], Th. 3.1), Pham-Teissier (voir [B-G-G],

Appendice} : Etant donnée 1'algebre OX 0 d'un germe de courbe plane réduite,
* n n
)y

s . —_— 1A PR e 1
une présentation OX,O: |1| m{ti} ou 1'image de z, dans OX,O est (’c1 sreeaty

r

n, étant la multiplicité de La i-éme composante irrféductible de X, on a :

Jo P — a ; .
un élément h‘(h1""’hr)eox,o . hiz}:h, t° (hi,aem) appartient au

i,a i

de O si et seulement si

, .S
saturé GX,O de Oy o

a) Pour chaque i, on a h, =0 si ag¢BE.
i,a = i

B) Pour chaque racine p-iéme de 1'unité ¢ et chaque couple (i,j), i# j,

on a l'inégalité

m, . (h) =m,
i,j,0 i,jsw

Voici l'esquisse d'une démonstration : puisque chacun -des idéaux
n, n, v
i,5° (ti1 - t;i 3, z2(ti) - zz(t'.)) est engendré par une suite réguliere,
d'apres la Remarque suivant la Proposition 2 du § 1, (1.4)) pour vérifier que

1'élément (h® 1-1®h') E{ti,t"].} est entier sur Ii ' il suffit de le vérifier

9
n, n, 1
en restriction a une courbe K(til - t:]. Iy, u(zz(ti) - z2(t"].)) ou (A: p) €P” est

assez général. Or on vérifie facilement que cette famille de courbes paramétrée
. 2
par ]P1 (qui n'est autre que 1'espace total de 1'éclaté de Ii j dans T7) est
k]

équisinguliere au voisinage de A= 0 et que le point A =0 est contenu dans

1'ouvert V(h®1-1®h'). On est donc ramené a décider si en restriction a la
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n, n.
courbe til— ts J-0 de 1'élément (h@1- 1®h')i i est entiere sur I; . (pour
1 k]
tout (i,j)), et le Théoréme résulte presque aussitdt de la, en remarquant que
p/n, p/n.
i s
ti =T ) t3= wt) J, wp: 1 parametrise les branches de la courbe
. n,
t.' -t J-0.
1 J

6.4 Saturation epelative et équisaturation.

Soit f£: X f:::;Y un morphisme d'espaces analytiques complexes muni d'une
section o. On suppose X réduit et Y non-singulier. Pour les applications que nous
avons en vue,on supposera méme que dim X = dim Y+ 1 et que pour tout y€Y, la
fibre (Xy,o(y)) est de dimension 1 et a une dimension de plongement < 2, (c'est-

a-dire que les fibres sont des courbes planes). On suppose pour 1'instant f

séparé et 1'on considere 1'idéal If de OY><Y définissant le plongement fermé

— — — -— Y -—

XxX €&3XxX . On considere a nouveau le sous-faisceau de Oy associé au pré-
X Y

faisceau défini par Ubefh(EEX(U)/h®‘l- 1®]lETgU)} et on le note O;(f) : c'est

1'algebre saturée lipschitzienne relative, et 1'on vérifie sans mal que c'est
le faisceau des germes de fonctions méromorphes sur X qui satisfont localement
une inégalité de Lipschitz pour les couples de points situés dans une méme
fibre de f.
o}

Soit f: X 5:::§Y un morphisme plat muni d'une section o avec Y non-singu-
lier, X réduit, et dim X=dim Y+ 1, et soit y€Y un point tel que la fibre
X(y) = f-l(y) soit une courbe réduite en o(y). Alors d'une part on a pour la
normalisation un diagramme

X(y) —™ X(y)
(y)

de morphismes dominants (cf. [Te 2], I ; la preuve donnée dans le cas ou

n
X

dim Y=1 s'étend aussitot) correspondant au diagramme d'algebres suivant,

[ou O::OX , W% est 1'idéal definissant {y} dans Y au voisinage de y€Y

,ol(y)
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*
et my' ® son image par le morphisme f : oY,y'“OX,o(y)]
////////’O/my- G \\\\\\\\
oM - O > O/ - O

et d'autre part on a un diagramme analogue pour les saturations relatives

(s )

6]
* xS0 () 5y

o/, -0 > sy (3 )
y T s

c'est-a-dire

X(y)S xs(f)(y)

s(y) s
X(y) .
La vérification est tres facile au vu de (Loc. cit.) et de la définition de la
saturation.

o
6.4.1 Définition : On dit que le morphisme f: X =——>Y est équisaturé au

point o(y) € X si la fibre X(y) est réduitec et si 1'on a :

a) Le morphisme canonique )(s(f)(y)—o)((y)S est un isomorphisme, et en parti

culier il y a un seul point yle XS(f) au-dessus de o(y) .
b} Le morphisme composé XS(f)—iié X-JL>Y est localement analytiquement

trivial en y, .
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a
6.4.2 Proposition : Soit f: XfL___gY un _morphisme comme ci-dessus tel que les

fibres soient des courbes planes. Il existe un fermé analytique rare FCY tel

gue le morphisme f soit équisaturé en tout point de o(Y-F).

Démonstration : D'apres la semi-continuité du nombre de Milnor (cf. [Te 11],
2.3.1), de la multiplicité des fibres ([Le-T 2]), et enfin par la platitude
générique du OY—module cohérent f*(n* Oi/’ox), il existe un fermé analytique
rare F de Y tel qu'au voisinage de tout point y€ Y-F, le nombre de Milnor
uo(y,)(X(y')) des fibres (courbes planes réduites) soit constant, (indépendant

de y') ainsi que leur "invariant 8", 6y = dim (OX(y )/(9X(y Vo (yr) et la

multiplicité n_, au point o(y') de la courbe X(y'). D'apres 1'égalité de Jung-
Milnor 26y,: ud(y,)(X(y'))+ L 1 ou o est le nombre des composantes irré-
ductibles en o(y') de X(y'), ce nombre de composantes est également indépendant
de y'eY-F.

D'apres ([Te 2], I), puisque 6y' est constant sur o(Y) au voisinage de o(y), le
morphisme f admet une résolution simultanée trés faible donnée par la normali-

sation n: X~ X. Puisque le nombre des branches r et la multiplicité nY sont

' 1

aussi constants, c'est en fait une résolution simultanée forte ¢'est-a-dire
que si nous notons S 1'idéal définissant o(Y) dans X, 1'idéal Soi est inversi-
ble, définit un sous-espace nYa(Y)) tel que le morphisme induit

In" Yo (X)) ] ~0(Y) soit étale, n—l(d(y)) contenant r = T points, et donc fina-

lement on a un isomorphisme de OY y—algébres
k]

———— U :
%, 0(y) ’E Oy, ylt;)

2 2
tel que, pour un Y-plongement local X&Yx L~ envoyant o(Y) sur Yx O, et ou ¥
est muni de coordonnées (zl,zz), 1'idéal engendré par les images de (Z1,22)

soit inversible, engendré disons par z - Soit (Cl,-- C )€ I l G {t la gé-

composition dans & _ de 1'image de z, - L'hypothese d'équ1mu1t1ﬂ]c1te impli-
X,o(y)
que, comme on le vérifie aussitdt, qu'au prix d'un changement de 1l'uniformisan-
n.

te locale ti, 1'on peut supposer que Qi: til.
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Considérons maintenant 1'idéal I définissant Xx X dans XxX : clairement

X
X Y
1'algebre de o_ -isomorphe au produit

- -1 -1 t G,
XxX,n " (o(y))xn" "(o(y))
Y

Y,y

1! Ij OY,y[ti’t}j} et 1'idéal T est déterminé par ses images Ii jCOY,y{ti’tﬁ}'

9

{t.}. L'idéal I. . est
i,3

3 3 [ .
Soit (Hl,...,Hr)EUOY’y{ti} L'inage de z, 3 H €0y [t ’

n, n,
engendré par (til_tzj J’Hi(ti)_Hj(t}j))' Soit maintenant A’ 1'idéal de

, P . . C g _ Loe .

il lj OY,y{ti’tj} défini comme suit : si i# j, ('ri,j—li,j et si i=j,

(ti‘ti) . J’i R Y D'aprés ([Te 2], II, § 5) 1'idéal o/ est équimultiple
] 9

le long du sous-espace de Xx X défini par 1'idéal | | (ti’t:]')’ en ce sens que
Y iy

pour chaque y' € Y voisin de y, la somme des multiplicités des idéaux

17 27} t.,t%) est égale a 26 , donc indépendante de y' €Y voisin
1,57 %m0, 10t v

de y .
Voyons maintenant comment déterminer si un élément (h1,...,hr) E-ITGY y{ti}
1

. , . s(f)

t t t ol . . Si
appartient au saturé relatif Ox,ﬁ(y) -ﬂi-@Y,y{tl} i nous posons
h,=2h, t%, h, €o il faut déterminer si T h, t-x h, t.2¢T
i i,a i' Ti,a-"y,y: 11 1aut determiner s i,a i j,a 3 i,]

pour tous les couples (i,j). Remarquons que si i= j, il revient au méme de

t2_ g2
déterminer si ¥ h, -1 appartient a o} . .
iya o o, i,1

i i

Puisque 1'idéal H#’définit une famille paramétrée par Y d'idéaux, qui est équi-

multiple le long du sous-espace défini par 1'idéal I l (ti,t:].), parce que la
i,j
multiplicité e(zl’y,) de 1'idéal induit par ¢/’ dans la fibre de XxX—Y au-dessus
Y
de y' vaut 26y' s qui est constant (pour tout ceci, voir [Te 2], II), il résul-

te du principe de spécialisation de la dépendance intégrale (§ 5.1) qu'il

suffit de vérifier la relation de dépendance intégrale dans une fibre générale,
et de la, d'aprés le théoréme de structure des anneaux saturés vu plus haut,
2 2 des dérivations de &
ay‘l,-..,ay e Y,y,
et si 1'on note Dﬂ, la dérivation de TTOY y{ti} obtenue en posant DE ti =0

k]

on déduit que, si 1'on prend une base

. J ' .
(12i=<r) et DI, OY,y:Tt[ , on a l'inclusion
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(f) s(f)
D, (63 <4<
z(ox,c(y)) COX,o(y) (1 < k)
5} a .
f ay . — '
(en effet Dz(i hi,a ti) by (atl hi,a) t; ne contient pas d'exposant que
a . P
by hi,a ti ne contienne déja, et Dﬁ(w): 0).

Ceci impligue, par "intégration des champs de vecteurs correspondant aux déri-

- " S(f)
vations D," (cf. [Te 21, I) que %X, 0(y)

' ; & =TT P
en ce sens que l'isomorphisme OX,O(y) . OY,y{ti} OY,

est localement analytiquement triviale,

® P ., induit
S(f) ~

un isomorphisme &, =0

s s S gy s .
X,o(y) Y,y ? OX(y),o(y)' Ceci équivaut a 1'équisaturation

que nous voulions démontrer. =

6.4.3 Remarques : 1) On peut paraphraser lerésultat en disant que, pour

r
_ , . . s{f) T t
yE€EY-F, 1'algebre saturée GX,G(y) es Ox,d(y) 1:1 Oy,y{ i

t la sous-algebre de

formée des éléments (h h ), h, =% h, t?, avec h, €0, tels que,
1

1°° """y i i,a Y,y

avec les notations du Théoreme ci-dessus

a) 1'élément hi soit nul si ag Ei

9
(ou E, est l'ensemble associé a la i-eme composante de X(y))}
B) pour tout couple (i,j), i# j, on a 1'inégalité
m, . (h) 2m, .
1,]),w 14] W
(méme convention).
: S . s(f) s(f)
0 D e .
n voit ainsi pourquoi ﬂ(OX,O(y? OX,G(y)
2) On sait (cf. [Te 2], II, § 5) que pour une famille

. *
de germes de courbes planes, la constance du nombre de Milnor entralne non

seulement celle de 6y et de ry, mais aussi 1'équimultiplicité (ce dernier

résultat avait été prouvé topologiquement par Lé D.T., [Lé]). Comme me 1'a fait
observer Mr. E. Blger, la fin de ma démonstration algébrique ([Te 2], II,

p. 127) n'est pas complete, puisqu'il n'est pas clair que la dérivation D qui

s(f)

est construite conserve OX au-dessus du point général de Y.

3
L
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CHAPITRE I1I

IDEAL JACOBIEN, MODIFICATION DE NASH, ET THEOREME DE BERTINI IDEALISTE

Introduction. Dans ce chapitre, on commence a étudier les positions limites
des espaces tangents en des points non singuliers tendant vers un point singu-
lier d'un espace analytique X. L'étude géométrique de ces positions limites
est celle de la modification de Nash N(X) - X, et 1'étude algébrique est celle
de 1'idéal jacobien de X, c'est-a-dire 1'idéal engendré par les mineurs de
rang N+1- dim X de la matrice jacobienne d'un systeme de générateurs de 1'idéal
définissant un plongement local X(:EN+1. La comparaison de ces deux points de
vue permet d'utiliser les théoremes de finitudes fondamentaux de la géométrie
analytique pour prouver une version quantitative du théoreme de Bertini, ver-
sion qui s'exprime par la dépendance intégrale de certains mineurs de la ma-
trice jacobienne sur 1'idéal engendré par certains autres, alors que le théo-
reme de Bertini s'exprime par leur appartenance a la racine de cet idéal.

11 nous est tres utile de définir 1'idéal jacobien,non seulement pour
un espace X, mais simultanément pour toutes les fibres d'un morphisme, et de
méme pour la modification de Nash, c'est-a-dire de définir 1'idéal jacobien
relatif et la modification de Nash relative associés a un morphisme X - S, puis

d'obtenir le cas absolu en prenant S égal a un point.

§ 1. Idéal jacobien relatif.

1.1 Soient f: X+ S un morphisme d'espaces analytiques complexes et Q; (aussi
noté Q;/S) le Ox—module cohérent des 1-formes différentielles relativeg (cf.
[Ca] 3 exposé 14 ; j'utiliserai sans les rappeler les propriétés élémentaires

de Q;/S qui y sont démontrées). Pour chaque entier d2 0, on peut définir
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le faisceau cohérent d'idéaux de Fitting Fd(Q})COX (cf. [Te 3], § 1, [Pi],
Ly s . -1
[G-R]) qui a la propriété (cf. Loc. cit.) que pour chaque fibre X(s)=f (s) on
1) = ! i 'idé e écrit localement
a Fd(Qf) . Ox(s) = Fd(QX(s))' Ce faisceau d'idéaux peut etre décri ocale
comme suit : tout point x€ X possede un voisinage ouvert, que nous allons abu-

N
sivement encore noter X, tel qu'il existe un S-plongement de X dans Sx&

X SXEN
f
Prl
S
Soient f_ ,eve,f €0, {2 ,-eey2yl=0 des générateurs de 1l'idéal I
1 w<Ys,st?1 N~ %Y, ex( o)
de O , ou s=f(x), définissant le plongement de germes

SxI:N, sx{0]}

(X,x)c(SxEN,sx{O]). On a alors la suite exacte

/12 —a @' [0, —> 0y —>0
Sx@ /S '

ou d désigne la différentielle naturelle & 1

- {0 qui
sxt™, sx{0) sxt/s sx{0]

dh
32, 9% °
1

revient a associer & h€ 0, {2z ,++.,2,]} 1'élément T
S,s" 71 N 1

I1 résulte aussitot de ceci et de la définition des idéaux de Fitting que

Fd((}:.)x est l'idéal de Ox X engendré par les mineurs de rang N-d de la "matri-
1

af,
ce jacobienne relative” (-a—z—l) 1<is<m, 1< jsN, c'est-a-dire que, pour tout
i

choix d'un S-plongement local comme ci-dessus on a :

1
Fd(Qf)x =

3L, ywn,f, )
*q *N-d

3z, yumerzy 3 3 ligesiy gl {1""’m}’{j1""’jN~d}C{1""’N}/'ox,x

(les indices sont supposés tous distincts).
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: . PO N ) .
Un cas particulier, Supposons que X est défini dans Sx{ par N-d équations

f et que toutes les fibres X(s) sont de dimension @ (on dit alors que X

Jre Ty
est une intersection compléte relative). En chaque point non-singulier x'€X(s),

s=f(x') 1'espace tangent Ty (¢) .y a X(s) en x' détermineune direction de sous-
1
espace vectoriel de dimension d, encore notée TX(S) x! dans EN, c'est-a-dire un
1

point de la grassmannienne G=G(N-1,d- 1) des d-1-plans dansIPN~1, et par la

définition méme du plongement de Pliicker ([G-H], p. 209} de la grassmannienne

N

(g)-1
G dans 1l'espace projectif IP } les déterminants jacobiens

CAS PREETRE S0 .
Y T 3 (x'), [jl,...,jN_d}Ci{l,...,N} sont les coordonnées homogenes
31 IN-a
(g)-1 o

de 1'image dans IP du point de G déterminé par T . Ainsi, notant X

X(s),x'

1'ensemble des points x' € X qui sont non~singuliers dans leur fibre, nous
avons
N
(-1

L'application analytique (“morphisme jacobien relatif") P qui

. 0 . . . 5
a x' &£ X~ associe le point de coordonnées homogenes

(L yevnsfy )
17" " 'N-g , , .
(2, ,eun,z. ) =), {Jl""’JN—d}C:{1""’N]
31 IN-a
(les indices j, sont supposés 2 a 2 distincts)
o v My-1 .
cofncide avec l'application composée X —aGe— P , ou vy est l'application

("morphisme de Gauss relatif") gqui a x'¢€ X° associe la direction Tx(s) ! et
k]

N
(g)-1
G IP est le plongement de Pllcker.

Remarquons qu'en un point x'¢€ XO, 1'un au moins des déterminants jaco-
biens est non nul, puisque les espaces tangents en x' aux fibres des N-d hyper-
surfaces fi: 0 doicent étre en position générale. Si nous prenons une suite
de points xie'xo tendant vers un point singulier x, la position limite (dans G,

M1

ou dans P , ce qui revient au méme) des espaces tangents TX , sera en
i X!

i
partie déterminé par les vitesses relatives avec lesquelles les divers déter-

minants jacobiens
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a(fl,...,f )

N-d
alz. ,...,2.
I N-d

) (xi) tendent vers 0. Comme nous le verrons plus bas, c'est

pour cette raison que le concept de dépendance intégrale nous sera tres utile.

Exemple , montrant que le cas particulier précédent est bien particulier.

4

Soit f: € ~t? 1e morphisme défini par u_ = xz, =xt, uz=yz, u, =yt.

1 Y2

Ce morphisme n'est pas surjectif, et f_1(0) est la réunion de deux plans dans
4 s, .

€ ne se rencontrant qu'en 0. Aussi il n'est pas tres étonnant que l'on ait

FO(Q;): 0, comme on le vérifie facilement.

1.1.1 Lemme , montrant que si toutes les fibres de f sont purement de la méme

dimension, le cas particulier précédent permet d'étudier le cas général :
d'apres un résultat classique d'algebre commutative, (cf. [2-S], II,

Th. 22) si nous supposons que toutes les fibres de f sont purement de la méme

dimension d, sans faire d'hypotheése sur le nombre des générateurs, alors :

il existe un ouvert de Zariski dense U de 1'espace Em(N_d) tel que, si

A= (Kij)e U, le sous-espace X1 de S)<EN défini au voisinage de s x {0} par les

N-d équations

m
g = i? K]i fi,...,gN_d =

m
Z A . T
1 i=

1 N-d,i i

et qui contient évidemment X, a ses fibres de dimension d.

L'on se trouve pour X dans le cas particulier étudié plus haut. De
plus si X(s) est réduit, on peut supposer que pour A€ U, Xl(S) est réduit, rar
un argument du type de la preuve du théoreme de Bertini classique, et laissé
au lecteur.

En particulier, prenant pour S un point, on obtient que tout germe d'espace
analytique réduit purement de dimension d peut etre défini dans EN par un
) définit une

idéal de la forme (f1,...,f .,fm) ou (f

1 fng

intersection complete réduite X1 de dimension d : X est réunion de certaines

N—d’fN—d+1"'

des composantes irréductibles de cette intersection compléete, et en particulier
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on a 1'inclusion XzF]XE;XO (ou Xx° désigne la partie non-singuliere de X),

X;(WX est dense dans X, et la restriction a xirwx de l'application de Gauss
X%~ G cofncide avec la restriction a X?lﬂx de l'application de Gauss Xg-'G.
Sous 1'hypothese que les fibres de f: X—S sont réduites et purement de dimen-
sion d et que Xgr\X est dense dans X, on a un résultat analogue pour le morphis
me de Gauss relatif. La maniere géométrique d'étudier les rapports des vitesses
avec lesquelles les mineurs jacobiens tendent vers O est d'étudier 1'éclatement
de 1'idéal jacobien relatif, c'est-a-dire, si nous nous restreignons au cas ou
toutes les fibres de f sont réduites et de dimension d, l;éclatement ﬂf(X)-'X
du faisceau cohérent d'idéaux Fd(Q}). Localement sur X, c'est-a-dire au-dessus
d'un voisinage ouvert assez petit de chaque point x€ X, ce morphisme est

X-isomorphe au morphisme obtenu comme ceci

N.
. (d)—1
On considere 1'adhérence gf(x) dans Xx IP du graphe
o o (g)-l \
FrcX xGocX xP du morphisme jacobien relatif, et le morphisme Qf(X)—‘X

induit par la premiére projection est X-isomorphe a 1'éclatement dans X de

1'idéal jacobien relatif.

Cependant cette construction ne décrit avec exactitude les limites d'es-
paces tangents que dans le cas particulier des intersections complétes rela-
tives, a cause du fait que en dehors de ce cas, le nombre des mineurs considé-
rés est trop grand et contient de regrettables redondances. Il y a cependant
une construction, en apparence un peut moins explicite, qui fonctionne tou-

jours : la modification de Nash relative.

1.2 Soit f: X- S un morphisme entre espaces analytiques (réels ou complexes)
tel que le module Q; des différentielles relatives soit localement libre de
rang d=dim X - dim S sur le complémentaire d'un fermé analytique rare F de X.
Soit Gf-ligx la grassmannienne des quotients localement libres de rang d de
Q}, c'est-a-dire (cf. [Ca], exp. XII) que g*Q; a un quotient L localement

libre de rang d sur G_., et que le morphisme g est universel pour cette pro-
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priété. D'apres cette définition, on a une section bien définie )(—FL)Gf

et d'apres un théoréme de Remmert, 1'adhérence dans Gf de o(X-F) est un sous-

espace analytique fermé reéduit, noté Nf(X)CG et g induit un morphisme

f 1]
Vel Nf(X)-‘X qui est propre et biméromorphe puisque g est propre, Nf(X) fermé
dans Gf et que vf y induit un isomorphisme au-dessus de X~ F. Le morphisme Ve

est donc une modification de X.

Définition : Le morphisme v_: Nf(X)~X est appelé modification de Nash rela-

.
tive de X/S. Lorsque S est un point, on la note v: N(X)~X et on 1'appelle

modification de Nash (absolue) de X. La modification de Nash absolue est en

particulier définie pour tout espace analytique réduit de dimension pure.

Remarques : 1) On peut aussi caractériser la modification de Nash relative
. . 1 1

come ceci : sur X-F, le Gx—module localement Iibre Qflx-F:QX—F/S correspond

a un fibré vectoriel T, de rang d qui induit sur chaque fibre i) n(x-F)

le fibré tangent a cette fibre. Le fibré vectoriel vifl-Tf sur 1'ouvert dense

V;1(X-F)CNf(X) s'étend canoniquement en un fibré vectoriel sur N (X) tout en-
* 1

tier, correspondant au quotient localement libre Llef(X) du ONf(X)-module vaf .

De plus le morphisme v_ est minimal pour cette propriété.

f

2) La construction par adhérence signifie que 1'on peut identi-
fier, pour tout x¢& X, l'ensemble lvgl(x)l a l'ensemble des directions limites
en x d'espaces tangents aux fibres de f en des points de X-F. En fait, pour
tout S-plongement local XCSXEN, on peut identifier Nf(X) a 1'adhérence dans
XxG, ou G est la grassmannienne des d-plans de EN, du graphe du morphisme de
Gauss X-F -—Y-> G.

3) La construction précédente est un cas particulier d'une cons-
truction valable pour n'importe quel Gx—module M, localement libre de rang
constant sur le complémentaire d'un fermé analytique rare de X : il existe une
modification ®: X' =X minimale parmi celles qui ont la propriété que 9¥¥*M est
localement libre modulo torsion, c'est-a-dire admet un quotient localement

libre L 3 0-K—-9%¥M-L~0, le noyau K étant de torsion. Ce résultat peut &tre



368

vu comme un cas particulier tres simple, celui ou les fibres sont linéaires,

du théoreme d'aplatissement de [H-L-T].

Modification de Nash relative et éclatement de 1'idéal jacobien relatif.

La comparaison de ces deux morphismes est résumée dans la

1.2.1 Proposition : Soit f: X—~S un morphisme tel que Q} soit localement

libre de rang d=dim X- dim S en dehors d'un fermé analytique rare F de X ;

soient v_:
—_—f

1'éclatement dans X de 1'idéal jacobien relatif de X/S.

: Nf(X)-*X la modification de Nash relative de X/S et Py ﬂf(X)-*X

a) le morphisme P, Se factorise canoniquement a travers v

f

7,00

\qf)

b) 1le morphisnme qf est un isomorphisme si X est localement une intersection

complete relative au-dessus de S, c'est-a-dire si 1'on est dans la situation

du cas particulier ci-dessus.

¢) supposant toutes les fibres de f purement de dimension d et réduites,

il existe localement sur X un plongement de X dans une intersection compleéete

relative X dont toutes les fibres sont purement de dimension 4 et réduites,

19

et la modification de Nash relative de X/S est canoniquement X-isomorphe a la

transformée stricte de X par la modification de Nash relative de Xl/S, qui

d'apres le point b) co¥ncide avec 1'éclatement dans X, de 1'idéal jacobien

1
relatif de Xl/S : .finalement,la modification de Nash relative de X/S est

X-isomorphe a 1'éclatement de 1'idéal de GX image de 1'idéal jacobien relatif

de Xl/S par la surjection OX -'Ox-0 correspondant au plongement XC~X1-
1

Prouvons a) : D aprés la définition de N_(X), il suffit de prouver que
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#*
pr} a un quotient localement libre de rang d. Or, le morphisme Py est un iso-
morphisme au-dessus de X~ F, donc p?@i est localement libre de rang d sur
1'ouvert analytique dense p}l(X- F). D'autre part, par définition du morphisme
P,y 1'idéal F (Ql). 3, est inversible. La compatibilité de la formation

f a'r gf(x)
des idéaux de Fitting au changement de base ([Te 3]), p. 570, [Pi]) implique

p L. 1 1
1 lite ¥ b = . idé . L -

égalité d(pfof) Fd(Qf) Oyf(x) entre idéaux de be(x) e Oyf(x) module
p?ﬂ% est donc localement libre de rang d sur 1'ouvert analytique dense p}l(x-F)
et son d-ieme idéal de Fitting est inversible. D'apres un lemme de Raynaud

([G-R], 5.4.2 ou [Pi]) ceci implique que p?ﬂl a un quotient localement libre

f

de rang d, d'ou a).

Prouvons b) : Si X est localement une intersection compléete relative,

d'aprés ce que nous avons vu plus haut,localement sur X, le composé de 1'appli-

N
()-1
cation de Gauss avec le plongement de Pliicker, X-F-G-1IP cof'ncide avec le
MNy-1
d

morphisme X-F -1 défini par les mineurs jacobiens. D'apres la remarque

2) ci-dessus, et la description de 1'éclatement de 1'idéal jacobien comme
M1 M1

adhérence dans Xx IP d du graphe du morphisme X ~F - 1P d , cette coinci-

dence implique aussitdt que la modification de Nash relative co¥ncide avec
1'éclatement de 1'idéal jacobien relatif localement, donc aussi globalement

puisque les deux vérifient une propriété universelle.

Prouvons ¢) : D'aprés le Lemme 1.1.1, il existe localement sur X un
plongement de X dans une intersection complete relative Xi, tel que pour cha-
que s€ S, la fibre X(s) soit réunion de certaines des composantes irréducti-
bles de la fibre (X )(s) qui de plus est réduite, (Xl(s))olﬁx est contenu dans
(X(s))°® , est dense dans X(s), et le morphisme de Gauss relatif de X, cofncide
avec celui de X1 sur (X1)(s)°lﬁx(s). Le point ¢) résulte aussitot de ceci, de la
définition de la modification de Nash relative comme adhérence du graphe du

morphisme de Gauss, et du point b).

Remarques : 1) En adaptant au cas relatif la preuve donnée dans [Te 3], § 2),
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on obtient une preuve de 1'énoncé suivant

Proposition : Si toutes les fibres de f sont réduites, la modification de

Nash relative est un isomorphisme si et seulement si le morphisme f est lisse,

c'est-a-dire plat et a fibres lisses.

v
2) Soit N(f) le morphisme composé Nf(X)———ia X-éé S ; on prendra

garde que N(f)~1(s): u}l(xs) ne co¥ncide pas en général avec la modification de
Nash N(X(s)) de X(s), c'est-a-dire que la formation de la modification de Nash
relative ne commute pas au changement de base en général.

2 3 2.2 . , \ Lo
(Egg@glg : X -y +8 Yy =0 projeté sur 1l'axe des s, en s=0.) Le lecteur veéri-

sfiera par contre sans mal en utilisant la propriété universelle de la modifi-

cation de Nash, que si les fibres de f sont purement de la méme dimension et

réduites, pour tout s€ S, la transformée stricte par la modification de Nash

relative v, de la fibre X(s) est canoniquement isomorphe a la modification de

Nash de X(s) .

3) En route, nous avons montré que la modification de Nash rela-
tive comme d'ailleurs toute modification localement projective est localement
1'éclatement d'un idéal, a savoir ici 1'idéal induit sur X par 1'idéal jacobien

. . s . . * > .
d'une intersection complete relative X £ comme ci-dessus. Il parait tres impro-

1
bable que la modification de Nash, méme absolue, soit globalement un éclate-

ment.Voir aussi [No], qui a inspiré une partie de la Proposition.

4) Différence entre 1'éclatement jacobien et la modification

de Nash. Reprenons l'exemple de la réunion X de deux 2-plans de E4 se rencon-
trant seulement en {0}. L'idéal correspondant peut &tre écrit

e . me
(xz,xt,yz,yt) cC{x,y,z,t}, et 1'on vérifie que F2(Q;)o est le carré 7" de

1'idéal maximal 7 de OX dont 1'éclatement dans X sépare les deux plans et

,0°
a un diviseur exceptionnel induisant une droite projective Eﬂ (comptée 2 fois)
dans chacun des deux plans séparés, tandis que la modification de Nash de X

est le morphisme fini (en fait la normalisation) consistant a séparer les deux

plans tout en induisant un isomorphisme de chacun des deux plans séparés sur

son image. Le morphisme de factorisation q consiste a éclater dans N(X) le
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carré de 1'idéal définissant v_l(O)

PN

J(x) «

-1
v (0 4 vy

§ 2. Théoréme de Bertini idéaliste le long d'une section.

2.1 Soit X un sous-espace analytique de GSXEM contenant €% x {0} . Notant
1

:X-C% le morphisme induit par la premiere projection, on suppose Q;:Q
X/T

s

localement libre de rang d= dim X - s dehors d'un fermé analytique rare de X .
On suppose enfin X défini dans un ouvert U de ESxEM par un idéal engendré

par des sections globales G ...,GpE e (v,o s ).

M

9
1 55T

M
Pour tout choix de coordonnées (t1,...,ts) et (ul,...,uM) sur €° et €

respectivement, pour tout entier ﬁ, 0<4 <s et tout choix d'un sous-ensemble

K = {k£+1,...,kc}c{1,...,M}, ot c:codimESXEMX:M-d,notant Jy 1'idéal de Oy

engendré par les éléments de la forme
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e )

yeea U s
k ) k£+1 c

1

ou {kl,...,kz}c:{1,...,M] et {11,...,ic}c:{1,...,p} on a

2.1.1 Théoreme : Il existe un fermé analytique rare F de Es><{0} tel que,

pour tout point z¢€ T x {OJ-F, 1'image dans OX 2 de chaque déterminant jacobien
- 1

3G, ,...,G. )
i i
1 C

de la forme Y soit entiere dans OX , Sur 1'idéal

alt. ,...,t. ,u yaeesl '
34 ) k£+1 kc
(), = Ik - O,z

Démonstration : Soit m: Z'=X la modification de X associée a 1'idéal JK
comme dans (Chap. T, 1.4.2) et soit Z" la réunion de celles des composantes
irréductibles de Z' ou JIg GZ' induit un idéal inversible. Soient DcZ" le
diviseur de 2" défini par cet idéal et D= .UI Di sa décomposition (localement
finie) en composantes irréductibles. Soit ;i:X la réunion de celles des images
n(Di) qui ont la propriété que n(Di)ﬂ(Esx {0}) est rare dans £°x {0}. Par 1la
propriété du morphisme m, B est un sous-ensemble analytique fermé de X, et

BN (E%x {0}) = F est un fermé analytique rare de €°x {0} .

Soit z€8%x {0} \ F. Puisque 1'énoncé du théoréme est local sur X, nous
pouvons en nous restreignanté un voisinage assez petit de z supposer que F= g,
c'est-a-dire que n(Di):JES><[O}. Le morphisme composé ¢ onIDi: Di-aES est
alors surjectif, et par conséquent il existe un ouvert analytique partout
dense UiC:Di en chaque point z' duquel on a les propriétés suivantes

1) L'espace Z" et le sous-espace Dr sont tous deux non-singuliers en z',

ed
et donc D cofncide avec D, au voisinage de z' .
red i,red
2) Le morphisme & o n induit en z' une submersion D, cs

-
i,red

3) Le transformé strict par m de chacun des sous-espaces de X définis par
Uy - Oy (1< j<M) est vide au voisinage de z' .
En effet, la propriété 1) vient de ce que Z est normal et que D est un divi-

seur, puisque Z' étant normal est non-singulier en codimension 1. La propriété
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2) vient du théoreéme de Sard et la propriété 3) de la définition du transfor-
mé strict.

On peut donc choisir un systeme de coordonnées locales
(t'l,...,t's,wl,...,wd) pour Z' en z' tel que

A) On ait (tjon) =t5 (1sj<ss).

Z'
B) Le souseespace (Di,red)z est défini par W1Oz',z' .
Yo .
C) On a (um ° ﬂ:)z, :Am w1 ou Am est soit identiquement O, soit inversible,

et u €N (1=sm<M).

Pui . = i . = s .
uisque Gi Ox 0 (1<i<p) on a Gi OZ',Z' 0 et en particulier
3 aGi M aci 3
L3 — ° = o —— — ° =
*) ser (G5 omy = Gpem) ¢ T oGgrem) g (e, =0
J J z' m=1 J z' J

et puisque, grace a la propriété c), nous avons dans GZ'

y2'
3 BAm -
BT"]. (um o) = St_giw1 , qui est un multiple de (um ° Tr)Z , hous en déduisons que
dans 0§, on peut écrire
Zl’z'

(G, ,ee.,G. )
1 1
1 c

o T =
a(t, ,...,t. ,u D)
I Jg7 kg ke z'
B(Um o) b(um o) B(Gi ,...,(}i )
e 1 z! £ z' 1 c .
m ot’, - at’ d(u  ,...,u_ ,u yeeeau ) ’
- Jq Je My By Kot ke z'

ou la somme porte sur les ms= (ml""’ml) contenus dans {1,...,M}\(k£+1,...,kc)

et € = %,

3(u_exm)
m

at'
J

chaque composante irréductible Di de DcZ" contient un ouvert analytique dense

et donc finalement, puisque est un multiple de u °m, on a montré que

en chaque point z' duquel on a
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(un)

Passons maintenant a la réunion Z des composantes de Z' sur lesquelles

JK° n s'annule identiquement ; par construction, ces composantes sont les nor-

malisées des composantes de X sur lesquelles J, s'annule identiquement.

K

D'apres 1'hypothese faite sur ol
X/t

un ouvert analytique dense en chaque point z' duquel Z'"' est lisse sur c® par

s chacune de ces composantes contient

dem, et (um°n)z, est soit O soit inversible (1sm< M). On peut donc choisir
un systeme de coordonnées locales (ti,...,t;,wl,...,wd) sur Z'"' en z' tel que
Av) (t.em) = t
J J
B') (u em) , = 0 ou bien est inversible ;

et le méme calcul que ci-dessus montre que

(G, ,...,G, )
1y c
3alt, ,...,t. ,u yeeay, )
1 I kg ke z!

d'ou le résultat, puisque alors cet élément s'annule sur toute la composante

irréductible de X considérée.

2.1.2 Remarque (théoreme de Bertini idéaliste sans section) : Soit
X c ey
) pr
s

le diagramme décrivant la situation du Théoreme précédent, mais ne supposons
plus que X contient Es><{0} (c'est-a-dire ne supposons plus l'existence
d'une section o: =X de $). La méme preuve que ci-dessus montre : (cf. [Te 3],

§ 2, 2nd part)

2.1.3 Théoreme de Bertini idéaliste : 11 existe un fermé analytique BcX,

tel que $(B) soit de mesure nulle dans ES, et tel que en tout point z¢ X-B
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on ait, pour tout entier £, 04 <s,

N N e %

o(t, ,u
d £ k£+1 ke

eee,t
’ » T
1 J

entier sur 1'idéal de OX 2 engendré par les déterminants jacobiens

s
B(Gi ,...,Gi )

1 c
3 (u . u )
k A 1
1 kc
2.1.4 Une autre maniere de dire ceci est la suivante : soit JXC:OX 1'idéal

jacobien de X (aefini de maniére intrinséque comme (d+s)-ieme idéal de Fitting

du module des différentielles Q; de X) définissant le sous-espace singulier de

X, et soit J¢= J <O, l'idéal jacobien relatif de X—E—§ES, (défini de manie-
X/ES X

re intrinseque comme d-ieme idéal de Fitting du module Q1 s des différentiel~
X/€

les relatives) ; 1'idéal J, est, dans la situation du Théoreme, engendré par

X
a(c;i yeeea Gy )
1 c

les mineurs jacobiens de la forme EY GRS a0 et
iy 3g7 304 g
les J ¢ Par les seuls mineurs jacobiens ol %= 0, c'est-a-dire ou aucun tj

X/t

n'apparalt au ''dénominateur". Le théoreme de Bertini idéaliste peut s'énoncer
en disant que pour tout z€ X—B, on a 1'égalité de fermetures intégrales

vz
d'idéaux de OX,Z

(JXTZ = (JX/ES)Z (z€X-B) .

Le théoreme de Bertini-Sard revient a 1'égalité des racines

V), =V 0, (z€X-B)
X/€
et dans ([Te 3], § 2) on trouve un exemple montrant qu'il n'existe pas en géné-
ral de sous-espace BC X tel que $(B) soit de mesure nulle dans £° et que les
idéaux eux-mémes soient égaux pour z€ X - B.
On peut deméme donner une formulation indépendante du choix des coordon-

nées pour le Théoreme ci-dessus, mais il faut bien voir que cet énoncé est
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beaucoup plus faible.

Corollaire : Soit ¢:X%E € un morphisme d'espaces analytiques dont toutes

les fibres sont purement de dimension d=dim X- s. Notons S le faisceau

d'idéaux de Oy définissant le sous-espace o(C). 11 existe un fermé analytique

rare F de o(T%) tel que, en tout point z€ 5(L%) -F, on ait dans 1'anneau Ox

2

(3 ) cWy, ) +T8.T 0
X/t° 2 2 x/t° 2 x/t° 2

ceci implique en particulier (JX)Z: (J S) d'apres le Lemme de Nakayama
X/CT° =z

intégral (Chap. I, 1.5).

Considérons maintenant un espace analytique réduit X purement de dimen-
sion d+t, un sous-espace analytique YCX et un point y€Y tel que Y soit
non-singulier en y . Pour tout plongement local XCEM d'un voisinage ouvert
de y dans X, encore noté X, considérons les rétractions locales r: EM—»Y au
voisinage de y, c'est-a-dire les rétractions sur Y d'un voisinage ouvert,
encore noteé EM, de y dans EM .

Chacune de ces rétractions induit une rétraction r|X=p: X-Y définie au
voisinage de Y, et dont 1'inclusion YCX est une section.

Supposons que, par rapport a 9, on soit dans les conditions du corollaire
précédent, c'est-a-dire que 1l'on ait 1'inclusion (Jx)yc(Jp)y+ (S_.:Z-)y ou

S est 1'idéal définissant Y dans X. Alors pour tout autre rétraction locale
r': EM-—Y, notant p' : X~ Y la rétraction induite sur X, on a 1' aclusion
(Jx)yC (Jp' )y +(S.Jd

ptly "

Preuve : En fait, 1'on a 1'égalite

En effet, 1'hypothese implique, d'apres le Lemme de Nakayama intégral (Chap. I,

1.5) que (Jp,)y: Iy, =)

, d'ou (S.J ) =(5.J_,) . En faisant un choix
X'y y Py Py
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, M P . P
de coordonnées sur & adapté a ¢ (resp. P') un calcul direct permet de vérifier,
en utilisant le corollaire précédent que J,, CJ +5.Jd,, d'ou aussitot le

résultat.

§ 3. Idéal jacobien et transversalité.

Voici maintenant un exemple typique d'utilisation de la dépendance
intégrale pour exprimer algébriquement une condition de transversalité "a la

limite" pour les espaces tangents.

3.1 Proposition : Soit f: (X,0)=(8,0) un morphisme comme en (1.2.)

avec S non-singulier, gardons les mémes notations, et fixons un plongement

M M
local (X,0)c (& ,0) au voisinage de 0. Soit (X,0)% (5,0) x (€,0) le S-plonge-

ment local défini par le graphe de f, et fixons un systéeme de générateurs

f

1,...,fm, fiEGS,O{Zi""’ZM} pour 1'idéal définissant (X,0) dans

(s,0) x (EM,O)- Etant donné un sous—espace analytique fermé (Z,0) c(X,0), tel

. . M . .
que FNZ soit rare dans Z, pour un sous-espace vectoriel DiCE de codimension

i=<d, les conditions suivantes sont équivalentes

i) Toute direction T limite en O d'espaces tangents a des fibres de f en

des points non-singuliers d'icelles contenus dans Z-F est transverse a Di s

en _ce _sens que dim(TﬂDi)=d—i-

M .
ii) Choisissant les coordonnées Zyases2y de € de telle fagon gue Di soit

défini par z , =...=2,=0, on a
1 i —_—

L'idéal JX/S . OZ,O de GZ,O engendré par les images des déterminants jacobiens
3, youuyf. )
31 e . . . . X
5Tz, o7, y ou c=M-d, {Jl,...,JC}C{L...,m}, {11,...,1C}C{1,...,M} est
1 c

entier dans OZ o Sur 1'idéal Jo engendré par les seuls mineurs jacobiens de
3

cette sorte qui sont tels que de plus on ait : {11,.-.,ic}C{i+1,---,M} .

Démontrons i) = ii) : soit Jp 1'idéal de 5 0 engendré par les mineurs
b
jacobiens au dénominateur desquels apparaissent au plus p varjables d'indice

non contenu dans {i+1,...,M}. On a Jc:JX/S' OZ,O et l'assertion ii) équivaut
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a 1'égalitée : J_=J .

o c
I1 suffit de prouver que, pour O<p<c-1, Jp+1 est entier sur Jp. Pour cela,
on utilise le critere valuatif de dépendance intégrale (Chap. I, 1.3.4). Consi-
dérons un chemin analytique h: (D,0) -» (Z,0), et soit A un des mineurs engen-
drant Jp et tel que la valuation VO(Jp > h) de Jp selon h soit minime parmi
celles des éléments de Jp. Supposons en un point x€ h(D - {0}) , la fibre de f

passant par x est non-singuliere et son espace tangent admet pour équations

dans EM

(*) A . dzi = - e - — 7)) dz,
PP TTOA g eeey2Z, 12y 22 Y-,
k E{ll, ,1C} i i 4 i c

ou tous les mineurs jacobiens apparaissant dans le membre de droite appartien-
nent a Jp+1. Si la valuation d'un élément de Jp+1 selon h était inférieure a

celle de A, la limite T des espaces tangents selon h serait contenue dans un

hyperplan de la forme E A, dz, = 0, contrairement a 1'hypothese de
22{i,...,N}

transversalité de i). Un raisonnement analogue montrerait que si h*Jp: 0, alors
h{D) est tout entier formé de points critiques pour f.

Prouvons que ii) = i) : chaque limite d'espaces tangents étant atteinte
le long d'un arc h: (ID,0) - (Z,0) comme ci-dessus puisque le morphisme
v, Nf(x)-.x est une modification, il suffit de lire a l'envers la preuve de

f

i) = ii).

§ 4. Espace conormal d'un espace analytique plongé.

J'ai été conduit par des suggestions de J.P.G. Henry et M. Merle a con-
sidérer aussi la construction suivante, dite '"des limites d'hyperplans tangents'
ou "construction de 1l'espace conormal', qui est en gros ce qui subsiste dans le
cas local de la construction de la variété duale d'une variété projective

(voir [Pi] ou [K1 2]).

Soit (X,O)c:(EN,O) une immersion fermée d'espaces analytiques réduits

pointés. Sar la partie non-singuliere x° de X, on a 1l'injection naturelle de
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fibrés vectoriels

O——;To———-yT x X ,

* , o« ¥ N .
Le fibré projectif IP(T OCN) associé a T OE est donc naturellement plongé dans

X X
#* VN~ VY N- . VN~ . .
P(T N X x%) = Xox]PN Tx X]PN 1, on PN-1 désigne 1'espace des hyperplans
¢ N
[}
de CN .
s P s N _, P
4.1 Proposition-Définition : On appelle espace conormal a Xc 1'adhérence
VN~ * N VN-1
c(xcth) dans Xx P! au ribre projectif P(T T )cXxP - C'est un sous-
X
. P . . VN-1
espace analytique fermé réduit de dimension N-1 de Xx IP .
Preuve : Choisissons un systeme de coordonnées Z s e=y2y SUT EN. Le proble-

me étant local sur X, nous pouvons supposer X défini dans IEN par p équations

fi(zl’ . ,zN) =0, 1<si=<p. Choisissons les coordonnées naturelles

¥YN-1 , . p
(al: cen sl aN) sur IP y et considérons le sous-espace analytique fermé W de
YN-1 PO p
Xx TP défini par les équations exprimant les conditions suivantes
al Pl - B e s e e , aN
afi afi
1 1
y cenee ,
le azN
rang < N-d+1
Bfi af.
N-d 'N-d
1 .. 1
az1 BZN
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D'apres la définition, notre espace C(X) n'est autre que 1'adhérence dans

1

VN- VN N ~ .
Xx P de W- (SingX x]PN 1) d'ou aussitot 1'analyticité, et le fait que

|
C(Xczth) est réduit.

Pour calculer la dimension de C(X(:EN), considérons le morphisme naturel

%o C(XetY) s X

VN-1 1

N - VN-
induit par la premiere projection X x IP X . Pour tout x€ X%, 1 1(x)c:]P

est 1'ensemble des hyperplans de EN contenant T , et 1'on a donc

X,x
N-d-1

i) =P ou d= dim X. On en déduit bien 1'égalité dim C(XCEN): N-1.

N . .
4.1.1 La plupart du temps, nous travaillerons avec un plongement Xc@ fixe

et nous noterons simplement

n ot C(X) —X

1'espace conormal. Noter que le morphisme » est projectif, et en particulier

propre.
.2 Remarques : 1) (On suppose X purement de dimension d.) Pour tout x€X,

on a : N-d-1<dim »~ '(x) < N-2.
2) On peut penser a un point de C(X) comme a un couple {x,H) ou H est
une limite (i — =) d'hyperplans Hi tels qu'il existe une suite X € Xo, Xy =X,

avec H, DT .
i X,xi

3) Si N=d+1, #»: C(X)>X s'identifie a la modification de Nash de X.

4.3 Proposition-Définition : Soit f: X—S un morphisme satisfaisant les

hypothéeses de 1.1 et de plus muni d'un S-plongement X(:S><EN. Avec les nota-

#*

*
tions de 1.1,considérons le fibré conormal relatif T (ou T

x-F, ¢ (ou Ty p,g) défini
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#*
s i *

comme noyau de 1'homomorphkisme naturel T x (X-F) 25T » On
SxT /S N X-F/S 5 =

BxC
appelle espace ccnormal relatif la fermeture dans X><]PN‘1 de
* ¥ N- -
]P(TX_F/S)C (x-F) x PV 1 PpN-1 . C'est un espace analytique réduit

®
f
Cf(X)———-e)( propre au-dessus de X, de dimension N-1+ dim S.

La preuve est tout-a-fait analogue a celle du cas absolu-
Ici encore, si N=d+1, ou d est la dimension des fibres de f, supposées
réduites et de dimension pure, l'espace conormal relatif peut étre naturelle-

ment identifié a la modification de Nash relative.
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CHAPITRE III1I

STRATIFICATIONS

Introduction. Dans ce chapitre, je commence par montrer comment, étant donnée
une condition d'incidence portant sur des couples de sous-espaces non-singu-
liers (xa’XB) d'un espace X, et satisfaisant des hypothéses tres simples, il
est possible de construire, pour tout espace analytique X, des stratifications
X:UXDL telles que tout couple de strates (XQ’XB) satig§fasse la condition d'in-
cidence donneée.

L'exemple typique pour nous de condition d'incidence, les conditions de
Whitney, est introduit et 1'on montre comment le théoreme de Bertini idéaliste
du chapitre précédent implique que cette condition d'incidence est stratifian-
te.

Au § 3, j'étudie brievement les stratifications définies par des inva-
riants numériques, puisque le résultat principal de ce travail montre en parti-
culier que la stratification de Whitney 'canonique" d'un espace analytique est
de cette nature. Ensuite on étudie un peu la transversalité de deux sous-ensem-
bles analytiques stratifiés d'un espace analytique non-singulier, surtout pour
montrer des lemmes techniques qui seront utiles dans la suite et énoncer le
théoreme de généricité par translation de Kleiman. Le chapitre se termine par
un résultat facile selon lequel une condition de transversalité implique 1'éga-
1lité ensembliste du transformé strict et du transformé total d'un sous-espace

fermé ZcX par un éclatement p: X' =X .
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§ 1. Conditions d'incidence.

1.1 Définition : Soit X un espace analytique. Nous dirons qu'un sous-ensem-
ble A de X est localement fermé a la Zariski dans X si il existe deux sous-
ensembles analytiques fermés F et G de X tels que A=F - G.

Nous dirons que A est constructible dans X si tout point x€ X possede un voisi-
nage ouvert U tel que ANU soit combinaison booléenne de sous-ensembles locale-

ment fermés a la Zariski dans U.

On remarquera que, d'apres [W] , la fermeture dans X d'un sous-ensemble
constructible de X est un sous-ensemble analytique fermé de X, ainsi que la
fermeture de sa frontiere, et que la classe des sous-ensembles constructibles
est stable par Yes opérations booléennes alors que celle des sous-ensembles

localement fermés a la Zariski est stable par union finie et intersection

finie.
1.2 Définition : Une famille (Ai)iEI de sous-ensembles d'un espace topolo-

gique X est dite localement finie si tout point x€X possede un voisinage U

tel que {i¢€ I/Ai NUZP) soit un ensemble fini.

Exercice : Montrer que tout sous-ensemble constructible A d'un espace analy-
tique X est réunion d'une famille localement finie de sous-ensembles localement

fermés a la Zariski de X .

1.3 Définition : Soient E et F deux sous-ensembles constructibles (resp.
localement fermés a la Zariski) d'un espace analytique X. La frontiere de E
dans F est le sous-ensemble constructible (resp. localement fermé a la Zariski)

dans X et rare dans F :
3p(E) = E-FNF .

Dans tout ce qui suit, on peut lire '"constructible" a la place de
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"localement fermé a la Zariski", vocable que 1l'on abrégera d'ailleurs en "loca-

lement fermé'" pour alléger.

1.4 Définition : Nous appellerons "condition d'incidence" toute condition
portant sur des quadruplets (X,Sl,Sz,x), ou X est un espace analytique, S1 est

un sous-ensemble localement fermé de X, 52 un autre sous-ensemble localement

fermé de X contenu dans S -8

1 17 enfin x est un point de 52 ; cette condition

est astreinte a vérifier une condition d'hérédité que voici

(H) Pour tout quadruplet (x,sl,sz,x) satisfaisant la condition d'incidence,
et tout sous-ensemble Séc:S2 localement fermé dans X et non-singulier en x¢ Sé,
le quadruplet (X’S1’Sé’X) satisfait encore la condition d'incidence.

Nous dirpns qu'une condition d'incidence est stratifiante si, pour tout
triplet (X,Sl,Sz) comme ci-dessus, l'ensemble des points x€ 82 tels que le
quadruplet (X,Sl,S2,x) satisfasse la condition d'incidence contient un sous-

ensemble constructible dans X (ou, de fagon équivalente, dans §2) et dense

dans §2.

1.5 Proposition : Etant donnée une condition d'incidence stratifiante, pour

tout espace analytique X et toute famille localement finie (Xi)iEI de sous-

ensembles localement fermés de X, il existe une partition de X en sous-ensem-

bles localement fermés (S ) formant une famille localement finie dans X,

o aEA?

telle que chaque Sa soit non-singulier, connexe et non vide, et que de plus

la partition X= U Sa satisfasse les conditions suivantes
€A

- - v ~ -—- kv - ] —
i) Pour 1EI,SaﬂXi;éﬂ:Sa¢Xi, gisaﬂ(xi Xi);éﬂasacxi Xi’ c'est

a-dire que pour i€1, Yi et Xi sont union de strates.

ii) Pour «,BE A, a£B, §mr1sﬁ,é;z$=s(x-scxgsB et, pour touthSB, le qua-

druplet (X,Sa,SB,x) satisfait la condition d'incidence donnée.

Lemme 1 : Soient X un espace analytique, et (Zn)ném une suite décroissante

de sous-ensembles analytiques fermés de X tels que si an 2, Zn+1 soit rare
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dans Zn s pour tout n>0, alors on a : 0N anﬂ et en fait tout point x€X
n=0
possede un voisinage ouvert U tel que : il existe n tel que UﬂZn=¢ pour

nzn .
]

P : ) > ' ~ - . - s .
reuve D'apres 1'hypothese, en tout point x€ X, on a d1mx Zn+1< d1mx Zn
Soit x€ X, et posons d= dimxX. D'apreés la semi-continuité de la dimension, il
existe un voisinage ouvert U de x tel que pour y&€ U on ait dimy X<d. D'apres
la définition topologique de la dimension des espaces analytiques, on a

ZnﬂU:Q) pour n=2d+1. =

Lemme 2 : Soient Z' cZcX deux sous-ensembles analytiques fermés de X et E

un sous-ensemble localement fermé de X ; si 1l'on a BE(Z)CZ', alors EN(z-2')

est ouvert et fermé dans Z-7Z'.

Preuve : Soit x€EN(Z-2') ; d'apres la définition de BE(Z)’ on a

xﬁﬁﬂ_}?—,, donc il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que

UNE#£P implique UN(Z-E) £P. Or x€UNE, donc UNZcE; on peut supposer gue

UNZ' =@ puisque Z' est fermé et x£7Z', et on a donc un ouvert U tel que

UNZcE et UNZ' NE=f@, c'est-a-dire que UNZ est un voisinage ouvert de x

dans EN(Z-2'). Enfin, EN(Z-2') est évidemment fermé dans Z-2'. =
Supposons maintenant avoir construit un sous-ensemble localement fermé

chX, et des sous-ensembles localement fermés (Soc)oc de X formant une parti-

€A

tion de X—Zn qui satisfait les conditions de la Proposition. Nous allons cons-

truire un sous-ensemble fermé rare Zn CZn et des sous-ensembles Sc;c' CZn— Z

+1 n+1

localement fermés dans X et tels que la collection des Soc . S&, s0it une parti-

tion de X - Zn satisfaisant aux conditions de la Proposition.

+1

On commencera la construction avec ZO: X, et on construira ainsi par récurrence
une collection de strates SOL satisfaisant aux conditions de la Proposition

pour X=X- N Z_ (Lemme 1).
n=0 _ —_
Posons, pour tout o€ A, Ta:azr(sa) et pour tout i€1, Yi:azn(xi) y ce
1

sont deux familles localement finies de sous-ensembles localement fermés de X.
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Considérons les triplets (X,Sa,(—S-a- Soc) ﬂZn). L'hypothese que notre condition
d'incidence est stratifiante nous assure de l'existence de sous-ensembles
denses VaC(—S—oc_ Soc) NZ localement fermés dans X, tels que le quadruplet
(X’Sa’(goc_ Sa) ﬂZn,x) satisfasse la condition d'incidence donnée pour tout
x€V . Soit R la frontiére totale de v, dans Z_, c'est-a-dire

R = (V -v)Iu(z =v_-(z -V )) .

a a a n o n a
La famille des Roc est encore une famille localement finie de sous-ensembles
localement fermés-

Posons Zn = Sing ZnU( g oY) ulty THuCu Ro.) s Z est un sous-ensemble

iecl ' aea ¥ aca n+1
analytique fermeé de Zn y donc de X, rare dans Zn, puisque chacune des familles

+1

en vue est une famille localement finie de sous-ensembles analytiques fermés
rares de Z_.
n

Définissons les S&, comme étant les composantes connexes de Zn_Zn+1 .

La fermeture de chaque S&, est une composante irréductible de Zn et les S&,
sont donc bien locaement fermés dans X . Par ailleurs, la famille des So'n' est
localement finie. Pour vérifier que la stratification de X-Zn+1 par (Sa)otEA

et (S&,) satisfait la condition d'incidence, on peut, d'apres 1'hypothe-

ol €AY

se de récurrence et puisque a' £B' = S&' n Sé' =@, se contenter de le vérifier

pour une strate SOL et une strate So'n' ; supposons donc S&, ﬂ-S_a;é #, et remarquons

que Z -S NS =T <2z . D'aprés le Lemme 2, 8 N(Z -2 ) est ouvert et
n o a a n+1 a n n+1

fermé dans Zn—Z et donc contient chaque composante connexe de Zn-Z

n+1 n+1

qu'il rencontre, d'ou 1'inclusion SOL:) S&' . Le méme argument montre que, puisque

S5Y,, le sous-ensemble X, N (2 -2 ) est ouvert et fermé dans Z2_ -2
i n n+1 n

n+1 i n+1

et donc contient chaque S(;, qu'il rencontre. Vérifions finalement que si

—S:D S&, , la condition d'incidence est satisfaite pour chaque quadruplet
(X,s ,8', ,x) avec x€S', . Il suffit pour cela, grace a la condition (H),
a’ o' o'
de vérifier 1'inclusion Sc'x' Cvoc . Or, puisque Zn+1 contient ROL , on a l'égali-

té 8', NV _=8', NV et par le Lemme 2, V_N(Z -7 )} est ouvert et fermé dans
[od o4 a o o n n+1

Z -7

n el ? donc contient chaque composante connexe S(;, qu'il rencontre, d'ou
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Sz;c' cVa et donc S&, Cvcx .

On a montré toute la proposition sauf le fait que les Yi'-xi étaient
réunion de strates. Il suffit pour cela d'appliquer la Proposition précédente
a la famille localement finie constituée des fermés analytiques (Yi—’—x—i--xi)iEI .
Remarque : Dans le cas ou l'on a remplacé "localement fermé" par "construc-
tible'", dans la lecture de ce qui précede, il faut remplacer la famille
(i'i,ﬁ-xi) par la famille localement finie de sous-ensembles localement fermés
a la Zariski que 1'on aura construite en résolvant 1'exercice proposé plus

haut pour chacun des Xi .

§ 2. Conditions de Whitney.

. M ,
2.1 Considérons l'espace vectoriel £ muni de coordonnées LPERRERL et de la

métrique hermitienne usuelle ; pour u, v dans EM, (u,v) =% v, ﬁ Etant donnés
deux sous-espaces vectoriels A et B de EM, on définit la distance de A a B

(dans cet ordre)

dist (A,B) =  sup ( luyv] )
ueB {0} [l « {]vil
veA-{0}

ot M .
oi B ={uéet /(u,b)=0 pour tout be B} et ”u||2= (u,u). On notera que
. L N
dist (A,B) = 0 équivaut a 1'inclusion B  c A, c'est-a-dire BDA. Par ailleurs,
soit G = G(M,a) la grassmannienne des directions de sous-espaces de dimension

M PP
a de € ; posant a=dim A, b=dim B, 1'application GaxG -+ R définie par

b
(A,B) - dist (A,B) est une fonction analytique réelle sur le produit G % Gy
comme on le vérifie aussitdot. Remarquons aussi que 1'inégalité de Schwarz
implique dist (A,B) < 1.

M yA
Soit p: £ =& une projection de la forme (u .,uM)a(ul,...,uL) et

e
L I
telle que Ker pNA=(0). On a alors l'inclusion p(B) <B ou p(B) désigne

£ PN
1'orthogonal de p(B) dans € wmuni de la structure hermitienne définie par les

L .
coordonnées (“1""’u£) : en effet, pour tout ve€ € , on a (v,b)=(v,p(b)) ;
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~ .
pour la meme raison, on a

sup ( [(ur,vr)l ) _ sup l(u’zv)| . fiv

went-ro) U VI Locomytopop Lot W )
v'Ep(Aa)-{o} vEa-{o}

D'aprées 1'hypothese KerpNA=(0), il existe une constante positive C ne dépen-

dant que de A et de la projection choisie et telle que pour tout veEgA- {O} on
1

ait —HX-‘LS%<0° 3 i1 vient donc

Ip(vl

[(u,v)|
- livil

dist (p(A),p(B)) < % ) < % dist (A,B)

u'Ep(B)L-—{O} (Hu’:
vEA-{0]

la derniere inégalité provenant de 1'inclusion p(B)LC:BL.

Voici une autre inégalité du méme type qui nous servira plus bas
Reprenons la méme situation que ci-dessus, mais sans supposer que Ker (p|A): 0.
Soit B1 un sous-espace vectoriel de Et. Il existe une constante positive C ne
dépendant que de p, A et B, et telle que dist (p(A),B1)£ C dist (A,p_l(B1))-

En effet, pour tout p(a)€ p(A), soit E = {we Ker p/pla) + we A} E_est un

sous-espace affine de Ker p de la forme wot Ker(plA), et 1'application

p(A) - Ker p / Ker (plA) qui a pla) associe la classe de W est linéaire. On en
déduit que tout élément de p(A) peut s'écrire p(p(A) + w(a)) on |lw(a)]l sC, lpCadll,
- L -1 L e
C €R . Or, puisque (p(p T nt- B, est contenu dans (p (Bl)) , on a l'iné-
1 + 1

galiteé

dist (A,p_l(B1)) > Sup {_EEQXJL_}
acrxer p Uall - ]

B: {o}
vE 410,

. . L L L
mais on a (a,v) = (p(a),v) puisque v¢€ B/ cC par définition de B; , et il

vient
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sup { [(a,v)] }2 sup [(pla) V)| }
a€A-Ker p \|la] . [|v|| pla)ep(a)-{od {|pa)| + ||w(a)||

veB)-{0] veB-{o]
1 sup {I(E(a),v)l
10y pla)ep(a)-{o) Ulpta)] - |Iv|
vEBi—{O}

d'ou le résultat avec C= 1+C1.

2.2 Soient maintenant X un espace analytique réduit purement de dimension d,
Y un sous-espace localement fermé a la Zariski de X et O un point non-singulier
de Y. Choisissons un plongement local (X,O)C:(EN,O) au voisinage de O, et une
rétraction locale 0 : (EN,O)—*(Y,O) ; a un isomorphisme analytique pres, on

peut alors identifier Y a (un ouvert de) Ek et supposer X plongé dans (un ouver

n-k

k N
ouvert de) € x @ de telle fagon que la rétraction P cofncide avec la premie-

re projection.

2.2.1 Définition : On dit que le couple de strates (XO,YO) formé de la par-

tie non singuliere X° de X et de 1la partie non-singuliere ¥° de Y satisfait la
condition a) de Whitney en 0¢€ Y% si il existe un plongement local comme ci-
dessus tel que pour toute suite de points xiE X° tendant vers 0, on ait, quitte

a extraire une sous-suite telle que Lim T existe, l'inclusion

X,xi
. - . R
Lim TX,xi TY,O (en direction)
c¢'est-a-dire encore
Lim dist (TY,O’TX,xi) =0

xiaO
On dit,(apres Hironaka [H 1]), que (X°,Y) satisfait la condition a) de Whitney
stricte avec exposant e si e est un nombre réel positif tel qu'il existe un
voisinage ouvert U de O dans X et un nombre réei positif C tels que pour tout

x€X°NU on ait 1'inégalité



380

e
. . y
dit (TY’O, Tx’x) < C dist (x,Y)

. - . N N
ou dist(x,Y) désigne la distance de x a Y dans T .
On dit que le couple de strates (X°,Y®) satisfait la condition b) de Whitney
en 0€ Y% si il existe un plongement local et une rétraction f comme ci-dessus
o T . .
tels que pour toute suite de points xié X"« Y, notant x; p(xi) la direction
N N R . N .
de la droite (sécante) qui joint x; a P(xi) dans € on ait, quitte a extraire

/\ . .
une sous-suite telle que Lim T et Lim “x, P(xi) existent, l'inclusion

X,x

x, -0 i x, -0
i i
Lim Ty O Lim x; P(xi)
xi~0 Xy xi~0

. -
c'est-a-dire encore

———

Lim dist (x. o(x,),T ) =0
1 i X,x,

xi~0 i

On dit, apres Hironaka (Loc. cit.), que (x°,Y) satisfait la condition b) de
Whitney avec ‘exposant e en O si e est un nombre réel positif tel qu'il existe
un voisinage ouvert U de O dans X et une constante positive C tels que pour

tout x€ X°NU on ait 1'inégalité
~ e
dist (x P(x),Tx X) < C.dist (x,Y)
k]

2.2.2 Proposition (Whitney, [W]) : La condition, portant sur des quadruplets

(X,S1,Sz,x) comme plus haut, gue voici : x est un point non-singulier de 82 et

le couple de strates (S1,S2) satisfait les conditions a) et b) en x¢ S, est

une condition d'incidence stratifiante.

Démonstration : Remarquons d'abord que la condition d'hérédité est évidemment
satisfaite. Nous allons décrire une condition sur (XO,Y) qui implique, au voi-

sinage d'un point non-singulier de Y, les conditions de Whitney.

Rappelons tout d'abord qu'é 1'immersion Y& X correspond un morphisme surjectif

de Ov—modules
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oMy — ol — 5 o0
X Y

exprimant 1'inclusion de 1'espace tangent de Zariski SpecanY Symoy(Q;) de Y
dans la restriction a Y de 1'espace tangent de Zariski de X.

(On rappelle que 1'espace vectoriel relatif associé a un faisccau cohérent tel
que Q;, qui n'est pas en général un fibré vectoriel, a pour faisceau de sec-

tions le faisceau dual du faisceau cohérent donné.

est défini comme ceci : soit I le faisceau cohérent

déefinissant la diagonale XCéaXxX dans l'ouvert de Xx X ou elle est fermée ; le

Rappelons aussi que Q;

3* - - . . -
Ox-module 5 I/I2 est Ox-isomorphe a Q; . Considérons 1l'immersion fermée natu-

relle idYx i ou i désigne 1'immersion YCoX, et le diagramme

YxX «—s XxX

=]

—_—X

On en déduit un homomorphisme surjectif de OY—modules
oMY — 5 N, - — 0
X X,Y

ou NX,Y désigne le faisceau conormal de Y dans X, c'est-a-dire le faisceau de
OY—modules S/S2 ou S est 1'idéal définissant Y dans X .

Cet homomorphisme exprime le fait que les limites de sécantes joignant un point
de Y a un point de X-Y (pour un plongement local) donnent des directions tan-
gentes a X aux points de Y.

Considérons maintenant le diagramme

N e .
|
EYN(X)——-> N(X)
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ou v désigne la modification de Nash de X, e 1'éclatement de Y dans X et :
1'éclatement du sous-espace analytique v 1Y) dans N(X). La propriété univer-
selle de 1'éclatement implique alors 1'existence d'un morphisme v' faisant
commuter le diagramme et l'on pose TN=v oZ: eo°v' .

-1 — *
Posons Z=EYN(X) et ‘\é: il 1(Y). Par construction, le Oz-module m Q)l( a un quo-

tient localement libre, d'ou une suite exacte

que 1l'on peut restreindre a Y
0 — Kl nally —s Ly —o0
Y} — x'§ b2
D'autre part, on a sur 'lé la suite exacte
* 1 * 1
kil Qxl\j —s 1 QY — 0

De méme, si 1'on note f 1'idéal de Z définissant ’\4 , on a une surjection

naturelle de Ofl}—modules

#* 2
il NX,Y — /Y —0

et une surjection
*ally —sn"N —>0
T ayly X,Y .
Soit maintenant y€ Y. Si en tout point y'€ Tl_1(y) 1' homomor phi sme
#*_ 1 #* 1
(n “xhi)y' —> (Mog) ,—> 0

se factorise par (Ll‘y)y,, grace a la propreté de T, il existe un voisinage

ouvert U de y dans Y tel que l'on ait une surjection
-1 Ly e |
LI —s nagln () — 0

ce qui signifie précisément, d'apres la définition de L, que la condition a)

de Whitney est vérifiée pour tout plongement local de X dans un espace affine

au voisinage d'un point y,€U. En effet, pour un plongement local XCCN, on
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peut comme nous 1'avons vu plus haut, identifier le fibré vectoriel sur N(X)

associé a L a la restriction a N(X) du fibré Xx% sur XxG, ou Best le fibré
tautologique sur la grassmannienne G des d-plans de EN, et la surjection ci-

dessus se traduit par une injection ﬂ*(TYO)L~X x °6|ﬂ_1(Y)-

Soit B1c2E le support dans ‘g du Gy:module cohérent image de Kly par 1'homo-

morphisme
* 1 * 1
TRy — 1y —o .

Il est clair que la condition ci-dessus est satisfaite pour tout point y de
1'ouvert (éventuellement vide) Y° - ﬂ(Bl).
Soit de méme B2 le support dans'v du Oy—module cohérent image de K|¥L par

1'homomorphisme composé
* 1 * 2
Togly —=Ny g —F/IT

I1 est clair que tout point y' de 1'ouvert (éventuellement vide) yo. ﬂ(Bz)

posseéde un voisinage ouvert U dans Y tel que l'on ait une surjection
-1 7 211
LIn" (U) —s F/97IN7 (1) ——> 0

ce qui, en utilisant un plongement local et le fait que la fibre du fibré en
droites sur y correspondant au faisceau inversible de ngmodules ﬁ72f2 en un
point y' Ey n'est autre que la direction limite en y=T(y') de directions de
sécantes qui correspond au point v'(y')¢ EY(X)’ implique que la condition b)
de Whitney est satisfaite pour tout plongement local XCiEN et en tout point

de U, puisque la surjection ci-dessus implique une injection, pour toute suite

de points xié x° tendant vers vy=T(y"), que voici

—_— .
{(y', limite (xi-y) en y de direction de sécantes xip(xi))}

c {(y', limite en y de direction d'espaces tangents TX < 13
VX,
i

Par conséquent la condition d'incidence est vérifiée en tout point de 1'ensem-
ble Y - (Sing Y)LJﬂ(B1)LJﬂ(B2) qui est localement fermé a la Zariski dans Y

puisque B1 et B, sont des sous-ensembles analytiques fermés de ﬁ} et que T est

2



propre.

Inversement, étant donné un point y€ Y® tel que le couple (x°,Y%) satis~
fasse les conditions a} et b) de Whitney en tout point d'un voisinage U de y
dans Y, on peut remonter 1'argument précédent pour prouver que y appartient a

o
- (B .

Y° - 1(B,) U T(B,)
Il ne nous reste plus qu'a montrer que le sous-ensemble
Y- (Sing Y)LJﬂ(B1)L!ﬂ(B2) est dense dans Y. Pour cela, il suffit de prouver
que l'ouvert formé des points de Y% au voisinage desquels les conditions a)
et b) de Whitney sont satisfaites est dense dans Y°.

Soit donc O un point de Y% . Choisissons un plongement local

N-k k .. k . X .

(X,0)c (€ x€",0) envoyant Y sur Ox&", et la rétraction locale P: X=Y in-

N-k k k N-k k
x

duite par la projection € T -&" . Munissons €  x@ des coordonnées

zl""’zN—k'y1""’yk et essayons, pour un point x€ Xo, d'estimer la distance
- ~ .
de T (resp. de la droite x p(x) a T . Supposons X défini dans EN au voi-~
Y,0 X,x PP

sinage de O par 1'idéal engendré par (f1,...,fm), fi holomorphe sur EN au voi~

sinage de 0. L'espace tangent TX X peut étre défini dans T N , identifié a
? ¢ ,x

EN muni des coordonnées dzl,...,dzN_k,dy1,---,dyk, par les N-d équations :

a(fl,---,fN_d) a(fls'-',fN_d)
)

k
(Ei) W(x)dzi=zg ) " (x) dy,

1 B(yz,zl,...,zi,---,zN_d)

N-k 6(f1,...,fN_d)
+ ¥ e, = (x) dzj
j=N-d J 8(23,21,...,zi,...,zN_d)
(1<isN-d) ou les € valent *1, pourvu que le mineur jacobien
a(fl,...,fN_d)
gT_—__________T(X) soit non nul. Comme nous 1l'avons vu au chapitre précédent,
Ziarenazy g

on peut toujours choisir un systeéme de générateurs ayant cette propriété et
méme, étant donné un arc analytique h: (D,0) - (X,0) tel que h(D —{0})<:X0,

tel que ce mineur jacobien ne s'annule en aucun point de h(D —{0})-

L

Ainsi, 1'espace vectoriel T
X,x

perpendiculaire a T dans T est engendré
X,x EN 0
2
par les N-d vecteurs Wy dont les coordonnées sont les complexes conjugués des

déterminants jacobiens apparaissant dans 1'équation (Ei). Par définition on
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a donc

n A(f, yeeuyfy )
- N-d
Iz X, € 1 ay,) |
f 1 (451 Lalygrzgam s Byymizy ) Y4

dist (TY,O’TX,x) = Eup
dyet”-{o}

=, wll )
_d_{o}

Or, l'interprétation transcendantale de la dépendance intégrale (Chap. I, 1.3.1)
et 1'énoncé du théoreme de Bertini idéaliste avec section impliquent 1'exis-
tence, dans un voisinage ouvert U de O dans Y, d'un fermé analytique rare F

tel que tout point y€ Y- F possede un voisinage ouvert V dans X tel qu'il exis-
te une constante positive C telle que pour tout point x¢€ x°NV on ait les iné-

galités (1<4£ <sh)

3(f ,eeu,f )
(*) I 1’ _N-d (x)] =
Ia(yz,zl,".,ﬁi,n.,zN_d)
B(E yeunyfy )
N-d :
C Sup lzj(x)l . Sup {a(z 1 — ) (x)}
1<j<N-k {11,".,1N_d}c{1,“.,N—k} 1,77y

On peut supposer, sans perte de généralité, que le supremum des
| CIC PP 3£ yuneyfy o)

N-d :
I3 e y (x)| est atteint par —7————117;;———Y (x)

1 N-d

. Un calcul sans

mystere montre alors 1'inégalité

N-d A(F, yuuny
Iea, wl=Cz Ia1®H¥2 —T—l——————ﬂ—iv (x)l
i i i=1 i ,...,Z
a(f1,...,fN_d)

(x)

> Sup |Ki|.

3

ZyarresZ g

et 1'inégalité triangulaire, jointe a 1'inégalité (¥*) nous donne aussitdt que

pour x€ X°NV on a 1'inégaliteé

dist (T T ) = C' dist (x,Y)

Y,0" " X,x

~ s ; , N N N
ou dist (x,Y) désigne la distance (par exemple Sup ,zj(x)I) de x a Y dans € .

Nous avons donc montré la condition a) de Whitney stricte avec exposant 1, et
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en particulier la condition a) de Whitney, en y€¢ U-F.

Avant de traiter la condition b) remarquons que, au voisinage de 0€ Y,

N-k-1 .
X

1'espace Z::EYN(X) peut &tre construit comme adhérence dans X x IP G, ou

G désigne la grassmannienne des d-plans dans EN, du graphe du morphisme

o N-k-1 e . —_—, . .
X' ~Y~TP %G défini par xt (x p(x),T ). Nous avons donc un diagramme

X,x

commutatif

z cxx PV K1
M pr
X
. N-k-1 . . . P
et si nous notons 6, P xG-R la fonction (£,T)p dist (£,T), vérifier
la condition b) en y€Y revient a vérifier que lﬂ_1(y)]c:{y}xIPN_k_l xG est

(0), et la condition b) de Whitney stricte avec exposant
b y

contenu dans {y}x &
revient a vérifier que au voisinage de ﬂ'i(y), la fonction 6b|Z est majorée
par C. dist (N(y'),¥)%. On peut (voir [H 3], § 9) assurer la condition b) de
Whitney stricte avec un exposant e non précisé, essentiellement en utilisant
la premiere inégalité de Yojasiewicz, pourvu que 1'on sache que la fonction &
s'annule en tout point de ﬂ_l(Y), au-dessus d'un voisinage de 0, c'est-a-dire
que la condition b) est vérifiée en tout point d'un voisinage de O dans Y.
Nous allons prouver ici que le couple de strates (XO,YO) satisfait la
condition b) en tout point yc U-F, renvoyant a (Loc. cit.) pour la condition
b) stricte. Puisque la restriction a Z de la fonction distance & est analyti-

que réelle, si & ne s'annule pas identiquement sur ]ﬂ—l(y)l, on peut trouver

b
z€ n—l(y) et un arc analytique réel h: (II,0) - (Z,2) (ot (I =]-1,1[) tel que
la limite de & le long de h(I) (i.e. I;:rg (6 °h)(t)) soit différente de O-
Ceci résulte aussitdt du lemme des petits chemins (cf- [B-c], [H 3]). Montrons
que,au contraire, cette limite est nulle, ce qui prouvera que la condition b)

est satisfaite. Il suffit de montrer que pour le chemin T h: (II,0) = (X,y)

la limite en question est nulle. Pour un point x(t)=17¢h(t)€X%°-Y de coor-
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données z1(1:),...,zN_k(t),yl(t),...,yk(t), estimons la distance

dist (x(t) p(x(t) ’Tx,x(t)) : on a (5b°h)(t)zdiSt(X(t)’Tx,x(t)) qui est le

supremum pour A€ gN-9_ {0} des quotients
N-k ¢ S alf o)
- 1°? *IN_d ) 1ty
2 (3 ey - (£ 2 (1) - R0 () . 2, (¢))
i j=N-4d a(zj,zl,".,zi,".,zN_d) J ZerttaZy_g 1

”Z(t)” * ”Z )"i wi”

Notant v la valuation t-adique, il nous suffit de montrer que la valuation du
numérateur est supérieure a celle du dénominateur : nous pouvons,sans perte de

généralité, supposer que 1'infimum des valuations des mineurs jacobiens
3L sty o) AL yeunsty

)
(x(t)) est atteint par le mineur —7———————————2? (x(t)).
d z1""’zN-d)

N-d

A
a(zj,zl,u.,zi,n.,zN_d)

B(fi,...,fN )

Soit b cette valuation, et écrivons -d (x(t)) =c Py vee,y et
aZZI""’ZN—d; [+]

CIC PPN S

N-d

(x(t))=c. tP+ ... (N-d < j=< N-k). Ecrivons aussi
N-a) J

6(zj,z ,".,Qi,".,z _

1

2; = do 2 e,y et Zj: dj 24 «e.y, avec a>0 et au moins un des d. non nul.
Or, nous pouvons réecrire chacune des équations (Ei) en remplag¢ant dzi (resp.
dz.

i
dt

dy . —
dyj) par (resp. Tﬁ%) et donc chacun des coefficients de Ki au numérateur

de 1'expression précédente est égal a

k
i % oy iyog) (x(t)) &
£=1 A at

a(yz,zl,.-.,zi,...,zN_d)

par conséquent 1'inclusion du théoreme de Bertini idéaliste (chap. II, § 2)

jointe au critére valuatif de dépendance intégrale nous donne

v((( ¥ e.c,d,a-c d_ a) 21 ) s asp

N
d'ou

= €. c,d, a-c_ d a=0 donc ¥ sj c.d.,-¢c_ da =0 .
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La valuation du numérateur de 1l'expression donnant la distance est donc au

moins égale a a+ b+ 1 puisque le coefficient de ta+b y est nul, tandis que

la valuation du dénominateur est égale a a+b comme on le vérifie aussitot en
B(f, yeue,f )

utilisant 1'inégalité ||z A, w, [ =suplr.|. 1 N-d
i i PR 3z

1""’fN—d)

(x(t))| comme plus

haut. Donc Lim (& ° h)(t) = 0.
t-0
Ceci acheve la démonstration de la Proposition, et donc la preuve de

1'existence de stratifications de Whitney, si 1'on remarque qu'il suffit d'ap-
pliquer le résultat précédent avec X:§;, Y= 52 pour obtenir le fait que la

condition d'incidence est stratifiante.

Exercice : Vérifier que si les conditions de Whitney sont réalisées pour un

plongement local XCEN, elles le sont pour tous.

2.3 Gardons les notations de 2.2 et considérons un plongement local

(X,O)C(EN,O) au voisinage d'un point O€ Y%, et le diagramme commutatif

€y
EYC(X) — c(X)

e

EY(X) —-—Y—) XCEN

oun #4: C(X)-X est l'espace conormal (Chap. II, § 4), ey est 1'éclatement de Y

~

dans X, ey celui de 1Y) dans C(X) et n' 1le morphisme donné par la propriété

universelle de 1'éclatement. Posons { = #* o ey -

2.3.1 Proposition (essentiellement due a Hironaka, [H 1] et [H 2]) : Si

l'on a l'égalitée dim Q_l(O) = N-2-dim Y, le couple de strates (XO,Y) satisfait

la condition a) de Whitney stricte avec exposant 1, et la condition b) stricte

avec un exposant non précisé, au voisinage de O.
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Preuve : Remarquons d'abord qu'il résulte des définitions (2.1)

dISt(TY,O’ TX,x) = Sup dlSt(TY,O , H)
T
X,x
——
dist (xp(x),T ) =  Sup dist (xp(x),H)
X,x HOT
X, X

H parcourant 1'ensemble des hyperplans de EN contenant (en direction) T

X,x
Reprenons maintenant les notations de 2.2.2, et remarquons que EYC(X) est na-
. , VN-1 N-t-1 . . .
tirellement plongé dans Xx IP x IP , ou t=dim Y, des que nous avons choi

. . . N-t .
si une rétraction locale EN—cY, et un plongement Xc¥Yx{@ compatible avec

un systeme de coordonnées sur

cette rétraction. Notons COFEREES SREIEERERE VI
N-t
YxT , et (b1. gesrribigagi e aN—t) (resp- (Zi' eee s ZN—t)) les coor-
VN 4o VN
données correspondantes sur ]PN 1 (resp. IPN t 1) . On a alors, pour HE P! ,
t
lf bi dyll
dist(TY O,H) = Sup )
! dyet™-{0
vee'-{o] ayll V= |bj|2+2 !ailg
et pour £ ¢ IPN_t—'1 .
Is a, Zil
dist(£,H) = Sup 1

zee¥ o0} L)jz| vz ij|2+z la, 12

L'hypotheése implique que pour tout fermé analytique rare FcY, 1'image

réciproque Q_l(F) est rare dans Q_l(Y) ; le théoreme de Bertini idéaliste nous
donne, apreés une petite traduction (cf. 2.2) un fermé analytique rare FcY tel

que en tout point z¢€ Q_l(Y-F), on ait pour 1< j<t, bj O, € (7(1))2 s

YC(X),Z

ou f désigne 1'idéal, inversible par construction, de EY c(X) engendré par

o) et F(1) est son produit avec 1'image réciproque de

1

(z, eCyeunyz

1 N-t

Y N-
GVN_1(1) par la projection naturelle sur IPN . On en déduit, par une varian-

v
te de 1'argument de (Chap. I, 1.4), que l'on a b, .G €J(1), et ceci étu-
j E,C(X)
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dié au voisinage de K—i(O) implique la condition a) de Whitney stricte avec

exposant 1 3 on traite la condition b) stricte comme en 2.2.

(Remargue : On peut remplacer 1'espace conormal par 1'éclatement de 1l'idéal

jacobien ou la modification de Nash.)

Voici un schéma illustrant la situation que 1'hypothése fait &viter

composante A de petite

dimension de Knl(Y)

composante de 5_1(Y) image
réciproque de A par EY

€y
_———

P

L'hypothese faite implique qu'il ne peut y avoir de composante de Q_l(Y)

s'envoyant tout entiere dans F, fermé analytique strict de Y.

Remarque : Le lecteur pourrait s'étonner que nous fassions porter les condi-
tions d'incidence que des quadruplets (X’S1’SQ’X) alors que pour tout ce qui
précede, il suffirait de considérer des triplets (Si,Sz,x) puisque 1'assertion
”(S1,Sz) satisfait les conditions de Whitney en x€ S2Ci§;" a un sens. La rai-
son en est que nous voulons pouvoir énoncer des résultats ou X joue effective-
ment un rdle, comme le suivant, qui est une conséquence facile de la résolu-

tion des singularités a la Hironaka
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Proposition : La condition, portant sur des quadruplets (X’S1’52’X)’ que

voici : Il existe une résolution des singularités m: X' -X de X telle que la

transformée stricte (E;)' de EI par T soit non-singuliére et que le morphisme

(nl(EI)')'l(sz)-.(sz) induit par n soit localement (sur (nI(EI)v)‘1(s2)) analy-

tiquement trivial en tout point de 1'image inverse de x, est une condition

d'incidence stratifiante.

$§ 3. Stratifications définies par des conditions numériques-.

Soit ¢ 1'ensemble des classes d'algebres analytiques réduites et équidi-
mensionnelles. Soient E un ensemble et M: 0—E une application ("multiplicité

généralisée™) ; on notera M XE E 1'image dans E de la classe de 1'algebre

X,
locale OX,X associée a un germe (X,x). On fait 1'hypothese de constructibilité
suivante : étant donné un espace analytique réduit X purement de dimension d,
et un sous-ensemble analytique fermé YcX, il existe un fermé analytique rare
FcY tel que l'application Y-F-E définie par yF‘MX,y soit localement cons-

tante.

Proposition : Pour toute application M: O~ E satisfaisant 1'hypothese ci-

dessus, la condition sur (X’Sl’s2’X) que voici : "§I est équidimensionnel en x

et l'application 52—aE qui a ye¢ S2 associe M§_ y est localement constante sur
19

52 au voisinage de x" , est une condition d'incidence stratifiante.

Preuve : La condition d'hérédité est évidemment satisfaite, et la seconde
condition résulte aussitdot du fait qu'un ensemble analytique est équidimension

nel hors d'un fermé analytique rare, et de 1'hypothése faite sur M.

Corollaire : Etant donnée une application M comme ci-dessus, tout espace

analytique X peut &tre stratifié en X= USa , ou chaque Sa est localement fermé

a la Zariski dans X, et pour chaque couple (Sa’SB) tel que SBC:EZ, 5; est

équidimensionnel en chaque point de SB et 1'application SB—‘E définie par

S

¥ M y est localement constante.
R
o
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Remarques : 1) La situation ici a un avantage marqué sur celle du § 1
parmi les stratifications d'un espace X dont l'existence est assurée par le
Corollaire, il en existe une qui est moins fine que toutes les autres, c'est-

a-dire telle que pour chaque autre stratification (T,) ayant les mémes proprié-

B

tés, chaque strate Sa soit réunion de strates T, . Voici comment 1'on peut la
i
construire en spécialisant la construction du § 1 (c¢f. aussi [Lé-T], 6.1.5).

Définissons par récurrence une suite de sous-espaces fermés emboltés de X
comme ceci : FO: X et Fi+1: [xe Fi / Il existe j, O< j<i tel que Fj n'est pas

équidimensionnel en x, ou 1'application x}-*MF x n'est pas localement cons-
C ]

J

tante sur Fi au voisinage de x}. Alors Fi+ est un fermé analytique rare de

1

Fi et les Si: Fi-—Fi+1 sont les strates de la stratification minimale cherchée.

2) Un des principaux résultats de ce travail est la définition
d'une multiplicité généralisée M: O—'WIN telle que la stratification de X qui
lui est associée soit une stratification de Whitney, et qu'inversement si

(51,52) satisfait les conditions de Whitney en x¢€ 82’ 1'application X-‘Mg_ <
19

soit localement constante sur 82 au voisinage de x, c'est-a-dire une descrip-

tion numérique des conditions-de Whitney (cf. Chap. V).

§ 4. Stratifications et transversalité.

. N .
deux sous-espaces vectoriels de £ . La suite

4.1.1 Lemme : Soient T1 et T2
0 — V1 1, —25 ¢/reet/1, 2 eV/1 o1, ——s0
est exacte, ou alu mod TlﬂTl): (u mod T s u mod T2) et
b(u mod T; ,v mod T2): u-v mod(T1+ T2).
Preuve : C'est clair.
Définition : Les deux sous-espaces vectoriels de EN sont transverses en O si

l'une des deux conditions suivantes est réalisée

i) On a 1'égalité T +T,= EN
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ii) On a d1m(T1ﬂT2): dim T1+ dim T2-N.

I1 résulte aussitdt du Lemme précédent que ces deux conditions sont équivaentes.

Remarques : On dit parfois que Tl et T2 sont '"en position générale" si l'on a

1'égalité : dim (T1+ T2) = dim T1+ dim T Par exemple, deux droites distinctes

9"
3 c g L. A s PO
de T° sont en position générale sans etre transverses. (La condition équivaut

a : TlﬂTzz (0), seule condition de transversalité raisonnable lorsque

dim T1+d1m T2SN.)

1. L : = di = di i .
4.1.2 emme Posons t1 dim Tl’ ty dim T, , et soit Gl (resp (‘12) la
grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension t1 (resp. t2) de (IJN .

tels que T, soit transverse a T2 est un

2

L'ensemble des couples (T1,T2)€ G, x6 1

ouvert de Zariski de Gle qui est dense si tl+ tzaN et vide sinon.

2 k]

Preuve : Soit chGleN (resp- E2:G2><EN) 1'espace total du fibré tautolo-

gique sur G, (resp. G2)- L'addition des fibres donne un morphisme linéaire de

1

fibrés au-dessus de G1><G2

N
E, x E ——)G1XG2XE

et 1l'ouvert cherché est celui formé des points x¢€ G1><G2 tels que le morphisme
. N . , .

E1(x) sz(x)—-E soit surjectif, c'est-a-dire le complémentaire du support du

conoyau du morphisme des fibrés ci-dessus. Il s'agit donc bien d'un ouvert

de Zariski, et clairement il n'est vide que si 1:1 + t2<N .

Corollaire : Si T 6 et T, sont transverses, étant donnés 1:'l >t et th=t

1 2 1 2 27

il existe un nombre réel £> 0 tel que pour tout couple de sous-espaces vecto-

. i N . ) : -
riels T{ et T, de T tel que dim T} =t!, i= 1,2, et dist (T1,T'1)<€,
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dist (T2,T'2)< e, T, et T}, soient transverses.

En effet, si T'lDT et T'ST c'est évident et on applique ensuite le

1 2 2

lemme précédent.

Définition : Soient X et Y deux sous-ensembles constructibles non singuliers
et de dimension pure dans un espace analytique non singulier connexe Z. On
dit que X et Y sont transverses dans Z en un point z€ Z si
ou bien dim_ X+ dim_Y < dim_Z et alors (XNY) =4
2 z z z
ou bien dim_ X+ dim_Y > dim_Z et alors T et T sont transverses
z z z X,z Y,z

dans TZ,z .
On dit que X et Y sont transverses dans Z si ils sont transverses en

tout point z€ 7.

4.2.1 Théoreéme (des fonctions implicites) : Si X et Y sont transverses dang

Z comme ci-dessus, XNY est un sous-ensemble constructible non-singulier de Z,

de dimension dim X+ dim Y- dim Z, ou vide.

Inversement, si X et Y sont des sous-espaces analytiques non singuliers

localement fermés et si le sous-espace XY défini par la somme des idéaux

est non-singulier de dimension dim X+ dim Y- dim Z, X et Y sont transverses.

L'assertion est locale sur Z, et résulte aussitdt du théoreme des fonc-
tions implicites en prenant des coordonnées locales et des équations locales

pour X et Y.

4.2.2 Lemme : Soit A un espace analytique non singulier et soient X= U X
a€A
et Y= U YB deux sous-ensembles fermés (analytiques, ou sous-ensemble fermés
pEB

(analytiques, ou sous-analytiques dans le cas réel) munis de stratifications

de Whitney. Suppospns que pour tout a€ A et & B, les strates Xoc et XB soient

transverses dans Z . Alors la décomposition U (XochB) de XNY est une strati-
a€A

peB

fication de Whitney de XNY.




Démonstration (due a D. Cheniot [Ch]}) : Montrons que l'on a 1'égalité
XaﬂYB:KH-Y_B‘ ; 1'inclusion X (Y_ ﬂYB OY_B étant évidente, il suffit de prou-
ver l'inclusion inverse. Soit donc zegﬂ_g et supposons zgxanxﬁ . Il existe

un voisinage ouvert U de z dans Z tel que UN (xcxﬂXB) = f et par conséquent

(x ny. )nu-(x ’1Y -(x nYg ))nu—((x -X)nY nu)u (X n(Y,-¥,)nU). Or puis
B o B [0 B B

que XaﬂYB;éﬂ,on a dim (XaﬂYB) > dim Xoc+ dim YB- dim Z. Par ailleurs nous avons

dim (g- Xq) <dim X(x et dim (?E— YB) < dim YB , et l'hypothéese de transversalité

implique encore : dim (X -X )NY,=dim (X -X )+ dim Y_ - dim Z et de méme
o a B o o B

dim (X N(Y_-Y )=dim (Y_~Y_ ) +dim X - dim Z. Chacun de ces deux termes
o BB g B o

étant strictement inférieur a dim Xoc + dim YB- dim Z nous obtenons la contradic-
tion cherchée.
Cette égalité implique que la partition de XNY par les chnyB vérifie la con-

dition de frontiere (la frontiere d'une strate est une union de strates) : en

effet, si 1'on a (X )N (X ﬂY YA B, 1'égalité précédente montre que ceci

a' B'
implique Xa, ﬂxa;éﬂ et YB, ﬂYB;éﬂ d' ot xoc'cxa , YB' cYB et donc
X ,NY,, X nY_ =X NY_, et 1'inclusion cherchée.
o B o B Ta 7B
D'apres le théoreme des fonctions implicites, les ngﬂYB sont des sous-

ensembles constructibles non singuliers de Z. Vérifions maintenant les condi-

+ . . . ; v -~ v - .
tions de Whitney : soit z¢€ X(x, N {B, cXOLﬁYB et soit (xi)ielN une suite de

points de XocﬂYB tendant vers z . D'aprés les hypotheses, si Ta: Lim Tx x
v

X, =2 o’
1

t T, =Li : T t -
e 8 xL1_‘mZ TXB’Xi , on a Ta:) TXOL”Z et TBDTXBHZ donc Toc et B sont trans
i
verses dans TZ , 3 ce qui implique par raison de dimension, au vu de la trans-
9

versalité, les égalités

B~ X ,x, Y o,x. . X Y%, ’

et donc Lim T ST nT =T et la condition a).
X~z xocﬂYB’xi Xgr2? YB"Z a' B'y2z

Considérons maintenant une carte locale de Z autour de z permettant d'identi-

fier un voisinage de z dans Z a (DN, et une rétraction locale p: Z—‘Xa, ﬂYB, .
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/_\ N
Si 4 =Lim X; p(xi), on afcT nT = Lim T d'ou la condition

X 12z YB,,Z (XocﬂY

),2
o 9

B
b) de Whitney, ce qui acheve la démonstration. (Notons que nous nous sommes
permis ici, et nous permettrons encore, d'extraire sans prévenir des sous-
suites de (xi) pour faire converger les directions d'espaces tangents et de
sécantes.) =

4.2.3 Remarque : L'égaliteé X_aﬂY_:XaﬂY implique que si X% (resp- Y°) est

p B

une strate dense dans X (resp- Y), 1'intersection X°NY° est une strate dense

dans XNY.
4.2.4 Lemme : Soient X=y Xa , Y=U YB deux espaces analytiques réduits
e 3
munis de stratifications de Whitney. La partition XxY= U XaXYB est une
o, P

stratification de Whitney du produit XxY.

La démonstration est un exercice.
Remarques : 1) On dit que deux morphismes f: X~Z et g: Y-Z d'espaces non-

singuliers sont transverses si pour t€ XxY, les images dans T des applica-
Z

tions tangentes a f en pl(t) et p,(t), ou z= f(p1(t)):g(p2(t)), sont trans-

Z,2

verses. On peut utiliser les lemmes précédents pour prouver que si f:X=-2
et g: Y= 27 sont des morphismes d'espaces stratifiés X:UX(x et Y= UYB dans un
espace non-singulier Z tel que pour tout couple (a,B), le(x: X =7 et
Y
B~ B
fication de Whitney du produit fibré Xx Y. On peut aussi généraliser a des

z

produits fibrés d'un nombre fini de morphismes, etc. Nous ne nous servirons

gIY : ~ 2 soient transverses, les produits fibrés XOLXYB forment une strati-
z

pas de ces résultats dont la preuve est au pire fastidieuse-

4.2.5 Lemme : Soient K un espace analytique compact non-singulier, U un

M . PN
ouvert de € contenant 0, X et Y deux sous-espaces analytiques fermés réduits

du produit KxU. Soit X:Uxa une stratification de Whitney de X telle que

X =Xn (Kx {0}) soit réunion de strates, et supposons que Y soit muni d'une
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stratification Y:UY[3 a_chaque strate de laquelle Kx {0} est transverse dans

KxU. Alors

1) La_décomposition Y=(U (Y, -Y ) Y u Y =Y Kx {0 t

p u (¥g Oqﬁ)U(Lé O’B),ﬂ 0,8 Bﬂ( x {0}) es
une stratification de Whitney de Y, telle que Y, =¥n (Kx {0}) = uyY B soit réu-
,p S0t reu

nion de strates.

2) Si, pour tout couple (a,B) tel que XOLCXO , les strates XOL et Y0 5 sont
~€s strates £ X, p 2000

transverses dans K, il existe un voisinage U' de O dans U tel que deux strates

X, N{KxU') et YBO(KXU') guelconques de XN (KxU') et YN(KxU') soient trans

verses dans KxU'.

Démonstration : L'assertion 1) résulte du Lemme 4.2.2. Prouvons donc 2).
Tout d'abord, puisque K est compact on peut, quitte a rétrécir U en un voisi-
nage ouverts U'1 de 0 dans U, supposer que toutes les strates de X ont une

adhérence qui rencontre X0 . Etant données deux strates X[x et X, , mon-

B

trons que si dim Xou+ dim Y, <dim K+ N, on a XaﬂY =f. Soit en effet Xoc' une

B B
strate contenue dans Yanxo « On a dim Xoc' < dim xa et par ailleurs, d'apres la
dim(Y_ N (Kx {0}) = dim Y

structure des Y - N donc pour chaque strate

B’ B B
YO,B'CYBO (Kx {0}), on a dim Xa, + dim YB' < dim Xa,+ dim YB—N< dim K, donc
d'apres 1l'hypothése de transversalité, Xa' OYB' =f. Or, 1'inclusion évidente
X NY_cX NY, nous fournit 1'inclusion
a  B="a B

xanYBn (Kx{O})g')_(;ﬁ (Kkx{oh)n (Y_BﬂKx {0}) qui est vide d'aprés ce qui pré-

cede, donc gﬂY_Bﬂ (Kx{0})=8 et par conséquent il existe un voisinage U'2 de
, -

0 dans U1 tel que xochB

< dim K+ N, puisque 1'ensemble des couples de strates concernés

N (K><U'2) =f/ pour tout couple (a,B) tel que
dim X + dim Y
o B

est fini.

Supposons maintenant dim xon+ dim Y_ > dim K+ N. Si chnY =#, il n'y a rien a

B B

démontrer. Supposons donc XaﬂYB;éﬁ et considérons le sous-ensemble analytique

BCXOLHY formé des points z en lesquels xa et YB ne sont pas transverses

B
dans KxU; . Démontrons par 1'absurde que BN (Kx{0})=94. Soit en effet

zoe-ﬁﬂ (Kx {0}) et considérons la strate X, <Kx {0} qui contient z, et la stra-
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te Y0 B,qui contient z, - D'apres la condition a) de Whitney, étant donnée une
1)
£
carte locale KXU'2>‘(ouvert de) € «CN et un nombre £> 0, il existe un voisina

ge ouvert V de z, dans KxU. tel que cist(T }<e et

2 X 102, X o2
dist(T,,

)< € pour tout z¢€ XaﬂY NV, puisque z, appartenant a Y—,

1Bz ,TY 1 2 B

o o B

p
on a YO B CY_B. I1 résuite maintenant de 1'hypothese de transversalité des

3

strates dans Kx{O} et du Lemme 4.1.2 que pour tout point z du voisinage V de

Z, les espaces T, et T sont transverses dans T d'ou la contra-

;B,z Xa,z KxU,z?
diction cherchée. Ainsi BNKx {O} =f et quitte a remplacer U'2 par un voisinage
encore plus petit U' de O dans EN, on obtient BNKxU' =@ pour tout B associé

a un couple de strates XOL s X, , et le résultat cherché. =

B

Voici maintenant un résultat, di a S. Kleiman, qui permet de créer beau-
coup de situations ou deux sous-ensembles algébriques d'une variété algébrique
X ont des stratifications transverses au sens du Lemme. Nous allons énoncer
le résultat seulement dans un cas particulier, et indiquer les grandes lignes

de la démonstration pour la commodité du lecteur.

4.3 Théoreme (Kleiman [K1 1], 2. Theorem) : Soient " un groupe algébrique

défini sur €, X une variété algébrique integre (= réduite et irréductible)

munie d'une action transitive du groupe I' ; I'xX-X notée (y,x)-v . x. Soient

f:E-X et g: Z-X deux morphismes algébriques entre variétés algébriques ré-

duites et équidimensionnelles. Pour chaque point vy €[, on note vYE la variété E

munie du morphisme E- X défini par et v . f(e). Alors, il existe un ouvert de

Zariski_dense U de I' tel que pour tout v ¢ U, le produit fibré vExZ soit vide,
X

ou équidimensionnel de dimension égale a dim E+ dim Z - dim X.

De plus si E et Z sont non-singuliers, on peut choisir U de telle fagon que

pour v € U, le produit fibré vEx 2 soit non-singulier.
X
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Esquisse de démonstration : Considérons le morphisme q: !l xE~X défini par

(vye) -y . fle), et le diagramme

ou p désigne la premiére projection.

Tout d'abord, puisque ' et E sont réduits et équidimensionnels, il en est de
méme de I'x E. Montrons que le morphisme g est plat : d'une part d'apres le théo
reme de platitude générique il existe un ouvert de Zariski V dense dans X tel
que le morphisme induit q: q—l(V)v*V soit plat, et d'autre part le morphisme q
est équivariant pour 1'action naturelle de I sur ' xE et 1'action donnée de T
sur X, donc pour tout vy €', le morphisme q_l(VV)-VV est isomorphe au morphisme
plat q_1(V)—»V. Puisque [ agit transitivement, les YV recouvrent X, d'ou le
résultat. Si de plus E est non-singulier, le produit I'xE est non-singulier
donc d'aprés le théoréme de lissité générique, (ou le théoréme de Bertini-Sard)
les fibres q_l(x) sont non-singulieres pour x€ X - F, ou F est un sous-ensemble
strict de X, et la transitivité implique aussitdt que toutes les fibres q_l(x)
sont non-singulieres.

On en déduit, puisque la platitude est conservée par changement de base, que

le morphisme q  est plat et donc par les propriétés de la dimension (FXE);Z
est équidimensionnel de dimension dim q;1(2)+ dim Z (pour tout z€ Z), c'est-a-
dire

B

dim q" (g(z)) + dim Z = dim 'xE- dim X+ dim Z .

Si de plus E est non-singulier, le morphisme a4 est plat et a fibres non-

singulieres puisque c'est le cas pour g, en particulier si Z est aussi non-
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singulier, l'espace (I'xE) xZ est non-singulier. Enfin par platitude générique
X
(resp. et lissité générique) il existe un ouvert de Zariski dense U tel que pour

tout vy €U, la fibre hbl('v) soit ou bien vide, ou bien équidimensionnelle de

dimension égale a dim (IxE)xZ- dim I' (resp. et de plus non-singuliere). Si

X
1'on remarque que h‘1(\() =vyExZ d'une part et que
X
dim (TxE) xZ-dim = dim E + dim Z - dim X, on voit que le théoreme est démontré.

X

Voici sous quelle forme nous utiliserons le Théoréme de Kleiman

4.3.1 Corollaire : Soient E= U E et Z= U 2,6 deux sous-ensembles algé-

ach & BeB P

briques fermés de la grassmannienne G des d-plans de EN munis de décompositions

finies en sous-ensembles localement fermés a la Zariski non singuliers (Ear

exemple des stratifications de Whitney). Il existe un ouvert de Zariski dense

U du groupe algébrique I' = GL(N,T) tel que pour tout v €U et tout o« € A le trans-

laté YE, de EOL par 1'action naturelle (transitive) de I' sur G soit transverse

dans G a tous les sous-espaces non-singuliers Z

g

Démonstration : On applique le théoreme précédent aux injections EOL-‘G,

Z., -G et 1'on trouve pour chaque couple (a,B) un ouvert de Zariski dense

B

U tel que anxZ :YEaﬂZ soit vide ou non-singulier de dimension
G

ap

dim E + dim 2
o

B B

- dim G, ce qui signifie que 1'intersection est transversale.

P
Les o et B étant en nombre fini, 1'ouvert 0 UOLB =U convient. ®
Remarque : FEn particulier, si E et Z sont équidimensionnels, YENZ est équi-

dimensionnel si vy €U, et si une strate EOL (resp. Z, ) est dense dans E

B

o s}

(resp. Z), alors pour vy €U, \(Ea ﬂZB est de dimension dim E + dim Z - dim G et
o o

dense dans ENZ. Enfin si les UEa et UZB sont des stratifications de Whitney,

pour v € U, les (YEoc) NZ_ forment une stratification de Whitney de (VE)NZ.

B
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§ 5. Stratifications, transversalité, et éclatement.

Nous utiliserons le théoreme de Kleiman aussi pour mettre certains sous-
espaces d'un espace non singulier Z en position générale par rapport a un mor-

phisme f: Y- Z, au sens défini ci-dessous.

5.1 Etant donné un morphisme propre p: X' - X entre espaces, par exemple un
éclatement, 1l'existence de stratifications de Samuel relatives (Le-T 2) inmpli-
que que pour chaque entier i, le sous-ensemble F, = {x'eXx' 'dimx' p_1(p(x‘ )) =i}
est un sous-ensemble analytique fermé de X. Puisque p est propre, l'image B
Bi = p(Fi) de chaque Fi est un sous-ensemble analytique fermé de X, et l'on a
1'inégalité dim Bi < dim X' -i. Par exemple si p est un éclatement de centre

rare, on 3 BO:X et B, est contenu dans le centre d'éclatement, mais ne lui

1

est pas nécessairement égal.

5.2 Proposition (d'apres [Lé-T], 5.1.3.2) : Soient Z un espace analytigue

non singulier, X un sous-espace analytique fermé équidimensionnel de Z et

p: X' -X un morphisme propre tel que X' soit équidimensionnel et que la dimen-

sion des fibres p_i(x) soit constante pour x€ X- B ou B est rare dans X

k

k 1

-1
et p (Bk) rare dans X'. Soit Z=UZOc une stratification de Whitney de Z tel

que X et chacun des sous-ensembles Bi de X associés a p comme ci-dessus soient

unions de strates, ainsi que chacune des différences Bi - Bi+] . Soit H un_sous-

espace non singulier de Z transverse a chacune des strates Zoc . L'image inverse

p_l(HﬂX) par p de l'intersection HNX co¥ncide ensemblistement avec 1'adhé-

rence dans X' de p_l(Hﬂ (X-Bk)) .

Démonstration : Il suffit de prouver gu'en tout point x'¢€ p_l(HﬂX),
dimx, p-l(HﬂBk) est strictement inférieur a la plus petite des dimensions des
composantes irréductibles non immergées locales en x' de p~1(HﬂX) : il en ré-

_ -1
sultera en effet que p 1(HﬂBk) est rare dans p (HNX), donc que

p_i(Hﬂ(X—Bk)):p_j(HﬂX—HﬂBk) est dense dans p_1(HﬂX). Or on a
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-1 -1 . i q s

p (HﬂBl-'): U p (HN(B,~B. )) et 1'on a les inégalités
4 =k J j+1

1(B }, pour j=>k. Puisque H est

: . -1 . X -1 -
dim Bdelm P (Bk)~ j puisque p (Bj)cp K

transverse aux strates, on a dim(HﬂBj) = dim Bj—hs dim p_1(Bk) -j-h, ou h
1
(

B ),

est la codimension de H dans Z, d' ou pour tout x'¢ p— K

dimx,p—l(H ﬂBj) < dimx,p_l(Bk) - h pour tout jzk. Or H est défini localement par
h équations dans Z et donc, d'apres ([Bbk 3], § 3, No 1, Prop. 2) on a pour
chague composante irréductible locale non immergée p—1(Hr‘|X)i de p_1(HﬂX) en

x' 1'inégalité dimx,p-j(ﬂﬂx)izdimx,X' ~h. Par ailleurs, puisque par hypothese

p_l(Bk) est rare dans X', on a 1'inégalité dimx,p—l(Bk)<dimX,X' ce qui donne

. . -1 . -1 . -1 .
finalement : dim_,p (HﬂBk) < dim_, p (Bk) -h<d1mx,p (HﬂX)i , ce qu'il
fallait démontrer. [

5.2 Application : Reprenons la situation de (Chap. I, 5.1) ou l'on éclate

dans X un sous-espace Y défini par un idéal I, tel que X soit équimultiple' le
long de Y relativement a un morphisme F: (X,x) - (S,s). Le lecteur vérifiera
que la conclusicn de (Loc- cit.) et la proposition 5.1 ci-dessus impliquent

que

Le transformé strict par 1'éclatement Tt X' =X de Y de la fibre spécia-~

le X(s) =7 '(s) co¥ncide ensemblistement avec TE;I(X(S)), et de méme pour

1'éclatement normalisé mu.

Ainsi, par l'intermédiaire de Chap- I, 5.1 et Chap. III, 5.1, une condi-
tion numérique implique 1'égalité d'un transformé total et d'un transformé

strict.

@1}

3 Résolution simultanée forte et conditions de Whitney.

o)}

.3.1 Définition (cf. [Te 2], II) : Soient X un espace analytique réduit et

équidimensionnel, Yc X un sous-espace et 0€ Y un point non-singulier de Y. On
dit que X admet une résolution simultanée forte le long de Y en O si il existe

un morphisme n: X' - X qui soit résolution des singularités de X, c'est-a-dire
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que X' est non-singulier, que T est propre et induit un isomorphisme
LR G n_l(Sing X) —=Z5X - Sing X, morphisme tel que 1'on ait

Le morphisme induit n_1(Y)e~Y est localement trivial en tout point
x' € E_l(Y), c'est-a-dire que 1'on a un Y-isomorphisme local

oy, ) = (n M lx ) o x ) x (Y, m(x )

5.3.2 Remarques : 1) C'est la condition que 1l'on a affirmée etre strati-

fiante en (2.3.1, Remarque).

5.3.3 Proposition (cf. [Te 2], II) : Soient X un espace analytique réduit

équidimensionnel, Y un sous-espace analytique fermé de X et O€Y un point non-

singulier de Y. Si X admet une résolution simultanée forte le long de Y en O,

le couple (x°,Y) satisfait la condition a) de Whitney stricte avec exposant 1,

et la condition b) de Whitney stricte en O.

Démonstration : Soit n: X' =X la résolution simultanée, et soit Yyre-esy, un
systeme de coordonnées locales pour Y en 0. D'apres 1'hypothese, on peut trou-
ver en tout point x'¢ n—l(O) un systéme de coordonnées locales yi,---,y% ’
Wysee-aWs o pour X' en x' tel que (yi °n)x': yi pour 1<i=<t. Choisissons un

) sur

i
plongement local (X,O)C:(CA,O) et des coordonnées (yl,...,yt,z

(EN,O)- Soient (f1,f2,---,fm) des générateurs pour 1'idéal de

1700 PN

PO N
E{y1,...,yt,z1,...,zN_t} définissant (X,0) dans (€,0).

L'hypothese de résolution simultanée forte implique (critére différentiel de

lissité) que la dérivation 3%— de OY 0 dans lui-méme s'étend, par le morphisme
. [
Y s . [
naturel OY 0 —EL—é & 1 en une dérivation de & -1 , c'est-a-dire
’ o (Y),x’ r (Y),x!
i < = . '
encore que dans le morphisme naturel OY,O OX',X' E{y], ,yt,wl, ’wd—t}’

envoyant y; sur yi, on peut étendre la dérivation ai en une dérivation Di de

i

)5, définissant

Oxr ,xr qui respecte 1'idéal 8' = ((z °m) ,,--.,(z e ) X', x!

1 N-t x'

m—l(Y) dans X' en x'.

° 3 1 - L
On a donc Dj((zi n)x'E S', pour 1< j<t, 1si=<N-t, et Dj b 6jr (symbole
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de Kronecker).

Puisque f_est nul sur X, nous avons (f o 1) = 0 dans G , d'ou d'apres
k k x' X',x'

la regle de Leibniz

3(f. ,oue,f. )
. J1 Jc ;
Par conséquent, chaque mineur S(v..z >3 composé avec m et localiseé
j’ ‘i2’ iC
en x', vérifie
A(f. ,oveyf. ) a(t, £.)
J11 3 JC N-t 311 Y JC
o T = - % ° L D.(z, en)_,
a(y.,zi yeresz ) PR T E ) i x
J 2 c x' 1= 2 c x'

Puisque d'apres 1'hypothese, Dj(ziu n) €8', on en déduit que si l'on note S

x!

1'on a en tout point x'E€ n_l(O)

1'idéal de OX,O engendré par ZyyreeaZy g
A(f. ,eee,f. )
Jl Jc
Aly. 2z, yoe-y2z, y "t €S JX/Y' OX',X' !
It te x'

ou JX/Y désigne 1'idéal engendré par les seuls mineurs jacobiens au dénomina-

teur desquels aucun y n'apparait et donc, d'apres (Chap- I, 1.3.6)

A, ... .
iy J .
3(y.s2z, yeueyz, )

J 12 c

Le fait que (XO,Y) satisfasse les conditions de Whitney strictes annon-

cées résulte alors de la preuve de 2.2.2. =

5.3.4 Remarque : Le contenu nouveau de l'article [Ve] de Verdier consiste

en les deux intéressants résultats suivants

i) La condition a) de Whitney stricte avec exposant 1 implique la condi-
tion b). Dans le cadre ou nous sommes, on peut s'en convaincre assez facilement
en examinant la preuve de 2.2.2 ci-dessus.

ii) Si (X°,Y) satisfait la condition a) de Whitney stricte avec exposant 1,
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tout champ de vecteurs analytique réel sur Y peut s'étendre localement en un
champ de vecteurs analytique réel sur x° et satisfaisant au voisinage de tout
point de Y une condition de '"rugosité'" qui implique que ce champ de vecteurs
est localement intégrable. Son intégration donne une trivialisation locale
"rugueuse'", et en particulier topologique, de X le long de Y, des que Y est
une strate d'uns stratification de X telle gue chaque couple de strates satis

fasse la condition a) de Whitney stricte avec exposant 1.
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CHAPITRE Iv

VARIETES POLAIRES

Introduction. Dans ce chapitre, j'introduis le principal concept nouveau qui
a permis de donner une caractérisation numérique des conditions de Whitney
celui de variété polaire locale, dont voici une description intuitive : étant
donné un représentant (X,O)C:(EN,O) d'un germe d'espace analytique réduit
équidimensionnel, considérons pour chaque entier k, Osk<d-1, oi d=dim X,

Ed-k+ 1

une projection linéaire p: ENq , et le lieu critique de la restriction

® de p a la partie non-singuliére X° de X. Si la projection linéaire p est

p|X
"assez générale", 1'acdhérence dans X de ce lieu critique sera un sous-espace

analytique réduit P,_<p> purement de codimension k ou vide, appelé "variété

k
polaire locale de X associée a p" . Comme on le voit, méme en géométrie algé-
brique, parler de "la variété polaire générale de codimension k de
(X,0)<i(EN,O)" est abusif en ceci que cette variété polaire n'est pas définie
sur le corps de base (disons L), méme pour un plongement X(iEN fixé, mais au

P N
mieux sur le corps des fonctions de 1'espace des projections linéaires de €

sur Ed_k+1. Pis encore, la "variété polaire générale de codimension k de X",
c'est-a-dire rendue indépendante du plongement, n'est définie que sur une ex-
tension du corps de base de degré de transcendance infini. Néanmoins, pour un
plongement local fixé, il existe un ouvert de Zariski dense U de 1'espace des
projections linéaires tel que pour p€ U, la multiplicité mO(Pk<p>) de Pk<p>
en O soit indépendante de p€ U, et de plus ce nombre ne dépend en fait que de

1'algebre locale OX c'est-a-dire est en fait un invariant analytique du

’O’
germe (X,0), invariant que 1'on note mo(Pk(X,O)). Un des principaux résultats

de ce chapitre est donc d'associer a chaque algebre analytique réduite puremen
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de dimension d une "multiplicité généralisée" qui est la suite d'entiers

3

M(X,O): (mo(Po(X’O))’mo(Pl(x’O))"'"mo(Pd—l(x’O))) dont le premier terme est

d'ailleurs la multiplicité de X en O puisqu'il résulte aussitot des définitions
que PO(X,O): (X,0). Le paradigme de ce genre de construction est la construc-
tion qui associe a un germe d'hypersurface a singularité isoléec la suitc
(u(i+1)+vu(i))0Sigd_1, ou u(i) est le nombre de Milnor de l'intersection de
1'hypersurface avec un plan général de dimension i passant par 0. C'est
d'ailleurs le souei de faire le lien entre les variétés polaires d'un germe
introduites par L& et moi dans [Lé-T 1] et les variétés polaires introduites
dans [Te 12] qui m'a conduit a introduire (cf. [Te 5]) les variétés polaires
relatives associées a un morphisme f: X-S. Ces variétés polaires relatives
sont en général bien plus que la collection des variétés polaires des fibres
de f, et ont un comportement bien plus turbulent. C'est dans ce contexte qu'il
faut prouver les résultats de "transversalité dynamique'" essentiels pour la
théorie, affirmant essentiellement que lorsque dim S<1, les variétés polaires
relatives générales sont tramsverses au noyau des projections servant a les
définir.

La définition la plus opératoire des variétés polaires n'est pas toujours
celle qui est décrite ci-dessus mais la définition donnée ci-dessous, an § 1,

(voir le Corollaire 1.3.1).

¢ 1. Définitions des variétés polaires.

1.1 Rappels du Chapitre II.

Soit f: X—S un morphisme d'espaces analytiques réduits tel gque le module

Q; des différentielles relatives soit localement libre de rang d=dimX~-dim$

sur le complémentaire d'un fermé analytique rare F de X. On peut alors
(Chap. I, 1.2) définir la modification de Nash relative v Nf(X)-X, et pour

tout point O€ X et toute installation locale d'un représentant assez petit du

germe de f en O,
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(X,0)C—— (8,0) x (mN,o)

o
f r
PTy
(s,0)
on peut décrire la modification de Nash relative comme ceci : soit G la grass-

mannienne des d-plans de IZN, et soit, pour un représentant X assez petit,
Nf(X)CXxG 1'adhérence du graphe du morphisme X-F =G qui a x€ X-F associe la
direction de 1'espace tangent en x a la fibre X(f(x)) = f_1f(x). On peut donc

définir un morphisme de Gauss relatif Y dans le diagramme suivant

1.2 Proposition-Définition 1 (Schubert) : Soit N un entier, et soit

N
(&) : (O)CDN_1CDN_2C...CD1CD0 = Q

. N . .
un drapeau de sous-espaces vectoriels de & , avec codim Di: i. Pour chaque

entier k, O0<k<d, on appelle k-ieme variété de Schubert projective associée

a 2, et 1'on note ck(@) le sous-ensemble de la grassmannienne G des d-plans de

EN défini_par

¢ (®) = [Tea/aim(TND, )= k}
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Pour tout J, 1'ensemble ck(éﬁ est muni naturellement d'une structure de sous-

variété algébrique réduite de G, purement de codimension k dans G (cf. [G.H],

Chap. I, § 5).

L p . N
Remarque 1 : La sous-variété ¢ (&) de G ne dépend en fait que de D, . €,
et pour eette raison on 1'écrira aussi volontiers ck(Dd-k+l)'
Remarque 2 : Pour un drapeau £ et une suite d'entiers a= (a1,...,ad) consi-

dérons le sous-ensemble
Oa(ﬁ): {T¢ G/dim(TﬂDma —i) >ji}. C'est une sous-variété algébrique de G,
i

de codimension % a appelée variété de Schubert associée a a et &£, (voir

[G-H], Chap. I, § 5). Les ck(ﬁ) sont un cas tres particulier de cette cons-
truction (ai: 0 pour i >k, a; = 1 pour i <k). Dans cette rédaction, nous n'uti-

liserons que les ck(ﬁ) et omettrons 1'épithete "projective'.

1.3 Proposition 2 : Etant donnés un (représentant d'un germe de) morphisme

f: (X,0)-(S,0) comme ci-dessus, avec S non-singulier, et un S-plongement

local (X,0)c(S,0)x (EN,O), pour tout entier k, Osk<d=dimX-dim$S, il exis-

te un ouvert de Zariski dense Wk de la grassmannienne Gk des sous-espaces de

codimension d-k+1 de EN tel que pour tout D € Wk on ait

d-k+1

e, (D ))

-1
))Fﬂvf (X -F) est dense dans Ve ey My 1) e

. -1
i) & (Ck(Dd-k+1 et ce

dernier espace est vide ou de codimension pure k dans Nf(X).

e 1 VIR TN o
ii) L'égalité dlm(vf (0) Ny (Ck(Dd-k+1))_ dim v, (0)-k a lieu si l'inter

section n'est pas vide-

Démonstration : Nous allons en fait prouver un résultat plus précis : Soient

¢ Dy ksq) =U0, une stratification de Whitlney fixée de la variété de Schubert

(D )

qui nous intéresse ; pour chaque élément p€ I = GL(N,C), 1'image 1 . e\ Paika

de notre variété de Schubert par 1'action naturelle de u sur G est munie de la
stratification de Whitney Up.o (c¢f. Chap. III, 2.2, Exercice) et d'autre part
3

est égale a ck(u_i- D +])en utilisant cette fois-ci 1'action naturelle de

d-k
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-1
v sur Gk .

Fixons une stratification de Whitney Nf(X) =UZ, de Nf(X)CSxENxG telle que

B
1(F) soient réunions de strates (cf. Chap. III, 1.5 et 2.2.2).

f

D'aprés le Corollaire du Théoreéme de Kleiman (cf. Chap. ITI, 4.3), il existe

-1
Ve (0) et v

un ouvert de Zariski dense Ucl tel que pour tout p€¢ U, chacune des strates

0><0><u.0a soit transverse a chacune des strates Z_ contenues dans v;l(O)-

B
D'apres le Lemme de (Chap. III, 4.2.5), la stratification de Whitney

N .
(sxt XM-OOL) de SXEqu-ck(D ) est donc transverse, dans SXENxG a la

d-k+1

stratification fixée Z_ . Puisque v;1(X-F) est un ouvert analytique dense

p

dans Nf(X) et réunion de strates, 1'intersection u.ck(D )o

-1 s
deks1 N vy (X-F), qui

-1 -1 -1 -1 -1
est contenue dans Vi (u.ck(Dd_k+1)) n Ve (X-F) = Y (ck(u .D N Ve (X-F)

d-k+1

est donc dense dahs Y;1(ck(u_1.D )) = S><EN><ck(u_1.D )f)Nf(X). La pro-

d-k+1 d-k+1

position résulte alors aussitot du fait que l'action de I sur Gk est transiti-
ve, le point ii) provenant de la transversalité dans G des strates Ox 0 x u.oq
avec les strates Z, contenues dans V;1(0)- L}

p

1.3.1 Remarque : La méme assertion, avec la méme preuve, est valable pour

toutes les variétés de Schubert, et permet de définir, pour chaque suite
d'entiers (al,...,ad) une variété polaire locale associée a (al,---,ad) et a

un drapeau J assez général, définie par : v*(y_l(oa(ﬁ)). C'est un sous-espace
analytique réduit, de codimension Zai ou vide, de X, dont le transformé strict
par le morphisme v est égal ensemblistement a Y_1(oa(5)). Ces variétés polaires
sont siirement destinées a jouer un role important dans 1'étude locale des sin-

gularités, mais nous n'en avons pas besoin ici.

1.3.2 Corollaire : Supposons que f soit un morphisme lisse, c'est-a-dire
Lo : . . N d-k+1 .
plat et a fibres lisses, en tout point x¢ X-F. Soit p: € =€ une projec-

tion linéaire telle que Ker p=1D appartienne a 1'ouvert Wk. Pour x¢ X-F,

d-k+1

la fibre X(f(x)) est non-singuliére en x, contenue dans {f(x)}><EN et 1'on

d-k+1

notera m_: X(f(x))~¢@ la restriction a X(f(x)) de la projection p. Soit

Pk<<f;p>o l'ensemble des points x€ X-F tels que x soit critique pour -
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Alors

i L0 -1 -1
i) P, <f;p> _\;f(yf (ck(Dd_k+l)ﬂvf (X-F)).

ii) L'adhérence Pk<f;p> de Pk<f;p>0 dans X est un sous-espace analytique

fermé de X, purement de codimension k dans X ou vide, égal a 1'image réduite

).

-1
velvy (ep Dy iy

iii) Le transformé strict de P <fjp> par le morphisme v_ est égal a

k

f

-1 .
Ye (ck(Dd—k+1))’ ensemblistement.

Preuve : 11 suffit de remarquer que x est critique pour T si et seulement

{1 . . Y. , _
si on a dlm(TX(f(x)),xerd—k+1)2 k, ce qui donne i). Le reste est conséquen

ce immédiate de la Proposition, et du fait que le morphisme v_ est propre. L}

f

1.4 Défipition : Etant donnés un morphisme f: (X,0) = (S,0) comme ci-dessus,

muni d'une S-installation (X,0) <= (S,0) x (EN,O), et un sous-espace linéaire

N L4z .
Dd—k+1C:E de codimension d-k+1 contenu dans Wk, on appelle variété polaire
locale relative de codimension k associée a f et a D le sous-espace analy

d-k+1

tique fermé Pk<f;p> de X, qui est purement de codimension k dans X, ou vide.

) si S est un point. On note

On le note aussi P <f;D >, ou Pk((X,O),D

k d-k+1""’ d-k+1

" . R P
de meme son germe en 0. Lorsqu'aucun risque de confusion n'est présent, on no-

> . Lorsque S est un point, on parlera de variété

tera aussi P <p> ou Pk<D

k d-k+1

polaire absolue, mais dans tous les cas, on omettra souvent les adjectifs

"relatif" ou "absolu'.

P N
1.4.1 Premier avatar : Supposons le S-plongement fermé (X,0) = (S,0) x (L ,0)

o s - _ 9 . W s _
défini par 1'idéal I=(f ,...,f ) de 05,0{21,...,21\'}. Soit D €W _ et choi

d-k+1

sissons les coordonnées de telle fagon que D soit défini par

d-k+1
o _ B s s N Vs oaz
2y= ... = Zd—k+1"o' Posons d-dim X - dim S et ¢ =N-d. Notons J 1'idéal de GX,O
3(f, ,-vuyf. )
iy i,
engendré par les déterminants jacobiens STz Sy avec
L s eeegZ.
J1 c
{il,...,ic}c{1,...,m} et {ji,...,jc}c{l,...,N}, et notons J<D |, >cJ

1'idéal de Ox 0 engeridré par les seuls déterminants jacobiens qui sont tels
A
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que {Jl,---,JC}CZ{d-k+2,...,N}. La variété polaire Pk(f;Dd—k+l) est définie

dans X par 1'idéal

<D > = (J:VJI<D >) hé®, ./ h.JcVJ<D >}
D I deks1) = (h€0x o/ b dc d-k+1
Remarque : Comme le calcul des idéaux résiduels (I: J) est assez impraticable

en général, cet avatar ne fait guere que décrire la variété polaire
. ' M

Pk(f’Dd—k+l) dans le langage de 1'algebre.

"Le secret de la pensée solide est dans la défiance des langages. Les

spéculations bien sépardes des notations sont les plus puissantes."

Paul Valéry. Cahiers

1.4.2 Second avatar : Soient k un corps de caractéristique zéro, et ¥ : R-A

un homomorphisme de k-algebres nethériennes locales réduites completes équidi-

mensionnelles. On suppose que les extensions résiduelles sont triviales , que
R est régulier et que Qi/R ? Tot(A) est libre de rang d=dimA -dimR. On fixe
un systéme Zl""’ZN d'éléments de 1'idéal maximal m, de A qui engendrent m,
modulo mp - A, et un entier k, O<k<d-1. y

Soient Kij’ 1< j<N des indéterminées et posons z?: jfl Kij z.. Notons
K* le corps k({?\ij}) et posons R*:R®K*, A*:A®K* ; soit enfin R:: la

k k

R*—algébre complete R*[[ZT,...,zz_k+1]]. On a donc des homomorphismes
R*GaR;_k+1 Qd”k+1 A*. Considérons les idéaux premiers p* de A* qui sont

minimaux parmi ceux qui satisfont les deux conditions suivantes

#*
i) L'anneau A » €st géométriquement régulier.
P
st

*
ii) L'homomorphisme naturel (R ) - A , n'est pas formellement
d-k+1’ -1 3 *
(pd-k+1(p ) P

lisse.

Alors ces idéaux premiers sont de hauteur k, en nombre fini, et leur intersec-

* JP
tion est 1'idéal définissant dans Spec A la variété polaire locale (générique)
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associée a ¢ et au choix de Zyveeea By

§ 2. Exemples.

2.1 Soit f: Ed+1-;E un (germe de) morphisme analytique, que 1l'on installe

par le plongement Ed+1kot><td+1 défini par 1'idéal engendré par v - f(zo,...,zd)

Si 0 est un point critique isolé de f, la k-ieme variété polaire pk<f;Dd_k+l>

de f associée au sous-espace D que 1'on peut supposer défini par

d-k+1°
_ _ ~ n+l ... . v g
Zo‘“""‘zd—k"o est le sous-espace de € défini par 1'idéal de E{zo,...,zn}
p af af . .
engendré par Fr o EE R vl B Dans [Te 12], il est prouvé que pour
d-k+1 d

éné iplicité <f; > é b
Dd—k+1 assez géneéral, la multiplicité en O de Pk f’Dd-k+1 est égale au nombre
de Milnor u(k) de 1'intersection de 1'hypersurface X::f_1(0) avec un plan de

dimension k général de Ed+1 passant par O.

2.2 Examinons maintenant, dans la méme situation, les variétés polaires
{absolues) du germe @'hypersurface X= £71(0) associées a des Dakst © elles

sont définies par les idéaux suivants de OX o
1

af af ) af af
" Pk’ = ((az """aT)'Ox : f(a LA P )'ox)

et si X est a singularité isolée en O, on a

af af
n, <D > (=, ..., )m{z,...,z}/(f)
k Td-k+1 (ézd_k+1 azd o d

on en décduit que l'on a l'égaliteé

o) = p, (£ 0);D

P <f3;D >N f . dkt”

k d-k+1

Dans (loc. cit.), on a montré que la HMultiplicité en O de Pk<X;Dd_k+1> était,

Y u(k) . u(k+1)

pour Dd— assez général, égale pour O<k < d-1.

k+1
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Le dessin suivant aidera peut-&tre le lecteur ; ici X est une surface

P 3 . : s PN .
réduite de £, pas nécessairement a singularité isolée.

-

3 D>
P1<X,D2
V]
X
Sing X
2.3 Cas particulier servant de note historique : Supposons maintenant que

- M - - . . ~ z - -~
f soit un polyndome homogene de degré m, définissant un cone réduit X, cone sur

une variété projective réduite Vc:IPd Choisir une droite Ddc:lld+1 revient a

choisir un point (Xo:..-: Xd)E Pd et la variété polaire relative P1<f;Dd> est
4 o , .

contenue dans 1'hypersurface % Xi 52 ° 0, et lui est égale si V est non-singu-
0 i

liere. Par ailleurs, dans ce cas P <X;Dd>::P <f;D >N X. La sous-variété pro-

k k d-k

jective de Pd correspondant a P_<f3;D > sera appelée variété polaire a la Pon-

1 d
celet associée a f. On notera qu'elle est définie dans le cas ou V est non sin
guliere par 1'équation obtenue en polarisant 1le polynome f par rapport a un
point suffisamment général (XO:...: Xd)e Pd . Son intersection avec V sera
appelée variété polaire a la Todd de V associée a D, € P, on peut bien sir
faire de méme pour toutes les variétés projectives, et 1'on voit que la théo-
rie des variétés polaires locales absolues contient la théorie des variétés
polaires a la Todd des variétés projectives, telle qu'elle a été développée

par R. Piene [Pi] : c'est tout simplement le cas ou notre germe est un cone.

On peut aussi consulter cet excellent travail de Piene, ou [K1 2], pour des

références historiques.
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Exercice : Soit XCE3 le cone sur une courbe projective plane réduite Vc P .
On sait que la multiplicité en O de X est égale au degré de la courbe V. Mon-
trer que la multiplicité en O de la courbe polaire P1<X;ﬁ)2> de X pour D2 assez
général, est égale a la classe de la courbe projective V, c'est-a-dire au de-

. v_ %2
gré de la courbe duale V' CIP .

§ 3. Multiplicité des variétés polaires.

3.1 Théoreme : Soit f: (X,0)=(S,0) un morphisme d'espaces analytiques

comme en 1.1.

i) Pour tout S-plongement local (X,0)c(S,0) x (EN,O), tout choix de

, N
coordonnées sur € , et pour tout entier k, O<ksd=dimX-dim$, il existe un

ouvert de Zariski dense Vk contenu dans 1'ouvert Wk de la Propogition 2 (1.3)

tel que la multiplicité mO(Pk<f',D >) en 0 de la variété polaire

d-k+1

P, <f;D

K £Ev. .

> soit_indépendante de D "

a-k+1 d-k+1

ii) Pour chaque k, O<ksad, cette multiplicité ne dépend en fait que de la

classe d'isomorphisme de 1'homomorphisme d’'algébres O 0~ %0 associé a f .
1 3

Démonstration : Décrivons d'abord une construction : Donnons-nous une famil-

N d-k+1

le a un parametre de projections T —T , que nous supposons décrite par

N
* A
(%) z, =z, ¢+ S v..(t)z. + e, A(t) 2z,
jmake1 'Y afe2 b

pour 1<i < d-k+1, avec Yij(t) et c, A(t) dans t . C[t], dans des coordonnées
k)

. N , .
z <s2Zy fixées sur © . Notons A la droite affine, et considérons le morphis-

e
me (ou t€A)

3

P eV n - gkt

A

décrit par (%) et 1'identité de A.

Considérons le diagramme suivant
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SxIPN-leNxGxA SxENxGxﬂ
\ exid
NixB ——8s N (X) xA sxgd®
'd 3*
- ) . id_xp
Ve X ldﬂ T|><1dlA vaIdzZ\ S
Y N
X' xA ————>XxA —>SxT xA
exid
A
f><id[A
SxA

ou Ve X id[A ri'est autre que la modification de Nash relative associée a fxidm s

e><idtA est 1'éclatement dans XxA du sous-espace OxA, e><idm est 1'éclatement
dans Nf(X)xﬂ& du sous-espace v}l(O) xB, enfin v!' x idy est le morphisme d a la
propriété universelle de 1'éclatement.

* N * % N .
Notons dpt(z) 1'application tangente a la projection P, =P It x{t} au point z,

et considérons le sous-espace du produit ENxme défini comme ceci
*®
P = {(2,T,t)/ dim(T N Ker dpt(z))zk] .

. N
I1 est facile de voir que P est un sous-espace analytique fermé de T xGxA,

défini localement par les conditions

By g arrremeeeeeneeiiai v oag N
€1 Pt e v Ay
rang * ® <c+d-k+1 , ou c=N-d
azl le
_ e eeeeaana. e, , —=
c)z1 aZN
3z 3z oz
%a-k+1 %4-k+1 Za-k+1
IR 100t
bz1 Bzd_k+1 azN
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ou les équations ):ai,j ij 0 (1t<i=<c) définissent TCEN .

Le point est maintenant que, d'apres les résultats généraux {(cf.

[Ke] (§ 3)) sur les variétés déterminantielles, 1'espace analytique P admet
une stratification P=UPa le long de chaque strate de laguelle on a résvlution
simultanée forte pour les strates adjacentes, et qui est donc en particulier
une stratification de Whitney (cf. Chap. III, 5.2.2). L'existence d'une telle

stratification provient de la résolution des singularités explicite donnée

dans (Loc. cit.).

Détaillons un peu : d'une facon générale, soit U 1'espacre affine ayant

pour coordonnées Uij ,1<isn, 1<jsp. Considérons le sous-espace fermé de
n - . . ’ k)
Ux (T -{0}) défini par les équations

(E.)): 2U,. X, =0
J ij i

Cet espace est non-singulier, et son image Z dans Ux]Pn"1 est un sous-espace
fermé non-singulier de U><]Pn_1 , dont on calcule facilement que la dimension
vaut np-p+n-1 .

Proposition (Kempf, [Ke], § 3) : Le morphisme Z—U induit par la premiere

projection est une résolution rationnelle des singularités de son image, qui

est le sous-espace de U défini par les équations exprimaunt que : rang(Uij)<p-

Dans le cas qui nous intéresse, nous utilisons le fait que puisque la
#*
dz,

azl) (1<i, j=<d-k+1) est inversible, nous pouvons utiliser les d-k+1

matrice (

dernieres lignes du systeme d'équations linéaires
q

a1’1 Z1+.........+al,N ZN:O
ac’1 Zl+.-.......+ac,N ZN:O
dz sz,

2 z

1 1

Z, + cancan veres t = Z =0

521 1 BZN N
3z 3

Packet o, ket
dz 10T dz N~
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pour exprimer linéairement Zl,...,Z en fonction de Z G2 et

d-k+ 1 d-k+27 7" N?

nous ramener a écrire qu'un systeme de c¢ équations en N - (d-k+1) inconnues a

une solution non triviale. Le sous-espace P de ENxGxﬁ\x]PN_(d_k+1)_l défini

localement par les ¢ équations obtenues en substituant dans les ¢ premieres

lignes du systeme ci-dessus les valeurs de Z .. obtenues a partir des

- 10 Lk
d-k+1 dernieéres, muni du morphisme P - ENXGXLA induit par la projection sur

les trois premiers facteurs, a pour image P et en est une résolution des sin-

gularités. On prend pour P les images des strates d'équidimensionalité des

~

fibres de cette résolution P-P, et on vérifie la résolution simultanée.

D'apres la forme des équations définissant P, chaque strate Poc est envoyée sub-
mersivement sur la droite A par la projection ENxleAalA. La fibre de P au-
dessus de OCRA (par cette projection) n'est autre que ENxck(Ker po) comme on

le voit. Enfin, 1'image par vpxidy de Il'intersection (sxP) N (N (X) xA) (dans

N
SxC xGxA) est un sous-espace analytique fermé de X xA, que nous noterons

3* . ¥* N
Pk(Ker P ), qui a la propriété que pour chaque t€A, Pk(Ker p)INSxC x{t}
*

2 er (B

*
est la variété polaire relative de X, muni des coordonnées zl(t),...

L®
12y correspondant a z](t): cee = (t)=0.

Za-k+27" " Zh-k+1

Lemme : I] existe un ouvert de Zariski dense Uk de la grassmannienne des

N * , .
- - .3 o 1 s :
Dd—k+1 =€ tel gque si Ker P, ¢ Lk , l'espace Pk(Ker p ) soit équimultiple le

long de OxA .
Preuve : Choisissons une stratification de Whitney Nf(X) :UZB de Nf(x)

telle que non seulement v;i(O) soit réunion de strates, mais encore pour cha-
que i, 1'image par e de 1'ensemble F.o= {x'€ N%(X)/dim z—l(Z(x' }) =i} soit
réunion de strates. Cela fait, choisissons P, de telle fagcon que ck(Ker po)
(muni de ga stratification naturelle) soit transverse (en tant qu'ensemble
stratifié, c-a~d., strate par strate) a \)}1(0) dans G. D'apres le lemme 4.2.5
du Chapitre III, 1'ensemble stratifié $xP est transverse a Nf(X) x @ dans
SXENXGXIA, et d'autre part, d'apres (Chap. I1II, 5.1), puisque ck(Ker po)

Y

0), 1'ensemble ((exidlA)_l((SxP)ﬂNf(X)xm)r est le

est transverse a v
f ed
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transformé strict de (SxP)N (Nf(X)xﬂ\) par 1'éclatement exid, .

D'aprés le Corollaire 1.3.2, cet ensemble est le transformé strict par
le morphisme T]xidlA= (vf°:) xidm du sous-espace analytique Pk(Ker p*) de X xAQ,
et nous le noterons Pk(Ker p*)" . D'apres 1'hypothése de transversalité, et la
preuve de (Chap. III, 5.1), 1'intersection de Pk(Ker p*)"‘ avec ('flxidlA)-i(Oxm)
a pour dimension d+ dimS -k, et sa fibre au-dessus de DEA a pour dimension
d+dimS-k-1. C'est donc a fortiori le cas pour le diviseur exceptionnel du
transformé strict Pk(Ker p*)' de Pk(Ker p*) par 1'éclatement exid, de 0xQ
dans XxA, c'est-a-dire par 1'éclatement de O xA dans Pk(Ker p*)- L'équimulti-~
plicité résulte alors de (Chap. I, Remarque 5.1.1, 3)). =

Pour achever la preuve du théoreme, on commence par comparer les variétés

polaires correspondant a des projections linéaires dans deux S-plongements

N! N

1]
XchEN, XcSx€C , T et EN étant munis de coordonnées z .yz, et

1PN

. s N N' . . .
z'1,... respectivement. En considérant € x€ , on se raméne aussitot a

12y
prouver que les multiplicités des variétés polaires de X correspondant a des

N a
projections linéaires générales de CN et de CN+N sur Cd k+1 sont egales. Sup-

posant que z définit une projection linéaire générale pour & on

EEEERL I
L)
peut, au prix d'un changement linéaire de coordonnées sur CN supposer que

zg + tzi, 1sisd-k+1, définit pour t £0, assez petit, une projection linéaire
.. N+N! . . N Nt .
générale pour € , car les sous-espaces de codimension d-k+1 de € x@ qui

1
rencontrent ENx {0] et {O} XCN en codimension d-k+1 forment un ouvert dense

de la grassmannienne. Il suffit alors d'appliquer le Lemme a la famille

#*

z, =z, +tz! .
i i i

11 nous reste a étudier le cas de deux systemes de coordonnées différents dans

CN, disons 2z sy Zy, et z',...,z]'v. Au prix d'un changement linéaire de coor-

1"t N 1

données, on peut se ramener au cas ou l'on a une expression



430

2! = z,+ % c. zA (1si=<d-k+1), ¢, €T
i P a2 iA i,A

et il suffit d'appliquer le Lemme a la famille

* -

z, =z, + v Cia tIAl 1 zA

[alz2 **
qui pour tout t# O donne des coordonnées homothétiques aux zi , donc fournis-
sant les mémes variétés polaires. ®
-2 Remarques : 1) En fait (comme 1'a remarqué aussi V. Navarro (cf. [Na 2]

pour un tres bon exposé), la modification de Nash n'est qu'un cas particulier
de la construction suivante : Etant donné un faisceau F, localement libre,
disons de rang f, sur le complémentaire d'un fermé analytique rare B de X, il
existe une modification v(F):X-X telle que V(F)*(F) ait un quotient localement
libre de rang f sur ;, et minimale pour cette propriété. (La modification gde
Nash est le cas ou F::Q;.) On peut au moyen d'une présentation locale
OQIU"FIU"O plonger v(F)"Y(U) dans U %G, ou G est la grassmannienne des
f-plans de CM. On peut ainsi définir les variétés polaires locales de F en tout
point x€ X, en utilisant le méme argument de mise en position générale qu'en
1.3 et ce pour tout symbole de Schubert (al,---,an). Le rdle du plongement lo-
cal X<:EN n'est que de donner une présentation locale G§-Q;-O. On peut méme,
utilisant 1'argument de [Lé-Te], montrer que les multiplicités en chaque point
de ces variétés polaires locales ne déperndent que de F. Je me suis abstenu de
démontrer le Théoreme par cette voie pour deux raisons ; un peu pour éviter

une généralisation pour le moment inutile, mais surtout parce que la démonstra-~
tion géométrique donnée ci-dessus, convenablement raffinée permet de prouver

le résultat suivant

Théoréme : La classe d'équisingularité (au sens des conditions de Whitney)

des variétés polaires projectives relatives générales associées a un S-plonge-

ment Xc:S><€N ne dépend que du type d'isomorphisme de 1'homoworphisme d'alge-

bres Og =0y  correspondant a f.
]

s,
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et ce résultat cadre tres bien avec le point de vue selon lequel on doit s'ef-
forcer de remplacer des résultats numériques (ou de classe d'équivalence
rationnelle) en théorie des intersections par des résultats concernant la
classe d'équisingularité. D'ailleurs il est probable que la démonstration ci-
dessus peut étre un peu modifiée pour prouver un résultat analogue pour toutes
les variétés polaires locales d'un faisceau cohérent F .

2) En fait, comme on le verra au Chapitre VI, les multipli.
cités des variétés polaires locales projectives sont des invariants de nature
essentiellement topologique (au sens de la topologie des sous-ensembles stra-

(k)

tifiés de EN), ce qui généralise la présentation des p de 2.1 donnée dans

[Te 1]-

3.2 Corollaire : A toute algebre analytique locale GX 0 réduite et purement
i

de dimension d, on peut associer une suite d'entiers

3*

Mx’x = (mo(Po(x,o)),mo(P](x,o)),--.,mo(Pd_1(X,0)))

ou mO(Pk(X,O)) est la multiplicité en O de la variété polaire projective

Pk<(X,0),D > calculée au moyen d'un plongement (X,O)CZ(EN,OJ et d'un sous-

d-k+1

espace Dd—k+1 assez général.

3.3 Remarque : Nous nous permettrons dorénavant de parler de "la'" variété
polaire (sous-entendu '"projective générale') de codimension k de X et méme de

la noter Pk(X,O). Noter que d'apres 1.3, ii), Pd(X,O) est vide.

P . 2 2
.4 Exercice : Soit X la surface dans Es d'équation x~ -y z=0 ; montrer

3*

que MX,

O:(2,1).

§ 4. Variétés polaires et espace conormal.

Voici une autre construction possible des variétés polaires projectives,
ou la modification de Nash est remplacée par le morphisme conormal. C'est la

forme locale de la construction des cycles polaires des variétés projectives
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qui permet d'étudier le comportement de ces cycles par dualité (cf. [Pi]).

Je remercie J.P.G Henry et M. Merle de m'avoir signalé son intérét.

4.1 Reprenons la situation de 1.1. Soit f: X- S un morphisme, comme en 1.1,

. N s Az
et supposons fixé un S-plongement XCSx T . Considérons 1l'espace conormal re-

latif
v -_
PN 1
Kf
c (%) e xx BN
n
f
X
YN-1 . . . . R
et notons Kf:Cf(X)~ P le morphisme induit par la seconde projection
YN-1 YN-1 . P .
Xx P -~ 1P . (G‘Joue le role du morphisme de Gauss.)

4.1.1 Proposition (a comparer a la Prop. 2 du § 1, et son Corollaire 1.3.1)

Pour tout entier k, O<k<d=dimX-dim$S, il existe un ouvert de Zariski dense

YN-1
Uk de la grassmannienne des sous-espaces projectifs de dimension d-k de P
tel que pour tout Ld—kE Uk on ait
1) N}1(Ld_k)(ﬁu;1(x-F) est dense dans K}1(Ld_k) et ce dernier espace est

vide ou de codimension pure N-1-d+k dans Cf(X).

2) L'égalité dim(n;1(o)rwx;1(LQ‘k)): dim u}l(O)-N+1+d-k a lieu si 1'inter-

section n'est pas vide.

3) L'intersection Dd—k+1 dans EN de tous les hyperplans de EN représentés

par des points de Ld_k est un sous-espace de cocimension d-k+1 de EN apparte-

nant a 1'ouvert W, de la Prop. 2 du § 1 et l'on a

-1, . d-k i
(*) (nf(?»f (L)) = P <f3D

red k d—k+1>

Preuve : Les points 1) et 2) peuvent &tre démontrés de fagon tout a fait
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analogue aus points 1) et 2) de la Prop. 2 du § 1. Dans le point 3), l'asser-

tion de dimension vient de ce que D est l'intersection des hyperplans

d-k+1
correspondant a d-k+1 points en position générale dans Pd_k, la condition
que D soit dans W, est une condition ouverte sur Ld_k comme on le voit

d-k+1 k

facilement. Enfin, d'apres les points 1) et 2) il suffit de vérifier 1'égalité
(*) en tout point x de X-F, c'est-a-dire que, notant TegN 1'espace tangent

en x a la fibre X(f(x)) de f passant par x, on doit prouver 1'équivalence

d-k d-k

TcHEL e aim(TND )2k- 8i TcHeL , DN a
d-k+1

dim(Tf}Dd_k+l)2 d+N-d+k-1-N3+1 =k puisque Dd—k+lg}h et inversement, si

. . _ 1o [ 3 1 1 i -
dlm(T(TDd_k+1)2 k, on a d1m(T~de_k+1) < N-1, d'ou 1'implication inverse puis
que Ld_k est 1l'ensemble des hyperplans contenant Dd kel "
§ 5. Transversalité des variétés polaires.
5.1 Théoreme : Soit f: (X,0)—-($,0) un morphisme d'espaces analytiques comme

en 1.1, ou de plus S est non-singulier de dimension au plus 1. Pour tout repré-

sentant assez petit de f, tout plongement local (X,O)C:(EM,O), tout entier k,

O<k=d=dimX-dimS, il existe un ouvert de Zariski dense Tk de la grassman-

; R . - M
nienne Gk des sous-espaces vectoriels de codimension d-k+1 dans T , contenu

dans 1'ouvert Wk de 1.4 et tel que, pour tout D S Tk’ on ait

d-k+1
A) Le sous-espace Dd—k+1 est transverse en 0, dans EM, a la variété polai-

re relative Pk<f;D >, en ce sens que l'on a

d-k+1

5 > =
'Dd—k+lr]C0(Pk<f’Dd—k+1 ) {O}

gﬁ CO( . ) désigne le cone tangent en O, et 1'intersection est prise dans

T .
Mo

B) Les directions limites en O d'espaces tangents aux fibres de f en des

points non-singuliers d'icélles contenus dans XﬂDd_lHl sont transverses a

M Lo
Dd—k+1 dans T, en ce sens que pour une telle limite T, on a

d1m(Tr1Dd_k+l): k-1.
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Démonstration : Ces deux résultats sont d'une vertaine maniere duaux l'un
de 1'autre : considérons le diagramme

, e
Nf(X)——)Nf(X)

déja utilisé au paragraphe précédent, et posons xd—k+1 = (X(]Dd-k+1)red'

5.1.1 L'assertion A) équivaut a la suivante
! & i <fy > <f; > X!
A') Les transformés stricts Pk f’Dd-k+1 de Pk f,Dd_k+1 et Gkl de
xd—k+1 par 1'éclatement e de O dans X sont disjoints
. >| L] =
Pk<f’Dd—k+l n xd—k+1 9
L'assertion B) équivaut a la suivante
. A
' & i . N
B') Les transformes stricts Pk<f’Dd—k+l> de Pk<f’Dd—k+1> et xd-k+1 de

xd-k+1 par la modification de Nash relative Ve sont disjoints
< > R
PrtiDyiid” M Xgker = 2

La vérification de ces équivalences est immédiate au vu des définitions.
Traduisons maintenant les deux assertions en termes de coordonnées.

Supposons les coordonnées de EM choisies de telle fagon que Dd—k+1 soit défini

par z_ = >. D'apres (Chap. I, 5.2),

- = F = <f;
1 24 ket 0 ; posons Pk Pk ;D

d-k+1

1'assertion A) équivaut a la suivante

A") Pour tout i tel que d-k+1<i <M, 1'élément z. .0, image de z., dans
i Pk,O i

). G

P de & en-

O, 10

kao est entier, dans ka,o, sur 1'idéal (z1,..

gendré par les images de 2z

123k 0

k’
PR S

D'aprés (Chap. II, 3.1), 1'assertion B) équivaut a la suivante, pour tou
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choix d'un systeme de générateurs (fl""’fp) pour 1'idéal définissant (X,0)
dans (s,0) x (¢¥,0)

dans O, de 1'idéal jacobien relatif

B") L'image J .0
X/ d-k+1’

S Xd_k+1,0

JX/S’ engendré par les images des déterminants jacobiens de rang c=M-d

a—(—z-i—’—.—:—-—,z—)— {jl,...,jc}c{l,...,p}, {il,...,ic}C{l,...,M}

est entiere dans &

X sur 1'ideal J0 engendré dans &,

X par ceux de

(‘]—k+1’0 d-k+1°

ces déterminants jacobiens qui sont tels que 1l'on ait
{il,...,ic} c {d-k+1,...,M)}

Démontrons maintenant le Théoréeme. Choisissons un systeme f . f de gé-

1" p-1

nérateurs pour 1'idéal definissant (X,O)C:(EM,O). Plagons-nous dans le cas ol
dim S=1 ; on peut supposer (X,0)=(L,0) et que £f: X~ S est la restriction a X
M N
de f : (EM,O)—-(E,O). Le S-plongement (X,0) < (S,0) x (£ ,0) peut alors étre
p

défini par 1'idéal (fl,...,fp_l,v-fp) de C[v,zl,...,zM} ou v est une coordon-

née locale sur (S,0).

Considérons 1'ouvert affine A=€% de G
(i)

nienne Gk muni des coordonnées aj , 1<i=<d-k+1, d-k+2< j<M, et le sous-

K’ ou o= (d-k+1)(M-d+k-1),de la grassman-

espace analytique fermé de E><EM><A défini (au voisinage de 0) par 1'idéal de
(i) . . 1z
E{v,zl,---,zM,(aj } engendré par ((fl)a,---,(fp_l)a,v-(fp)a) ou pour un é1é-

. s L1y (i)
ment h€ E{z1,...,zM} la notation (h)a désigne 1'élément de E{zl,.-.,zM,(aj )}
M

N z, dans b, pour 1sisd-k+1. I1

j=dk+2 J

obtenu en substituant z, +

suffit de prouver que A") et B") sont réalisées en tout point d'un ouvert analy-
tique dense de A. Appliquons le Théoréme de Bertini idéaliste (Chap. II, 2.1)

° M
au morphisme Zf:;A induit par la projection Cx@ xA-—A, muni de la section
g: A 0x0xAcZ. I1 existe un ouvert analytique dense U= A -B dans A tel que

pour a€ U, nous ayons les relations de dépendance intégrale suivantes : pour

tout entier £, 154 <M-d+k-2 et pour un choix fixe de
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A:{1£+1,...,1C}C{1,...,M}, notons JA 1'idéal de OZ,c(a) engendré par les

éléments de la forme

A((f., ) yuuue,(f. )
i, a

Z ...z
m m, a(zm,...,z V2. gereyZ, )

1 "2 e e

{31’---13(:}‘:{1,---,})}

et les éléments de la forme

3Mv -~ (£ ) J{f. ) yuau, (£, ) )
pa’j,’a i, a
Va.2z e 2
m m, o(v,z vy Z z )
f/ b 4 1 * s 1 4
m LYRAR P i,

{dgrmri de{t,m,p-1]

Alors on a, pour {jl,...,jl}c[d—k+2,...,M}, {k skt {1y, doket]

e
ar, ) e, (£, ) )

#*) Jl ° JC ° J

( ) ) “Oz,0(a) € a

d(a, !
34

. z; o2y )
I L1 c
Remarquons que, puisque sur Z on a v=(f )a’ il résulte de (Chap. I, 1.4.5)
P
que les éléments engendrant JA et ou v apparalt au dénominateur sont entiers
dans OZ s(a)® Sur 1'idéal engendré par ceux du groupe précédent. A dépendance
9

intégrale pres, nous pouvons donc supposer que J, est engendré par les seuls

A
éléments du premier groupe. (N.B. C'est ici que nous utilisons 1'hypothese
dimS<1).

Supposons avoir 1'inclusion : {i2+1,...,iC}C{l,...,d—k+1}. On a alors
les identités

Alr. ) yewu, (£, ))
Jya .

(%) 1 c _

&) (k)

i, TTT o) A(2, ez, 42, s g Z, ) )
1 £ kg k, '

Remarquons gu'au prix d'un changement linéaire des coordonnées, nous pouvons

supposer que tous les agl) sont nuls au point o(a) € Z que nous considérons.

Notons @ 1'idéal engendré par les (agl)) dans OZ 2
9
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Sans plus faire 1'hypothese que {i£+1,---,ic}c{1,...,d-k+1}, on a la congru~
ence modulo @ correspondant a (%*¥), que nous noterons (¥%) mod.G., et de méme

on a les congruences

B((F., ) vy (f. ) B(f. ,eun,t. )
‘]1 a ‘]c a Jl ‘]c
= mod
a(zm vz a2 s .,zij B(zm e a2y 12y RN )
1 £ £41 c i £+1 c a
4 ' 0 Y] . At A 3 — <f ¥
Démontrons 1'assertion A') : Sur la variéteé polaire Pk_ Pk f’Dd—k+1>’ ou
PP B _ , s
Dd—k+1 est defini par zZy= - Zd—k+1"0’ on a d'apres 1.4.1
3(f., yeuuyf. )
31’ * Jc } }
m@}) ,O =0 S1 {11,-..,1c C{d-k+1,---,M
11 1c k

Par ailleurs, les relations de dépendance intégrale (¥*) sur Z donnent des re-
lations de dépendance intégrale par restriction en sous-espace de (Z,c(a)) dé-
fini par 1'idéal O, sous-espace qui n'est autre que X.

Prenant le cas particulier ou £ =1, et utilisant (¥¥) mod-Q, il vient donc,

au vu de la remarque suivant (*), que pour tout j=d-k+2, et tout k,

1<k=<d-k+1, pour tout {i],...,ic}C{l,...,M}, on a
3(F, yeuayf. )
i,
R R vz
L'élément Zj ‘Iz z oz T'OP ,0 est entier, dans GP 00 sur 1l'idéal de
k i, i, k k

0, s engendré par les éléments de la forme
P, +0
3(f, ,eva,f. )

2 Iy c
M A(Z 2. seeey2
m'“i

2 c

) ou {m,i ...,ic}¢{d—k+2,...,M}. Nous pouvons choisir

2,

{iz,...,ic}c{d—k+2,...,M}, ce qui force notre idéal a &tre engendré par
les éléments tels que l'on ait 1<m<d-k+1, et implique, comme on le voit
_aussitat, par exemple en utilisant le critere valuatif, que chacun des

z. O

j Pk’o’ d-k+1< j<M est entier sur 1'idéal engendré par les C. OPk,O )

1<ms<d-k+1, c'est-a-dire que A") est réalisée pour ac U.

Pour prouver B"), prenons {11,...,ic}c{1,...,M} et posons
{i1,...,ic}ﬂ{1,...,d—k+1}:{nl,...,nz}. On peut donc écrire
{il,...,ic}: {nl,...,n/a , i£+1,...,ic}, au prix d'une permutation. Nous allons

utiliser le critérevaluatif de dépendance intégrale : soit
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h: (D,0) = (X 0) un arc, et supposons que 1'élément de valuation selon h

d-k+1’

minimale parmi tous les éléments de la forme

3(f, yeue,f. )
) , I Je
m, """ %m, 3z ..,z 2, yeees2, )
1 £ m m iy i,
soit 1'élément
B(f. ,ove,f, )
2 2 Jl Jc
r, """ %, 3(z ,..v,z ,z. yeeorZ. )
1 £ r, LY T i,
Puisque 2z, = ... = Zgp,1=0sur Xg 0, onoa {rl,...,rz}C:{d~k+2,...,M}.

En appliquant le Théoreme de Bertini idéaliste via (%) et en utilisant

(*%) mod- @ sur X X, on obtient que

a-k+1

alf, , L. d3(f, yeuuyf, )
1 Jc - 2 2 Jl Jc
(nl) (hz) - r, tee r, a(zn v 2 a2 R )
a(ar R ,Z. g sz, ) 1 2 241 ¢
1 rl 1f/+‘1 lc

a une valuation au moins égale a celle de 1'élément isolé ci-dessus, et donc

a(f:.l ,...,fj )

3z 21 2 < ) @ une valuation au moins égale a celle de

seeesZ 47, yr ey 2,

0, 0, i,

3(f. y..uyf. )
Jl Je s N
i suffit, d'apres le critere valuatif

3z yeevyz L2 yeeaaZ, ) €€ qui su ! !

ry LI S i,
a prouver que l'assertion B'") est vérifiée pour a€U. ®

La preuve dans le cas "absolu'" ou S est un point est identique a ceci

prés que l'on n'a pas besoin d'utiliser (Chap. I, 1.4.5).

Remargque : L'assertion A) généralise le Théoreme 1, p. 269 de [Te 1] concer-
nant les hypersurfaces a singularité isolée. Ce résultat a déja été généralisé
par M. Giusti et J.P.G. Henry ([G-H]) aux courbes polaires d'intersections

completes a singularité isolée. Enfin, le Théoréme 5.1 est une conséquence d'un
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théoreme de J.P.G. Henry et M. Merle dans [H-M], qui généralise ([Te 1],I,

2.7 a 2.9).

5.2 Dans le cas absolu, on a un résultat de transversalité plus précis.

~ N
5.2.1 Proposition (Variante du Lemme 4.1.8 de [L&-Te]) : Soient X< un

espace analytique complexe réduit purement de dimension d, Y un sous-espace

non-singulier de dimension 1 de X et 0€Y. I] existe un ouvert de Zariski

dense W de 1l'espace des drapeaux

_‘l‘\i Di est de codimension i, tel que pour tout H€ W, on ait

< . B . .

lDd_kﬂCy(Pk (x’y)’Dd—k+l>| = {o} (intersection dans T )
T,y

en tout point y€ Y- {0} assez proche de 0, et Osk<d-1.

Preuve : Nous allons d'abord montrer que pour toute rétraction locale

P (EN,O)—' (Y,0), 1'ensemble des drapeaux tels que D! =T contient un
! p(l)(o) 0
1

ouvert de Zariski dense de drapeaux satisfaisant la condition de la Proposi-

tion. Considérons 1'éclatement ey EY(X)—'X de Y dans X, et la réunion F_ des

composantes irréductibles du diviseur exceptionnel e}i(Y) qui sont envoyés
surjectivement sur Y par ey (c'est le sous-espace de e;1(Y) défini par 1'idéal

engendré par les éléments qui sont annulés par une puissance de 1'idéal maxi-

. N- P
mal m de O, ). Considérant le plongement E_(X)cXx P 2 géfini par un
Y,0 Y,0 Y
N-2

choix de coordonnées sur la fibre p_l(O), on voit que F_1 ({o}xP ) est

de dimension d-2. On peut donc choisir un sous-espace Dd de codimension d-1

dans T =D, et tel que ProjD. N (F n({o}x IPN_2)) = §. Supposons maintenan
¢'0y,0 1 a" o
’

: . . = = '
avoir choisi DdCDd—lc"'CDi+l dans D1 de telle fagon que, notant

Fd_chxIPN—2 la réunion des composantes irréductibles du diviseur exception-

nel de 1'éclatement EY P. <X3D, >=P '<X;Dj+ > de Y dans la variété polaire

d-) i+l d-j 1
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P j associée a Dj+ on ait Proj Djﬂ (Fd_jﬂ{O]x]PN_z) =f# pour i+l1sj<d.

d- 1°?
i . < .
Remarquons que puisque Pd—i<X’Di+1> est contenu dans Pd—i—l X’Di+2>’ on a
N-2
L 3 _
1'inclusion Fd—iCFd—i—l , et donc en posant Fj(O) = Fjﬂ {o}x P , on a

Fd_i(O)EF _1(0), d'ou Proj Di+ nr _i(O) = #. Comme par construction, on a

d-i 1 d

dim Fd—i(o) =i-2, on voit que 1'ensemble des sous-espaces vectoriels D, de

codimension i-1 de D), contenant D, , et tels que Proj D, ﬂFd_i(O);éﬂ est de

1

dimension au plus i-2 (image de F i(0) dans Proj D'1/Di+1) alors que 1'ensem-

d-
ble des sous-espaces vectoriels Di de codimension i-1 de Dl contenant Di+l
est de dimension i~1. Nous pouvons donc choisir Di contenant Di+1 et tel que

Proj D, ﬂFd_i(O) =f. On construit ainsi un drapeau & ayant la propriété que
Proj DiﬂFd_i(O) # pour 2<is<d, et finalement on peut par le méme argument

choisir D, contenant D2 et tel que lnlmcy(Pd-l(D2»] = {o}.

Utilisons maintenant le fait qu'en tout point y€ Y- {O} assez proche de O,

chaque Pk<X;D > est normalement plat le long de Y, ce qui implique (cf.

d-k+1

[Le-Te 2]) que, en notant NkﬂY le cone normal de Pk le long de Y, on a en

tout y€ Y- {0} une suite exacte de cénes (cf. Loc. cit.)

) - Nk(y) >0

> ; >
0 T 7Cy(Pk<X,Dd_k+1

Y,y

ce qui signifie que les translations (dans T ) laissent invariant le cone

N
T,y .
tangent, et que le quotient par cette action s'identifie a la fibre Nk(y) du

cone normal. Par notre choix de #, nous avons Proj Dd_kﬂFk(O) = B, donc
Proj Dd kﬂFk(y) =f pour y assez voisin de O, mais par la définition de 1'écla
tement, nous avons pour y€ Y- {0}, Fk(y) = Proj Nk(y), et cela donne

- | 5 _ s ' e
lDd—kﬂNk(y)l = {0}, et en fait |T XDd_k)ﬂCy(Pk)l = |yl puisque d'apres la

Y,y

suite exacte, on a Cy(Pk) = TY,yXNk(y)' Finalement on a bien

>)l:{0}. L

d-k

ID ncy(Pk<x;Dd_k+1
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5.2.2 Corollaire (Lé-Teissier, [Lé-Te ]) : Pour (X,O)C(EN,O) et un dra-

peau £ assez général, on a

IDd_knPk<(X,O);D | - {o} (0s<ks<ad-1)

d-k+ 1>

Preuve : Appliquer la Proposition a Xx& le long de OxT.

5.3 Revenons au cas relatif,pour interpréter la transversalité B) du Théo-
reme 4.1 comme finitude de certains morphismes.

Soit f: (X,0) ~ (S,0) comme en 1.1, et supposons donné un plongement local
(X,O)C(EM,O) ; soit D, un sous-espace vectoriel de codimension i de e tel que
FND, soit rare dans XN D, et que X, = (XﬂDi)red soit de dimension (pure) d-i .
Considérons la modification de Nash relative et 1'espace conormal relatif de
XCSXEM (plongé par le graphe de f) et notons 5(\1 le transformé strict de
XiCX par la modification de Nash relative, et ’;(i le transformé strict par

N , M
le morphisme conormal relatif n c'est~a-dire 1'adhérence dans Cf(XCSxE )

f’
de %;1(Xi - F). On obtient le diagramme

vV M-
G M-1
G, G A pM-i-1
Nf(X) cf(x)‘
/\/ \,N
X, X,
- 1 1
L v (8 S a
) f f
Nflx.(xi’ C (X.)

2]
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5.3.1 Proposition : Les conditions suivantes sont équivalentes, si l'on fait

précéder chacune de "pour tout représentant suffisamment petit de X".

. -1 o
i) On a Yo (cd_i+1(Di))ﬁXi:¢ .

ii) Le morphisme de X(i) dans )(i xGi , on Gi désigne la grassmannienne des

(d-i)-plans de D, , défini par x- (x,T nT ), s'étend en un morphisme
i -1 D.,x
A £ (f(x)) i
de X, dans X, xG, , induit par le morphisme naturel de G-c_ . _(D.) dans G,
— i — i i da-i-1" 1" — 1
qui a T associe TﬂDi , et dont 1'image dans Xi xG est le modifié de Nash
relatif N

fIXi(xi) de X; -

A
iii) Le morphisme précédent X, - Noix (Xi) non seulement est défini, mais

rl

encore est un morphisme fini.

iv) Pour tout choix d'un systéme de coordonnées locales (zl,---,zM) sur

M N P
€ tel que Di soit défini par z -=2 = 0 et d'un systeme de générateurs

4=

F ’“"FmEOS,s{Z1""’ZM} de 1'idéal définissant XcSxT en O, 1'ideéal

1
3(F., ,...,F, )
Jq IM-d
Az, ,...,2,
Y IM-d

engendré par les

) est entier dans Oy  sur 1'idéal engendré
P
i

par les seuls mineurs de cette forme tels que {ii""’iM—d}C{i+1""’M}'

v) Pour toute limite T d'espace tangents 3 X en des points de X; - F,

on a dim(T(’]Di) = d-i .

i') Notant L1_1<:]PM'_1 1'espace projectif formé des hyperplans qui con-

tiennent Di , on a
-1
f

ii') Le morphisme de X, —K;1(L1_1) dans XileM_i"1 , ol P11l st les-

pace des hyperplans de D., gqui a (x,H) associe (x,HﬂDi), s'étend en un mor-

. 5 M-1-i
phisme Xi—oXi x TP 1-1 dont 1'image est C

).

elx, %5
1

jii') Le morphisme précédent non seulement est défini, mais encore est

un morphisme fini.

Démonstration : i) et v) sont clairement équivalent d'apres la définition

de la modification de Nash. D'autre part 1'application THTﬂDi est précisément
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définie de G-C (D.) dans G

a-ie1?y i ce qui montre aussitot que i) & ii). Nous

avons vu 1'équivalence de v) et iv) en (Chap. II, 3.1), et il nous suffit de
montrer que ii} = iii) puisque l'implication inverse est évidente. Pour ce
faire, nous pouvons plonger localement X dans une intersection complete rela~

tive Z (Chap. 1I, 1.1.1) définie disons par F1,.. et calculer Nf(X)

"FM—d’
A

(resp- Xi) comme transformés stricts de X (resp- Xi) par 1'éclatement de

1'idéal jacobien relatif JZ/S de X, . Mais 1'hypothése de ii) implique préci-

sément que J - Oy

zZ/8

: iz . ‘
i,o est entier sur 1'idéal szDi/S- OXi,O image dans Qxi,o

de 1'idéal jacobien relatif JZﬂD /s de 1'intersection complete relative Zf]Di.
i
~
C X té . -
omme Nf( i) est 1'éclatement dans X, de JZﬂDi/S Oxi,O , que X, Xi est

1'éclatement dans Xi de J - G, et que ces deux idéaux ont la méme ferme-

’
Xi,O

zZ/58

ture intégrale (puisque Jani/S. oXi,O(:JZ/S' oXi,O et que

J G

7/8 * Xi,OC:JZﬂDi/S' GX ), le résultat cherché est donne par (Chap. 1,

i,0
1.3.6).

L'équivalence de v) et i)' résulte aussitot de ce que nous avons vu en 4.1.1.
Pour prouver 1'équivalence de i)' et ii)', remarquons que 1'application
HallﬂDi est définie de EM-l-Li_l dans EM—1_1, et il nous reste a prouver
que ii)' = iii)' : les fermetures des fibres de la projection

o ph-1 S LM ont des espaces projectifs »! dont 111 est un
hyperplan, et si le morphisme }i-»Cf(Xi) n'était pas fini , cela signifierait
que la restriction de LA a KEI(O) n'est pas finie, donc qu'il existe une fibre
Pl telle que Piranl(o) s0it un sous-ensemble algébrique de dimension = 1
(puisque n}l(O) est fermé dans M1 , donc algébrique) et 1'adhérence dans P

de ce sous-ensemble rencontrerait i1 d'aprés le théoréme de Bezout, d'ou une

contradiction avec i)'. =

5.3.2 11 résulte du Théoreme 5.1, B) que les conditions de la Proposition

5.3.1 sont satisfaites, lorsque dim S< 1, pour tout Di appartenant a un ouvert

M
de Zariski dense de la grassmannienne des plans de codimension i de [
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i

.4 Variétés polaires et sections planes.

[9)]

4.1 Reprenons la situation de 1.1, avec les mémes notations

(x,0) — (SchN,o)

(8,0)

\
Soit Go un sous-espace vectoriel de EN, posons G:SXGOCSXCI\ et

[XnaG]-= (XﬂG)r Supposons que G0 soit transverse aux limites d'espace tan-

ed "’

gents aux fibres de f en des points de XN G, c'est-a-dire que d'une part FNG

est rare dans [XNG)], et d'autre part , pour une telle limite T, on a
dim TﬂGO: d+g-N, ou g= dim GO . On peut aussi exprimer cette transversaliteé
de la maniere suivante : soient %f: Cf(X)—'X l'espace conormal relatif de X

™
et [XNG] le transformé strict de [XNG] par » c'est-a-dire 1'adhérence

f’
- —s-1 NN-
dans Cf(X) de nf1([XﬂG] SFNG). Soit PN 8 1V 1rensemble des hyperplans

de EN contenant Go . La transversalité s'exprime par
N-g- R o -1, N-g-1 .
N-g-1 =0, c'est-a-dire [XNG]N Mg (P8 ') = p pour un repré.

-1 my

e onixnelnmw
sentant assez petit. Remarquons que dans le cas ou S est un point, puisque

gim «~1(0) <N-1, il existe toujours des hyperplans G (avec g=N-1) transverses
a toutes les limites d&'espaces tangents ax® (et pas seulement aux limites
d'espaces tangents a X en des points de XNG)-

Quoi qu'il en soit, étant donné un tel sous-espace vectoriel GO, soit

CGO un sous-espace de Go , de codimension d-k+1 dans (IJN .

Dd—k+1

5.4.2 Proposition : Sous les hypotheses précédentes, si de plus le sous-

espace vectoriel D appartient a 1'ouvert W, associé en 1.3 (Prop. 2) a

d-k+1

fI[XNG], et appartient a 1l'ouvert correspondant associé a f, on a 1'égalité :

AN
. = < :
Pk<f’Dd—k+1>nG P fl[xnal; Dd-k+1> ’

ou_le terme de gauche désigne 1'adhérence dans X de (X—F)ﬂPk<f;Dd_k+1>) nG.
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Démonstration : D'apres 1'hypothése de transversalité, en tout point

x€ (X-F)NG, voisin de 0, on a : Ty p( ) o

déduit d'une part que Qf|[XﬂG] est localement libre de rang d+g-N en tout point

de 1'ouvert analytique dense (X-F)NG de [XNG)], et d'autre part (cf. 5.3,

VY N- 1

iii)') que la projection IP ph-1-8 _ pe-1 donnée par HBHNG  induit un

Y
morphisme fini [X N G] _'Cfl[XﬂG]([Xn Gl).

On a donc le diagramme suivant

- N]g 3 ng1

vN_ vN
/ / 0 M elrxnG]

C (X)(——’[X lemGJ([XnG)]

" o ° "

f £l [XnG)

X e—>[XNG)
. d-k N-1 .

et puisque Dd—k+1 est contenu dans Go , le sous-espace L cP représen-
tant 1'ensemble des hyperplans de EN contenant Dd—k+1 est la fermeture dans
YN-1 . L. . . N-1-g .
P de 1'image réciproque par la projection ¢ de centre P donnée

n

d-k-N-g _Veg-1 ,
par HHN G du soms-espace L c P représentant les hyperplans de G,

qui contiennent D On a donc l'égaliteé

d-k+1 °

d-k d-k—N+g)]

(*) [%J At ¥y - o e ([XNGD) NA s, (L

f £1[XnG] fl XNGJ
D'aprés les hypothéses, le morphisme t' est fini (c¢f. 5.3.1), il est biméro-
morphe puisqu'il induit un isomorphisme au-dessus de [XNG]-FNG dont 1'image
réciproque est partout dense dans [m] (resp. Cfl[anJ(I:XﬂG])), donc il est
surjectif. De plus les hypotheses impliquent (cf. 4.1.1) que 1'image réduite
du terme de gauche de (%) est P <f;D >fAa , tandis que 1'image

d-k+1

réduite du terme entre crochets a droite est Pk<f|[XﬂG] ;3 D d'ou le

d-k+1>’

résultat. L]
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5:4.3 Corollaire : Plagons-nous dans la situation de 5.1. Supposons S non-

singulier de dimension = 1 et soit (Y,0)< (X,0) un sous-espace non-singulier

tel gue flY: (Y,0) = (5,0) soit une submersion. Posons t = dim Y - dim S, et

VM-
supposons que 1'espace projectif ]PM 1-t des hyperplans de EM qui contiennent

TY(O) o contienne un ouvert de Zariski dense V fermé d'hyperplans transverses
1

en O aux limites en O d'espaces tangents aux fibres de f. Soit k un entier

<d-t . Il existe un ouvert de Zariski dense de l'espace

YM-1-t
HCFITE Sl e g x P

HOID,

tel que, pour (Dd—k+l s HO) appartenant a cet ouvert de Zariski dense on ait,

en posant H= S><H0 )

N
a)  (P<f;D >AH) | .= Pk<fl[X[WH] 3 D >

d-k+1 ed d-k+1

N
<Py - : - : >
b)  m (Pe<fiDy > OH) = my (PL<tiDy g™ = M, Pk<fIEX‘WHJ’Dd-k+1 )

mo désigne la multiplicité a 1'origine.

)

ou
S5i dimS=1, ce nombre est égal au nombre d'intersection (Pk<f;Dd—k+1>’Dd—k+1

en 0.
Démonstration : Nous reprenons les notations du § 1. L'espace IY est muni de
deux projections naturelles
IY
Pq \\\iz
YM-1-t
Gk i3
. . . A . YM-1-t

La projection p, en fait un fibré en grassmanniennes sur P , donc IY est

irréductible. Puisque k =d-t, la projection Py est surjective, car

dlm(Dd_k+l+TY(O),O) <M-1. Soit WCGk le constructible de Zariski dense formé

des D tels que D

d-k+1 ¥, , que la multiplicité en O de P

c <f; > i
d-k+1 S ¥ 3D soit

k d-k+1

la multiplicité d'une variété polaire générique, et que les conditions de 1.3

et 5.1 soient vérifiées. Le sous-—ensemble pzi(W)CI est constructible dense,

Y
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et rencontre p;l(V) selon un sous-ensemble constructible dense de I Par

v
ailleurs, pour chaque HEV, 1'ensemble des Dd-k+1CHo qui apprtiennent aux
ouverts W (cf. 1.3) et T, (cf. 5.1) associés a fI[XNH] est, d'apres 1.3.1
Y

un ouvert de Zariski dense de p; HO), et d'apres la maniere dont W, et T

k k

sont construits, on vérifie rapidement que la réunion pour HOEV de ces ouverts

de Zariski denses des péi(H) contient un ouvert de Zariski dense W' de I.

D'apreés 5.4.2 et 5.1, A) 1'intérieur de p}l(w) NMW' a toutes les propriéteés
demandées ; en effet 1'assertion a) résulte de 5.4.2, la premiere égalité de

b) est immédiate et la seconde résulte de la premiere et de la définition de

Wk. En effet d'apres 5.1 et (Chap. I, 5.2) puisque Dd~k+1eSt transverse a
< > . P s o s
Co(Pk 3D > et a CO(Pk<f|EXﬂHJ,D >) 1'idéal 7/21 définissant D, , . dans

> et Pk<f|[X{1H];Dd_k+l> des

d-k+1 d-k+1

N . .
€ induit dans les anneaux locaux de Pk<f’Dd—k+1

idéaux ayant méme fermeture intégrale que 1'idéal maximal, (cf. 5.1, A") donc

méme multiplicité (Chap. I, 4.1). Enfin dans le cas ou dim$ =1, Pk<f;Dd_k+1> et

Dd—k+1 sont de dimension complémentaire dans EM, ne se coupent qu'en {O} et

leur nombre 4'intersection est cette multiplicité d'apres [Se] .

5.4.4 Remarques : 1) Si FﬂPk<f',D >N G est rare dans Pk<f;D na,

d-k+ 1>

d-k+1

A
1'égalité P <f; > = (P <f3yD > .
on a 1l'égalité £3D naG=( T dek+1 ﬂG)red

2) Dans la situation de 5.4.3, X étant plongé dans IXEM par le graphe de f,

k d-k+1

[XNH] est le graphe de f’[XﬂHOJ, donc [XHHJQ‘[XOHO] et de méme

AY A
>NH=P <f;D >NH .

P fiDy ket Kk d-k+1 o

or

.5 Variétés polaires et projections.

5.5.1 Proposition (généralisant [Lé-Te)], 4.2.1, i) et 4 2.3) : Soit

f: (X,0)-(S,0) un morphisme comme en 1.1 avec S non-singulier de dimension =1

muni_d'un S-plongement (X,O)C(SXEN,O). On suppose que toutes les fibres de f

sont réduites et purement de dimension d - Il existe un ouvert de Zariski dense

Ed+‘l

U de 1'espace des projections linéaires p: EN-» tel que, pour toute pro-

jection pe U, on ait , ennotant encore p la S-projection, id xp.

S

i) Le germe image (X1,0) = (p(X),0) est une hypersurface de SxCd+1,

dont toutes les fibres sont réduites de dimension d, et le morphisme p: X..X1

est fini et biméromorphe. Notons fl la restriction a X1 de la projection
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sxelog,

de la grassmannienne des

ii) Il existe un ouvert de Zariski dense Wl

k
1

. . d+1 4
sous-espaces de codimension d~k+1 de € tel que, pour (Dl)d—k+16 W1’k on ait:

-1 oL
P <tsp 000G 4,17 req = B (P g7

et ces deux variétés polaires ont la méme multiplicité en O, et ont la multi-

plicité d'une variété polaire générale (cf. 3.1) de X et X respectivement.

Preuve : Donnons-la dans le cas ou S est un point. Le cas ou S est une cour-

be et analogue. On suit la preuve de (Loc. cit.).

Prouvons i) : Il existe un ouvert Uo de projections linéaires q: EN—oEd tel que
si qEUo » la restriction de q a (X,0) soit un morphisme fini (mise en position
d'un germe). D'apres le théoreme de Bertini-Sard, pour des représentants X et

V de (X,0) et (Ed,O), le morphisme q: X=-V est fini et il existe un fermé ana-
lytique rare F cV tel que q induise un morphisme lisse : q_1(V-F1)-aV—F1 .

Soit g€V -F Il existe un ouvert dense de l'espace des projections lineai-

.-
res z de € sur € tel que la restriction de z a q'i(y) NX soit injective. On

vérifie sans peine que l'ensemble F_ des points y€V tels que la restriction

2
de z a q_1(y) N X ne soit pas injective est un fermé analytique rare de V. Pour

N d+1

un tel z, la projection p=(q,z): 0 =C induit un isomorphisme de 1'ouvert

analytique dense X - q_l(FlUF2) sur son image X, dans (Dd+1, ce qui prouve que

1

cette image, qui est une hypersurface par un argument de profondeur déja
utilisé, est réduite [cf. [Te 3], § 3 : il faut plonger localement dans une
intersection complete Z, appliquer 1'argument et remarquer que p(X) est réu-
nion de composantes irréductibles de p(Z), qui est une hypersurface]. Le mor-

phisme n: X~ X_  induit par p est bien fini et biméromorphe, d'ou i).

1

Prouvons ii) : Notons G (resp. G1) la grassmannienne des sous-espaces de codi-

d+1)'

mension d-k+1 de EN (resp. € Soit Z le sous-espace de Gx U formé des cou-

ples (Dd—k+l'p) tels que Ker pcD et soit W1 le sous-ensemble de G, xU

d-k+1 1

formé des couples ((Dl)d-k+1’p) tels que (D ), , ; eppartienne a 1'ouvert W, _ de
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1.3 et que Pk<(p(X),O);(D1)d_k+1> ait la multiplicité d'une variété polaire
générale de (p(X),0). On prouve que ce sous-ensemble est constructible et den-

se dans Gx U par un argument semblable A celui utilisé en 5.4.3. On a le dia-

gramme

GxU

Z W1CG1XU
p’/p&/" &‘
G U G1

ou h est induit par la seconde projection GxU~-U, et est d'image dense.

On remarque que pr, est une fibration algébrique, donc un morphisme ouvert pour
la topologie de Zariski. D'apres 5.2.2, il existe un ouvert de Zariski dense
Tor_‘GxU tel que pour (Dd—k+1’p) S T0 sy le noyau Ker p de p soit transverse a
CO(Pk<(X,0);Dd_k+1>). Soit VC G un ouvert de Zariski dense tel que pour

€V, la variété polaire Pk<(X,O)',D > ait en O la multiplicité géné-

Dkt d-k+1

rale. Considérons enfin la construction suivante. Soit v: N(X)+X la modifica-
tion de Nash de X ; et considérons le morphisme de Gauss v : N(X)—‘Gd , ou Gd

est la grassmannienne des d-plans dans EN. Pour toute projection linéaire

p: EN—aCd+1, la variété de Schubert $(p)={T¢ Gd/ dim(Kerpn T)21} est de codi-

mension 2 dans Gd - Soit R 1'ouvert de Zariski (dense grace au théoreme de

Kleiman, Chap. III, 4.3) de GxU formé des couples (D 1,p) tel que

d-k+

Y_l(Z(p)) ﬂv_1(c (D })) soit de codimension 2 dans \/_l(ck(Dd )). Montrons

k' Td-k+1 -k+1

que l'intérieur Uo du constructible dense h(\TVl)ﬂ (pr2(V)ﬂToﬂR)) convient.
Pour cela, il suffit de montrer que si p¢€ U0 , on a

p((Pk<(X,O);D ) d) = Pk<(X1,O);p1(D )>. (Rappelons-nous que

d—k+1> re d-k+1
d+1
- i i - [ A
D, k.q>Ker p, done p(Dd-k+l)" (Di)d—}ul est de codimcnsion d-k+1 dans )

D'aprés la définition des variétés polaires locales, et le fait que p€ h(Wl)

P, <(X,0);p(D )>fwx2 est dense dans P, <(X,,0);p(D }>. Si cette inter-

d-k+1 d-k+1

section n'est pas vide, il résulte aussitdot de 1.3.1 et du fait que
-1 -1 P
pé€ pr‘2(pr1 (V)) que = (Pk<(X1,O):.p(Dd_k+1)>) est réunion de composantes

irréductibles de Pk<(X,O);D . Montrons qu'en fait

>
d-k+1
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il y a égalité. Si P est une composante irréductible de Pk<(X,O);D > qui

d-k+1

n'est pas dans E—i(Pk<(X,0);p(D }), P est de codimension k puisque

d-k+1
pe prz(pril(V)) et puisque p€ pr2(R), il existe un ouvert analytique dense P°

de P en chaque point x duquel X est non-singulier et Ker p transverse a TX x*
3

L'image par p de T est donc une limite d'espaces tangents en p(x) a X, -

X,x

Si (P) rencontre Xg, n(P) est une composante de Pk<(X1,0);p(Dd_k+1)> et donc

PC7{4(Pk<(X1,0);p(D )>) contrairement 2 1'hypothese. Donc n{P) est un

d-k+1

sous—-espace de codimension k de Xl, contenu dans le lieu singulier de X1 , et
en tout point duquel il existe une limite T1 d'espaces tangents a Xq telle que

dim(T1f1p(D )2 k. Ceci montre que n(P) est une compogante de dimension d-k

d-k+f

de V(Yzl(ck(p(D )), ou P N(Xl)—oPd est 1'application de Gauss, et ceci

d-k+1

©
contredit, par 1.3, le fait que p¢ h(Wi). Ainsi, une telle composante ne peut

exister, et l'on a bien n_l(Pk<(X1,O);p(D )> = Pk<(x,0);D >. Finalement

d-k+1 d-k+1

1'assertion sur les multiplicités résulte de ce que puique pé€ pr2(To), Ker p

est transverse a CO(Pk<(X,O);D >) et du fait que la multiplicité est con-

d-k+1

servée par projection transversale (cf. Chap. I, 5.2 et 4.1). w

Remarques : 1) L'assertioniii) du Théoréme 4.2.1 de [L&-Te] est inexacte,

comme 1'ont montré J.P.G. Henry et M. Merle. Il en est de méme du Corollaire

4.2.4 du méme travail. Ces résultats n'étaient utilisés nulle part dans [Lé-Te].
2) L'étude des variétés polaires relatives de f: X—= S est compli-

quée, dans le cas dim S= 2, par le fait que f’Pk<f;D > peut avoir de

d-k+1

1'éclatement.

§ 6. Mini-formulaire pour les variétés polaires.

Ici 1'on s'autorise a écrire Pk(X,O), ou Pk(f,O) pour "la" variété polai-
re générale de codimension k, dont seule la classe d'équisingularité, voire la
multiplicité, est définie sur T. Le lecteur que cela géne est prié de penser a
la variété polaire générique, définie sur une extension de € (cf. § O et § 1,

1.4)
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6

-1 Quelques inégalités utiles.
6.1.1 Proposition : Avec les notations introduites ci-dessus au § 1, et

au § 4.

a) On a 1'équivalence

. -1
Pk(f,O) = P E&dim me (0) < N-1-d+k

b) Tout point x€ X possede un voisinage ouvert U tel que pour tout x' €U on

ait, pour O<ksd-1

mx,(Pk(f,x')) < mx(Pk(f,x)) .

Démonstration : a) est une conséquence immédiate du théoreme de Bezout et

de 4.1.1. Démontrons b) : d'apres 1.3, pour x fixé, 1l'ensemble des D €G

d-k+1 k

N
(grassmannienne des plans de codimension d-k+1 de ) tels que

dlm(Pk<f;Dd_k+1>)= d-k, si Pk(f,O);éﬁ est un ouvert de Zariski dense de Gk H

on construit facilement une famille m: Pk*_.,wk telle que n_l(Dd-k+1) ne dif-

fere de Pk<f;D > que par des composantes immergées. Puisque la dimension

d-k+1
des fibres de cette famille est constante, on a par semi-continuité de la multi

icité m <fe ;
plicité no(Pk f’Dd-k+1>) zmo(Pk(f,O)) pour tout D €W

d-k+1 Kk ©

Si Pk(f,x)::ﬂ, d'apreés a) et la semi-continuité de la dimension des fibres
d'un morphisme, on a Pk(f,x')z @ pour tout x' assez voisin de x. Supposons
Pk(f,x))éﬂ ; en un point x' GX-Pk(f,x) on a “;l(x')ﬂ)\;i(Ld_k) = @ pour un
certain Ld_k, donc par Bezout, dim K;l(x')< N-1-d+k et Pk(f,x')z f.

Si x'¢€ Pk(f,x) et est assez voisin de x, on a par semi-continuité de la multi-

plicité de Pk(f,x), 1'inégalité
mx(Pk(f,x)) > mx,(Pk(f,x))

mais puisque Pk(f,x) est de dimension d-k, le germe de Pk(f,x) en x' est de

dimension d-k et est un Pk<f;D > en x', d'ou l'inégaliteé

d-k+1
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L (Pk(f,x)) 2 m, (Pk(f,x' )
d'aprés ce que nous avons vu plus haut, et le résultat. ]

6-1.2 Proposition : Etant donné un sous—ensemble analytique fermé Y de X,

#*
il existe un fermé analytique rare FcVY tel que 1'application y-»Mx v de Y
1

dans md définie en 3.2 soit localement constante sur Y - F.

Démonstration : Considérons le diagramme (cf. § 3)
G
~ /
e
EYN(X) *Y—bN(X) CENXG
vy K v

~

ou v est la modification de Nash, ey 1'éclatement de Y dans X, ey 1'éclatement
de V—l(Y) dans N(X) et vy le transformé strict de v par eyr Soit Y=UY, 1la
décomposition de Y en composantes irréductibles et soit

B,={z¢ 'ﬂ—l(Yz)/dimZ ﬂ_l(ﬂ(z))> d-1-dim Yl}' Puisque dim ﬂ_1(Y): d-1 et que

T est propre, le sous-~ensemble analytique FO: ﬂ(UBZ) cY est rare. Soit F1 le
lieu singulier de Y. En posant F= FOLJF1, on voit que 1l'on est ramené a prou-
ver que dans le cas ou Y est non-singulier, et y€Y tel que

dim ﬂ_l(y): d-1-dim Y, 1'application yhoM;,y est constante au voisinage de y.
Soit N(X)=Uza une stratification de Whitney de N(X) telle que v’1(y), v'l(Y),
et les images par EY des strates d'équidimensionnalité relatives de ZY soient
réunion de strates (cf. Chap. III, § 5). Alors pour O0sk=<d-1 il existe un
ouvert de Zariski dense Uk de la grassmannienne des plans de codimension d-k+1

N s . .
de € tel que pour D €U, la stratification naturelle de Ck(Dd—k+1) soit

d-k+1

transverse dans Ox G aux strates Za contenues dans v_l(O). D'apres (Chap. I1I,



453

4.2.5 et 5.1) on en déduit que e My e, (D )) co¥ncide ensemblistement

(v "oy Dy g

. s -1 ~ . .
avec le transformé strict de v (ck(Dd—k+l)) par ey, et que la dimension de

sa fibre au-dessus de O vaut d-k-dim Y. C'est donc a fortiori le cas pour la

fibre au-dessus de O de 1'éclatement de Y dans Pk<(X,O);D >, donc

d-k+1
Pk<(X,O);Dd_k+1> est équimultiple le long de Y (cf. [Li]) au voisinage de y

pour D € Uk' Comme par ajillears on a, grace a la transversalité, 1'égali-

d-k+1
té (Pk<(X,y');Dd_k+1>,y'):»(Pk<(X,y);Dd_k+1>,y') pour y' assez voisin de y,

on obtient le résultat cherché. L]

.2 Quelques formules, dans le cas absolu.

N ..
6.2.1 Pour un plan Hi de codimension i dans T et assez général, on a,

en posant X, = (XfWHi)red

Eal
(Pk(x")m“i)red = Pk(xi,o) si Osk<d-i-1

et pour les mémes valeurs de k, on a

mo(Pk(Xi,O)) = "‘o(Pk(X’O)) .

Ceci résulte aussitot de 5.4.
En particulier, la multiplicité de Pk(X,O) est celle de la courbe polaire

Pk(xd—l-k’O)’ ce qui permet de ramener les calculs de multiplicités de varié-

tés polaires a des calculs de multiplicités de courbes.

6.2.2 Soit XICiEd+1 une projection hyperplane générale de X, on a 1'égali-

mO(Pk(X,O)) = mo(Pk(xl’O)) pour O <k <d-1

Ceci résulte de 5.5.1, ii).

i
* 9
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CHAPITRE v

LE THEOREME PRINCIPAL

Introduction. Soient X un espace analytique complexe réduit purement de dimen
sion d, soit Y un sous-espace analytique complexe de X, non-singulier et de
dimension t, et soit O un point de Y. Ce chapitre contient la démonstration
du résultat principal de ce travail, affirmant que le fait que le couple de
strates (X°,Y) satisfasse en O en les conditions de Whitney (Chap- III, § 2)

. # .
équivaut a ce que 1'application y—-M de Y dans Wd définie par la multipli-

X,y
cité généralisée (Chap. TV, 3.2) soit localement constante sur Y au voisinage
de O.
La méthode de démonstration est la récurrence sur d-t : on va couper X
par une hypersurface non-singuliere H contenant Y et "assez générale". Pour

l'essentiel, la démonstration va consister a vérifier que chacune des condi-

tions dont on veut vérifier 1'équivalence implique que pour H assez générale,

1'espace tangent TH 0 a H en O est transverse a toutes les limites en 0 d'es-
b

paces tangents a Xo, et que (XfﬁH)red satisfait encore la méme condition le

long de Y.

§ 1. La démonstration.

1.1 Un outil technique important est le diagramme commutatif suivant,

associé a un plongement XC:EN, auquel il sera fait référence dans tout le cha-

pitre
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'
“
ny c
E, X —————*XCEN
///) Y e
Y
I'g
X x ]PN—1—t
ol # est l'espace conormal de X dans EN, ey 1'éclatement de Y dans X, ey

1'éclatement de "_1(Y) dans C(X) et n!

y vient de la propriété universelle de

-~

1'éclatement. On pose [=#n o e Je remercie J.P.G. Henry et M. Merle de

-
m'avoir montré gue la modification de Nash de X utilisée dans [Te 5] devait

etre remplacée par 1'espace conormal.

1.1.1 Remarque : Dans le diagramme ci-dessus, le morphisme ny est le trans

formé strict par 1'éclatement e, du morphisme #, c'est-a-dire que 1'on peut

Y

Xx C(X) défini par 1'idéal cohérent du
X
produit fibré dont le germe en un point de ce produit est engendré par les

identifier EYC(X) au sous-espace de E,

fonctions holomorphes sur ce produit annulées par une puissance de 1'éguation

*
pry
PR s H ' i
du diviseur exceptionnel de EYX via 1'homomorphisme OEYX %QEYX;C(X)
correspondant a la premiere projection (cf. [H.L.T.]).
1.2 Théoreme : Soient X un espace analytique complexe réduit purement de

dimension d, Y un sous-espace analytique de X, purement de dimension t, et O

un point non singulier de Y. Les conditipns suivantes sont équivalentes

i) L'application de Y dans n aéfinie par

M*
(=
Y X,y

ii) Pour tout plongement local (X,O)(i(EN,O), on a 1'égalité

= (my(X),my(Pi«X,y))L-qmy(Pd_1(X,y))) est constante au voisinage de O .

dim §_1(0) = N-2-t si 5_1(0) n'est pas vide .



456

iii) Le couple de strates (X°,Y) vérifie en O la condition a) de Whitney

stricte avec exposant 1 et la condition b) de Whitney stiricte avec un exposant

non précisé.

iv) Le couple de strates (X°,Y) vérifie en O les conditions a) et b) de

Whitney.

Démonstration : Tout d'abord, on peut supposer, et l'on supposera, Y plongé

N s
dans T comme sous-espace linéaire.

i) = _ii). Supposons d'abord d-t>0 et considérons 1'espace conormal

n: C(X) = X. Puisque d-t>0, Y est rare dans X et » (Y) est rare dans c(x),
donc dim fl(Y):;N—2 et il existe (cf. Chap.- III, § 5) un fermé analytique
strict FCY tel que pour tout y€ Y-F on ait 1'inégalité dim K_l(yﬂ < N-2-t.
D'aprés (Chap. IV, 6.1, a) ) ceci équivaut a : Pk(X,y)::ﬂ pour k= d-t, c'est-
a-dire my(Pk(X,y)): O pour k= d-t. Par 1'hypothese d'équimultiplicité on a
donc mo(Pk(X,O))z 0, c'est-a-dire Pk(X,O):zﬂ pour k2 d-t et d'apres (Loc. cit.)
aim w"1(0) s N-2-t .

Démontrons maintenant 1'assertion par récurrence sur d-t : Supposons d'abord
d-t =0 ; dans ce cas, Y est une composante irréductible de X, et dire que X
est équimultiple le long de Y équivaut a dire que Y =X, donc %_I(Y): C(X) et
E,C(X) =8, d'od (TH0)=p.

Supposons maintenant d-t= 1. Remarquons d'abord que C_i(Y) est un diviseur
dans EYC(X) qui est de dimension N-1 puisque dimC(X)=N-1, donc dim th(Y)z N-2.
La fibre de ng_l(Y): C-1(Y)-¢Y au-dessus d'un point général y€ Y est de dimen-
sion N-2-t et par semi-continuité de la dimension des fibres d'un morphisme,

on a dim g'l(o) 2 N-2-t .

Examinons le cas ou d-t=1 : D'apres l'hypothese i), comme nous 1'avons vu,nous
avons dim n~1(0) < N-2-t. Par ailleurs, 1'équimultiplicité de X le long de Y
implique (Chap. I, 5.1) que ey est un morphisme fini. On en déduit aussitét,
puisque Q—I(O) est contenu dans e;1(0) xk_1(0), que dim Q_I(O)S N-2-t, d'ou
1'égalité, puisque 1'inégalité inverse est un fait général comme nous venons

de voir.
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Supposons maintenant le résultat démontré pour d-t <c-1 et démontrons-le pour
d-t = c.

J
On peut choisir une rétraction locale p: (EI\,O)—- (Y,0) et considérer

(X,0) comme plongé dans Yxght

dans Y xCNﬂt x ]PN_t—1 . Considérons une stratification EY(X) = UX& de EY(X)

. Ainsi on peut considérer EY(X) comme plongé

telle que e;l(O) soit réunion de strates ainsi que chacune des images par

#y i ByC(X) = Ey(X) des strates d'équidimensionnalité relative de 1y (cf.

Chap. IIT, § 5). Remarquons que puisque 1'hypothese i) implique

- v N-1- -
aim »”1(0) £ N-2-t, il existe un ouvert de Zariski dense U= TP -t o)

v N-1-t _ ¥YN-1

de 1'espace IP cIP des hyperplans de EN contenant T tel que pour

¥,0
HEU, H soit transverse a toutes les limites en O d'espaces tangents a X' .

- N-
Soit HOCEN t un hyperplan, et soit H 1'hyperplan YXHOEYXE t . La transfor-

N-t « ]PN—t-1

est

mée stricte par e, de 1'hypersurface H est Y><H(’) ou H(')CE

Y
1'espace éclaté de HO en 0, dont la fibre au-dessus de 0€ EN_t est l'hyperplan

. N-t-1 s
P -
roj THO,O de IP correspondant a THO!O
Choisissons H0 de teélle facon que d'une part Proj T soit transverse dans

H ,O
N-t-1 . °
P a toutes les strates de la stratification de EY(X) décrite ci-dessus

N-t-1

qui sont contenues dans 9;1(0)C]P , que d'autre part 1'espace tangent

TH o P 0 a H:Y><Ho appartienne a 1'ouvert U déterminé ci-dessus et pour tout
A

k, Osk<d-t, a 1'image par la projection P, de 1'ouvert de Zariski de IY dont
l'existence a été prouvée en (Chap. IV, 5.4.3).
D'apres (Chap. III, 4.2.5), pour tout représentant assez petit du germe

N_tx]PN_t-1 est transverse a toutes les stra

(X,0) le sous-espace YxH de YxU
tes X! de EY(X) et par conséquent. d'une part le transformé strict EY[XﬂH] de

[XNnH]-= (XnH)red par e
N-t  pN-t-1,

Y cofncide avec E XN (YXH(')) (intersection dans

YxT , d'autre part, d'apres (Chap. III, 5.1) le transformé strict

de EY[XﬂH] par le morphisme » co¥neide ensemblistement avec K';1([X nul.

Soit yb une composante irréductible de dimension maximale de Q_1(O), et soit

,VoC]PN—t—l 1'image par 'rL’Y de ‘\40; Si dim 'VO: 0, puisque, par construction,
UOE'VOX“A(O)’ on a dim yo < N-2-1 et par conséquent 1'égalité dim '740: N-2-t,

puisque 1'égalité inverse a toujours lieu. Si dim 7/0>O, d'aprés le théoreme
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de Bezout, Proj Ty on'lfo,éﬂ et donc 'l/'oﬂEY[Xr']H];é;b. Puisque 1'image récipro-
o!

que par Ky de EY[XIWH] cofncide ensemblistement avec son transformé strict,

on en déduit que, notant [XNH]'™~ le transformé strict de [XNH] par le morphis

me {, qui n'est autre que le transformé strict par N{I du transformé strict

EY[XﬂH] de [XNH] par eY, on a
Y, NIXNH]™ £ 5 .
Puisque TH,OE U, d'apres (Chap. IV, 5.3.1), le morphisme naturel
p: [XNH)” —> C([XNH])

du tranformé strict de [XNH)] par » dans 1'espace conormal de [XNH] est fini.
Considérons maintenant le diagramme

~

e
EYC(X) &——— [XNH]'™ - [XnH]~

[

1
]
N
Yo P
'

v ;Y $
E C([XNH]) — LY, c([xNnH])

¢

v
[XNH

ou % est le morphisme conormal de [XNH]cH, e t

(Y)

est 1'éclatement de »~
1,Y
dans C({XNH]) et ey est le morphisme induit par le morphisme d'éclatement
E,C(X) -~ C(X). En utilisant la propriété universelle de 1'éclatement, on obtient
une factorisation P& y qui est en fait le transformé strict du morphisme p

par 1l'éclatement e, vy donc est un morphisme fini puisque p est fini. De plus,
4

posant '5(0) = g"l(o) et vI(O) = g;1(0), on a 1'égalité

(*) '3 % (0)) = Yo nfxnr]~ .
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Montrons maintenant gue [XNH] satisfait aussi 1'hypothése -de i), c'est-a-dire
1'équimultiplicité des variétés polaires. Par notre choix de Ho’ pour un
Dd—k+1 assez général parmi ceux qui sont contenus dans H, on peut prendre

~
Pk(x,0)= Pk<(x,o);Dd_k+1> et on a mo(Pk(x,O))= mo(Pk(x,o)rIH) (cf. Chap. IV,
5.4.3). Montrons que 1'hypothese d'équimultiplicité implique 1'égalité

my(Pk(X,y)): my(Pk((X,O);D )) pour y€Y : considérons le diagramme d'iné-

d-k+1
galités

"

mo(Pk(X,O)) my(Pk(X,y))

i A

mo(Pk<(X,0);D ) = my(Pk<(X,0);D )

d—k+1> d-k+1>

ou 1'égalité horizontale vient de 1'hypothése, 1'égalité verticale du choix de
Dd—k+1' 1'inégalité horizontale de la semi-continuité de la multiplicité, et
1'inégalité verticale de 1'argument de (Chap. IV, 6.1). Le résultat cherthé en

découle. De méme le diagramme d'inégalités

m(PL<(G,0)3D, | >) = m (PL<(X, 005D L >)
I A
(P, <(X,0);D >PH) (P, <(X,0)3D >fH)
"ok 1003 d-ke1”!) = My k YT d-k+1 n

dont la justification est analogue nous montre que d'une part
Pk<(X,O);Dd_k+1>'ﬁH est équimultiple le long de Y, et d'autre part H est trans-
verse, au sens des multiplicités, a Pk(X,y) en tout point y€Y assez voisin

de 0. Comme H reste transverse aux limites en y d'espaces tangents a x° pour

Yy assez proche de O et contient Dd-k+1’ on a

0
Pk<(x,y);Dd_k+1>ﬂH = Pk<([Xr1H],y),Dd_k+1>
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d'apres (Chap. IV, 5.4.2).

Finalement, on a les égalités

-~ -~
my(Pk([XﬂH],y) = my(Pk(x,y)nH) = my(Pk<(X,O);Dd_k+l>ﬂH) -

my(Pk<(X,0);D > = m (P <(X,0);D >) = m (P (X,0)) = m (P ([XNH],0))

d-k+1 d-k+1

d'ou le résultat cherché.

Par 1'hypothése de récurrence, et puisque dim[XNH] = d-1 et que [XNH]cCH, on

en déduit que l'on a 1'égalité
. -1 .
dim Q1 (0) = N-3-t
D'aprés 1'égalité (%) ci-dessus, et la finitude du morphisme Py, on en déduit :
dim Y(0) N[XNH]'"™ = N-3-t, et donc en particulier, en revenant a notre compo-

sante irréductible 3% de Y(0), puisque nous savons que %k rencontre [XNH]'™,

nous avons

dim(y, NLXNH]'™™) < N-3-t .

s}

Par ailleurs, [XNH]'™ est une union de composantes d'un sous-espace de
EYC(X) défini par une seule équation : celle de H composée avec (, par consé-
quent on a ([Bbk 3], § 3, No 1, Prop. 2) 1'inégalité

. . . _

dlm('yoﬂ[XﬂH] ) = dim Y, - 1

d'ou finalement

dim y s N-2-t

et le résultat cherché. ]
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1.1.2 Remarque : Soient X et Y comme en 1.1. Nous venons de voir que si

3t
MX v est constant le long de Y au voisinage de O, il existe un ouvert de
b}

Zariski dense A ©G, tel que pour D € Ak’ Pk<(X,0);D

k d-k+1 > soit équimulti-

d-k+1

ple le long de Y. La réciproque de cet énoncé est vraie aussi. Soit en effet
(cf. Chap. IV, 6.1.2) F <Y un fermé analytique rare tel que my(Pk(X,y)) soit

constante pour y€Y-F . Si F  est non vide, on coupe toute la situation par

k k

un sous-espace lisse de codimension dim Y- 1 de EN rencontrant Fk en {O}, et

1l'on se raméne au cas ou dim Y= 1. On montre par un argument analogue a celui

de (Chap. IV, 5.2.1) qu'il existe un ouvert de Zariski dense ch:Gk tel que si

€D, ,

D kst on ait my(Pk<(X,y);D

d—k+1>): my(Pk(X,y)) pour Y€ Y- {0} assez

proche de 0. Comme il existe un ouvert de Zariski dense Ckc:Gk tel que la méme

égalité ait bien lieu pour y=0, en prenant A = Dkr)Ck, on obtient un ouvert

k

de Zariski dense tel que

my(Pk<(X,O);Dd_k+1

>) = my(Pk(X,y)) pour y€Y
d'ou le résultat. =

L'implication ii) = iii) n'est autre que le résultat de (Chap. III, 2.3.1).

Prouvons iv) = i). Pour cela, nous allons tout d'abord montrer

1.2.1 Proposition : Si le couple de strates (X°,Y) satisfait les conditions

de Whitney en O, on a 1'inégalité : dim »“1(0) sN-2-t .

Démonstration : D'apres {(Chap. IV, 6.1), il suffit de prouver Pd—t(x’O): 8,
et pour un plan H de EN de codimension t-1 passant par O et au demeurant assez
général, d'une part 1'intersection YNH sera non-singuliére de dimension 1,
d'autre part d'aprés (Chap. III, 4.2.2), le couple ([XNH]®,YNH)) satisfera
en O les conditions de Whitney, et enfin (cf. Chap- IV, 6.2) on aura 1'égalité
de multiplicités : mo(Pd—t(X)): mo(Pd_t(X[]H)red). I1 suffit donc de prouver

que Pd_t((xr]H)red,O) est vide, et puisque d1m(Xr]H)red= d-t, nous voyons que
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nous avons ramené la preuve de la Proposition a sa preuve dans le cas particu-

lier ou t=1. Tout va reposer sur le lemme suivant

1.2.2 Lemme-clé : Soient (X,O)C(CN,O) un espace analytique complexe réduit

purement de dimensioun d, et (Y,0) < (X,0) une courbe non-singuliere en 0. Dans

1'espace P des projections linéaires p: EN-o(IJz, il existe un ouvert construc-

tible dense V tel que pour toute projection p€V on ait, en notant P <p> la

d-1

fermeture dans X de 1'ensemble des points critiques de p|x°

i) L'ensemble Pd_1<p> est, au voisinage de 0, un ensemble analytique

fermé de dimension 1, gui est une courbe polaire générale de (X,0), et

[P <p>nyl={o}.

P
a-1

ii) La projection p est générale pour la courbe P <p>UY en 0, au

d-1

sens de (Chap. I, § 6, Prop. 6.2.1) .

. . . N . ,
Démonstration : On suppose toujours £ muni des coordonnées z_,.. et

17" PN
1'on munit E2 de coordonnées x et y. On peut pour prouver le Lemme se conten-

ter de considérer les projections qui sont, a un automorphisme linéaire de €
N N

pres,de la forme : x= 2t = a; 2., Y=z,+ T b, z, . On considere donc la
3 3

N 2(N-2)

famille de projections ci-dessus comme un morphisme T x O 2><(IZ2(N—2) .

[

D'apres (Chap. IV, 1.3.1), il existe un fermé de Zariski BCE2(N_2) tel que

N-2 . c s s s s .
2( )—B, le lieu critique de la restriction a X% de 1a projec-

pour (a,b) €T
tion correspondante soit une courbe, dont 1'adhérence dans X est une courbe
polaire générale.

Par ailleurs, remarquons que si Y est contenu dans le lieu singulier
de X, on a P, <p>NY= {0} puisque d'aprés la définition des variétés polaires

(Chap. IV, 1.3) et le fait que P <p> est une courbe, on a

d-1
Pd_1<p>ﬂSing X={0}. Si Y n'est pas contenu dans Sing X, soit T la limite
en 0 des espaces tangents a x° aux points de Y - {0} Les projections p telles

que Ker pNT ne soit pas de codimension 2 dans T forment un fermé analytique

rare B' de E2(N_2), et pour tout projection pé€ (Ez(N_2) -(BUB'), on aura
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Pi_4<p>NY={0}. Ceci achéve d'établir le point i).

Grace au lemme de transversalité des variétés polaires (Chap. IV, 5.1) il

2(N-2) 2(N-2)

existe dans € - (BUB') un ouvert V constructible et dense dans €

1’
tel que, pour tout pGV1 s le noyau Ker p de p soit transverse au cOne tangent
en 0 a la courbe Pd_1<p>UY, c'est-a-dire ne contienne aucune des droites qui

constitutent le cone tangent. Comme nous 1'avons déja vu, nous pouvons chogsir

un systeme f_ ,...,f , f, €0 de générateurs de 1'idéal définissant
1 m i GN 0
1

(X,O)C(EN,O) tel que dans un voisinage de O0xV_ dans ENXV

1 11 la réunion de

Sing XxV_  avec U P_ <p> soit définie par 1'idéal engendré par les (f.)
1i a-1 i“a,b
PEVl ==
3((f ) ""’(fN-d)ivE)
et par les déterminants jacobiens , tels que

(i

l,...,iN_d)E[3,...,N), ou pour h€ @ N on a noté ha la fonction obtenue

ct,o0 'b
N N
en substitnant x-y a, 2z, az, et y-5 b, 2z, az,, et l'on a pris pour coordon
5 171 1 5 i 2
, N .
nées sur T le les fonctions x, y, ZgseseyZyy Bgaee ey b2,...,bN . Nous avons

ainsi une famille analytique & de courbes de EN paramétrée par V dont

1 *

1'image par le morphisme (Ill\,><V‘1—-~{|32><V‘1 qui a (x,y,zs,...,zN,i,_tl) associe

(x,y,a,b) est une famille analytique 31 de courbes planes paramétrée par V1

(1'image est toujours définie (cf. [Te 3], § 3) ici par 1'idéal de Fitting

FO(Oz) du & 2 -module C}; ).

111><V1

D'aprés les résultats généraux (cf. [Te 2], I) sur la résolution simultanée,

il existe un fermé analytique rare A de V1 tel que au voisinage de tout point
o

de V, -4, la famille ¥ ‘—-;Vl (ou o est la section qui pique O dans chaque

fibre) admette une normalisation simultanée qui de plus a la propriété que

ln_l(O(V1))I -cO(Vl) est étale, oi n:¥ - #Fest la normalisation.

Par ailleurs, d'apres (Chap. I, 6.4.2), il existe un fermé analytique rare B

o
21¢,v (ou o, pique O dans

de V1 tel que la famille de courbes planes ¢ 1

13
chaque fibre) soit équisaturée en tout point de V1 -B.

Examinons ce qui se passe au voisinage d'un point P, de Vl\ (AUB). La famille

des courbes polaires Pd—1<p> admet une paramétrisation simultanée, c'est-a-dire
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qu'elle peut étre représentée comme 1'image réduite d'un morphisme

T
(]] (z,on le—oENxvl ol r est le nombre des composantes irréductibles de
p=1

PSP >UY (ou de (3,c(po) , a cause du fait que |n_1(o(V1))|-od(V1) est étale).

Donc si nous faisons un changement de coordonnées de sorte que les coordonnées
a, b du point pOGV1 soient nulles, et notons dorénavant O pour P chaque com-

posante irréductible :‘Jl de # au voisinage de Opeut &tre représentée paramétri-
n

4

quement comme suit : (cf. Chap. I, § 6) : x=t, , y:U(tz,g,R), Zi:€i(t£’£’2)

(3<isN) et 1<f<sr. Noter que nous utilisons ici le fait que la projection

de Pd—1<p> sur son image dans E2 est transversale pour pEVl, et que ?1 est

équimultiple le long de 01(V1-AU B). Nous nous proposons de prouver gue dans

1'anneau G on a les identités : z :i})— pour 3sk<N. Il suffit de prouver
22720 Yg,0 LAY

que ces identités sont vérifiées dans le normalisé OZ 0=
! L

r
R 2:b) de Oy 4

Remarquons tout d'abord que sur la composante Yle de &, les identités sont
vérifiées puisque la paramétrisation correspondante est donnée par des fonc-
tions ;i’ €,V indépencantes de a et b et que par conséquent on est ramené a
dériver par rapport a bj 1'identité V(t) = 22(’5) +§ bj zj(t) ou
21(t),z2(t),...,zN(t) est une paramétrisation de Y.

Ecrivons maintenant les équations satisfaites par les autres composantes de &,

en utilisant la paramétrisation

n, N
fj(tﬂ -g a; Qi(tz,g,_l_)),\’(tz,g,g)—
N
gbi l;i(tf,’.a_"E)’ gs(th_fivE)""!QN(tzvgvk)) =0

pour 1< j<m et chaque £,
et,par définition des courbes polaires, sur ces composantes de X s'annulent

aussi des déterminants jacobiens




465

dérivons chacune des N-d premieres équations du premier groupe par rapport a

bk\: nous obtenons un systeme d'équations linéaires que nous pouvons écrire
s —azl_ o A W+ —55 o A gk_ﬁ; -0 (1< j<N-a)

ol A désigne la paramétrisation de la £-iéme composante de ¥.
Utilisant 1'annulation des déterminants jacobiens, la regle de Cramer nous

donne alors, pour chaque {i ’iN d}CI{3,---,N}, 1'éguation (dans CEZO)
- k]

oo
(a((fﬂg’ﬁ""’(fN-d)s,E) ) ( 5,
a(y,Z. e ) oA . gk-—ab—k =0
Lo IN-4

Montrons qu'il est impossible que tous les mineurs jacobiens apparais-
sant dans ces équations s'annulent sur la composante de £ que nous considérons.
Si en effet tel était le cas, les regles de Cramer nous montrent, au vu de la
nullité des déterminants jacobiens qui s'annulent sur &, que l'espace tangent
a X au point général de la L-ieme composante de la courbe polaire Y(po) corres-—
pondant a notre point O serait contenu dans 1'hyperplan dx=0 ; en particulier,
1'espace tangent a la courbe polaire elle-méme serait contenu dans dx=0 en
ce point, ce que contredit aussitot le Lemme de transversalité des variétés
polaires (Chap. IV, 5.1). Ainsi nous avons bien, sur chaque composante de &,
et donc dans 1'anneau GZ,O’ les égalités

dv

Z = 35 (3<k=<N)

P

Achevons maintenant la démonstration du Lemme-clé

-AUB), la famille de courbes planes
n

£
21‘aV1 est représentée paramétriquement par x=t, , y=Wt,,a,b) (1<L=r) et

Au voisinage de tout point de Ol(V1

est équisaturée.D'apres ce que nous vu en (Chap. I, 6.4) les dérivations S5
r k
de E{E’E} s'étendent en des dérivations D de q; b ~TT C{tl,g,g} conservant
1, o z:l
S(pl)

\ p . e - - 0. Pui .
1'anneau 031,0 saturé relatif, et verifiant Dk a; 0, Dk t, =0 uisque bien
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r
stir 1'imageT_rU(t£,£,E) de y dans 6# o appartient au saturé relatif, nous
1 1’
avons ainsi prouvé les inclusions
;S(pl)
z & € G (3sk<N)

k 21,0 #1,0

ce qui implique que le sous-anneau de Oy

engendré r O, et les z, « 0.
1’0 g e pa Eﬁ,o Kk J%’Os

sous-anneau qui n'est autre que Og 0?2 le méme saturé relatif que G?! 0"
1 11

comme on le vérifie aussitdt. Nous avons donc démontré que le morphisme

[ N 21 qui est fini, est biméromorphe au voisinage de ¢(0), et induit un
isomorphisme de saturés relatifs (a 91 et p= Pre p). Par passage aux fibres
au-dessus de O, on obtient donc (cf. Chap. I, 6.4.1) gue le morphisme de la

courbe Pd_1<po>LJY sur son image par P, dans Ez s'étend en un isomorphisme des

saturés, ce qui acheéve la démonstration du Lemme-clé.

Démontrons maintenant la Proposition, par 1'absurde. Comme nous l'avons

remarqué, il suffit de prouver que la variété polaire Pd_l(X,O) est vide, avec
l'hypothése : dim Y=1 et (XO,Y) satisfait en 0 les conditions de Whitney.
Choisissons une projection linéaire p: EN—+C2 assez générale pour satisfaire
aux conclusions du Lemme-clé ci-dessus, et choisissons une rétraction locale
P (EN,O)-(Y,O) telle que, notant Tp 1'application tangente a p en O, on ait

1'inclusion Ker pcKer Tp. D'apres le Lemme-clé, on a Pd_l(X,O): P <p> et

d-1

si cette courbe n'est pas vide, soit T une direction limite em O d'espace ten-
gents a x° 1le long d'une des composantes irréductibles de cette courbe. Puis-

que pour chaque point x € Pd_l(X,O)r]Xo, on a 1'inégalité dim(T xf\Ker p)=d-1,

X,

on a également 1'inégalité dim(T N Ker p) > d(1. Soit 4 une direction limite de

T “ , s
sécantes X; p(xi) ou x, tend vers O le long de la meme composante irréductible
de Pd-l(x’O)'

D'apres le lemme-clé, ni £ ni T n'est contenu dans Ker p, d'aprés la condi-

Y,0
T, et d'apres la condition b) de Whitney, £cT.

tion a) de Whitney, T

Y,0

I1 en résulte d'une part que dim(T N Ker p) = d-1, car sinon TNKer p=T, et on

aurait £ cKer p ce qui est exclu, et d'autre part les égalités
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T=(TNnKer p)+@. TY et T=(TNKer p)+T.4%. Mais par construction de £,
]

0

nous avons 4 c Ker T, s donc Ker Tp: Ker p+@ .4, d'ou 1'on déduit aussitot les

égalités Ker p+C .4 +C . T =Ker T _+Im T =T y qui excluent que 1l'on ait
Y,0 P P eN o
b

1'inclusion £ cKer p+T . T ,et a fortiori 1'inclusion £c(TnKer p)+(C cTy ot
- 9

Y,0

Nous aboutissons donc a une contradiction, ce qui implique gque Pd_l(X,O) doit

étre vide, et achéve la démonstration de la Proposition. ]
Remarque : On peut aussi comme dans ([Te 5]) commencer par démontrer, en uti-

lisant la premiére inégalité métrique du Chapitre ITI, que si (X°,Y) satisfait
en 0 les conditions de Whitney, pour une projection p: EN-Ed+1 assez générale,

le couple de strates (p(X)o,p(Y)) satisfait en O les conditions de Whitney. On

se ramene au cas des hypersurfaces, qui est un peu plus simple.

Terminons maintenant la preuve de 1'implication iv) = i) du Théoreme.

Montrons d'abord que nous pouvons nous ramener a prouver l'implication dans le

cas particulier ou t= 1.
D'une part, d'apreés la semi-continuité de la multiplicité des variétés polaires

(Chap. IV, 6.1), pour chaque k, il existe un fermé analytique strict Fk d'un

voisinage de O dans Y tel que, pour y¢€ Fk’ my(Pk(X,y)) s0it strictement supé-

rieur a la valeur my,(Pk(X,y')) pour y' € Y-F cette derniere ("multiplicité

k b

générique") étant indépendante de y' €Y-F D'autre part, d'apres (Chap. IV,

_
5.4.2) et le lemme de transversalité des variétés polaires (Chap. IV, 5.2.1 et
5.4.3) pour tout couple j, k d'entiers tels que j+k £d-1 et tout plan Dj de
codimension j dans e assez général, passant par O, on a égalité

A N
P = ) = . i !
k(X,O)nDj_Pk([XﬂDj],O) et mo(Pk([XﬂDj],O)) mo(Pk(X,O)) Or puisque d'apres
la Proposition et (Chap. IV, 6.1), les variétés polaires Pk(X,O) sont vides

pour k > d-t, nous ne perdons aucune information en coupant X par un plan Dt-l

de codimension t-1 général, qui aura en particulier la propriété que pour tout

k, ID F]Fkl est soit vide (si F, 1'est) soit réduit a {0}. D'aprés (Chap. III,

t-1 k
4.2.2), le couple de strates ({(XND y°

tq) 2¥YND ) satisfera encore les condi-

t-1

tions de Whitney en 0O, et les variétés polaires de X seront équimultiples le
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long de Y si et seulement si les variétés polaires de [XﬁDt 1] sont équi-

multiples le long de YND qui est non-singulier de dimension 1, puisque

t-1"
les multiplicité des variétés polaires Pk(X,O) de X sont nulles pour k= d-t,

et égales a celles de (ant-l)red pour k< d-t. =

Plagons-nous donc dans le cas ou t= 1. Nous allons terminer la démons-
tration par récurrence sur d 3 si d=1, Y est une des composantes irréductibles
de la courbe X, et nous allons voir que si X#Z Y,les conditions de Whitney pro-
voquent une contradiction. Soit en effet [ une composante de X distincte de Y,
et soit T la limite de long de [ des tangentes a I . Soit p: (EN,O)—*(Y,O) une
rétraction locale, et soit £ la limite le long de [ des sécantes m : la
condition a) implique que T= TY,O alors que la condition b) implique que T=4,
ce qui est impossible puisque £ cKer Tp qui est un supplémentaire de TY,O .
Examinons maintenant (par curiosité) le cas ou d= 2. Dans ce cas, la Proposi-
tion nous fournit le fait que P1(X) =P, ctest-a-dire 1'éguimultiplicité de
P1(X,y) le long de Y, ou encore le fait que la dimension de la fibre %_1(0) du

morphisme conormal #»: C(X) - X est < N-3. Il nous reste a prouver que X est

équimultiple le long de Y : D'apres le Lemme 5.1.1, il existe un ouvert de
s oLk Y N-2 N
Zariski dense V de 1'espace TP des hyperplans de T contenant TY o tel
b

que, pour HEV, H ne contienne aucune limite en O d'espaces tangents a X. Nous
allons montrer que pour tout HEV, on a lHN Xl =Y, ce qui prouvera 1l'équimul-
tiplicité, d'apres (Chap. I, 5.5). Supposons le contraire, et soit [' une com-

posante irréductible, distincte de Y, de la courbe {Hn x| y soit

N . .
p: (€ ,0)-(Y,0) une rétraction locale, posons T= Lim T et
o.~ X,x
xex nr
- Y . x-0
£ = Lim x p(x). D'apres la condition a) de Whitney, T contient T , et
o Y,0
x€)(§ nr
X

comme TN H est de dimension 1, il faut que TNH=T mais d'aprés la condi-

Y,0?
tion b) de Whitney, £ appartient aussi a TNH, d'ou une contradiction puisque
£ < Ker Tp , et que ce dernier est supplémentaire de TY 0" I1 faut donc que

9
1'on aie 1'égalité [HNX| =Y.

Supposons maintenant le résultat iv) = i) démontré pour les espaces de

dimension au plus d-1, ou d=dim X.
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Pour notre espace X, la Proposition 1.2.1 nous fournit 1'inégalité

- vN_
dim » 1(O) < N-3 et par conséquent U= P2

2

n

—1(0) est un ouvert de Zariski

VN- N
dense de 1l'espace projectif ]PN des hyperplans de T contenant T tel que

Y,0

tout HE U soit transverse a toutes 1les limites en O d'espaces tangents a x°.
11 nous faut montrer que les multiplicités my(Pk(X,y)) sont constantes sur Y

au voisinage de O pour O<ks< d-2, puisque nous savons déja que mo(Pd_1(X,0)) = 0.
D'aprés (Chap. IV, 5.4.3), il existe un ouvert de Zariski dense de couples

(p H) tets que D cH=H xT que P, <(X,0);D > ait la multipli-

a-k+1' d-k+1 Y,0° d-k+1

cité de la variété polaire générique, et que 1l'on ait

A
Pk<(X,0);Dd_k+1>ﬂH = Pk<([XﬂH],O);Dd_k+l> pourvu gque k < d-2. On peut

supposer D, , général dans H, et donc Pk<[Xr’]H],O)',D >=Pk([XﬂH],O) et

d-k+1

par ailleurs puisque H est transverse aux limites en O d'espaces tangents a X,
le couple ([XHH]O,Y) satisfait les conditions de Whitney. Par 1'hypothese de

récurrence, Pk<[XﬂH];D > est équimultiple le long de Y au voisinage de O

d-k+1
(cf. Remarque 1.1.2 plus haut). D'apres (Chap. IV, 5.2.1 et 5.4.3) on a

my(Pk<(X,O);D >) = my(Pk<(X,O);D >ﬁ H) pour YE€Y et donc pour

d-k+1
k< d-2, Pk<(x,0);D

d-k+1

d—k+1> est équimultiple au voisinage de 0. Il nous reste

a prouver que P <(X,0);D3> est équimultiple le long de Y au voisinage de O

d-2

pour presque tout D Pour cela, il suffit (Chap. I, 5.5) de prouver que 1'on

5.
a |Pd_2<(X,O);D3>ﬂHI =Y pour presque tout hyperplan H contenant Y, et en fait

(cf. la preuve de loc. cit.) il suffit que cette égalité ait lieu pour un

. s N
hyperplan H tel qu'il existe une projection linéaire p: T -Y telle que pour
tout y¢€ Y- {0} voisin de O, P_l(y)ﬂH soit transverse a

p’1(y)r1Pd 5<(X,0)5D, > eny. Or, d'aprés (Chap. IV, 5.2.1) il existe

un ouvert de Zariski dense Wd 2 dans la grassmannienne des plans de codimension

2 dans eV te1 que pour D, & W on ait, pour y€ Y- {0},

d-2’

'DzﬂCy(Pd_2<(X,y);D )| = {0}, et nous pouvons supposer D =D, . Posons

d-k+1 2

H= szY, et choisissons D2 de telle fagon que H ne contienne aucune limite

en 0 d'espaces tangents a x°. Soit g GZN-»Y une projection telle que

K .
er p:)D2

Puisque D, <D

[o} . o
5CDys ona P, <(X,0)5D>NHNX = Py ,<([XNH],0)3D>NX
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mais puisque ([XNH]®,Y) satisfait les conditions de Whitney, la courbe polaire
de [XNH] en 0 est vide , donc le terme de droite est vide. Nous avons donc un

ouvert de Zariski W' tel que pour D2€ W(’i_ on ait

d-2 2°

Py_o<(X,0)5D_>0 (D, x Y) nx® = g

Puisque 1'ensemble (Sing X) ﬂPd_2<(X,O)‘,D3> est de dimension < 1 (Chap. IV,

1.3) et que D_ ne rencontre son cdone tangent qu'en {0} (Chap. IV, 5.1), il est

3

possible de choisir D2:> D3 de telle fagon que
Pd_2<(X,O);D3>ﬂ (D2><Y) N 8Sing X<Y, et par conséquent

o 3 1 - -
P o<(X,0)5D >N (D, xY)NX" = § implique que Ipd_2<(x,o),1)3>m (szy)l =Y,
ce qu'il fallait démontrer.

1.3 Remarque : En chemin, nous avons vu que si (XO,Y) satisfait les condi-
tions de Whitney en 0€ Y, pour tout plongement local (X,O)C((I:N,O) et toute
hypersurface non-singulieére HCEN contenant Y et assez générale, le couple
([xNH]®,Y) satisfait encore les conditions de Whitney. Ceci répond affirma-
tivement a une question de [Te 11], a laquelle V. Navarro avait déja apporté

une réponse affirmative dans le cas particulier ou dim Y=1 (cf. [Na 1])

§ 2. Version relative.

g

2.1 Théoreme : Soit f: (X,0) =—3.(f,0) un morphisme muni d'une section o,

dont toutes les fibres sont réduites et purement de dimension d. Posons

Y=0(Z)cX et supposons donné un T-plongement local

tel que Y:EX{O}-

Les conditions suivantes sont équivalentes

i) L'byperplan K= OxEN est transverse a toutes les limites en O d'espaces

1

tangents a X% et 1'application Y—-.]Nd+ définie par

y-*(my(X),m (Pl(f,y)),---,my(Pd(f,y))) est constante sur Y au voisinage de O.
y

ii) Le couple de strates (XO,Y) satisfait les conditions de Whitney en O
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(resp. les conditions de Whitney strictes au voisinage de O, comme en 1.2, ii)).

Prouvons i) = ii). Soit et Cf(X)~X le morphisme conormal associé a f
est au plongement local XCEXEN. Puisque dim %;1(Y)<dim Cf(x), on a
dim ngl(Y)sN-1 et donc pour YE Y- {0} assez proche de 0, dim hgl(y) < N-2, donc
(cf. Chap. IV, 6.1) Pd(f,y) = f. Par 1'hypothese d'équimultiplicité, on a donc
Pd(f,O) =@ d'ou dim n;1(0) < N-2. Ainsi il existe un ouvert de Zariski dense

VN-1 -1
U=1 -nf

v
(0) de 1'espace ]PN_1 des hyperplans de CN tel que tout HOE U soit
transverse a toutes les limites en O d'espaces tangents aux fibres de f. Mon-

trons d'abord que les hypothéses impliquent Pd(X,O) = . Considérons le morphis-

me conormal absolu

v
]PN

)\ T
v
P

C(X) ——Xx

|

X . Exﬂ:N

N

D'apres (Chap. TV, § 4) il nous faut montrer que K_1(L1) =g, ou L! est une
V ~
droite projective de IPN assez générale pour étre transverse a toutes les stra-

tes d'une certaine stratification de K_l(O). Or 1'hypothese implique que le

v - .

point K¢ ]PN correspondant a 1'hyperplan O><tl:N n'est pas contenu dans % l(0)-
v

Par conséquent une droite L1 de ]PN contenant K et au demeurant assez générale

s s . . -1 L
sera transverse aux strates d'une stratification donnée de # (0). Cela signi-

fie que nous pouvons calculer Pd(X,O) comme Pd<(X,O);D2> ou D, est un plan de
cdodimension 2 de EXEN contenu dans OXEN - Or si P2<(X,O);D2> n'était pas
vide, il existerait un chemin analytique h: (D, 0) - (X,0), tel que

h(D - {0}) =X® et que en tout point x(t) €n(D-{0}) on ait

dim(T )ﬂDQ) > d-1

X,x(t
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Mais puisque K= OXEN n'est pas limite d'espaces tangents a X, et que
N , .
D2CO><E , ceci équivaut a

d1m(Tx1x(t)ﬂKﬂD2) = d-1 c'est-a-dire

dim(T 1 I']DZ) > d-1 (et %x(t) non critique pour f)
£ f(x(t)
ce qui implique, puisque D, est général, Pd(f,O);éﬂ contrairement a 1'hypothe-

se. D'apres (Chap. IV, 6.1) nous avons donc

aim x~1(0) < N-2

¥ N-
ce qui implique que 1'ensemble V = ]PN 1

%" 1(0) des hyperplans de ExEN conte-
nant T x {0} et transverses aux limites en O d'espaces tangents a X° est un
ouvert de Zariski dense.

Montrons maintenant que pour un hyperplan assez général D2= HOCEN (de codi-
mension 2 dans EXEN), posant H:EXHO, 1'espace [XNH] = (XﬂH)red , satisfait
encore les hypothéses de i) le long de T x {O} Du fait que H et K sont trans-
verses aux limites en O d'espaces tangents a XO, et que H0 est transverse aux
limites d'espaces tangents aux fibres de f, on cdéduit que OXHO est transverse
aux limites en O d'espaces tangents a [Xﬂﬂ]o . En effet une telle limite peut
s'écrire TN H ou T est une limite en O d'espaces tangents a x°. Puisque K est
transverse a T, TNK est une limite d'espaces tangents aux fibres de f, donc
on a dim(TﬂKﬂHO) = dim(TﬂHo) 2 d-1. Par contre si H0 contenait TN H on aurait
dim(TﬂHO) =d, d'ou la contradiction voulue. Les variétés polaires
Pk(fl[XﬂH],y) sont équimultiples le long de Y pour O<k<d-1 d'aprés (Chap. IV,
5.4.3), et d'apres le méme résultat, l'on a Pk([XﬂH],O):Pk(X,O)ﬂH pour
O<k<d-1, et les multiplicités sont préservées. I1 nous suffit maintenant de

prouver par récurrence sur d que l'on a l'égalité

mo(Pk(f,O)) = mO(Pk(X,O)) pour O<k=<d
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Si d=1, d'apreés ce que nous venons de voir, nous avons Po(f,O)z PO(X,O) et
Pl(f,O)z P1(X,0): # d'ou le résultat. Supposons l'avoir prouvé pour les morphis~
mes dont les fibres sont de dimension < d-1. D'apres ce que nous venons de voir,

nous avons

m (P, (£,0)) = mo(Pk(f|[XﬂH],0) = m (P ([XNH],0) = m (P (X,0))

pour O<k<=d-1, la seconde égalité venant de 1'hypothese de récurrence, et
Pd(X,O): Pd(f,O)::ﬂ d'apres ce que nous avons vu au début.
L'espace X satisfait donc 1'hypothése i) du Théoréme 5.2, d'on ii) d'apres le

Théoreme.

Prouvons ii) = i). La condition a) de Whitney implique aussitdt que tou-
te limite en O d'espaces tangents a X° est transverse a K. Par le méme argument
que plus haut on peut calculer Pk(X,O) comme Pk<(X,O);Dd_k+l> avec Dd-k+lc
>= P <X;D

K,

et pour D <K assez général, on a 1'égalité Pk<f;D

>
d-k+1 d-k+1 d-k+1

comme on le vérifie aussitot, d'ou le résultat, puisque d'aprés le Théoreme 5.2,

les Pk<X’D > sont équimultiples le long de Y. =

d-k+1
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CHAPITRE VI

CONSEQUENCES

Introduction. Dans ce chapitre, j'indique brievement quelques-unes des consé-

quences des résultats da chapitre précédent. La plus importante me semble &tre

la "réciproque du théoreme de Thom-Mather".

§ 1. Exemples.

[
-

Le cas des familles d'hypersurfaces a singularité isolée.

} = 0 une équation pour une hypersurface X<:E><Ed+1
d+1

Soit F(y,zl,...,zd+1

telle que chacune des fibres X(y) = ({y} € )NX soit une hypersurface a sin-

gularité isolée en 0. Soit Dd k+1<:td+1 un sous-espace vectoriel de codimension

d-k+1. Choisissons les coordonnées de fagon gqu'il soit défini par

2. = tex T o et

17 T2 T 0. Notons f: X—=¥ la projection induite par pr

1

o la section qui pique O dans chague fibre. L'hypothése implique que

3
(—j;,---, oF )2 (2, yeue,2z )N pour N assez grand, et que (jﬂl,..., oF )
dz dz 1 d+1 dz dz
1 d+1 1 d+1

d+2

définit un sous-espace de codimension d+1 de T , donc est une suite régu-

liere. Pour un choix assez général de D on vérifie d'apres (Chap. IV,

d-k+1?

1.3) que la variété polaire relative P, <f;D > pour O<k<d-1 est le sous-

k d-k+1
espace de X défini dans g+t par 1'idéal engendré par (F, azaF . ajF ).
a-k+2 d+1
Pour la méme raison que plus haut, si Pk<f;Dd—k+f>£ B, ce systeme de généra-

teurs est une suite réguliere. Pour k=d, la variété polaire relative est la
réunion des composantes irréductibles de la courbe [ définie par 1'idéal

F F ,

0 2F_ qui ne sont pas contenues dans € x {0}. Aucune de ces

- gy
9z 0% 4.1 ds1
composantes irréductibles ne peut étre contenué dans 1'hyperplan Ox T .

(F,
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Si tel était le cas, on aurait en effet un arc analytique h: (ID,0) - (X(0),0) ,

non constant et tel qu'en un point général x de son image T cDh,, ouD
X(0),x 1 1

est un hyperplan général de Ed+1 ; on vérifie cela en utilisant le fait que

d+1

F(O,Z1,--- )=0 est a singularité isolée. Or un hyperplan général de T

2441
ne peut dtre limite d'espaces tangents a X(0)°, puisque la fibre de la modifi-
cation de Nash de X(0) est de dimension < d-1. Par conséquent la suite

(F ,é%;—,---,gégl—, y) est encore une suite réguliere, et le morphisme ®: [T
2

d+1
induit par y est un morphisme fini et plat, et la somme des longueurs d'anneaux

artiniens

Z::::: dimm(G )

xeo™ 1(y) o 1y, x
est indépendente de y€UT.
D'apres [Te 1, Chap. II], pour x€ @_1(y)f](tx {0}), on a

(

ding (o ) = 2D ey v 1D (xp)

@_1(y),x

.

ou u(l)(X(y)) est le nombre de Milnor en O de 1'intersection de X(y) avec un
. . X ;. d+1 d+1 s op s
plan de dimension i assez général de € f*{y} x T passant par 0. Par diffé-

rence il vient
n (P, (£,0)) = 2D x0)) + 1 D x0)) - @Y (xep) 2 P xm)

pour y £ 0O assez petit.
Un argument analogue permet de vérifier que pour y€ I on a, en notant y le
point {y}x0 de Tx {0}

(k)

n (P (£30)) = b D ey s xiyy

On voit que dans ce cas particulier le Théoreme 2.1 du Chapitre V signifie

que 1l'on a équivalence entre
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%
1) Lla suite uy: (u(d+1)(X(y)),-..,u(o)(X(y))) est indépencdante de y€ € au

voisinage de O .

2) Le couple (X%, x {0}) satisfait les conditions de Whitney en O (resp.

les conditions de Whitney strictes au voisinage de 0).

1.2 Le cas d'une famille de courbes ou la dimension de plongement saute.

Considérons la surface XCEXE3 définie par les deux équations

]
Soit f: XS0 1e morphisme induit par la projection pr,: EXE3—~E et soit
¢ la section définie par o(y) = (y,0,0,0) .

La fibre X(0) est la courbe monomiale donnée paramétriquement par z, = t4,

1
6 13 . : s
zg=t, Zg = t 7, alors que pour tout y# 0,la fibre X(y) est isomorphe a la

3)2

courbe plane d'équation (z2

2~ 2 = 0 qui a deux exposants caracteéristi-

"

12
ques de Puiseux (3/2 et 7/4). Il est clair que X est équimultiple de multipli~
cité 4 le long de €x{0}. Le lecteur est prié de vérifier que la courbe polaire

P1(X,O) est vide. Par conséquent le couple (XO,EX{O}) satisfait les conditions

de Whitney, bien que la dimension de plongement des fibres saute pour t=0.

1.2.1 Remarque : La théorie d'ou est tiré cet exemple se trouve dans 1'ap-

pendice a [Z 2]. On pourrait aussi, au vu de {Loc. cit.) vérifier gue (X°,Y)
satisfait les conditions de Whitney en utilisant (Chap. III, Prop. 5.2.3). Le
lecteur pourra vérifier qu'une résolution simultanée forte des singularités
2
P | 4,6 y .7 y .16 _ 413 ¥y .15
de X est décrite par.zl_t,zz_t-2t +16t +...,23_t —4t + e

§ 2. Réponse a une question de Zariski.

Dans ([Z 3], § 3, Question C) Zariski demande si, étant donné deux sous-

espaces X et Y d'un espace analytique non-singulier Z, 1'ensemble B(X,Y) des
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points y€Y en lesquels le couple (XO,Y) ne satisfait pas les conditions de
Whitney est un sous-ensemble analytique fermé de Y. (En fait Zariski étudie
le cas ou X est une hypersurface, et il avait prouvé que la réponse est affir-

mative si dim X=dimY +1.)

2.1 Proposition : Etant donné un sous-ensemble analytique fermé Y d'un

espace analytique réduit équidimensionnel X, 1'ensemble B(X,Y) des points y€Y¥

en lesquels le couple (XO,Y) ne satigfait pas les conditions de Whitney est

un sous-ensemble analytique fermé rare de Y.

Démonstration : Décomposant Y en composantes irréductibles, on voit que 1l'on
peut supposer Y équidimensionnel. La question est locale sur Y. On peut donc

s s N .o .
choisir un plongement local Xc@ et considérer le diagramme

~

°y
EYC(X) ——3C(X)

! a "
N
E,X — Xl
Y ey

ou x est le morphisme conormal, ey 1'éclatement de Y dans X et n& le morphis-

me transformé strict de ® par ey
D'apres 1l'existence de stratifications par 1'équidimensionnalité des fibres
(cf. [Le-T 2]) 1'ensemble C(X,¥) = {zeg"1(v)/dimz g'1(g(z))>N—2-dim Y} est

un sous-ensemble analytique fermé de E_C(X). Puisque le morphisme { est propre,

Y
son image [(C(X,Y)) est un sous-ensemble analytique fermé de Y, rare dans Y

puisque dim Q’l(Y): N-2. D'apreés (Chap. V, 1.2) 1'ensemble B(X,Y) des points

on (XO,Y) ne satisfait pas les conditions de Whitney est
B(X,Y) = (Sing Y) U (C(X,Y))

d'ou le résultat. [ ]
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Remarque : Dans le cas ot X est une hypersurface et Y son lieu singulier,

supposé non singulier, une réponse affirmative avait été donnée dans [B-H-S].

. a stratilication € i1tne canonique un espace ana 1que.
§ 3. La stratification de Whitney ique d' p lytiqu

Rappelons la construction de [Lé-Te 1, 6.1.5] (voir aussi Chap. III, § 3).

¥*

Notons comme en (Chap. IV, 3.2) My
1]

la suite (mx(X),mx(Pi(X,x),".,mx(Pd_l(X,x»)
des multiplcités des variétés polaires associées au germe (X,x).

Etant donné un espace analytique complexe réduit localement équidimensionnel X
définissons par récurrence une filtration de X par des sous-espaces analytiques
fermés

X = FODF_]D...%FKD...

comme ceci

FO: X ; soit X:tJFO j la décomposition de X en composantes irréductibles
9
3
F1: U {xe F j/ My < D€ prend pas ta valeur qu'il prend en un point général
j 1 b
de F_ .
033}

Notons que cette valeur est (1,0,0,...,0) avec dim Fo i 1 zéros et que
*

F1: Sing X.
Supposons avoir déefini Fo’F1""’Fk—1’ et définissons Fk
F = LJ B(Fi’Fk—i) avec la notation introduite au § 2 ci-dessus, et 1'on

O=i<k-2

vérifie au moyen de (Chap- V, 1.2) que 1'on peut aussi définir Fk comme ceci

soit Fk— =UF . la décomposition de F_ en ses composantes irréductibles j

1 k-1,3, 4 k

F est la réunion du lieu singulier de F et des sous-ensembles analytiques

k k-1

/ 1'une des suites

fermés en nombre fini définis comme suit: {x&F ).
K=1"0x

3 * #*
M M . ey M . ne prend pas en x la valeur qu'elle prend en un
Xox F 0% Fordox P

3.

point général de F .
1k

k-1

Dtapres (Chap. V, 1.2) on a donc
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3.1 Proposition-Définition : La réunion des composantes connexes des Fj-Fj+1

(0< j) est une stratification de Whitney de X, appelée stratification de

Whitney canonique de X.

11 suffit de remarquer que puisque Fk+1 est rare dans Fk , la filtration
stationne localement, et en fait globalement si X est de dimension bornée, et
les composantes connexes des Fj - Fj+1 sont bien des sous-ensembles analytiques

non-singuliers constructibles dans X .

3.2 Proposition : Etant donné une stratification de Whitney quelconque

X:UXOL de X, chacun des fermés Fi définis plus haut est réunion de strates

X .
e

Démonstration : On peut supposer les XOL connexes. Remarquons d'abord que si
un fermé FcX est réunion de strates d'uns stratification de Whitney (Xa),
chaque composante irréductible de F est aussi réunion de strates. En effet cha-
que composante de F contient une strate XoL qui est dense dans cette composante,

et donc si la strate X, rencontre cette composante, elle rencontre 1'adhérence

B

de X , et donc est dedans, d'aprés la condition de frontiere. L'espace entier
X= F‘O est réunion de strates. Supposons, par récurrence, avoir montré que Fk

est réunion de strates pour k< i et montrons que Fi est réunion de strates
o
Pour cela, il suffit de prouver que si XO«F]Fi AP, on a XaCFi . Or si
o o
X NF, £#, d'apres 1'hypothése de récurrence, X est une strate d'une strati-
a i

)
fication de Whitney de chague F k < i0 , et méme de chaque composante irréduc-

k )
tible Fk j de Fk qui le contient, puisque XOL est connexe. Supposons d'abord
?
k
que )(OLﬂSing(F‘i _1);516- Si X n'est pas tout entier contenu dans
o

*
Sing(Fi —I)CFi » la fonction M, de la composante irréductible F,

. . -1,j
o o i-1,3 i

de Fi -1 qui contient ch ne saurait étre constante le long de Xoc s contraire-
]
ment a 1'hypotheése selon laquelle ch est une strate de Fi 1,5 ° Nous pouvons
o 3

donc supposer que XOLF]Sing(Fi 1) = f. Par conséquent si xaﬂFi £ 9, par défi-

a o
3
nition de F, , cela signifie que pour un k<i , 1la fonction M . d'une
1 o F 43
o k’ vk
composante irréductible F, . de F, ne prend pas en x € X NF., la valeur
k,Jk k o a 10

qu'elle prend en un point général d'une composante Fi En particulier

"17j )
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x €EF

. . s ' p
o k’jk par semi-continuité (c¢f. Chap. IV, 6.1) et donc xaCiFk,jk d'apres
#*

la remarque. Si la valeur que prend la fonction MF

en un peint général de
k'K

.y hous obte-

XOL est égale a celle qu'elle prend en un point général de Fi 1,
|

- 3*
nons aussitot une contradiction si &x¢IH puisque MF

0 k' Ik

le long de Xa' Sinon, on a 1l'inclusion Xa<iF

doit &tre constante

*
, donc la fonction M .
kel P19kt

doit etre constante le long de X on F est la composante irréducti-

k+1,jk+1

ble de Fk+1 qui contient Xa . On répete 1'argument ci-dessus, ce que 1l'on peut

faire tant que k< io—l, et 1'on prouve ainsi finalement 1'inclusion XaC:Fi . n

o
Remarque : Cela signifie que la stratification canonique est minimale parmi
toutes les stratifications de Whitney de X.

Remarque : Le concept de stratification de Whitney canonique a été intro-
duit par J. Mather (cf. (Ma], § 4) : il cohstruit une stratification cano-

nique, par un procédé dont celui décrit ici est un avatar, et montre que toute
stratification de Whitney moins fine que la stratification canonique cofncide

avec elle. On vient de voir, dans le cas analytique complexe, un résultat

beaucoup plus précis : toute stratification de Whitney est plus fine que la

stratification canonique.

§ 4. Réciproque du théoreme de Thom-Mather (Tout ce paragraphe présente un

travail en collaboration avec Lé D.T.).

D'abord quelques rappels

4.1 Proposition ([Lé-Te], Prop. 6.1.8) : Soient X un espace analytique

réduit, purement de dimension d, et X= UXa une stratification de Whitney de

X. Soient x¢€ X, et (X,x)C:(EN,x) un plongement local de X au voisinage de x .

Pour chaque entier i > da’ ou da: dim Xa’ il existe un ouvert de Zariski den-

. . . N
se W de la grassmannienne des plans de codimension i de €, et pour chaque

LOE W un nombre réel T> 0 et un ouvert dense U de la boule de centre x et de

rayon 1 dans EN, un nombre réel €< T tels que, notant Bs la boule de centre x et
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N . P .
de rayon € dans €, on ait : pour t€ U, la caractéristique d'Euler-Poincaré

y(Xﬂ(Lo+t)ﬂIB€) ne_dépend que de (X,X ). On la notera Xi_da(x,xa) . (Ici

L +t représente un plan paralléle » la direction L, passant par le point t
4.2 Théoreme ([L&-Te J, Th. 6.1.9) : Soit X= Ux(x une stratification de

Whitney de X, et soit xa la_strate contenant x€ X. On a 1'égalité

d.-d -1
- - 5 B e X -
xq (XX ) =y (XX ) = & (1) m (P _a _1(xB,x))(1 *1(X’XB))
BAa P o
Remarques : 1) Dans (Loc. cit.) ce théoréme est énoncé pour la stratifica-

tion canonique. La preuve vaut en fait pour n'importe quelle stratification de
Whitney.

2) Le cas particulier i = d, +1 de la construction de 4.1, c'est-
a-dire l'intersection XN (LO+ t) r]lBE avec codim LO: dim Xoc+ 1 est ce que
Goresky et MacPherson appellent le '"complex link" de (X,Xoc), objet important
dans leur théorie de Morse sur les espaces singuliers, (cf. [G-M]).

3) Le Théoréme 4.2 est la généralisation des formules de ([Te 1],
Chap. I et II et [Te 12]) exprimant la multiplicité des variétés polaires re-

d+1

latives d'une hypersurface a singularité isolée (X,0)c (T ,0) en fonction de

*
la suite p des nombres de Milnor (cf. [Mi]) des sections planes générales de

X par des plans généraux passant par O. (1.1,(1) ~u(XNH",0) od dim H' =i).

d+1

Soit f: (T ,0) - (C,0) un morphisme dont (X,0) est la fibre. On a

Pk(X,O) = Pk(f,O)r}X pour 0<k < d-1

et dans (Loc. cit.) on prouve
m (P, (X,0)) = b5 (5 0y w0 (x,0)

Par ajlleurs, en adaptant ([Mi]) on prouve que
v, (X,{0}) = 1+ (—l)d—i u(d+1_i)(x,0) (avec les notations de 4.1)
i

ce qui vérifie bien le Théoreme 4.2 dans ce cas, avec X = {o}, XB:X— {o}.
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4.3 Rappelons maintenant le Théoreme de Thom-Mather.

4.3.-1 Théoreme (Thom-Mather dans le cas particulier des espaces analytiques

complexes (cf. [Th], [Ma]) : Soit X=UX un espace analytique muni d'une

stratification de Whitney. Pour tout point x=2 Xa’ tout plongement local XCEN

au voisinage de x, toute retraction locale p: € qxa , il existe un voisinage

ouvert U de x dans EN tel que, en posant V =Ur‘l)(OL on ait : il existe un

homéomorphisme compatible avec p et

XNU =~ (" Nx)1XNU)xV

e 1XnU /pr2
\'i

induisant pour chaque X_, contenant Xoc un homéomorphisme analogue

3

nu =~ (9'1(x)n¥BnU)xv
DIYBOU /pr2
v

ol

Remarquons maintenant que d'apres (Chap. V, 1.2) on a, en posant da: dim XOL

4.3.2 Proposition : Si (XB,XOL) satisfait les conditions de Whitney, pour

tout plongement local (YB,X)C(EN,X) au voisinage de x§€ XOLCYB , il existe un

ouvert de Zariski dense N de 1'espace des drapeaux

) N
b1y ,xCDN—da—lCDN—da—2<'"'CDo =t

o

d'espaces vectoriels contenant TX X tel que pour FE W et tout sous-espace
3 X
a

non-singulier Hi de codimension i contenant )Za et tel que TH %= Di , 0D ait :
b
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le couple de strates ([XBﬂHi]o,Y) satisfait les conditions de Whitney.

En aboutant 4.3.2 a 4.3.1, on voit que 1'on peut renforcer le théoreme
de Thom-Mather : Si (X(x) est une stratification de Whitney, non seulement cha-
que YB est localement topologiquement trivial le long de Xa, au sens de 4.3.1,

mais encore pour tout sous-espace non-singulier assez général Hi contenant xoc ,

1'intersection X, NH., est aussi localement topologiquement triviale le long de

B i

XOL . C'est cet énoncé renforcé qui admet une réciproque.

4.4 Théoreme (Lé-Teissier) : Soit X un espace analytique complexe réduit

purement de dimension d, et soit X:Uxa une partition de X en sous-espaces

analytiques non-singuliers constructibles dans X.

Les conditions suivantes sont équivalentes

1) Pour tout x¢€ X et tout plongement local (X,x)C(EN,x) il existe un

ouvert de Zariski dense W de 1'espace des drapeaux

£ T ..cD, €D :CN
1 o

X ,x“PN_g -1 €
o) ¢4

tel que pour Lew et Hi non singulier de codimension i contenant XOL et avec

TH x:Di y YBﬂHi soit localement topdlogiquement trivial le long de XOL en X,
i?

pour tout X, et O<i=<N-d -1.
B — o

2) La décomposition X:UXOL est une stratification de Whitney de X.

La démonstration détaillée sera donnée ailleurs. Nous venons de voir
L] “
comment 2) = 1) résulte du Théoreme de Thom-Mather. La preuve de 1) = 2)
s'appuie essentiellement sur les résultats du Chapitre V et le Théoreme 4.2

ci-dessus.

Remargune : Il serait plus simple de ne regarder que les plongements locaux
XCCN tels que 1'image de XOL soit linéaire et de regarder alors les intersec-

tions XND, .
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4.5 Réalisation de la partie B) du programme (cf. Introduction). Etant donné

un espace analytique complexe X muni d'une stratification de Whitney X:UXDL
il résulte de 1'égalité de 4.2 par une récurrence facile que la collection des

x.(X_,X ) ot x€X <X, détermine la collection des multiplicités m_(P (X_,x))
i o o4 x kB

p §
en x des variétés polaires des adhérences de strates ig et est déterminée par
* 3 .
elle. Ainsi la suite MX . est bien déterminée par la topologie de l'ensemble
1

stratifié X et de ses sections planes locales générales, au voisinage de x .

§ 5. Rapport avec le cas des hypersurfaces.

5.1 Proposition : Soient XC?EN un espace analytique réduit purement de

dimension d, YC X un sous-espace analytique fermé réduit et O¢ Y un point non-

singulier de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes

i) Le couple (x°,Y) satisfait les conditions de Whitney en O .

ii) 11 existe un ouvert de Zariski dense U de 1'espace des projections

J
linéaires p: m“-‘cd+1 tel que pour p€ U, en posant X1: p(X) on ait : X1 est
une hypersurface réduite de Ed+1, Y, = p(Y) est non-singulier en 0= p(0) et le

couple (Xg,Yi) satisfait les conditions de Whitney en 0.

Démonstration : Cela résulte aussitot de (Chap. V, 2.1 et Chap. IV, 5.5). On

pourrait aussi utiliser les inegalités métriques de (Chap. III, 2.1).

Remarque : On prendra bien garde que 1'inclusion Xi(ip(xo) est en général
stricte : la projection p '"crée des singularités" et en particulier des points

doubles évanescents sur X1.

§ 6. Sur 1'équisingularité a la Zariski (cf. [2 1], [Z 4]).

Trés sommairement, étant donné X(:EN, un objet essentiel pour la théorie

de Zariski est 1'image A, par une projection générique p: EN-‘Ed de la variété

1
polaire P1<p> (cf. Chap. IV, § 1). A priori, un avantage du point de vue des

variétés polaires est que l'on n'a pas a preddre d'image, donc on n'a pas a
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faire d'élimination, et elles sont plus calculales. Dans les cas trés simples,
par exemple lorsque Y est de codimension 1, la variété polaire P1<p> (resp. A1)
n'intervient que par le fait d'étre vide ou non, et les résultats de transver-
salité du Chapitre IV font que les deux théories sont pratiquement interchan-

geables. Un excellent texte a consulter pour la généralisation du critere dis-

criminant de Zariski au cas d'une famille de courbes gquelconque est [Bu]. Dans
: P . . R , B
le cas général, le rapport est encore bien mysterieux mals Je crois qu'une con

séquence des résultats de ce travail-ci est que dans le cas général le fait que

Y=X soit une strate d'une stratification de Whitney de X est beaucoup plus
faible que le fait que X soit équisingulier "a la Zariski" le long de Y.

De ce point de vue, 1le probleme de déterminer le rapport entre les
conditions de Whitney et 1'équisingularité a la Zariski , et le probleme

de caractériser "numériquement' 1'équisingularité 5 la Zariski,(voir [B-H]) ou

1'équisingularité au sens de la résolution simultanée forte (cf. Chap. IIT,
5.3.1) comme j'ai réussi a le faire ici pour les conditions de Whitney, restent
largement ouverts . Il me semble que les variétés polaires locales joueront
encore un role dans ces questions et je veux terminer par un probléme dont la
solution ferait, je crois, avancer 1'étude du rapport entre variétés polaires

et équisingularité a la Zariski.

Définition : Soit Zc:GN un sous-espace analytique réduit de dimension pure c

N 1

dans CN. Soit p: € -t une projection linéaire. Nous dirons que p est une

projection générale pour Z, relativement a une définition de 1'équisingularité,

si pour tout morphisme h: D i, ou P désigne 1'espace des projections linéai-

c+1

res de T dans € , telle que h(0) = p, la famille des images

(h(t)(Z),’t)CEc+1XE est équisinguliere le long de Ox®T en O0xO.

Probleme : Etant donné XC:EN, montrer que pour tout k, O<k=d-1, il existe

un ouvert de Zariski dense Wk de l'espace des projections linéaires

p: CN—-Ed—k+1 tel que pour pé& wk, la projection p soit générale pour la varié-

té polaire P _<p>, du point de vue des conditions de Whitney, ou mieux encore

k
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de la résolution simultanée forte.

Remarque : Le cas k=d-1 est une partie essentielle du Lemme-clé du Chapi-

tre V, et est di a Briangon-Henry dans le cas d= 2, singularité isolée [B-H].
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