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TD 1: Espaces vectoriels, familles de vecteurs, dimension finie.

Exercice 1. Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels réels?

1. C, ou l’addition et la multiplication par scalaires sont données par I’addition et multiplication usuelles.
2. C, avec addition et multiplication par scalaires données par: z+y := 0et -z := 0Vz,y € C, A\ € Rrespectivement.
3. L’ensemble des fonctions réelles & valeurs réelles dérivables en tout point. C’est-a-dire
E ={f:R — R| f dérivable}
avec addition et multiplication par scalaires définies par:
(f+9) (@)= flx)+g(x) et (A-f)(x)=A-f(z) VfgeEzeR
4. L’ensemble des fonctions solutions de I’équation différentielle 2/(t) + V2 + e~ x(t) = 0. C’est-a-dire:
y x dérivable
EF=<z:R—=>R -
() +Vt2+ePa(t)=0 VieR
avec l’addition et la multiplication par scalaires du (3).
5. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle 2/ (t) + v12 + e~ *°z(t) = 1. C’est-a-dire:
. x dérivable
EF'=<¢x:R—R -
2t)+Vt2+ePe(t)=1 VteR
avec l’addition et la multiplication par scalaires du (3).
6. L’ensemble des suites réelles convergentes. C’est-a-dire:
( ) a, E RVn €N
ag, G1,02,03, . . .
00 T T2 750 A e R t.q. lim, o0 an =4
ou 'addition et la multiplication par scalaires sont données par
(a0, a1,az,as,...)+ (bo, by, b2,b3,...) = (ap + bo, a1 + b1, az + bz, a3z + bs, ...)
et
A+ (ag,a1,a9,as,...) = (N ag, A a1, A-az,\-as,...)
respectivement.
7. L’ensemble des suites réelles divergentes. C’est-a-dire:
a, E RVn e N
(a/07a17a27a33"') . N .
lim,, yoo @y, = —00 ou lim,,_yoo @y, = +00
avec l’addition et la multiplaction par scalaires du (6).
Solution. 1. Oui. En fait, tout espace vectoriel complexe E est automatiquement un espace vectoriel réel : on

restreint la multiplication scalaire C x F — EF a4 R x E — FE. Vu que les conditions de la Définition 1.1 sont
satisfiées pour E en tant qu’espace vectoriel complexe, elles le sont aussi pour E en tant qu’espace vectoriel réel.

2. Non. Par exemple, la condition 7 de la Définition 1.1 n’est pas satisfiée : avec cette nouvelle notion de multipli-

cation, nous avons
1-17=0.

Par contre, la Définition 1.1.7 demande que 1-17 = 17.



Oui. En utilisant que la somme de fonctions dérivables et aussi toute multiple d’une fonction dérivable sont bien
dérivables, on voit que I’addition et la multiplication par scalaires données dans I’exercices sont bien définies en
tant que applications E x E — FE et R x E — F respectivement. De plus, toutes les conditions de la Définition
1.1 sont satisfiées, vu qu’on utilise la multiplication et I’addition de nombres réels dans notre définition d’addition
et de multiplication. En particulier, I’élément O ici est la fonction constante égale & 0 et 'opposé d’une fonction
est la fonction —f : R — R définie par

(=f)(z) = —f(z) VzeR

Oui. L’equation différentielle qu’on utilise pour définir E est une équation linéaire, c’est-a-dire, si  : ¢t — x(t) et
y : t — y(t) sont deux solutions et A € R, alors

t—az(t)+y(t) et t— Ax(t)

sont aussi des solutions. De plus, E’ n’est pas vide, la fonction constante égale & 0 appartient & E’. Il s’agit donc
d’un sous-espace vectoriel de F.

Non. Par exemple, la fonction constante égale & 0 n’appartient pas a F.

Oui. 1l s’agit d’un sous-espace de l’espace de toutes les suites (I’exemple 7 du poly) : la suite (0,0,0,...)
est convergente, la somme de deux suites convergentes est convergente et une multiple constante d’une suite
convergente est toujours convergente.

Non. La suite (0,0,0,...) n’appartient pas a cet ensemble.

Exercice 2. Dessiner les ensembles suivants. Lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R2?

L {(0,y)| y € R}.

2. {(0,y)|y = 0}.

3. {(0,y)ly e R} U {(2,0)] z € R}.

4. {(z,y) € R?| 2| = [yl}.

5. {(z,y) e R*| z = y}.

6. {(z,y) € R?| Tz + 12y = 0}

7. {(z,y) € R?| 722 + 12y = 0}
Solution. 1. Le dessin:

Il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel:



e (0,0) appartient & ’ensemble

* Si (0,41),(0,92) € {(0,9)| y € R} alors (0,41 +y2) € {(0,9)| y € R} aussi
e Si(0,y) € {(0,y)]y € R} et A € Ralors (0, \y) € {(0,y)] y € R} aussi.

2. Le dessin:

Ce n’est pas un sous-espace vectoriel (0,1) € {(0,y)| y > 0}, mais —1-(0,1) = (0,—1) ¢ {(0,y)| y > 0}.

3. Le dessin:

Ce n’est pas un sous-espace vectoriel: (0,1),(1,0) € {(0,y)| y € R}U{(x,0)| z € R}, mais (0,1)+(1,0) = (1,1) ¢
{0, 9)y € R} U{(2,0)] = € R}

4. Le dessin:

Ce n’est pas un sous-espace vectoriel (1,1),(1,—1) € {(z,y) € R?| |z| = |y|}, mais (1,1) + (1,-1) = (2,0) ¢
{(z,y) e R?| |a| = [yl}-



5. Le dessin:

C’est bien un sous-espace vectoriel

¢ (0,0) € {(z,y) e R?| z =y}
o Si (z1,21), (z2,72) € {(2,y) € R?| x = y}, alors (z1 + z2, 21 + 22) € {(z,y) € R?| z = y} aussi.
e Si(v,2) € {(z,y) ER?|z =y} et A€ R, alors (A2, z) € {(x,y) € R} x =y} aussi.

6. Le dessin:

C’est bien un sous-espace vectoriel

e (0,0) € {(z,y) € R?| Tz + 12y = 0}
o Si (x1,11), (z2,y2) € {(z,y) € R?| Tz + 12y = 0} alors

et donc (21 + 22, y1 +y2) € {(z,y) € R?| Tw + 12y = 0}
e Si(z,y) € {(z,y) € R?| 7o + 12y = 0} et X\ € R, alors

T Az +12 Ay =A(Te +12y) = A-0=0
et donc (A\z, \y) € {(z,y) € R?| Tz + 12y = 0}.

7. Le dessin:



Ce n’est pas un sous-espace vectoriel: (1, —1—72) € {(z,y) € R?| 722 + 12y = 0}, mais 2 - (1,—5) = (27_%) ¢
{(z,y) € R?| 72 + 12y = 0} parce que

7-2%12-(—%):147&0.

Exercice 3. Les familles suivantes, sont elles libres?

2 -2
1. La famille (u,us) de R?, oi: uy = < ) ) et ug = < ) ) .

2
2. La famille (u1,uz) de R?, oti: uy = < ) ) et us = (

N~
N——

2 —2 1
3. La famille (uq,us,u3) de R3, ot ug = | 1 |, ug = 1 etus= | 1 |.
0 0 1
-1 1 1
4. La famille (uy,us,uz) de R, ot: uy = 3 ,us=| —1 |etus=1]1
-1 1 1

5. La famille (uy,ug,u3) de R[z], oit: uy = x, ug = 2x + 22 et uz = 322
6. La famille (u1,uz,uz) de R[z], ot: uy = x, ug = 2x + 22 et uz = 323.
7. {t — cos(t),t — sin(t)} C F(R,R) (fonctions de R dans R).

Solution. 1. Oui, supposons que

v () () )= (6 )

{2)\1—2)\1 =0 LﬁngLz{ 4N =0

Alors

M+ =0 M+ =0
et donc A\ = Ay = 0.



2. Non:

9 0
cUL— Ug = .
! 2 0

3. Oui. Supposons que

2 —2 1 2\ — 22X + A3 0
Mol ot el 1t exl 1l =] Mt =10
0 0 1 A3 0
Alors
22 — 2\ + A3 =0 22 — 2\ =0 AN =0
M+d+A; =0 = M+ =0 7B N 1N =0
A3 =0 s =0 X3 =0

et donc A\ = Xy = A3 =0.

4. Non. Mais ca se ne voit peut étre pas directement. Supposons que

-1 1 1 A1+ A2+ A3 0
Mol 3 x|l =1 x|l L= v+ | =
-1 1 1 A1+ A+ A3 0

On observe que la premiére ligne donne la méme équation que la derniére. Alors

{ A1+ A+A3 =0 L2—>L:%+3L1{ A1 +X+A3 =0

M =1 +XA3 =0 2X +4X3 =0
Nous voyons donc que pour tout choix de Az, nous obtenons une solution. On met A3 = 1 et on obtient Ay = —2
et A1 = —1. Nous vérifions
-1 1 1
—1- 3 -2 -1 |+ 1 |=
-1 1 1
5. Non,

LR S
Uy 2U2 6’[1,3—

6. Oui. Supposons que
AUl + Agusg + Azuz = ()\1 + 2)\2) - X+ )\21‘2 + 3)\3%3 =0

Alors
A +2N =0
)\2 == 0
3x3 =0

et donc )\1 = )\2 = )\3 =0.

7. Oui. Supposons que
(t = A1 COS(t) + Ao sm(t)) = 0.7~'(R,R~

Le vecteur Oxg g est la fonction constante égale a 0. Donc, on obtient que
Arcos(t) + Agsin(f) =0 VieR

En particulier,
A1c08(0) + Azsin(0) = Ay =0

et
A1 cos(m/2) + Agsin(m/2) = Ay = 0.



Exercice 4. Déterminer la dimension et donner une base pour les espaces vectoriels suivants:

1. C en tant que R-espace vectoriel.

1 1 1 1 6
Vect 01,10 CR3? et Vect ol,]1]01],]0 CR3
1 0 1 1
Solution. 1. En tant que R-espace vectoriel, la dimension de C est 2. En effet, (1,4) est une base pour C en tant

que R-espace vectoriel: tout nombre complexe s’écrit comme une combinaison linéaire de la forme a + b - 7 avec
a,b € R (la famille est génératrice) et sia+b-i=0o0ua,b € R, alors a =b = 0.

2. (1,z,2?) est une base pour Ra[z]. Ry[z] est donc de dimension 3.

3. On affirme que

1 1
01,
0 1
1
est une base de Vect 0 1, 0 . Par définiion c’est génératrice, donc il faut juste vérifier que la famille
est libre. Si
1
A1 0 +X| 0 = 01,
1
alors Ao = 0 et donc A\; = 0 aussi.
4. C’est toujours de dimension 2.
=5 +| 0
Donc la famille libre
0 1, 0
0 1
est aussi génératrice pour
Vect 01, 01,

et ¢’est donc une base.

Exercice 5. Les sous-espaces vectoriels suivants sont-ils en somme directe dans R3?
1. F = Vect((0,1,0)) et G = Vect((1,1,1)).
2. F = Vect((0,1,0),(1,1,0)) et G = Vect((1,0,0)).

Solution. 1. Oui, si (z,y,2) € F, alors x = z =0 et si (z,y,2) € G, alors x = y = z. Dong, si (z,y,2) € FNG,
alors z =y =2=0.



2. Non (1,0,0) € F parce que (1,0,0) = (1,1,0) — (0,1,0) et (1,0,0) € G aussi. Donc FNG # {(0,0,0)}.

Exercice 6. Soit E 'espace vectoriel des fonctions dérivables de R dans R. Soit F' ’ensemble des f € E vérifiant
f£(0) = f/(0) = 0. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémentaire de F.

Solution. F' est bien un sous-espace vectoriel:
e La fonction constante égale & 0 (I’élément zéro de E) appartient & F
e Si f(0) = f(0) =0 et g(0) = ¢'(0) = 0 alors (f + ¢)(0) = f(0) + g(0) = 0 et (f + 9)"(0) = f'(0) + ¢'(0) = 0
e Si f(0)=f(0)=0et A €R,alors (Af)(0)=X-f(0)=0et (Af)'(0)=X-f'(0)=0.

Un supplémentaire G de F' dans E est un sous-espace vectoriel G de E tel que tout élément de E s’écrit comme
la somme d’un élément de F' et un élément de G (FE = F + G) et FNG = {0g}. On observe que si f € E, alors la
fonction g : ¢t — f(t) — f(0) — f/(0) - t est une fonction différentiable telle que

9(0) = f(0) = f(0) =0 =0 et g¢'(0) = f(0) = f'(0) = 0.

Autrement dit
E=F+{(t—a+b-1t); a,beR}.

L’ensemble {(t — a+b-t); a,b € R} est bien un sous-espace vectoriel de E:
e La fonction constante égale & zéro correspond & a =0=0
o (t—a1+b-t)+(t—as+be-t)=F—a1+as+ (b1 +b2)-t)e{(t—>a+b-1t); a,beR}
e N (t—a+b-t)y=@t—A-a+r-b-t)e{(t—a+b-1t); a,becR}.

De plus,
Fn{(t—a+b-t); a,b R} ={0g},

parce que, si la valeur et la dérivé en 0 d’une fonction de la forme ¢t — a + b - ¢ sont 0, alors a = b = 0. Donc

E=Fa{(t—a+b-t); a,beR}.

0 -1 k
Exercice 7. On considére les vecteurs u = |3 |, v = | h | et w = | 1 |. Déterminer pour quelles valeurs de
1 h
1 3 3
(h,k) € R? la famille {u,v,w} est libre et pour quelles valeurs elle est liée.
Solution. Si Aju+ Aov + A3w = 0, alors
X+ kA3 =0 X+ kA3 =0
B\ +hla+As =0 TR oD +(1-h)As =0
M+ 3h+Er =0 M+t i =0
Cas 1: Si h # 1, on obtient
—Xo+kls =0 (k—1)A3 =0
At Ay =0 DR X2 +A5 =0
)\1+%)\2+%)\3 =0 )\14‘%)\2-‘1-%)\3 =0



Cas 1la : Si k # 1, on obtient A3 = 0 et donc Ao =0 et A; = 0.

Cas 1b : Si k = 1, la premiére équation disparait et on obtient une solution non-triviale en mettant (A1, Ao, A3) =
(=(1+h)/3,1,1).

Cas 2 : Si h =1, la deuxiéme équation du premier systéme disparait et on obtient le systéme d’equations

X+ ks =0
M+ she+3ds =0

et on obtient une solution non-triviale en mettant (A1, Ao, A3) = (—(1 + k)/3,k, 1).
On peut donc conclure que la famille est libre si et seulement si h # 1 et k # 1.

Exercice 8. Dans R", donner un exemple de sous-espace vectoriel de dimension 0, de dimension 1, de dimension
2,...de dimension n — 1.

Solution. Par exemple,

W:{{mqum} sik=0

{(z1,22,...2p) ER"; 1 =20 =...=2, =0} sik>0
est un sous-espace vectoriel de dimension n — k pour k£ = 0,...,n, parce que la famille
(6k+1a Ck+2y- - 6n>

est un base de V}, si k > 0.

Exercice 9. Les espaces vectoriels réels suivants sont-ils de dimension finie 7 Si oui, donner leur dimension et une
base.

1. L’ensemble des solutions de ’équation différentielle x(¢)’ + 2t - z(t) = 0.
2. L’ensemble des suites réelles.
3. {(z,y,2) € R®|z = 3z + 5y}

Solution. 1. Oui. Il s’agit d’une équation différentielle lineaire de premier ordre, donc 1’espace de solutions est de
dimension 1. En fait, cet espace est

{(t —a- e_tz); a€ R}.
et un exemple d’une base est donc (t +— a - e_tz)

2. Non. La famille ((s,(cn))k> " ot (™ est la suite définie par
ne

s
k 1 sik=n

est une base pour cet espace. Vu que le cardinal de cette base est infini, la dimension de ’espace 1’est aussi.



3. Oui, cette espace est de dimension 2. On peut écrire
{(z,y,2) € R*|z = 3z + 5y} = {(x,y, 3z + 5y); z,y € R} = Vect((1,0,3),(0,1,5))

On affirme que ((1,0,3),(0,1,5)) est une base pour cet espace. Elle est génératrice, donc on doit just vérifier
qu’elle est libre. Supposons que

A1(1,0,3) + A2(0,1,5) = (A1, A2, 3M\1 + 5A2) = (0,0,0)

alors \; = Ao = 0. Donc la famille est bien libre.
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