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TD 2: Applications linéaires.
Exercice 1. Sont les applications suivantes linéaires ? Si oui, donner des matrices pour les applications par rapport
& vos bases préferées.

1. L’application f; : R? — R définie par
file,y,2)=x+y+2z =zyz€eR, zyz€R.
2. L’application fo : R? — R? définie par
folz,y) = (x+y,z,7m-y), z,ycR.
3. L’application f3 : R? — R? définie par
falx,y) = (x+y,x,7-y+2), xyekR
4. L’application f; : R — C, ou on interpréte C comme espace vectoriel réel, définie par
fa(z) =z, xz€eR.
5. L’application f5 : C — C, ol on interpréte C comme espace vectoriel réel, définie par
fs(z)=¢€?.z, zeC.
ou 8 € [0, 2.
6. L’application fs : R* — R[z] définie par
fo(a,b) =a-(x+2*) +b-(x—2?), abeR.

7. L’application f7 : Rox] — R définie par
2
frlao+ a1 -+ a9 ~x2) :/ (a0+a1 - T+ as ~x2)dw, ap+ay -z + as - 2 € Ro[x]
0

8. L’application fs : Rao[z] — Ro[z] définie par

Fo(P) = %P(m), P e Rya]

Solution. 1. f1 est bien linéaire parce que
f1($+$/7y+y/az+zl) = $+$/ +y+yl +Z+Z/ = fl(xaywz) +f1($/,y/72/)

et
[z Ay, \2) =Xz + dy + Az =\ f(z,y,2) Vo,2',y,9,2,2/, A\ € R.

La matrice de f par rapport a la base canonique de R? et la base (1) de R est

(111)

2. fo est linéaire parce que
Llat+d y+y)=@+a'+y+y o+’ 7 y+m-y)
=(x+yx,m-y)+ @ +y, 2" 7-y) = fley)+ f(v,y)

et
fo(Az, \y) = Az + Ay, Ao, - X -y) = MNa(z,y) Vo, 2’ y,y, 2,2, N €R.

La matrice de f, par rapport aux bases canoniques de R3 et R? est

1

N O =

1
0



3. f3 n’est pas linéaire parce que

£3(0,2) = (2,0,21 +2) # 2£(0,1) = (2,0, 27 + 4).

4. f4 est linéaire parce que
falx+ 2=z 42" = fi(x) + fa(@') et fi(0x) =z = Afy(x) Va,2',\eR.

La matrice de f4 par rapport aux bases (1) et (1,7) de R et C respectivement est
1
0

fs(z4+2) =€ (z4+2) = f5(2) + f5(2) et fs(\2) =Xz = Af5(2) Vz,2 €C, AeR.

5. f5 est linéaire parce que

On prend la base (1,¢) pour C et on calcule leurs images
f5(1) = € = cos(f) - 1 +sin(h) - i

et
fs(i) = €% - i = (cos(8) +sin(f) - i) - i = —sin(f) - 1 4 cos() - i.

cos(f) —sin(0)
sin(f)  cos(0)

fola+d b+0)=(a+d)-(z+a?)+(b+b) (z—2°) = fola,b) + fo(b,V)

Donc la matrice de f5 est

6. fe est linéaire parce que

et
fo(Aa, Ab) = Na(z + x2) + \b(z — 2%) = Afs(a,b) Va,d’,b, ', \ €R.

La matrice de fg par rapport a la base canonique de R? et la base (1,z,2%, 22,...) de R[z] est
0

1
-1

o O = = O

7. fr est linéaire parce que

2
f7(ao+a1-x+a2-x2+bo+bl~x+b2~x2):/ (a0+a1-x+a2-x2+bo+b1-x+b2-x2)da:
0

2 2
:/ (a0+a1-x+a2-x2)dx+/ (b0+b1-m+b2~x2)d:1c
0 0
= frlap + a1 -z + ag - %) + fr(bo + by -z + by - 22)

et

2 2
fr(\(ag+ar-z+ag-x?)) = / )v(ao +a-x+as- x2) dx = )\-/ . (ao +a-x+as- xZ) dx = \-fr(ag+a;-x+az-2?)
0 0



pour tout ag, ay, as, by, b1,bs, A € R.
On utilise les bases (1, ,22%) et (1) pour R? et R respectivement. On a
9 8
() =2, fi(@)=2 et fr(z7) = 3

donc la matrice de f7 est

8. fs est linéaire parce que

d
fg(a0+(11'$+(12'$2+b0+b1’z+b2'12):%(a0+a1'$+a2'$2+b0+b1'$+b2'$2)

d d
:%(angal~:c+a2~ac2)+%(b0+b1~:c+b2~x2)

:fg(a0+al'1'+02‘£L'2)+f8(b0+b1'1'+b2‘(£2)

et

d
~(a0 +ay-x+as- mz) = )\~fg(ao+a1~x+a2-m2)

d
fs(A(ao+ar-z+aza?®)) = — (A (ag + a1 -z +az - 2%)) = A'%

dx

pour tout ag, a1, as, by, b1,ba, A € R.

On utilise la base (1,z,2%) pour Ry[z] et on calcule

d d d
—(1)=0, —(2)=1, et —a*=2
S)=0, @) =1, e a?=2r,
donc la matrice de fg est
010
0 0 2
0 00
Exercice 2. 1. On se place dans R3. On considére le plan
x
P= y | eR® z=a+y
z

Rappeler sa dimension et en donner une base.
2. Trouver un supplémentaire de P (i.e. trouver D tel que R® = P & D).

3. Si F est un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires (F' & G = E). Tout
élément de F se décompose de maniére unique sous la forme e = f 4+ g avec f € F et g € GG. On appelle
projecteur sur F' parallélement & G ’application suivante:

pe=f+gelb—f
Montrer que c’est une application linéaire.
4. Montrer qu’elle vérifie p o p = p. Quel est son noyau et son image?

5. Dans I’exemple précédent, on considére la projection sur P parallelement & D. Exprimer cette projection dans
la base canonique.



6. On appelle symétrie par rapport a F parallélement & G 'application suivante:
s:e=f+g—f—g.
Montrer que c’est une application linéaire.
7. Montrer qu’elle vérifie s o s = Id. Quel est son noyau et son image? Quel est le lien entre s et p?

8. Dans ’exemple précédent, on considére la symétrie sur P parallélement & D. Exprimer cette symétrie dans la
base canonique.

Solution. 1. On a
x 1 0 1 0
pP= Y R zyeRy=LSa-[ 0 [+y- | 1 | €R% z,y R} = Vect 0o1],] 1
T4y 1 1
0
La famille 0|, 1 est donc génératrice pour P. Elle est aussi libre parce que si A1, Ay € R sont tels
1
que
1 0 A1 0
Aol O +X| T =] X |=]0
1 1 A2 0

alors \; = Ay = 0. Donc la famille est libre, et donc une base. Et la dimension de P est donc 2.

2. 11 y a beaucoup de choix possibles pour D. On affirme que
D = Vect 0

est un supplémentaire. Donc il faut vérifier que

(i) D+ P =R?
(ii) et DN P = {Ogs}.

Pour (i) on doit prouver que tout vecteur | b | € R3 s%écrit comme la somme d’un vecteur de D et un vecteur

¢
de P. 1l faut donc trouver ¢,z,y € R tels que

x
b |=10 1|+ Y
c 0 z+y
donc une solution au systéme d’équations
a =t+z
b =y
c =xrx+y
Donc
t =a—c+b
y =
x =c—b
est une solution.
Pour (ii) on calcule
x
y=2=0
DNP= y | =
z=x+vYy
z



3. Observons que p est bien-définie parce que la somme est directe (et donc I’écriture e = f + g est unique).
On vérifit les deux propriétés pour linéarité: Sie,¢’ € Eavece=f+gete' =f +g ou f,f € Fetg,g €G,
alors:
plete)=p(f+f +g+g)=f+f =ple)+ple)
et
p(Ae) = p(Af + Ag) = Af = Ap(e)

pour tout A € K.
4. Sie=f+gavec fe€ FetgeG,alors
(pop)(e) =p(p(f +9)) =p(f) = f = ple).
Donc pop =p.
Le noyau de p est:

ker(p) ={e € E; ple) =0} ={f+9€E; fecFgcG, p(f+9)=f=0r} =G

et 'image:
Im(p) = {ple); ec E} ={p(f+9g); fEF, gc G}y ={f;, feF,gc G} =F.

5. On met donc F' = P et G = D. Pour calculer les images des vecteurs de la base canonique il faut les exprimer
comme la somme d’un vecteur de P et un vecteur de D. On a

1 0 1 0 0 1 1
0 = O+ 0], 1 = 1 -1 0 |+] O
0 0 0 0 1 0
—— N——
dans P dans D dans P dans D
et
0 1
0 = 0O |+—-1 20
1 1 0
dans P dans D
Donc
1 0 0 -1
pl O = 0 , P 1 — 1 et p — 0
0 0 0 0 1 1

0 -1 1
p=]0 1 o0
0 0

6. La preuve est trés similaire & la preuve du linéarité de p.
Observons que p est bien-définie parce que la somme est directe (et donc ’écriture e = f + g est unique).
On vérifit les deux propriétés pour linéarité: Sie,e’ € Eavece= f+gete' = f +g ou f,f e Fetg,g €G,
alors:
slete)=s(f+f +g+g)=Ff+f—g—9 =sle)+s(e)
et
s(he) =s(Af+Ag) = Af — Ag = As(e)

pour tout A € K.



7. Sie=f+gavec f € FetgeG,alors

(sos)(e)=s(s(f+g)=s(f-g)=f+g=e

Donc sos =1d.

Le noyau de p est:

ker(s) ={e € E; ple) =0} ={f+g€E; feFgeG, s(f+g)=f—-9g=0x}
={f+g9€E; feFgeq, f=g}={0r}
vu que FNG = {0g}.
L’image est:

Im(s) ={s(e); e€ B} ={s(f+9g); fEF, geG}={f—-9g; feFgeGt={f+g feF,—geG}=E

On a
s(e) =2-p(e) —Id(e) Vec€ E.

8. Vu que s = 2-p — Id, la matrice de s est

0 -1 1 1 00 -1 -2 2
2 0 1 0)]—-1010]|= 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0

Exercice 3. On considére les matrices suivantes:

10 1 -1 0
10 1 1 2 11
A=|lo0 1|, B=|2 2 2|, Cc= , D= , E=
10 -1 2 1 11
11 8 4 6

1. Lesquelles peut-on multiplier et dans quel ordre ? Calculer ces produits.
2. Déterminer leurs noyaux.
3. Donner une base pour leurs noyaux.

Solution. 1. On peut multiplier

0 1 9 1 1 2 1 1
A-C= 0 -1 ,CA:<O 1>,AD: 2 1|, a.B=|11],
0 3 3 2 2
9 3 6 3 0 -1 2 00
CB: 7DO* 7EC: )
-7 -5 —6 3 0 1 2 00

2. On a



T z—y=0,

m_y:Oa
ker(B) = y | €R? 22+2y+2:=0, » = y | eR® 4y+2z2=0,
z 8r+4y+62=0 z 12y +62 =0
x 0 x 1
r—Yy=Vu, xr =1,
= € R3; Y = y | €R3; 4 = Vect 1
dy+22=0 z= =2y
z z -2
T n 0 z 0
. x+z=0, : €T )
ker(C) y | eR3; y | €R3 = Vect 1
z—2z=0 =
z

IS
o

ker(m:{< ' ) R, x+2y:o,zx+y:o}={< 3 )}
e () ewrn e(()

3. Vu que tous les noyaux ci-dessus sont de dimension 0 ou 1, on a

1

1 pour ker(B),
-2

0

1 pour ker(C)
0

—_

(4) e

Exercice 4. On considére ’espace vectoriel

E =C" = {(ag,a1,az,...); ar € CVk € N}
1. On définit application f; : F — E par

fi ((ao,al,am . )) = (a1,a2,a3,...), (ag,a1,as,...) €EE
Est f; linéaire? Est elle injective 7 Est elle surjective?

2. On définit I’application fy : £ — FE par

f2((a07a17a27"')> = (070‘070'170'2 )7 (0‘,070‘,170,27...) S

Est f5 linéaire? Est elle injective ? Est elle surjective?

Solution. 1. f; est linéaire parce que

fl((ao,al,...) + (bo,bl,...)) = f1<(a0 + bo, ay —l—bl,)) = (a1 + by, as —|—b2,...)

=h ((aoﬂlh .. ~)) + f1 ((bo,bl, . .))



“ f <()\ “ag, A - ay, Aag, .. .)) = (\-ai,Mag,.. ) =\ fi ((ag,al,aQ, N .))

pour tout (\-ag, A - ar,Aag,...),(A-bg, A\-b,A\bg,...) €CNet A€ C
Le noyau de f; est

ker(f1) = Vect((l,0,0, y .)) £ {0p}
donc f; n’est pas injective.

L’image de f; est E (pour toute suite (ag, a1, . . .) on peut trouver (b, by, .. .) tel que f; ((bo, bi,.. )) = (ag,a1,-..),
on peut prendre (bg, by,...) = (0,a9,a1,...))-

Donc f; est surjective mais pas injective.

2. Aussi f5 est linéaire parce que

fz((ao7a17~-~) + (bo,b1,--~)) = f2((a0 +bo, a1 +b1"")) = Oaotbo,artbua+b, )
= fo(av.ar..)) + fo((bo.br. )

et
f2((>\ . (10,)\ . al,/\ag,. . )) = (0,)\ . a0,>\ . (Zl,)\ag, .. ) =X f2 ((ao,al,ag, .. ))

pour tout (\-ag, X - a, Aag,...), (A-bo, A-b, Aby,...) € CN et )\ € C.
Le noyau de f5 est
ker(f2) = {0p}

et I'image
Im(f2) = {(ao,a1,as,...) € E; ap =0}

Donc f; est injective mais pas surjective.

Exercice 5. Quelles applications de ’exercice 1 sont surjectives ? Et quelles sont injectives 7
Solution. 1. f1 est surjective mais pas injective
2. f5 est injective mais pas surjective
3. f3 est injective mais pas surjective
f1 est injective mais pas surjective
f5 est bijective
fe est injective mais pas surjective

fr est surjective mais pas injective

® N o o e

fs est ni surjective ni injective

Exercice 6. Déterminer les noyaux des applications linéaires de ’exercice 1.



Solution. 1. Le noyau de f; est

x 1 0
ker(f1) = y | €eR¥ a+y+2=0p = Vect o |,
z ~1 -1

2. fo est injective, donc

ker(fz2) = {Og2}

4. f,4 est injective, donc

ker(fs) = {0}

5. fs5 est bijective donc

ker(fs) = {Oc}

6. fe est injective donc

ker(f) = {Ogz}
7. On a

3
apg — —a1 = ag

8
ker(f7) = {ao + a1z + asx?; 2a0 + 2a1 + 5&2 = O} = {ao + a1z + asx?; ~1 1

8. On a
ker(fs) = Vect(1)

ou “1” est le polynome “1”.

Exercice 7. Quelles sont les dimensions des images des matrices de ’exercice 3 ?

Solution. En utilisant le théoréme du rang, on obtient:

L. rang(fi) = 1
2. rang(f,) = 2
4. rang(fi) = 1
5. rang(f;) = 2
6. rang(f;) = 2
7. rang(fr) = 1
8. rang(fs) = 2



