UPMC Licence L3 de mathématiques 14-15
D. Bertrand LM 323 - Géométrie affine et euclidienne

Examen du 21 Mai 2015
Durée: 2 heures

Les documents, calculettes, portables... ne sont pas autorisés.
Les 3 énoncés sont indépendants.
Les réponses devront étre justifiées (sauf pour la question de cours 1.1°/).

I (11 pts sur 25)

Soient £ un espace affine de dimension finie, F,G deux sous-espaces affines, et H le
sous-espace affine engendré par F et G. On note E, F, G, H les espaces vectoriels directeurs
correspondants.

1°/ (Question de cours )
i) On considere deux points A € F, B € G. Donner une condition nécessaire et suffisante

portant sur E pour que F NG soit non vide.
ii) On suppose que F NG est vide. Que vaut dim(#H) — dim(F + G) ?

29/ Dans l'espace affine & = R%, on considére les quatre formes linéaires £y, ly, ¢}, {5 sur
E = R* définies par

(x,y,z,t) ==z —y—2z+t
(x,y,2,t) =x+y—2z—t

Oz, y, z,t) i=x — 2 4
62(1‘7:%271:) =y —t 6/2
et les sous-ensembles F,G de £ définis respectivement par les couples d’équations

Uz, y, z,t) =2 Oz, y,2,t) =0
LR R Y kb i

i) Montrer que F et G sont des plans affines, et qu’ils sont paralleles et distincts.
ii) Montrer que ‘H :=< F,G > est un hyperplan affine de £.

3"/ i) Donner une équation de H.

ii) Montrer que le point M = (0,0, 0,2) appartient a H, mais pas a F. En déduire sans
calculs que pour tout point P de F, la droite (M P) rencontre G en un unique point P’.
4%/ On note g : F — G l'application définie par P — P := g(P).

i) Pour P = (z,y, z,t) € F, calculer les coordonnées (z’,y/, 2/, ') de g(P).

ii) Montrer que g est la restriction a F d’une homothétie fo ) de £, dont on déterminera
le centre O et le rapport . .

TSVP



IT (8 pts sur 25)

Soient £ un plan affine réel, et Rg = { A, By, Co} un repere affine de €.

1%/ Soient A le point symétrique de By par rapport a Cy, B le symétrique de Cy par rapport
a Ag, C le symétrique de Ay par rapport a By. Faire un dessin de cette configuration, et
calculer les coordonnés barycentriques des points A, B et C' dans le repere Ry.

2°/ 1) Montrer que R = {A, B, C} est un repere affine de &.
ii) Calculer les coordonnés barycentriques du point Ay dans le repere R.

3%/ i) Donner I'équation en coordonnées barycentriques dans R de la droite C'Ag, et mon-
trer qu’elle rencontre la droite (AB) en un point G, dont on donnera les coordonnées
barycentriques dans R.

ii) Soit B’ le symétrique de C' par rapport a B. Montrer que la droite (C'G) rencontre
la droite (AB’) au milieu du segment [AB’].

IIT (6 pts sur 25)

On se place dans l'espace affine euclidien orienté £ = R3, dans lequel on considere les
applications f : & — & et p : £ — & définies par

x z+1 T y+1
flyv)=1z+2 ) . ¢y |=]2-3
z y+3 z z242

1°/ Montrer que f est un vissage, dont on déterminera l’angle, le vecteur de glissement et
I’axe.

29/ Montrer que ¢ est une réflexion glissée, dont on déterminera le vecteur de glissement
et une équation du plan de réflexion.



Corrigé

I.1/ 1) FNG # 0 si et seulement si AB € F+G. -i) Si FNng =0, alors on a :
dimH — dim(F + G) = 1. [Voir la Proposition 1.11 du poly.]

2/ i) Les formes linéaires ¢; et ¢y sont linéairement indépendantes, donc F est un sous-
espace affine de £ de dimension 4 — 2 = 2, ¢c-a -d. un plan affine [voir poly, Théoreéme
2.21]. De méme, ¢} et ¢, sont linéairement indépendantes, donc G est un plan affine.
Le ss-ev. directeur F' (resp. G) est défini dans E par les équations ¢; = 5 = 0 (resp.
0y =0, =0). Comme ¢ =¥, — Uy, 0 =l + {5, on a F = G, donc F et G sont paralleles.
Notons pour la suite que les équations de G s’écrivent aussi ¢ — o = 0,0, + {5 = 8, donc
G={(z,y,2,t) e R, ly(x,y, 2, t) = 4,0s(x,y, 2,t) = 4}. 1l en découle immédiatement que
F #G. -ii) Comme F et G sont paralleles et distinctes, F NG = (). D’apres le 1/.ii), on
adonc: dimH =dim(F+G)+1=dimF+1=3=4—1, et H est un hyperplan de £.

3/ i) Puisque H est un hyperplan, il existe une forme linéaires non nulle ¢ sur R* et un
nombre réel ¢ tel que H = {(z,y,2,t) € R* {(x,y,2,t) = c¢}. L’hyperplan vectoriel H est
défini par £ = 0 et contient F', défini par /; = /5 = 0. Donc le rang du systeme d’équations
linéaires {¢; = 0,0, = 0,¢ = 0} est égal & celui de {¢; = 0,0y = 0}, c-a d. a 2. Ainsi,
¢ = aly + bly est une combinaison linéaire de ¢; et ¢5. De F C H, resp. G C H, on
déduit que a.2 4+ b.1 = ¢, resp. a.4 + b.4 = ¢. Une solution (bien définie a un facteur pres)
est donnée par a = 3,b = —2,¢ = 4, d’ou comme équation de H : 3¢; — 20y = 4, soit :
3r —2y — 3242t =4. -ii) Le point M = (0,0,0,2), pour lequel ¢; = 0, ¢, = —2, vérifie
I’équation de H, mais pas celles de F. Placons-nous maintenant dans I’espace affine H, de
dimension 3. Ses sous-espaces JF et G sont des hyperplans paralleles de H. Pour P € F,
la droite D = (M P) est dirigée par une droite vectorielle D n’appartenant pas a F', donc
H=F&D. Comme G=F, GND est donc non vide, et de dimension 0.

—
4/ i) Par construction, MP # 0 et M P’ sont colinéaires. Soit A € R (dépendant a priori
de P) tel que MP' = AMP. Alors, o' = Ax,y = My, 2" = Az, t’ — 2 = ANt —2). De
(1(P) = 2,41(P") = 4, on déduit que A = 2, qui ne dépend pas de P (et les contraintes
l5(P) = 1,05(P") = 4 sont alors automatiquement satisfaites). Ainsi, ' = 2x,y = 2y, 2’ =
22,8/ =2t —2. -ii) MP' = 2]\?, donc g est la restriction a F de I'homothétie fy;o de &€
de centre M et de rapport 2.

—
II.1/ ABy = 2AC) et 2 -1 =1, donc A = 2Cy — By = (0,—1,2) dans Ry. De méme,
BIQAO—C(),CIQBO—A().

0o 2 -1
2/i)det [ -1 0 2 =7 # 0, donc les points A, B, C' ne sont pas alignés et forment
2 -1 0
bien un repere affine du plan. - ii) Par associativité du barycentre, le milieu Ay de [BCy]
géerit: Ag = LB+ 1Cy) = 3B+ 3(3A+ 3By) = %B + }1A+ i_()%c + 3 A), soit Ay =
sB+ 1A+ :C + Ay Par conséquent, %AOB’ + iAo/l + %AOC' = 0. En multipliant par £




, . Ly 4 2 1, (2 41
pour que la somme des coordonnées vaille 1, on en déduit que Ay = s B+zA+:2C = (5,2, )
dans le repere R.

3/ 1) Une équation barycentrique az+by+cz = 0 de (C'Ay) dans R vérifie 0.a+0.b+1.c = 0
et Za+2b+2c=0,dotc=0,a=—2bet (CA): 2z —y = 0 convient. Comme z =0
est une équation barycentrique de (AB), ces droites se rencontrent au point G = (%, %, 0).
- ii) (AB) est une médiane du triangle (non plat) (ACB’), et le point G est situé au 2/3
de cette médiane en partant de A. Donc G est le centre de gravité du triangle (ACB’),
la droite (C'G) en est aussi une médiane, et elle rencontre donc le segment [AB’] en son
milieu. [On peut aussi faire le calcul : B’ = (0,2, —1) dans R, donc (AB’) a pour équation
y+2z=0, donc (AB )N (CG) =M avec M = (3,1,—3) = 1A+ iB']

ITI.1/ f est une application affine, dont I’application linéaire associée 7 est donnée par la
00 1

matrice | 1 0 0 |, qui appartient a SO3. Donc ? est une rotation vectorielle, d’axe
010

B = Ker(? — I3) engendré par le vecteur (1,1, 1), et d’angle 6 vérifiant 2 cos(f) + 1 = 0,

soit # = 4+27/3 mod. 27. Par conséquent, f est un vissage, d’axe D dirigé par et

d’angle 6. Le vecteur de glissement (éventuellement nul) @ = (u,u,u) € D de f et un
point P = (z,y,z) de son axe D vérifient f(P) = P+ o, soit z+1 =z +u,z+2 =
y+u,y+3=z+u dot U = (2,2,2) [et en fait # = 27/3 mod. 27], et D est la droite
P+ B, ou 'on peut prendre P = (0,0, 1).

%
2/ ¢ est une application affine, dont I'application linéaire associée ¢ est donnée par la
010 N
matrice [ 1 0 0 |, qui est orthogonale, de déterminant —1. Donc ¢ est une isométrie
0 01

indirecte. Elle admet pour ensemble de vecteurs fixes K e'r’(? — I3), qui est le plan ﬁ
d’équation x —y = 0. Donc ? est la réflexion vectorielle par rapport a ce plan, et ¢ est une
réflexion glissée. Son vecteur de glissement o = (u,u,v) € Il et un point P = (z,y,z) de
son plan de réflexion II vérifient ¢(P) = P+, soit y+1=zx+u,x—3 = y+u, z2+2 = 24w,
dott ¥ = (—1,—1,2), et IT est la plan P 4 II, ou 'on peut prendre P = (1,—1,0). Ainsi,
IT admet pour équation x —y — 2 = 0.



