Université de Paris 6 Master M1 de mathématiques 2009-2010
M. Bertrand MMO001- Algebre géométrique

Partiel du 29 Octobre 2009

Durée: 3 heures

Documents autorisés : feuilles de cours et de TDs de cette année.

Les 4 énoncés sont indépendants. On se place sur un corps commutatif K quelconque.

On considere les quatre points A = (1 :0:0),B=(0:1:0),C =(0:0:1) et
D =(1:1:1) du plan projectif P(K).

19/ i) Donner les équations des 6 droites déterminées par ces 4 points.

ii) Donner les coordonnées homogenes des points

U= (CD)N(AB); V = (AD)N (BC) ; W = (BD) N (AC).

29/ i) Donner I'équation de la droite (WV'), et les coordonnées homogenes du point U’ =
(WV)nN (AB).

ii) Calculer le birapport [U,U’, A, B]. Quel énoncé du cours a-t-on ainsi retrouvé ?
11

(Ici, car(K) # 2.) Soient ABC un triangle du plan affine, P un point de la droite
(BC) distinct de B et de C, et M un point de la droite (AP) distinct de P. On désigne
par B’ le point d’intersection de la droite parallele a (C M) passant par P et de la droite
parallele & (AP) passant par B. De méme, on désigne par C’ le point d’intersection de
la droite parallele & (BM) passant par P et de la droite parallele a (AP) passant par
C. On note respectivement I,J, K les milieux des segments PM, BB',CC’, et on pose
v=(CM)n(PC"),3=(BM)n(PB’).

0°/ Faire un dessin de cette configuration, et justifier brievement I’existence de B’, C’, 3, .

1Y/ i) Soit f I’homothétie de centre  qui envoie M sur C. Montrer que f(P) = C’.
ii) Montrer que les points I,v, K sont alignés.

iii) Montrer de méme que les points I, 3, J sont alignés.

29/ 1) Montrer que les points 3, I, sont alignés.
ii) Ainsi, I, J et K sont alignés. En déduire que M, B" et C’ sont alignés.
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III

Soient ABC un triangle du plan affine. A tout point P de la droite (BC), on associe
le point P; € (C'A), intersection de (C'A) avec la parallele a (BA) passant par P, puis le
point P, € (AB), intersection de (AB) avec la parallele & (C'B) passant par Pj, puis le
point P3 € (BC), intersection de (BC) avec la parallele a (AC) passant par Ps.

1Y/ i) Trouver une application affine ; du plan dans lui-méme telle que pour tout point
P de (BC), on ait : P, = m(P).

ii) Montrer que l'application f : P +— f(P) := P; est une application affine de la
droite (BC) vers elle-méme.

iii) Déterminer f(B) et f(C). En déduire que f o f = id(pc).

29/ On se propose de retrouver ce résultat par le calcul. Soit P = AB+ (1 —\)C Décriture
en coordonnées barycentriques de P relativement a {B, C'}.

i) Déterminer les coordonnées barycentriques de P; relativement a {C, A}, de P,
relativement & {A, B}, et de P5 relativement a {C, B}.

ii) Conclure.
IV
Soient a,a’,b,b',c,c/,d,d" des éléments de K. On considere dans 'espace projectif
P3(K) les plans projectifs H; , i = 1,2, 3,4, d’équations respectives L; = 0, ou

Li=—-Xo+aXo+0X3; Lo =—X1 +cXo+dX3;
L3 = _XO —|— CL,XQ + b’Xg ] L4 = —X1 —|— C/XQ —|— d/Xg .

19/ Montrer que A = H; NHy et A’ = H3 N Hy sont des droites projectives.
29/ Montrer que A et A’ sont coplanaires si et seulement si (a—a’)(d—d') = (b—b")(c—¢').
3%/ Montrer que A = A’ si et seulement sia =a’,b=0V,c=c,d=d.

4%/ On suppose que A et A’ sont coplanaires et distinctes. Donner une équation du plan
projectif < A A" >.

59/ Rédiger les énoncés obtenus par dualité projective a partir de ceux de cet exercice.



Corrigé

I-1°/ i) En désignant les coordonnées homogenes par (X : Y : T'), on obtient : (BA) : T =
0;(AC): Y =0;(CD): X-Y =0;(DA):Y-T=0;(BC): X=0;(BD): X-T=0.
H)U=(1:1:0);V=(0:1:1);W=(1:0:1).

20/4) WV): X+Y —-T =0;U0" = (1:—1:0). ii) En choisissant A = (1 : 0)

comme point a l'infini sur la droite (AB), on a zy = 1,zypr = —1,2 = 0,24 = 00, d’ou
[U,U', A, B] = 2A=20 . 222U — _]_En fait, on savait déja que A, B,U,U’ forment une

ZA—Zy! zZB—Xy!/
division harmonique, voir cours, chap. II, thm. 2.6.

I1-0°/ P # C, donc (CM) non //(AP), donc B existe. Idem pour C'. M # P, donc
M ¢ (BC), donc (BM) non //(CM), donc (PC") non //(CM), donc ~ existe. Idem pour
B.

1°/ i) Comme toute homothétie, f envoie (PM) sur la droite parallele a (PM ) passant par
f(M), c-a-d. (CC"), donc le point P = (PM) N (C'yP) sur le point (CC")N(C'vP) = C".
ii) f conserve les barycentres, donc envoie le milieu I de PM sur le milieu K de CC’, et
K,~, I sont alignés. iii) Idem a partir de ’homothétie de centre 3 qui envoie M sur B.
2°/ 1) PBM~ est un parallelogramme, donc (/37) coupe la diagonale PM en son milieu I.
ii) La symétrie affine par rapport a la droite (I.JK) parallelement a (AP) envoie les points

alignés B, P, C sur les points B’, M,C’, qui sont donc alignés.

ITI-1°/ i) Comme un triangle est un repere du plan affine, les vecteurs AC et AB engen-
drent son plan directeur, et on peut parler de la projection m; sur (AC) parallelement a
(AB); cette application affine répond a la question. ii) En définissant o, 73 de la méme
fagon, on voit que f est la restriction & (BC') de 73 o 9 o 71, donc est une transformation
affine de (BC). iii) f(B) = C, f(C) = B, donc f? est une transformation affine de (BC)
qui admet au moins deux points fixes B et C. C’est donc l'identité (I’équation axz + b = =z
admet au plus une solutio_n)si (b,a) # (0,1)). -
2"_/)1) D’apres Thales, %l = % = A, donc P; = (1 — X\)C + AA. De méme, % =
% — 1A donc P, = M+ (1 = \)B; et Py = (1— \)B+AC = f(P). ii) Donc
f2(P)=f(P3) =AB+(1-\)C=P.

IV-1°/ Les formes linéaires Ly et Lo sont linéairement indépendantes sur K, donc le sous-
espace vectoriel Ker(Li) N Ker(Ly) de K* est de dimension 2, et définit dans P3(K) un
sous-espace projectif H; N Hy := A de dimension 1. Idem pour A’.

2°/ A et A’ sont dans un méme plan si et slt si les faisceaux de plans Fa de centre

A et Far de centre A’ admettent un élément commun H = P(KerL), c-a-d. si et slt
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s'il existe des scalaires (A1, A2) # (0,0), A}, NS tels que A\iLy + AoLo = N[ L3 + M\,Ly =

L. Comme L3 et L4 sont linéairement indépendantes, cela revient a demander que les
-1 0 -1 0
o -1 0 -1

formes L1, ..., L4 soient linéairement dépendantes < det a c od 1= 0. En

b d v d
combinant quelques colonnes, on voit que ce déterminant vaut det (Z; :Z ccii : 2) =
(' —a)(d —d)— (V) —b)(c" — ¢), d’ou la condition recherchée.
3°/ A = A" = Fa = Far = chacun des triplets {L1, Lo, L3}, {L1, Lo, L4} est linéairement
dépendant = (a’,b") = (a,b) et (¢/,d") = (¢,d). La réciproque est claire.
49/ Le plan < A, A’ > est alors de la forme H = P(KerL), ou L admet l'expression
MLy + ALy = N Ls + AyL4 donnée au 2°/. Les termes en Xo, X7 montrent que \; =
1y 2 = AL, et ceux de Xo, X3 que A\1(a’ —a) + Aa(d —¢) =0 = A (b —b) + Aao(d —d).
Comme le déterminant de ce systeme est nul, il admet bien une solution non triviale, qui
définit un point (A1 : A2) de P1(K) ~ Fa (et ce point est unique si et seulement si les
droites A et A’ sont distinctes). Si ¢’ # ¢ ou a’ # a, 'hyperplan H admet ainsi pour
équation : (¢ —¢)L; — (@’ —a)Ly = 0. Si ¢ = cet d = a, il admet pour équation :
(d —d)L; — (b —b)La = 0. Ainsi, dans le premier cas, on obtient
(c—c)Xo+ (@' —a)X1+ (( —c)a—(a —a)e)Xa+ (( —¢)b— (a' —a)d) X3 =0,
ou encore (si de plus d # d') :
(c—)Xo+ () —a)X1+ (da—dc)Xs + g::;(bd’ —bd) X5 =0.
5%/ On considere dans P3(K) les points Py = (=1:0:a:b),P, =(0: —-1:c:d),P3 =
(=1:0:d :V),P,=(0:—=1:¢:d). 1"/ Montrer que D =< Py, P, > et D' =< P3, P, >

sont des droites projectives. 2*/ Montrer que D et D’ sont concourantes (ou, de facon

équivalente : coplanaires!) si et seulement si (a—a’)(d—d’') = (b—b')(c—). 3*/ D =D" <
méme CNS (ici & P, = P3 et P, = Py, ce qui se voit peut-étre plus facilement). 4%/
Meémes hypotheses sur D, D', méme question sur le plan < D, D’ >. 5*/ Retour a I’énoncé

initial.



Université de Paris 6 Master M1 de mathématiques 2009-2010
M. Bertrand MMO001- Algéebre géométrique

Examen du 15 Décembre 2009

Durée: 3 heures

Documents autorisés : feuilles de cours et de TDs de cette année.

Les 3 énoncés sont indépendants. On se place sur un corps commutatif K de caract. # 2.

I

Soit { A, B, C'} un repere affine du plan affine. Les coordonnées barycentriques (Ao, A1, A2)
seront relatives a ce repere. On considére un point P de la droite (BC), et un point @) de
la droite (AC). On désigne par (0,x,y) les coordonnés barycentriques de P, par (u,0,v)

celles de @, et on suppose que l'expression D = yu + xv + yv est non nulle.

19/ Justifier la forme donnée aux coordonnés barycentriques de P et @, et vérifier les

relations xv —yu=x —u , D +yv =1y +v.

29/ 1) Donner les équations barycentriques des droites (AP) et (BQ), et montrer qu’elles
ne sont pas paralleles.
ii) Calculer les coordonnées barycentriques du point R = (AP)N(BQ). On les mettra

sous la forme (3, %, 5)-

3%/ Soient E, F et G les milieux respectifs des segments AB, PQ et CR. Calculer leurs

coordonnées barycentriques.

4%/ Montrer par le calcul que les points E, F, G sont alignés.

11

Soit Q le K-espace vectoriel formé par les formes quadratiques en 3 variables a coeffi-
cients dans K. Pour tout élément ¢ # 0 de Q, on note I'; la conique de Py (K') d’équation
¢(X,Y,T) = 0. Ainsi, I'; ne dépend que de I'image § de ¢ dans I’espace projectif P(Q)
associé a Q. On dit que I'; est non dégénérée (ou lisse) si la forme quadratique ¢ est non
dégénérée. Si D est une droite projective de P(Q), 'ensemble A = {I';,§ € D} s’appelle

un faisceau de coniques.

1Y/ i) Calculer la dimension de Q, puis celle de P(Q).
ii) Soit P un point de Po(K). Montrer que ’ensemble {g € P(Q),q(P) = 0} est un
hyperplan de P(Q). En déduire que par 5 points de Po(K), on peut toujours faire passer

une conique.



2%/ Montrer que l’ensemble des coniques qui passent par les quatre points [1 : 0 : 0],

[0:1:0],[0:0:1],[1:1:1] forme un faisceau de coniques.

3%/ Soient A, B,C, A’, B',C’ six points de P5(K) trois & trois non alignés.
i) Montrer que par les 5 points A, B,C, A" et B’, il passe une unique conique T, et
que I' est non dégénérée.

ii) Montrer que cette conique I' passe par le point C’ si et seulement si les trois points
P=(BC")N(B'C),Q=(CA)N(C"A) et R=(AB’')N (A’B) sont alignés.

4%/ Soient qi, g2 deux éléments K-linéairement indépendants de Q, et D la droite projective
engendrée par q; et gz dans P(Q). On note A le faisceau de coniques associé a D.

i) On suppose que g1 est non dégénérée. Montrer que A contient au plus 3 coniques
dégénérées. On pourra considérer les matrices symétriques €21, {2y associées a qi,qs, et
étudier I’équation det(A2€Qs + A1821) = 0.

ii) On suppose que K = R. Montrer que A contient au moins une conique dégénérée.

Dessiner un exemple ou A en contient trois; un autre ou A n’en contient qu’une.

III

Soient A = (aj)1<i j<n une matrice n x n a coefficients dans K, de déterminant A,

et T1,...Tn, Y1, ..., Yn, 2 des éléments de K. On considere la matrice (n +1) x (n+ 1) :

11 e O T
M =

ap1 ... Opp Tp

Y1 Yn <

1%/ Pour tout i, j € [1,n], soit &;; le déterminant de la matrice (n — 1) x (n — 1) déduite

de A en en rayant la i-ieme ligne et la j-ieme colonne. Montrer que
det(M) = Az + Elgi’jgn(—1)i+j+15ijl‘iyj.

29/ Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel V de dimension n. Montrer que si u

est de rang n — 1, "endomorphisme A" 'u de A"V est de rang 1.

3%/ Soit (dij)1<i j<n une matrice de rang 1 . Montrer qu'il existe des éléments ci, ..., Cy,
Y1y .o, Yn de K tels que d;; = ¢;7y; pour tout 4,5 € [1,n]. (On pourra donner une preuve

directe, ou considérer les éléments de End(V) ~ V* @ V de la forme { ® v.)

4%/ On reprend les notations initiales, et on suppose que A = 0. Montrer qu’il existe
deux formes linéaires ¢, A sur K" telles que pour tous x1, ..., Tn, Y1,...,Yn dans K, on a :
det(M) = l(x1,.os Tp) X MY1y ees Yn)-



Corrigé

I.1°/ Danslerepere A = (1,0,0), B = (0,1,0),C = (0,0, 1), la droite (BC) a pour équation
barycentrique \g = 0, donc ses points P sont repérés par (0,x,y), ou x +y = 1. La droite
(AC) a pour équation barycentrique A\; = 0, donc ses points ) sont repérés par (u,0,v),

otut+v=1 Onazv—yu=zx(1—u)—yu=z—u, D+yv=y(lu+v)+(x+y)v =y+v.

1 0 O
2°/ i) L’équation de (AP) est det | 0 x 'y | = 0, avec A\g + A\ + Ao = 1, soit
A A1 Ao
yA1 — Ay = 0. De méme, 'équation de (BQ) est vhg — ula = 0. Ces droites sont
1 1 1
paralleles (si et) seulement si la matrice | 0 y —=z | est de rang 2. Or son déterminant
v 0 —u
vaut —yu —vxr —vy = —D # 0. - ii) En résolvant le systeme y3 — zy = 0,va — wy =
0,a+ B+~ =D,ontrouve R = (5, %, %5).

D>
3°/ Par associativité du barycentre, E = 14+ 1B = (1,1 0), F = iP+ 10 =

u oz y+v -1 1p_ (yu zv Diyv
(3.5, %), G=5C+3R= (35,35 2p

1 1 0

4°/ det | v x y+v = det(aj:u l%/—l—v) _ det(x:u y—l-v) — 0.
yu zv D+ v Yyu + yv r—u y-+v

donc E, F, G sont alignés.

).

I1.1°/ Les éléments de Q sont de la forme ¢(X,Y,T) = aX2+3Y?+4T%+2cXY +2aY T+
20X T, ot (o, 3,7, a,b,c) parcourt K%, et forment donc un espace vectoriel de dimension
6. Donc dimP(Q) = 5.

2°/1) Si P € Py(K), 'une au moins de ses coordonnées projectives [x : y : t] est non nulle,
donc la forme lindaire ¢ — £(q) := q(z,y,t) = 22.a+y?.B+ 2.y + 2xy.c + 2yt.a + 22t.b sur
Q ~ K& n’est pas identiquement nulle. Son noyau Ker(f) = Hp (qui ne dépend que de
P) est donc un hyperplan de Q, dont 'image P(Hp) = {g,q(P) = 0} dans P(Q) est bien
un hyperplan Hp de P(Q). L’ensemble des coniques qui passent par 5 points P, ..., Ps
s’identifie ainsi a l'intersection des hyperplans Hp, N ... N Hp,. Cette intersection est de
codimension < 5, i.e. de dimension > 0, et est donc non vide. - ii) En écrivant la condition
¢(q) = 0 pour chacun de ces points Py, ..., P3, on trouve que a = f =y =a+b+c=0.
Ces 4 formes linéaires sur Q étant linéairement indépendantes, 1’ensemble des § € P(Q)
que définit 'intersection de leurs noyaux est un sous-espace projectif de codimension 4,
c-a-d. une droite D de P(Q), et les coniques correspondantes forment un faisceau A.

3°/ i) Puisque 3 quelconques d’entre eux sont projectivement indépendants, les points
A, B,C, A’ forment un repere projectif. Choisissons-les comme repere projectif standard,

et soient [z : y : t] des coordonnées projectives de B’ dans ce repere. Les équations
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des coniques I' qui passent par les 5 points vérifient donc « = 3 = v =a+b+c =

yt.a+zt.b+xy.c =0 (x). Deés que B’ est distinct de A, B, C, A’, la matrice (ylt a}t xly)

est de rang 2 (sans quoi ¢ = 0, et alors x ou y = 0; ou z = y, et alors x = 0 ou
x = t). Les équations (*) définissent donc un unique point de P(Q), d’ou une unique
I' passant par les 5 points. Supposons maintenant que B’ n’appartienne & aucune des
droites joignant deux points du repere, de sorte que x,y et ¢t sont non nuls et deux a deux

distincts. La conique d’équation aYT + bXT + c¢XY = 0 est dégénérée (si et) seulement

0 c¢c b
sidet| ¢ 0 a | = 2abec = 0. Le systéme (*) précédent montre que si, par exemple,
b a 0
a = 0, alors x = 0 ou y = t, ce que 'hypothese sur B’ interdit. Ainsi, I' est non
dégénérée. - ii) Si I' passe par C’, la conclusion est le théoreme de Pascal. Inversement,

si P, @, R sont alignés, et si (AQ) NT :={A,C"}, P" := (B'C) N (BC"), Pascal entraine
que P” = (RQ) N (B'C) = P, donc C' = (BP)N(AQ) = (BP")N(AQ) =C" €T.

4°/ 1) La conique de A d’équation A1q; + A2ge, ou [A1 : A2] € P1(K), est dégénérée si et
seulement si det(A2€s + A1) = 0. Comme det(21) # 0, il revient au méme de rechercher
les A = —A1 /A2 € K tels que det(2 — AI3) =0, ou Q2 = Qng_l, c-a-d. les valeurs propres
de Q. Il y en a au plus 3. - ii) Un polynéme de degré 3 a coefficients réels admet au
moins une racine réelle. Le faisceau du 2°/ii), ensemble des coniques passant par le repére
réel Py, ..., P3, contient les 3 coniques dégénérées formées par les “cotés opposés” et les
“diagonales” du quadrilatere PyP; P, P3. Le faisceau des “cercles” passant par P, et Ps,
qu’on obtient en remplacant Py et P; par les points cycliques de la droite (réelle) “a I'infini”
D : T =0, n'admet qu’une conique réelle dégénérée : D U (PyP3).

[NB. - Exercice : résoudre sans calculs la question 3°/i) a partir de la question 4°/7).]

IT1.1°/ Développer le déterminant suivant la derniére colonne, et le mineur correspondant
a chaque x; suivant sa derniere ligne.

2°/ Soient vy, ...,v,—1 € V tels que u(vy),...,u(v,—1) forme une base de Im(u). Alors
(A" 1u) (1 Ao Avp—1) = u(vr) A ... Au(v,—1) est une base de la droite A"~ (I'mu). Mais
I'image de A" 1u dans A"~V est contenue A"~ !(I'mu). Donc A" 1u est de rang 1.

3°/ Sid € End(V) est de rang 1, et si v engendre la droite Im(d), il existe £ € V* tel que
d ={®v. Dans une base {e;} de V, de base duale {e}}, £ est représentée par une matrice
ligne (vy;), v par une matrice colonne (¢;), et ¢ ® v par leur produit de Kronecker (¢;7;).
4°/ On peut supposer que les ¢;; ne sont pas tous nuls. Comme A = 0, A représente alors
un endomorphisme v de rang n — 1, et A" 1u est représenté par la matrice d = (0i5), de
rang 1 d’aprés 2°/, donc de la forme ¢;y; d’apres 3°/ (appliqué en fait & V/ = A"71V).
Alors, l(x) :== c1x1 + ... + crpn €t AN(Yy) := Y1y1 + ... + YnYn répondent a la question.



