Université Pierre & Marie Curie 2e semestre 2013-2014

Master de Mathématiques (M1)

THEORIE DES NOMBRES

Daniel BERTRAND

Janvier 2014






Plan

I. Extensions algébriques

1. Rappel sur les groupes. Fonction indicatrice d’Euler.

2. Rappels sur les anneaux. Lemme chinois. PGCD.

3. Extensions algébriques.

II. Corps finis.

1. Les corps Fy.

2. La loi de réciprocité quadratique.

3. Factorisation dans F,[X]. Algorithme de Berlekamp.

ITI. Théorie de Galois.

1. Extensions galoisiennes.
2. La correspondance de Galois.

3. Applications.

IV. Quelques algorithmes sur Z.

1. Modules sur les anneaux principaux.
2. Géométrie des nombres.

3. Algorithmes pour les polynomes.

V. Arithmétique des corps de nombres.

1. Anneaux d’entiers.
2. Idéaux des corps de nombres.

3. Les théorémes de finitude.

VI. Algorithmes quadratiques.

1. Corps quadratiques.
2. Formes quadratiques.

3. Un algorithme de factorisation sur Z.

VII. Théorie analytique des nombres.

1. Séries de Dirichlet .

2. Nombres premiers dans les progressions arithmétiques.

17

23

33

43

o1

57



Sommaire
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CHAPITRE 1

EXTENSIONS ALGEBRIQUES

§1. Rappels sur les groupes. Fonction indicatrice d’Euler.

Un groupe est la donnée d’un ensemble G muni d’une loi de composition interne :
G x G — G : (z,y) — xy associative, admettant un élément neutre, noté e, et tel que tout
élément = de G admette un inverse, noté = 1. G est dit abélien (ou commutatif) si sa loi

est commutative (on la note alors additivement). Le cardinal |G| de G s’appelle I’ordre de

G .

Ezemples : le groupe symétrique S,, formé des permutations d’un ensemble a n éléments;
|Sn| = n!; le sous-groupe A,, < S,, des permutations s paires (i.e. de signature e5 = 1);

GL,(R) = groupe multiplicatif des matrices réelles n x n inversibles;

le groupe additif Z des entiers rationnels; tout sous-groupe non nul de Z est de la
forme aZ, pour un unique entier rationnel a > 0 (effectuer des divisions euclidiennes par
son plus petit élément > 0);

Z/aZ = groupe additif des classes de congruence d’entiers rationnels modulo un entier
rationnel a > 0; il est d’ordre a;

(Z/aZ)* = groupe multiplicatif des classes de congruence modulo a d’entiers b pre-
miers & a (par Bézout, (a,b) = 1 ssi Im, b’ € Z,am +bb' =1, et I/ est I'inverse de b). Son
ordre est noté ¢(a) (¢ := fonction indicatrice d’Euler, avec ¢(1) = 1). Pour tout nombre
premier p et tout entier n > 0, ¢(p) = p — 1, ¢(p™) = p"~1(p — 1), et on déduit du lemme

chinois (cf. §2) que pour tout couple d’entiers m, n:

(m,n) =1 = ¢(m,n) = ¢(m)p(n)

(¢ est une fonction arithmétique ‘multiplicative’). Finalement, pour tout a > 0:

1
ola)=a ][] (1=2)

p premier,pla

Un sous-groupe H de G (notation : H < G ) est une partie H contenant e , stable

sous la loi de groupe de G et sous 'inversion. Comme une intersection de sous-groupes

5



est un sous-groupe, on peut parler du plus petit sous-groupe < S > de GG contenant une
partie S de G, qu’on appelle aussi sous-groupe engendré par S .

On appelle classe (a gauche) modulo H toute partie de G de la forme zH := {zh; h €
H} pour un élément x de G , appelé représentant dans G de la classe en question (chacun
de ses éléments en est donc un représentant). Deux classes distinctes sont disjointes, et
le cardinal de 'ensemble G/H des classes modulo H, appelé indice de H dans G et noté
|G : H] , vérifie la relation :

|G| =|H| x |G : H].

(En particulier, si G est fini, |H| divise |G| .)

On dit que H est distingué dans G (ou normal; notation: H<G),siVex € G,oH = Hz
i.e. Vh € H,zhx™! € H. L’ensemble G/H est alors naturellement muni d'une structure de
groupe, appelée quotient de G par H , telle que la surjection canonique 7 : G — G/H : z —
() = xH est un homomorphisme (voir infra) de groupes. De plus, 7 établit une bijection

entre I'ensemble des sous groupes A de G contenant H et I’ensemble des sous-groupes A/H
de G/H; pour A<G, A/H est normal dans G/H, et (G/H)/(A/H) ~ G/A.

Un homomorphisme d’un groupe G vers un groupe G’ est une application f : G — G’
telle que f(zy) = f(z)f(y) pour tout (x,y) € G x G . (Alors f(e) =¢€'; f(z™1) = f(x)™ 1)
On parle d’endomorphisme si G = G’ , d’isomorphisme s’il existe un homomorphisme g de
G’ dans G tel que fog =1idg,go f = idg, dautomorphisme si f est a la fois un endo. et

un 1so..

Proposition: (décomposition canonique d’un homomorphisme) : Soit f un homomor-
phisme de G vers G' . Alors :

i) Ker(f) = noyau de f :={x € G : f(x) = €'} est un sous groupe distingué de G .
Notons 7 la surjection canonique de G sur G/Ker(f);

ii) Im(f) = image def := {f(z),x € G} est un sous-groupe de G' . Notons i
Uingection canonique de Im(f) dans G’ .

iii) il existe un unique isomorphisme f de G /Ker(f) sur Im(f) tel que f =io fom.

Soit I un ensemble, et {G;;i € I} une collection de groupes. On définit une structure
de groupe produit sur le produit des ensembles G; en posant (x;)icr-(Yi)ier = (TiVi)icr-
Si tous les G; sont égaux & un G , ce groupe, noté G (ou G" si card(I) = n est fini),

s’identifie au groupe des applications de I dans G .

On dit qu’un sous-groupe de G est cyclique (ou monogene) s’il est engendré par un
élément x de G . L’application n — ™ définit alors un homomorphisme surjectif du

groupe additif Z sur < x >, de noyau aZ, avec a € Z>q, et < x >~ Z/aZ. Si a est non
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nul, < z >= {x,22,...,2%7! 2°

= e} est un groupe fini, et son ordre a s’appelle 1'ordre
de I’élément x de G. En particulier, si |G| est fini, 'ordre de tout élément de G divise
l'ordre de G. Appliqué au groupe (Z/aZ)*, ceci entraine que pour tout entier x premier &

a, z%(® =1 (mod a), et en particulier (petit théoréme de Fermat):
¥ p premier,V z t.q.p fz : 2P~' =1 mod p.

Les générateurs d'un groupe cyclique fini < 2 > d’ordre a sont de la forme z°, ot1 b est
premier & a; il y en a donc ¢(a). Soit alors n un entier > 0. Pour tout diviseur d = n/d’
de n, il existe (exercice) un unique sous-groupe Cy = d'Z/nZ ~ Z/dZ d’ordre d du groupe
cyclique C,, = Z/nZ. Par conséquent, les éléments d’ordre d de C), sont les générateurs
de Cy, et I'on a:

Vn >0, Xg, ¢(d) = n.

La fonction de Mdbius est 'application u : Z~o — Z définie par p(n) = 0 si n est divisible
par un carré (i.e. par le carré d’un entier > 1); u(n) = (—1)" si n est le produit de r nombres
premiers distincts (donc p(1) = 1). C’est une fonction arithmétique multiplicative, qui
vérifie Ygj,pu(d) = 0 pour tout n > 2. On en déduit: ¢(n) = Zg/n(Zajz p(d))o(d) =
Yaain(d)p(d'), soit

Vn >0, ¢(n) = g, p(d)

al3

Application auz polynémes cyclotomiques

Lemme: soit K un corps commutatif (cf. §2). Tout sous-groupe fini G du groupe multi-

plicatif K* est cyclique.

Démonstation: soit d un diviseur de 'ordre n de G tel qu’il existe un élément x d’ordre d
de G. Puisque K est un corps comm., ’équation X% = 1 a au plus d solutions dans K, et
tous les éléments d’ordre d de G sont des générateurs de < x >. Ainsi, pour tout a|n, il y
a 0 ou ¢(a) éléments d’ordre a de G, et la formule n = ¥,},,¢(a) impose qu’il y en ait ¢(a)

pour tout a. En particulier, il en existe d’ordre n, et G est cyclique.

Soient n un entier > 0, et K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle ou
premiere a n (cf. §2, ou prendre K = C). Le polynome X" —1 € K|[X] est alors séparable
(cf. fin du §2), et a n racines distinctes dans K, qui forment le sous-groupe p, (K) de K*
des racines n-iemes de 'unité dans K. C’est un groupe d’ordre n, donc cyclique, dont les
générateurs s’appellent les racines primitives n-iemes de I'unité; ce sont les racines n-iemes
¢ vérifiant (¢ # 1 Vd|n,d # n. On appelle n-iéme polynéme cyclotomique le polynome, de
degré ¢(n):

o, (X) = 11 (X = Q).

CEun(K), ¢ primitive
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On a Hd\nq)d(X) = X" - 1, et

@ _ 3, (xX).

Mg (X T — 1)2D = Hd,ln@dzldun/d’w
En particulier, ®,(X) est un polynéme unitaire a coefficients dans Z si car(K) = 0, et son

image dans F,[X] par réduction modulo p si car(K) = p est un nombre premier.

Application a la cryptographie

La systeme RSA de chiffrage a clef publique consiste a assigner a chaque membre M;
d’un réseau {M, ..., M,,} un couple p;,q; de grands nombres premiers secrets, de produit
n; = p;q; public, et un entier public ¢; premier & ¢(n;). Seul M; peut alors calculer
I'inverse d; de ¢; dans Z/¢(n;)Z, car la connaissance de ¢(n;) = (p; — 1)(g; — 1) exigerait
de factoriser n; (on peut alternativement supposer que M; a regu d; en secret; en tous cas,
une fois qu’il connait d;, M; peut oublier p; et ¢;).

Un message est la donnée d’un entier N, inférieur a tous les n; (supposés du méme
ordre de grandeur) et tel que (N, n;) = 1; en particulier, N*(™) = 1 (mod n;) pour tout i.

Les dictionnaires “Entiers - Francais; Francais - Entiers” sont publics.

Si M, veut envoyer secretement N a Ma, il lui adresse de fagon publique le reste No
de la division de N par ny. Pour récupérer N, Ms calcule alors de2 = N (mod ng), ce
qu’ignorant ds, les autres membres M;,7 > 2, du réseau ne sauront faire. Et s’ils tentent
NQdi avec leur propre clef, 'incohérence du résultat obtenu leur montrera que le message
ne leur était pas destiné.

Pour s’assurer que le message envoyé par M; lui est dii, on peut aussi procéder comme
suit (on suppose ici que n < ng, de sorte que deux restes de division par n; distincts ne
peuvent représenter la méme classe modulo ny): M; calcule le reste N! de la division de
N9 par ng, et envoie Ni := (N1)®2 (mod ns) & M,. Alors, My peut récupérer N en
calculant (NJ)% = N! (mod ny), puis (N1)* = N (mod n1). La cohérence du message

obtenu confirme que M; en était bien 'expéditeur.



62 Rappels sur les anneaux. Lemme chinois. PGCD.

Un anneau (unitaire) A est un groupe abélien (de loi notée + , d’élément neutre 0),
muni d’une loi de composition interne A x A — A : (z,y) — zy associative, distributive
par rapport a la loi 4+ , admettant un élément neutre noté 1 . Si x et y commutent, on a
la formule de Newton: (z 4+ y)” = Xk=0,.n C’,’j xFy"~%. On dit que A est commutatif si
tous ses éléments commutent entre eux, et que A est intégre s’il est non nul et s’il n’a pas

de diviseur de 0 autre que 0 (i.e. zy=0= 2 =0o0uy =0).

On appelle unité de A tout élément x de A tel qu’il existe y € A vérifiant xy = yzr =1
(y est alors unique, et noté z71). L’ensemble des unités de A forme un groupe (pour la loi

multiplicative), noté A*. Un corps est un anneau non nul K tel que K* = K \ {0}.

Ezemples: M, (R) = anneau (non commutatif pour n > 1 ) des matrices carrées réelles
d’ordre n ; alors, (M, (R))* = GL,,(R). Plus généralement, pour un anneau A commutatif,
M,,(A) = anneau des matrices carrées d’ordre n a coeff. dans A; alors (M, (A))*, noté

GL,(A), est 'ensemble des matrices = de déterminant

det(zx) = Z E5T1,5(1)++Tn,s(n) € A",
SES,

L’application det : GL,,(A) — A* est un homomorphisme de groupes. On note SL,(A) =
{z € M,(A),det(z) = 1} son noyau. Par exemple, Z* = {1,—1}, et SL,(Z) est un
sous-groupe d’indice 2 de GL,(Z).

le groupe Z/aZ est naturellement muni d’une structure d’anneau, dont le groupe des
unités est le groupe noté (Z/aZ)* au §1. Pour a = p premier, Z/pZ est un corps, noté F;

si A; et As sont deux anneaux, on munit (en calculant coordonnée par coordonnée
comme pour les groupes) le produit A; X Ay d’une structure d’anneau, non integre si les
A; sont non nuls. On a: (A; x Ag)* = (41)* x (A2)*;

Panneau A[X7, ..., X,,] des polynomes en n variables a coeff. dans un anneau commu-
tatif integre A admet A* pour groupes des unités;

le corps des fractions K = Fr(A) d’'un anneau commutatif integre A est défini par les
regles de calcul usuelles sur les fractions ¢,a € A,b € A\ {0}. On note K (X, ..., X,) :=

Fr(A[Xy, ..., X,]) le corps des fractions rationnelles en n variables a coefficients dans K.

Un idéal (& gauche) J de 'anneau A est un sous-groupe du groupe (A, +) tel que
V(a,z) € A x J,ax € J. Comme une intersection d’idéaux est un idéal, on peut parler du
plus petit idéal (S) de A contenant une partie S de A, qu’on appelle aussi idéal engendré
par S . SiJ = Ax := (z) est engendré par un élément z, on dit que J est un idéal principal.

Un anneau A est dit principal s’il est integre et si tous ses idéaux sont principaux.
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Pour tout idéal bilatere J de A, le groupe quotient A/J est naturellement muni d’une
structure d’anneau, faisant de la surjection canonique 7 : A — A/J un homomorphisme
d’anneau (voir infra). De plus, 7 établit une bijection entre ’ensemble des idéaux de A
contenant J et 'ensemble des idéaux de A/J.

Un homomorphisme d’'un anneau A vers un anneau A’ est une homo. de groupes
additifs f : A — A’ tel que f(xy) = f(x)f(y) pour tout (z,y) € A x A, et f(1) = 1.
Endomorphisme, isomorphisme, automorphisme se définissent comme pour les groupes, et
on a de méme un théoreme de décomposition canonique des homomorphismes d’anneaux
(noter que Ker(f) sera ici un idéal bilatere de A). Pour A, A’ commutatifs, on étend f
en un homomorphisme de A[X] vers A’[X] en associant & P(X) = ¥;—o_ ,a; X"’ € A[X] le
polynéme f(P) = P/ := 3, ,f(a;) X" de A'[X].

On suppose désormais nos anneaux commutatifs. Soient Ji, ..., J,, des idéaux de A. On
définit leur produit .J;...J, comme I'idéal engendré par les éléments de la forme x...x,, ou
x; parcourt J; pour tout ¢ = 1, ...,n. Leur intersection ensembliste J; N...N.J, est un idéal
de A, qui contient, en général strictement, .J;...J,,. L'ensemble {¥;=1  ,zi; Vi, z; € J;}

est un idéal de A, noté J; + ... + J,,. Dans ces conditions:

Lemme chinois : Supposons que pour tout couple (i,7),1 < i < j <n, d’indices distincts,
Ji+Jj = A. Alors, Jy...J,, = J1 N ...N0 Jy, et Uapplication ¢ qui, a un élément x de A,
associe l’élément (x mod Jy, ...,x mod J,) de l'anneau produit des A/J; établit par passage

au quotient un isomorphisme d’anneaux :

Démonstration. Pour r = 2, soient a; € J;,1 = 1,2 tels que a1 +az =1, et y € J; N Jo;
alors, y = yay + yas € J1J3, qui coincide donc avec J; N Jo; pour tout couple z1,xo d’élts
de A, ¢(a1x2+azz1) = (classe de x1 mod Jq, classe de x5 mod Js), et ¢ est bien surjective.
Pour r > 2, il existe par hypothese a; € J; et o; € Jp tels que a; + a; = 1 pour tout ¢ > 1.

Alors, 1 — as...a, € Jy, donc Jy + Jo...J,. = A, et on conclut par récurrence.

Applications: - Z/3Z x Z/AZ est isomorphe & Z/12Z (et est en particulier un groupe
cyclique). Mais Z/3Z x Z/3Z n’est pas cyclique (et n’est donc pas isomorphe a Z/9Z).

- soient ag,...,a, des entiers > 1, et premiers entre eux deux a deux (i.e. tels que
pgcd(a;,aj) =1 pour tout i # j). Alors, (Z/ay...anZ)* ~ (Z/a1Z)* x ... x (Z/a,Z)*. En

particulier, la fonction indicatrice d’Euler est multiplicative (cf. §1).

On dit qu'un idéal J d’un anneau A est mazximal (resp. premier) si A/J est un corps

(resp. un anneau integre). Donc maximal = premier (réciproque fausse en général: penser

10



a C[X,Y]). J est maximal ssi J # A et le seul idéal le contenant strictement est A tout
entier; J est premier ssi J # Aet xy € J = x € Jouy € J. On peut déduire du lemme de
Zorn (énoncé équivalent a l’axiome du choix) que tout idéal de A distinct de A est contenu

dans un idéal maximal.

Soient A un anneau intégre, et a,b deux éléments de A. On dit que a divise b dans
A (notation : a|b) si (a) contient (b), qu’ils sont associés si (a) = (b) (i.e. s'il existe une
unité u de A telle que a = ub), que a est irréductible si a # 0,a ¢ A* et les seuls éléments
de A divisant a sont les unités de A et les éléments associés a a, et enfin que a est premier
si (a) est un idéal premier non nul (i.e. a # 0,a ¢ A* et alry = a|z ou aly). Tout
élément premier est irréductible, mais 'inverse est faux en général (consider la relation
2.3 = (1++/-5).(1 — v/-5) dans A = Z[/-5)).

On dit qu'un anneau integre A est factoriel si tout élément non nul et non unité
admet une décomposition en produit d’éléments irréductibles, unique a permutation et

multiplications par des unités pres.

Proposition: soit A un anneau intégre, et a un élément de A non nul et non unité.

i) si A est factoriel, a irréductible < a premier;

it) A principal = A factoriel;

i11) si A est principal, tout idéal premier non nul est maximal, donc a irréductible
& a premier < (a) mazimal.

iv) si A admet un algorithme de division euclidienne, il est principal.

Dans un anneau factoriel, on associe de la fagon usuelle a toute famille aq,...,a,
d’éléments (éventuellement nuls) de A leur pged et leur ppem, bien définis & multiplication
par une unité pres. On a pged(a,b) X ppecm(a,b) = ab (= signifiant ici associé). On dit
que a et b sont premiers entre eur (ou: étrangers) si pged(a,b) = 1. L’idéal principal
engendré par pged(a, b) contient en général strictement 1'idéal (a,b). On a néanmoins bien
égalité si 'anneau est principal, d’ou , dans un anneau principal, la notation (a,b) = 1
pour dire que a et b sont premiers entre eux. Enfin, si A est euclidien, ’algorithme de

division euclidienne fournit un procédé de calcul effectif du pged.

Comme ils sont munis d’'un algorithme de division euclidienne (de ‘stathme’ la valeur
absolue pour 'un, le degré pour l'autre), les anneaux Z et Q[X] sont principaux. En
revanche, Z[X] est seulement factoriel. On établira cette propriété au chapitre 5, en liaison

avec d’utiles criteres d’irréductibilité. Retenons des a présent:

1) Lemme de Gauss.- Soit A un anneau factoriel, et P = a,+a; X +...4+a, X™ un élément de

A[X]. On appelle contenu de P le pged cont(P) = pged(ag, ..., a,) de ses coefficients. Pour
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P,Q dans A[X], on a: cont(PQ) = cont(P)cont(Q). En particulier, A[X] est factoriel, et
un élément P de Z[X] est irréductible dans Q[X] si (et quand cont(P) = 1, seulement si)
il est irréductible dans Z[X].

2) Soit p un nombre premier, 7 : Z[X| — F,[X] 'homomorphisme de réduction modulo p
(réduire modulo p chacun des coefficients), et P € Z[X] de coefficient dominant a,, premier
a p. Alors P est irréductible dans Q[X] des que 7(P) 'est dans F,[X].

3) Critere d’Eisenstein.- Soit P = a, + a1 X + ... + a, X™ € Z[X], et p un nombre premier
tel que p [ an,pla; pour i < n,p? fap; alors P est irréductible dans Q[X].

On en déduit (poser ¥ = X — 1) que pour p premier, le polyndéme cyclotomique
P,(X) =1+ X... + XP~! est irréductible dans Q[X]. L’irréductibilité, plus subtile, de
tous les polynomes cyclotomiques ®,,(X) dans Q[X] se déduit des résultats du chap. 3.

4) Discriminant.- Soient K un corps, P = ap, X" +a, 1 X" '+...4+ag € K[X] un polynome
de degré n > 1, de polynome dérivé DP(X) = Eizl,__yniaiXifl. On dit que P est séparable
si (P,DP) = 1. Alors (exercice), P n’est pas divisible par un carré dans K|[X] (i.e. par
le carré d’un élément non unité), et la réciproque est vraie quand K est algébriquement
clos. Ainsi, P € K|[T] est séparable ssi il n’admet pas de racine multiple dans la cloture
algébrique de K (ou dans son corps de décomposition sur K, cf. §3).

De plus, il existe une expression polynomiale ‘universelle’ D, (aq, ..., ap—1, ay,) & coef-
ficients dans Z (dont la valeur dans K s’appelle le discriminant Disc(P) de P), telle que,
toujours sous ’hypothese a,, # 0: (P, DP) # 1 < Disc(P) = 0. Par exemple,

Disc(X" + a1 X +a) = (~1)"" V(1 = n)"Laf +naf~"),

Un homomorphisme d’anneaux dont la source est un corps, est injectif ou nul. Si K
est un corps, le noyau de ’homomorphisme de Z dans K défini par n — n.1 est un idéal
premier de Z, donc égal a 0, ou a pZ, pour un nombre p premier. On dit respectivement
que K est de caractéristique nulle, ou égale a p. Dans ce deuxieme cas, K contient le corps
F,, et I'application

F:K—K:x— 2P

est un endomorphisme d’anneau, induisant I'identité sur F, (d’apes Fermat), et appelé
Frobenius de K (cf. chapitre 2). Si car(K) = 0, tout élément irréductible P de K[X]
vérifie (P, DP) = 1, et est donc séparable. Si car(K) = p, il en est de méme quand le
Frobenius de K est un automorphisme de K (par exemple, pour K = F),): en effet, un
élément P irréductible non séparable vérifie DP = 0, donc 35 € K[X] tel que P(X) =
S(XP) = (F71(S9))(X))?, qui n'est pas irréductible dans K[X]. Mais si F n’est pas

surjectif sur K, il existe des polynémes irréductibles non séparables (cf. chapitre 3).
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§3. Extensions algébriques

Soit K un corps (commutatif). On appelle extension de K la donnée d’un corps L et
d’un homomorphisme d’anneaux (unitaires) ¢ de K dans L. Comme K est un corps, i est
nécessairement injectif, et on identifie en général K a i(K), en notant simplement L/K
une telle extension.

La multiplication des éléments de L par ceux de i(K ) munit L d’une structure naturelle
d’espace vectoriel sur K . La dimension (éventuellement infinie) de L en tant que K-esp.
vect. est appelée degré de l'extension L/K, et est notée [L : K] (ne pas confondre avec
I'indice d’un sous-groupe). On dit qu'une extension est finie si son degré l'est.

On appelle extension intermédiaire M de L/K la donnée de deux extensions M/K et
L/M telles que la composée des injections sous-entendues correspondantes soit l'injection
sous-entendue de L/K. Pour toute partie S de L , on désigne par K[S] le sous-anneau
de L engendré par K et S, et par K(S) = Fr(K[S]) 'extension intermédiaire de L/K
engendrée par K et S dans L. Si S = {s} est réduite a un élément, on dit que K(s) est
une extension monogéne. Si S est fini, on dit que K(S)/K est une extension de type fini
(mais K (5)/K ne sera pas forcément une extension finie; exemple: S = {T'} dans le corps

K(T) des fractions rationnelles & coefficients dans K.)

Théoréme 1: Soient L/K wune extension, et M une extension intermédiaire. Alors,
[L:K]=I[L:M|[M :K].

Démonstration: dans le cas ou [M : K| = m et [L : M] = n sont finis, soit {a1, ..., an}
(resp. {S1,..., Bn}) une base de M de K (resp. de L sur M). Alors, la famille {o;8;;1 <
i <m,1 < j < n} forme une base de I’espace vectoriel L sur K, qui a donc pour dimension
mn. Méme argument dans le cas o1 une des extensions est infinie, en remplacant les entiers

m,n par des cardinaux.

Application (exercices): le probleme de trisection de 1’angle ou de la duplication du cube

ne peut étre résolu par des constructions a la regle et au compas.
Soit L/K une extension, et a un élément de L. L’ensemble
Jo ={P € K[T]|, P(a) =0 dans L}

est un idéal de 'anneau pricipal K [T, distinct de K[T]. Si J, = 0, i.e. si a ne vérifie aucune
relation polynomiale non triviale a coefficients dans K, on dit que « est transcendant sur
K. Sinon, on dit que « est algébrique sur K; 'idéal J,, distinct de 0 et de K[T], admet
alors un générateur unitaire de degré > 1, appelé polynome minimal de o sur K, et noté

Ming, g (ou M, sila référence a K est claire); son degré s’appelle le degré de a sur K.
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Théoréme 2: i) Soient L/K une extension, et a un élément de L algébrique sur K.
Alors, Ming i est irréductible dans K[T), de degré n = [K(«) : K], lextension K(a)/K
admet {1, a,...,a” 1} pour base sur K, et K(a) = K|a].

it) Soit P € KIT|, irréductible et unitaire. Alors, il existe une extension M/K et un
élément o de M tels que P = Ming i et M = K(a). Une telle extension est appelée corps

de rupture de P.

Démonstration: i) soit ev, : K[T] — L : Q — Q(a) 'homomorphisme d’anneau ‘évaluation
en o’. Par passage au quotient par son noyau J,, il définit un isomorphisme de K[T]|/J,
sur un sous-anneau (forcément integre) de L, donc J, est un idéal premier, non nul, donc
maximal ((cf. §2, Proposition, iii). Ainsi, son générateur M, est irréductible et K|[T]/J,
est un corps, dont I'image K[| par ev, coincide donc avec K («), et est un espace vectoriel
sur K de dimension 7, engendré par les images de 1, 7T, ..., 7" 1.

ii) Panneau M = K|[T]/(P) est un corps si P est irréductible, et la classe a de T'
modulo (P) vérifie les conditions souhaitées.
[Dans la pratique, on calcule I'inverse d’un élément 8 # 0 de M, donné sous la forme
B = Q(a), avec P fQ, en appliquant Bézout: 3 A, Q" € K[T|,AP + QQ’ = 1; alors
B =Q' ()]

Un homomorphisme d’une extension (i, L) de K vers une extension (i', L’) de K est
un homomorphisme d’anneau ¢ : L — L’ tel que ¢oi = i'. On dit alors que ¢ est un
K-homomorphisme de L vers L’ (ou: un homomorphisme de L/K vers L'/K; comme ¢
est injectif, on parle aussi de plongement au lieu d’homomorphisme). Plus généralement,
si ¢ est un homomorphisme de K vers un corps K’, et (i, L) (resp. (i’, L) une extension
de K (resp. K’), un homomorphisme d’anneau ¢ : L — L’ tel que 1oi = i’o¢ s’appelle
un homomorphisme de L vers L' au-dessus de ¢ (ou: étendant ¢). Idem pour les iso., les
endo., les automorphismes.

Le théoreme de prolongement suivant entraine en particulier que pour P € KT

irréductible donné, tous les corps de rupture de P sont K-isomorphes.

Théoréme 3 : soient K, K' deux corps, ¢ un homomorphisme de K dans K', L/K,L' /K’
deur extensions, et a un élément de L algébrique sur K.

i) (ler théoréme de prolongement) Soit o € L' algébrique sur K', tel que p(Ming, k) =
Ming k. Alors, il existe un unique homomorphisme 1 de K(a) dans L' au-dessus de ¢
tel que Y(a) = o/

i) Soit ¢» un homomorphisme de K(«) dans L' au-dessus de ¢. Alors, o' 1= (a) est
algébrique sur ¢(K) (donc sur K'), et vérifie Ming 4xy = ¢(Ming k).
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[Le nombre d’homomorphismes distincts de K (a)) dans L’ au dessus de ¢ est donc égal au

nombre de racines distintes de ¢(Min, k) dans L. |

Démonstration: i) ’homomorphisme d’évaluation Q € K[T]| — (¢(Q))(a/) € L' passe au
quotient K[T|/J, par son noyau, et induit un plongement v : K(«) — L’ envoyant « sur
o/, et dont la restriction a K vaut ¢. Cela détermine entierement ¢ sur K («).

ii) (p(Ming, i) (') = Y(Ming, k() = 0, et 'homomorphisme d’anneau ¢ : K[T] —
¢(K)[T] préserve l'irréductibilité.

On dit qu’une extension L/K est algébrique si tous ses éléments sont algébriques
sur K; elle est dite transcendante dans le cas contraire (i.e. s’il existe un élement de L
transcendant sur K). Dans le cas d’une extension monogene, les propriétés suivantes sont
équivalentes: K(«a)/K est algébrique < K(«)/K est finie & Kla] = K(a). D’ou pour
une extension quelconque:

L/K est finie & L/K est algébrique et de type fini.

Soient L/K une extension, et x,y € L algébriques sur K. Alors, K(z,y)/K est une
extension finie (de degré < [K(x) : K|.[K(y) : K]), donc algébrique. En particulier, z+y et
xy sont algébriques sur K. Ainsi, [’ensemble des éléments de L algébriques sur K forme un
sous-corps de L, appelé fermeture algébrique de K dans L. C’est évidemment un extension
algébrique de K, mais elle n’est pas nécessairement finie (exemple: la fermeture algébrique
Q de Q dans C). Par ailleurs, elle est sa propre fermeture algébrique dans L. En effet,
pour toute extension intermédiaire L/M/K , avec M /K algébrique, tout x € L algébrique
sur M est algébrique sur K (si S désigne 'ensemble des coefficients de Ming, pr, x est

algébrique sur K(5), et K(S,z)/K est une extension finie, donc algébrique.)

On dit qu’un corps 2 est algébriqguement clos si les éléments irréductibles de Q[7T'] sont
tous de degré 1, i.e. si tout polynome de degré > 1 admet une racine dans €2 (tout polynéme
se décompose alors en facteurs linéaires dans €2). On dit qu'une extension K /K est une
cléture algébrique de K si les deux conditions suivantes sont simultanément réalisées: K /K

est une extension algébrique et K est un corps algébriquement clos.

Théoréeme: tout corps K admet une cloture algébrique K. De plus, deux clétures algébriques

de K sont K-isomorphes.

Démonstration: nous nous contentons ici de vérifier I'existence d’une cloture algébrique
en supposant qu’on dispose d’une extension 2 de K algébriquement close, mais peut-étre
transcendante (grace a I’Analyse ou la Topologie, c’est le cas de K = Q, avec 2 = C).

Soient donc K la fermeture algébrique de K dans Q, F un élément de K [T et w une racine
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de P € Q[T] dans le corps alg. clos Q. Comme on vient de le voir, w appartient & K, qui

est donc a la fois algébrique sur K et algébriquement clos.

Soit F' € K|[T] un polynéme de degré n > 1, non nécessairement irréductible, de terme
dominant a,,. On dit qu'une extension L/K est un corps de décomposition de F sur K s'il
existe n éléments (non nécessairement distincts) ayq, ..., ay, de L tels que les deux conditions

suivantes soient simultanément réalisées:
L=K(ay,...,an) et F(T) =apll=1, . (T —«;) dans L[T].

La premiére condition entraine alors que L/K est une extension finie. On exprime la
seconde en disant que F' se décompose en facteurs linéaires dans L, ou, plus simplement,

qu’il se décompose (sous-entendu: compleétement) dans L.

Théoréme 4: Soient K un corps, et F' un élément de K[T'] de degré n > 1.

i) F' admet un corps de décomposition L sur K.

ii) (2éme théoréme de prolongement) Soient ¢ : K — K’ un homomorphisme, et L'
une extension de K' dans laquelle ¢(F') se décompose en facteurs linéaires. Alors, il existe
un homomorphisme (non unique) v de L dans L' au-dessus de ¢. De plus:

ii1) Si ¢ est un isomorphisme, et si L' est un corps de décomposition de ¢(F) sur K',
alors, Y est un isomorphisme.

[Deux corps de décomposition de F' sur K sont donc K-isomorphes, et on peut parler, a

K-isomorphisme pres, ‘du’ corps de décomposition de F' sur K|

Démonstration. i) C’est clair pour n = 1, et on procede par récurrence sur n (sans fixer
K). Supposons que F' ne se décompose pas en facteurs linéaires sur K. Il admet alors
un facteur M irréductible sur K de degré > 1. D’apres le théoreme 2, il existe K;/K et
ay € K racine de M tels que K1 = K(a1), de sorte que F(T') s’écrit (T — a1)F1(T') dans
K1[T]. On conclut en appliquant ’hypothese de récurrence au couple (Fi, K7i).

ii) Par récurrence sur n. Soit ¢(F) = ¢(a,)Ili=1, . »(T — B;) la décomposition de ¢(F)
dans L', et M; le polynome minimal de o sur K, de degré r < n. Apres réindexation,
on peut écrire ¢p(M;) =1L, . (T — B;) et ¢(My), irréductible sur ¢(K), est le polynome
minimal de (7 sur ¢(K). D’apreés le théoreme 3.i, il existe un homomorphisme ¢; de
K1 = K(ay) dans L' au-dessus de ¢ envoyant o sur ;. On conclut en appliquant
I'hypothese de récurrence a Fy(T') := F(T)/(T — a1) € K1[T)), ¢1: K1 — K| = K'(p1).

iii) Soient ¢(F) = ¢(an)lli=1,.. (T — B;) la factorisation de ¢(F') dans le corps de
décomposition L' = K(f1, ..., Bn), €t » un homomorphisme de L dans L’ au-dessus de ¢.
D’apres le théoreme 3.ii, 9 envoie les a; sur certains des 3; et par injectivité, préserve les

multiplicités. Donc tous sont atteints, et 1 est un isomorphisme.
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CHAPITRE II

CORPS FINIS

§1. Les corps F,.

Soient p un nombre premier, et K un corps de caractéristique p. Comme on I’a vu,
K contient F,,, et est donc une extension de F,. Dans ces conditions, K est un corps fini
(c’est-a-dire: possede un nombre fini ¢ d’éléments), si et seulement si 'extension K/F,, est
finie (c’est-a-dire: est de degré d fini). Le F,-espace vectoriel K a alors ¢ = p® éléments.
Ainsi un corps fini a pour cardinal une puissance pure de sa caractéristique (noter qu’un

corps fini est forcément de caractéristique # 0). Inversément:

Théoréme 1: soient ¢ = p? une puissance de p. Le corps de décomposition du poly.
Gq4(T) = T — T sur F, est, a isomorphisme pres, l'unique corps de cardinal g. On le
note F.

[Remarque: pour d > 1, il n'y a aucun rapport entre F,s et Z/ p?Z: le premier est un
corps, le deuxiéme un anneau non integre; le groupe additif de Z/p?Z est cyclique, celui

de F,a un produit de d groupes cycliques.]
La démonstration du théoreme 1 repose sur le

Lemme 1: Soit K un corps fini, et p" son cardinal. Alors,

i) le Frobenius F' de K est un automorphisme de K, qui vérifie F™ = idy; en particulier,
tout élément irréductible de K[T| est séparable.

i) pour tout entier m > 1, le polynéome G, (X) = XP" — X est séparable (ses racines dans

toute extension de K sont donc simples), et pour m =n, G, (T) = e (T — ).

Démonstration. i) Rappelons (I, §2) que le Frobenius de K est I'application F' : x
aP. C’est bien un endomorphisme de 'anneau K, puisque F(zy) = (zy)? = F(x)F(y),
F(1) =1, et F(z+y) = Sg=o,... pChafy?™" = 2P + y? = F(x) + F(y) (noter que Vk =
1,...,p—1, p]C]’;). Comme sa source K est un corps, F est injectif, et donc surjectif puisque
c’est un endomorphisme du groupe fini (K,+). Ainsi, F' est un automorphisme. Comme

le groupe multiplicatif K* est d’ordre p” — 1, ses éléments x vérifient 2" ~! = 1, d’ou
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pour tout x € K, F"(z) = 27" = x = idg(z). (NB: le fait que F™ est I'identité entraine
d’ailleurs directement que F' est un automorphisme.) Comme F' est un automorphisme de
K, la deuxieme assertion résulte de I, fin du §2.

ii) La premiere assertion est claire (DG,,(X) = —1 est premier & G,,), et on vient de

voir que les p™ = deg(G,,) éléments de K sont racines de G,,.

Démonstration du théoreme 1. Soient L le corps de décomposition du polynome G4(7T)
sur F),, F' son Frobenius, et M l’ensemble des racines de Gq dans L. Par définition, L
est le sous-corps de L engendré sur F,, par I'ensemble M. Mais on vérifie & la main (ou
en disant que c’est 'ensemble des éléments x de L tels que Iautomorphisme o = F? de
I'extension L/F, vérifie o(x) = z) que M est lui-méme un corps. Donc M = L. Par
ailleurs, M a ¢ éléments, puisque G4 est un polynome séparable, et L est bien un corps
fini & ¢ éléments. Enfin, d’apres le Lemme 1.ii), tout corps K de cardinal ¢ = p? est un

corps de décomposition du polynéme Gy sur F, et est donc isomorphe a L.

Fixons une cloture algébrique F, de F,. Le théoréme 1 entraine que pour tout entier
d, il y a une et une seule extension F,« de F;, de degré d contenue dans Fp: le corps F,(¢)
engendré par une racine primitive (p? — 1)-ieme de I'unité dans F,,. (Rien de tel, bien sir,
pour Q, qui contient pour tout d > 1, une infinité d’extensions de Q de degré d, deux
a deux non isomorphes.) Ces extensions s’imbriquent de la fagon suivante, qui permet

d’ailleurs de définir F, comme la réunion croissante des corps F, n:, n > 1.
p pry

Proposition 1: soient n et m deux entiers > 1. Alors, Fyn C Fpm si et seulement si
n|m.

Démonstration: si F,m est une extension de F,n, son degré d vérifie p™ = (p™)?, donc

m = dn. Inversément, si n|m, p™ — 1 divise p™ — 1, donc ppn_1(Fp) C ppm_1(Fp).

Remarque 1: considérons, avec les notations m = dn précédentes, le n-ieme itéré F™ du
Frobenius de F),m. D’apres le lemme 1, c’est un élément du groupe G = Aut(Fpm /Fpn) des
automorphismes de I'extension F,m /Fn, i.e. des automorphismes du corps Fy,m induisant
I'identité sur Fp». On déduit des résultats du Chap. 3 que G est un groupe cyclique,
d’ordre d, engendré par I'automorphisme F™. (Voir feuilles TD pour une preuve directe.)

En particulier, pour tout entier m, le groupe Aut(F,m /F,) >~ Z/mZ est engendré par
le Frobenius F de F,m. On peut néanmoins montrer que Aut(F,/F,) est beaucoup plus

gros que le groupe cyclique (isomorphe & Z) qu’y engendre le Frobenius de Fp.

Remarque 2: On dit qu'une extension algébrique L/K est séparable si pour tout o € L,

le polynome Min, i est séparable. Soit alors K un corps fini. Le lemme 1 entraine que
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toute extension algébrique L/K est séparable; si de plus L/K est une extension finie, on a
vu qu'il existe un élément ¢ de L tel que L = K((). Ainsi, toute extension finie d’un corps
fini est monogene. Plus généralement, on montrera au chapitre 3 que pour tout corps K,
toute extension finie et séparable de K est monogene. En revanche, le corps K = F,(X),
de caractéristique p mais infini, admet des extensions finies non séparables (example: L
= le corps de rupture du polynéme P(T) = T? — X, qui est irréductible sur K mais est
une puissance p-ieme dans L[T]), tandis que le corps K = F,(X,Y) admet méme des

extensions finies non monogenes (exemple: L = le corps de décomposition du polynéme

F(T) = (T? — X)(T? — Y) sur K).

§2. La loi de réciprocité quadratique.

Soit p un nombre premier. On dit qu'un entier rationnel a est un résidu quadratique
modulo p si sa classe @ dans Z/pZ y est un carré, i.e. si 'équation X? —@ = 0 a une racine
dans le corps F, (donc deux pour p /Ja). Sip = 2, tout entier est résidu quadratique
modulo 2 (le seul polynéme irréductible de degré 2 de Fo[X] est X2 + X + 1). C'est aux
nombres premiers impairs qu’on s’intéresse donc ici.

Soit p un nombre premier impair et a un entier rationnel, de classe @ modulo p non
nulle. On appelle symbole de Legendre de a (ou de @), et on note (%) (ou (%)) le nombre
défini par

(%) =1 sia est résidu quadratique modulo p, ( %) =—1 sinon .

On étend le symbole de Legendre a tous les entiers en posant (%) = 0 si p divise a. Par
ailleurs, on identifie les 3 valeurs {£1,0} du symbole de Legendre tantét & des nombres

complexes, tantot a des éléments du corps F,, (ou de n’importe quel corps de caract. # 2).

Lemme 2: i) Pour tout entier a, (%) a "= ; en particulier, (%) =1, (%) = (—1)pr1;
.. ab ay/b T
ZZ) Va,beZ,(?) :(E)(E), et Zmer(z) =

o

Y
1

2_
iii) () = (~1)"="
Démonstration: i) considérons les endomorphismes y et ¢ du groupe F} défini par x(z) =
x prl,w(:L‘) = 22, D’aprés Fermat, Imx C Kery = {£1}, et Imi C Kery. Mais Kery,
formé des éléments d’ordre divisant (p — 1)/2, coincide donc avec I'unique sous-groupe
d’ordre (p — 1)/2 du groupe cyclique F}. Idem pour Ima), d’'indice |Kery| = 2 dans Fy,.
Finalement, Kery = Imy, et () =1« a € Imy & x(a) = 1, dou (3;) = x(a) pour

. N . a _ p=1

tout a premier & p, soit (5) =a "z pour tout a.
ii) La premiere relation est claire sur y. Comme Kery est d’'indice 2, il y a autant de

résidus quadratiques que de non résidus quadr. dans F, d’ou la seconde relation.
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iii) Soit ¢ une racine primitive 8-itme de 1'unité dans F,,. Alors, (* = —1 et 6 :=( + (7!
a pour carré 2. On conclut en notant que (%).9 = 0Pl =(P+(Pestégalafsip=+1
mod 8 , et & —0 si p = +3 mod 8.

Remarque 3: soient G un groupe fini. On appelle caractére de G tout homomorphisme
de groupe de G dans C*, i.e. toute application x : G — C* telle que pour tout z,y €
G : x(zy) = x(z)x(y). En définissant le produit x de deux caracteres xi, x2 par x(z) =
x1(z)x2(z), on munit 'ensemble G des caractéres de G d’une structure de groupe, d’élément
neutre le caractere trivial 1 : z — 1(x) := 1. Avec {£1} C C*, le symbole de Legendre
devient un caractere du groupe G = F, d’ordre 2 dans G’, et le lemme 2.ii est un cas

particulier des relations générales (exercice):
Vx € G x#1: S x(2) =0 Tpee 1(z) = |G,

Théoréme 2 (Gauss): soient p et £ deux nombres premiers impairs distincts. Alors

Démonstration: soit ¢ une racine primitive p-ieme de I'unité dans Fy, ou dans C. On va

calculer de deux fagons la “somme de Gauss”, bien définie dans chacun de ces corps par

la formule
pz_l T Z T

(1) Qu’on lise dans Fy ou dans C, on a: S? = (—1)"= p.

En effet, §% = E(x,y)(%) coty — 2t¢0(%)(2$¢ogm(1+t)), puisque pour y = xt, (%) =
(%)(%) — (%) Comme x > (*(1F1) est un caractere de (Fp, +), Sprz0C* ) vaut p — 1 si
—1

p|l +t, et —1 sinon. Ainsi, S? = (5)p—-1)+ (—1)2,575_1(;—3), qui vaut (%)p d’apres le

lemme 2, ii).

(2) Dans Fy, on a: S~ = (%).

En effet, comme on est maintenant en caractéristique ¢, S* = Ex(%) ¢ = (%)Zx(%) ¢t =
(%)S, et on peut diviser par S, qui d’apres (1), est non nul dans F,.

En regroupant (1) et (2), on obtient finalement:

E p—1 £—1 £—1 p—1 ¢

— -1 £—1 —1e-1 D
(=571 = ()T = ()T,
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Cette identité, établie modulo ¢, ne relie que des 1 et des -1, et persiste donc en toute

caractéristique.

Remarque 4: la formule (1), lue en caractéristique 0, montre que pour tout nombre premier
p congru a 1 (resp. a 3) modulo 4, Iextension quadratique Q(,/p) (resp. Q(y/—p) de Q est
contenue dans le corps Q(e*™/P); dans tous les cas, on a donc: Q(/p) C Q(e2™/®P). Plus
généralement, on déduit de la “théorie du corps de classes” que toute extension abélienne

de Q est contenue dans une extension cyclotomique.

§3. Factorisation dans F,[X]|. Algorithme de Berlekamp.

Soient p un nombre premier, et P un polyndéme unitaire a coefficients dans Z. Comme
on l'a dit en I, §2, il suffit, pour que P soit irréductible dans Q[X], que son image m(P)
par 'application de réduction modulo p soit irréductible dans F,[X]. Bien sir, c’est loin
d’étre nécessaire: prendre P(T) = T? — ¢, avec { premier, (%) = 1; ou encore: P(T) =
®,a_1(T'), irréductible sur Q d’apres la Proposition 3 ci-dessous, bien que tous ses facteurs
irréductibles modulo p aient pour degré d (un tel facteur irréductible A est le polynome
minimal sur F;, d’une racine de ®,4_;, i.e. d’une racine primitive p? — 1-itme de I'unité
dans Fp; comme le corps engendré sur F, par une telle racine est F,q, c’est que deg(A) = d;
en particulier, d|¢(p? — 1), ce qu’on peut retrouver en notant que p est un élément d’ordre
d de (Z/(p? —1)Z)*). Néanmoins, le critére suivant d’irréductibilité sur F,, s’avere parfois

utile.

Proposition 2: Soit A € F,[X] un polynéme de degré m. Alors, A est irréductible si et
seulement si l’on a simultanément
(XP" — X, A(X)) = A(X), et VL premier ,6lm : (XP™"" — X, A(X)) = 1.

Démonstration: si A est irréductible, son corps de rupture F,[X|/A(X)F,[X]| = F,(X)
sur F,, a p™ éléments, donc coincide avec Fpm, et I'itéré de F' d’ordre minimal stabilisant
X est F™. Inversément, tout facteur irréductible de X?" — X qui ne divise aucun des

Xr" — X, n|m,n # m, admet F,= pour corps de rupture sur F,,, et est donc de degré m.

Voici, a titre d’exercice, un autre type d’application de la réduction modulo p a
l'irréductibilité dans Z[X].

Proposition 3: pour tout entier n > 1, le polynéme cyclotomique ®,,(X) est irréductible

dans Q[X].

Démonstration: soient ( une racine primitive n-ieme de I'unité dans Q, et P son polynome

minimal sur Q. D’apres le lemme de Gauss (1, §2), on a ®,, = PQ, avec P et Q unitaires a
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coefficients dans Z. On va montrer que toutes les racines primitives n-ieme de I'unité sont
racines de P, de sorte que ®,, = P est bien irréductible sur Q. Par induction, il suffit de
montrer que pour tout nombre premier p ne divisant pas n, la racine (P de ®,, est racine
de P. Sinon, Q(¢?) = 0, ¢ est racine du polynéome R(X) := Q(XP), qui est donc divisible
par P, et d’apres le lemme de Gauss, 35 € Z[X] tel que R = PS. D’ou par réduction
modulo p: 7(R) = 7(P)n(S). Mais 7(R(X)) = 7(Q(X?)) = m(Q(X)P) dans F,[X], soit
7(P)n(S) = (7(Q))P. Ainsi, tout facteur irréductible A de 7(P) dans F,[X] divise 7(Q),
et m(®,,) = 7(P)m(Q) est divisible par A% Mais p fn, donc ®,, est un polynéme séparable

de F,[X], donc sans facteur carré.

Enfin, I’énoncé suivant fournit a la fois un critere d’irréductibilité et un algorithme de

factorisation dans F,[X].

Proposition 4 (Berlekamp): Soit A € F,[X]| un polynome sans facteur carrés, et A;...A,
sa décomposition en polynomes irréductibles dans F,[X]. Les polynomes Q@ € F,[X]|
nuls ou de degré < deg(A), qui, pour tout i = 1,...,7 , sont congrus modulo A; a un

élément de F,,, sont exactement les p" polynomes Q nuls ou de degré < deg(A), tels que
QX)P = Q(X) mod(A(X)).

Démonstration: puisque les A; sont irréductibles et distincts, ils sont premiers entre eux
deux a deux, et le lemme chinois, appliqué & I’anneau principal F,[X], permet d’attacher
a tout r-uplet (si,...,s,) € (Fp)" de polyndmes constants un unique polynome ) nul ou
degré < deg(A) tel que A; divise @ — s; pour tout i. Alors, QF = s = s, = Q mod(4;)
pour tout 4, et A divise QP — Q. Inversément, X? — X = Il,cp, (X — s) dans F,[X], donc
tout polynoéme @ vérifie QP — @Q = Iser,(Q — s). Par conséquent, si A divise Q7 — Q,
chaque facteur irréductible A; de A divise 'un des facteurs de ce produit, i.e. il existe
pour tout ¢ = 1,...r un polyndéme constant s; tel que () = s; mod A;. Restreinte aux
polynoémes @ nuls ou de degré < deg(A), 'application @ +— (s1, ..., s) est la réciproque de

la précédente, d’ou la bijection recherchée.

Application: si S désigne 'endomorphisme @) — QP du Fp-espace vectoriel F,,[X]/(A) , le
noyau de S — Id a pour dimension p = r, d’oll comme promis un critere d’irreductibilité
(p=1) sur F,,. Etsip > 2, la proposition montre que pour tout élément () du noyau, il
existe s € F), tel que A et () —s ont un pged non trivial, d’ou1 un algorithme de factorisation
dans F,[X].
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CHAPITRE III

THEORIE DE GALOIS

§1. Extensions galoisiennes.

Soient K un corps et L/K une extension algébrique. On dit que L/K est normale si
tout élément irréductible de K[T| qui admet une racine dans L se décompose dans L[T] en
facteurs linéaires, autrement dit si, pour tout élément o de L, il existe des éléments (non
nécessairement distincts) oy = a, g, .., ag de L tels que Ming g (T) = ;=1 . a(T — a;);
ces racines de Min,, i sont appelées les conjugués de o sur K (dans L). On dit que L/K
est une extension galoisienne si elle est a la fois normale et séparable, autrement dit si tout
a € L de degré d sur K admet d conjugués distincts dans L. (Rappelons que L/K est dite

séparable si Vo € L, le polynome Min, gk est séparable.)

Lemme 1: i) soit L/K une extension algébrique. Alors, L/K est normale et finie si et
slt s’il existe un élément F' de K[T| tel que L soit un corps de décomposition de F sur K.

it) Soit L/ K une extension normale. Pour tout élément o de L, l’ensemble des con-
Jugués de o dans L coincide avec le sous-ensemble de L formé par les images de o sous

les différents automorphismes de L/ K.

Démonstration: i) si L/K est finie, il existe un ensemble fini S d’éléments de L algébriques
sur K tels que L = K(5), et si L/K est de plus normale, F(T') := IloesMing, x (T') vérifie
la condition demandée.

Inversement, soit L le corps de décomposition d’un élément F' de K[T]. C’est évidem-
ment une extension finie de K. Soient alors P un élément irréductible de K[T'] admettant
une racine o dans L, N un corps de décomposition de P sur L, et o’ une racine quelconque
de P dans N. Le ler théoreme de prolongement fournit un K-isomorphisme ¢ de K(«)
sur K(a'). Puisque L (resp. L(a’)) est un corps de décomposition de F' (resp. ¢(F')) sur
K(a) (resp. K(')), on déduit du 2éme théoreme de prolongement un isomorphisme 1) de
L sur L(a') au-dessus de ¢. En comparant les degrés, on conclut que o’ € L.

ii) Pour tout automorphisme o de L/K, Min, x(ca) = o(Ming k(o)) = 0, et oa

est un conjugué de « sur K. Inversement, soit o’ un conjugué de a sur K. Traitons
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d’abord le cas ou L/K est une extension finie, donc par i), le corps de décomposition d’'un
F € KJ[T]. D’apres le ler théoreme de prolongement, il existe un K-plongement ¢ de
K(a) dans L envoyant « sur o/. D’apres le 2e théoreme de prolongement, ¢ se prolonge
en un automorphisme o de L/K, et o(a) = ¢(a) = /. D’ou la bijection ensembliste
annoncée (qui explique qu’on appelle souvent conjugaisons de L/K les automorphismes
d’une extension normale L/K). Le cas général s’en déduit au moyen du lemme de Zorn
(considérer I'ensemble des couples (L',v’) formés d'une extension L’/K normale, con-
tenue dans L et d’un automorphisme 1)’ de L’ au-dessus de ¢, muni de la relation d’ordre

<L1,¢1> < (LQ,I/JQ) si L1 C L2 et ¢2 pI‘OlOng 1/11)

Pour toute extension intermédiaire M /K d’une extension normale L/K, 'extension
L/M est normale (car Yoo € L, Ming pr|Ming i; en revanche, M /K n’est en général pas
normale). Par ailleurs, M /K et L/M peuvent étre normales sans que L/K le soit. Si L/K
est séparable, M /K lest évidemment, ainsi que L/M (car tout diviseur d’un polynéme

séparable est séparable). On verra plus bas que M /K et L/M séparables = L/K séparable.

Lemme 2 : Soient L/K une extension normale, et M /K une extension intermédiaire.

i) Soient ¢ un K-homomorphisme de M dans L, et o un élément de L, de degré d
sur M. Le nombre d de racines distinctes de ¢(Ming pr) dans L vérifie 1 < d' < d, et est
égal au nombre d’homomorphismes de M(«) dans L au dessus de ¢; de plus, d' = d si et
seulement st Ming pr est séparable. Plus généralement:

i) Supposons m = [M : K] fini. Le nombre m’ de K-plongements de M dans L vérifie
1 <m/ <m, et vaut m si et seulement si M /K est séparable.

ii1) M /K est normale si et seulement si pour tout K-plongement ¢ de M dans L , on
a: (M) C M (et ¢ est alors un automorphisme de M /K ).

En regroupant les deux derniéres conclusions de ce lemme, et en notant Aut(L/K) le
groupe des automorphismes d’une extension algébrique L/K (i.e. des automorphismes o

du corps L tels que Vo € K,o(x) = x), on obtient finalement:

Théoréme 1 : une extension finie L/K est galoisienne si et seulement si le groupe
Aut(L/K) est d’ordre [L : K].

Démonstration du lemme 2: i) D’apres le ler théoreme de prolongement, le nombre de
plongements de M («) dans L au-dessus de ¢ est égal d’. De plus, L/K étant normale,
P = Min, kg se décompose en facteurs linéaires dans L, et il en est de méme de @ =
Ming v et de ¢(Q), qui divisent P = ¢(P). En particulier d’ > 1, et d’' = d ssi ¢(Q) est
séparable sur K. Puisque ¢(Q, DQ) = (¢(Q), ¢(DQ)), cela équivaut & demander que @

soit séparable.
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ii) récurrence sur m. Si m > 1, il existe une extension My de K et un élément o de
M de degré d > 1 sur My tel que M = My(«). Par i), tout K-plongement ¢ de My dans L
admet au plus d prolongements ¢ a M, et exactement d si M /My, est séparable. Comme
tout K-plongement 1) de M dans L induit un ¢ sur M,, on déduit de ’hypothese de
récurrence quil y a 1 < m’ < d[My : K| = m K-plongements de M dans L, et exactement
m si M /K, donc M /My et My/K, sont séparables.

Supposons maintenant que M /K ne soit pas séparable. Alors, il existe & € M, de
degré d > 1 sur K, non séparable sur K, et par i), d < d K-plongements de K («) dans
L. On vient de voir que chacun d’eux a au plus m/d prolongements a M. Le nombre de

K-plongements de M dans L est au donc au plus égal a d'm/d < m.

[INB: si M/K n’est pas séparable, de sorte que K est de caractéristique p non nulle, on
peut en fait démontrer que m/|m, et que ; est une puissance pure de p.]

iii) L’image, par un K-plongement ¢ de M dans L, d'un élément a de M est un
conjugué dans L de « sur K. Si M/K est normale, ces conjugués sont déja tous dans
M, donc ¢(M) C M, et ¢ est un K-endomorphisme de M. Enfin, tout endomorphisme
¢ d’une extension algébrique M/K est un automorphisme: c’est clair si [M : K] < oo;
dans le cas général, remarquer que pour tout 8 € M, I’ensemble B des racines de Ming i
dans M est fini, et que ¢ induit une injection, donc une bijection, de B sur lui-méme; par
conséquent, § admet dans B C M un antécédent sous ¢, et ¢ est surjectif.

Supposons maintenant que tout K-plongement de M dans L laisse stable M. Soient

a un élément de M et o’ un conjugué de o sur K. D’apres le lemme 1.ii, il existe un
automomorphisme ¢ de L/K tel que ¥(a) = /. Par hypothese, la restriction ¢ de ¢ & M
laisse stable M, donc o = () = ¢(o) € M. Ainsi, Min, x se décompose en facteurs
linéaires dans M, et M /K est normale.
Preuwve du Théoréme 1 : on vient de voir que pour toute extension algébrique, Aut(L/K)
coincide avec l’ensemble des K-plongements de L dans L. Si L/K est galoisienne finie,
il a, d’apres le lemme 2.ii, [L : K| éléments. Inversement, soient L/K une extension de
degré fini m = |Aut(L/K)|, et L/K une extension normale contenant L (par exemple, une
cloture algébrique de L). Alors, ’ensemble de K-plongements de L dans L a au plus m
éléments. Comme il contient Aut(L/K), il en a donc m (d’ou la séparabilité de L/ K grace
au lemme 2.ii), et il coincide avec ce groupe (d’ou la normalité de L/K grace au lemme
2.iii).

Remarque 1: i) soient L une extension normale de K (par exemple, une cloture algébrique
de K), et M/K une extension intermédiaire. D’apres le lemme 2.iii, I’ensemble des exten-

sions normales de K contenant M et contenues dans L admet pour la relation d’inclusion
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un plus petit élément M , appelé cloture normale de M dans L. Si M/K est finie, M /K
I'est aussi: en effet, M = K(5), ou .S C M est fini, le polynéme Il,csMin, x se décompose
en facteurs linéaires dans L, et son corps de décomposition M C L sur M répond A la
question.

ii) On déduit du lemme 2.ii que si M/K et L/M sont deux extensions séparables,
alors L/K est séparable. (En considérant les polynomes minimaux, on se raméne au cas
ou M/K est finie, et L = M(«). Alors, M admet [M : K| K-plongements distincts dans
K, et chacun d’eux se prolonge en [L : M| plongements distincts de L dans K. )

Lemme 3: Toute extension L/K finie et séparable est monogéne (i.e. admet un élément
v, dit primitif pour L/ K, tel que L = K(v).)

Démonstration: on 'a vérifié au chapitre Il quand K est un corps fini. Supposons main-
tenant K infini. L/K étant de type fini, il suffit par induction de montrer I’assertion quand
L = K(a, ). Soit L un corps de décomposition de F = Ming, xMing ik sur L. D’apres
le lemme 2.ii, il existe n = [L : K] K-plongements distincts ¢, ..., ¢, de L dans L. Le

polynéme

P(T) = Ih<izj<al(di(@) — 6;(a)) + (¢:(8) — ¢;(8))T] € LIT]

est alors non nul; K étant infini, il existe donc ¢ € K tel que P(c) # 0, autrement dit tel
que les éléments ¢;(a + ¢f),i = 1,...,n de L sont distincts. Mais ce sont des racines du
polynéme minimal de v := a + ¢f sur K, qui est donc de degré > n. Comme v € L, ce

degré est majoré par n, et L = K (7).

62. La correspondance de Galois.

Soient L/K une extension algébrique, et G = Aut(L/K) le groupe des automor-
phismes de l'extension L/K. Pour toute extension intermédiaire M, le groupe Aut(L/M) =
{0 € G;Vx € M,o(x) = z} des automorphismes de I’extension L/M est un sous-groupe de
G. Inversement, pour tout sous-groupe H de G, le corps L? := {z € L;Vo € H,o(z) = x}
est une extension intermédiaire de l'extension L/K, appelé sous-corps de L fizé par H.
On a:

H<H <G=KcL?” cL”cL ;
KcMcM cL= Aut(L/M") < Aut(L/M) < G.

Toute extension intermédiaire M est contenue dans LA“H(L/M) majs il se peut qu’elle le
soit strictement (exemple: K = M = Q C L = Q(3v/2), pour lequel Aut(L/K) = {id.},
LAL/K) — [), De méme, tout sous-groupe H de G est contenu dans Aut(L/L™), mais
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peut I'étre strictement (exemple hors programme: K =F, C L = K, H = {F" n € Z},
ot F désigne le Frobenius de L; alors L = K, mais Aut(L/K) est bien plus gros que
H). Pour simplifier ’exposé, nous nous limiterons pour ’essentiel aux groupes finis, ou
ce deuxieme type de contre-exemples n’apparait pas. Quant au premier type de contre-

exemples, il disparait lorsqu’on se restreint a des extensions L/K galoisiennes.

Pour L/K galoisienne, le groupe Aut(L/K) s’appelle le groupe de Galois de l’extension
galoisienne L/ K, et est souvent noté Gal(L/K).

Théoréme 2: i) Soient L/k une extension quelconque, G un sous-groupe fini de Aut(L/k),
et K le corps LE. Alors, L/K est une extension galoisienne finie, et Aut(L/K) = G.

ii) Soient L/k une extension algébrique, G un sous-groupe quelconque de Aut(L/k),
et K le corps L¢. Alors, L/K est une extension galoisienne

iii) Soit L/ K une extension galoisienne. Alors, LAY L/K) = |

On obtient ainsi une nouveau critére pour qu’une extension algébrique L/K, finie ou non,

soit galoisienne: il faut et il suffit que LA“(L/K) = [

Démonstration: 1) Soient o un élément de L, et o1 = idy, 09, ...0, un sous-ensemble maz-
imal de G tel que o1, ..., o, soilent distincts. Posons P(T') = ;= (T — 0;a) € L[T].
Alors, o(P) = P pour tout o € G, de sorte que P € K[T], et « est algébrique sur
K. De plus, Min, k divise P, mais est aussi divisible par P puisque Min, x(o;a) =
oi(Ming k(a)) = 0; bref, Min, x = P. Ainsi, le polynome minimal de o sur K se
décompose en facteurs linéaires distincts dans L, et L/K est galoisienne.

On vient de montrer que le polynéome minimal sur K de tout élément de L est de
degré < |G|, i.e. que tous les éléments de L sont de degé < |G| sur K. Comme L/K est
séparable, il résulte alors du lemme 3 que [L : K] < |G|. Enfin, [L : K| = |Aut(L/K)|
d’apres le théoréme 1, et G est un sous-groupe de Aut(L/L%). Par conséquent, L/K est
degré > |G|, donc finalement égal a |G|, et G remplit tout Aut(L/K).

ii) Si L/k est algébrique, l'orbite sous G, éventuellement infini, de tout élément a de
L est formée de racines de Ming, i, et est donc finie. La premiere partie du raisonnement
de i) reste donc valable, et L/K est galoisienne.

iii) Soit o un élément de L, de degré d sur K. D’apres les lemmes 2.1 et 1.ii, il existe
d automorphismes o1 = id,...,04 de L/K tels que {o;c;i = 1,...d} forme ’ensemble des
racines de Min, g dans L. Si maintenant o € K%, on a 0;(a) = o pour tout i = 1, ..., d,
et d = 1. Ainsi, o appartient & K, et K€ = K.

Remarque 3: pour démontrer I'inégalité [L : K] > |G| au théoréme 2.i, on peut également

procéder de la maniere suivante. Voyons G C Aut(L/K) comme une famille d’éléments du
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L-espace vectoriel F(T', L) des fonctions sur I' := L*, & valeurs dans L. Si [L: K| < |G|,
elle est linéairement dépendante sur L. Mais les éléments de G sont aussi des caracteres
du groupe I' (& valeurs dans le groupe multiplicatif du corps L), et un théoreme classique,
valable pour tout groupe I' et tout corps L, affirme que des caracteres distincts de T’
forment une famille L-libre dans F(I', L).

Théoréme de Galois: soient L/K une extension galoisienne finie, et G = Gal(L/K)
son groupe de Galois.

i) Soit M un extension intermédiaire, et H = Gal(L/M) < G le groupe de Galois de
’extension (galoisienne) L/M; alors, [L : M| = |H|, et M = L¥;

ii) Soit H un sous-groupe de G, et M = L le sous-corps de L fivé par H; alors L/M
est une extension galoisienne de degré [L : M| = |H|, et H = Gal(L/M);

iii) Une extension intermédiaire M /K est galoisienne si et seulement si H := Gal(L/M)
est un sous-groupe distingué de G; dans ce cas, son groupe de Galois Gal(M/K) s’identifie
au groupe quotient G/H.

Démonstration: 1) et ii) sont des réécritures du théoreme 2. (Mais en ii), le fait que
L/L* est galoisienne n’est pas profond, puisqu’on part d’une extension L/K galoisienne.)
Passons a iii).

Supposons M/K galoisienne, et soient 7 € G,o € H. Il s’agit de voir que 7~ loT
appartient a H, i.e. fixe chaque élément x de M. Comme 7(x) est une racine de Ming as et

lor(x) =7717(2) = 2.

que M/K est normale, 7(x) € M, et est donc fixé par o. Alors, 7~

Supposons H distingué dans G. Il s’agit de voir que M /K est normale (comme L/K
est séparable, on sait déja que M /K 1’'est aussi). Les conjugués dans L d’un élément z € M
sont de la forme 7(x),7 € G. Mais pour tout o € H, 7 1o7 := ¢’ appartient & H <G, donc
fixe z, et o7(z) = 70’ (2) = 7(2), soit 7(x) € L = M.

Dans ces conditions, tout automorphisme o de L/K induit sur M un automorphisme
op de M (cf. lemme 2.ii), de sorte que 'application 7 : o + o)3; définit un homo-
morphisme de groupe de G dans Gal(M/K). Mais 7 est surjective d’apres le deuxieme
théoreme de prolongement, et son noyau est formé des automorphismes de L/K induisant

I'identité sur M. Autrement dit, Ker(mw) = Gal(L/M), et Gal(M/K) ~ G/H.

Le théoreme de Galois montre que 1’étude des extensions intermédiaires d’une exten-
sion galoisienne finie L/K équivaut & celle des sous-groupes de Gal(L/K). Par exemple,
on en déduit immédiatement que L/K n’a qu'un nombre fini d’extensions intermédiaires
(cela reste vrai si L/K est seulement séparable, sinon, c’est en général faux). De ce fait,

on désigne souvent du meéme adjectif les propriétés d’une extension galoisienne et celles de
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leurs groupes de Galois. Ainsi, une extension galoisienne est dite abélienne (resp. cyclique)
si son groupe de Galois ’est. Dans 'autre sens, on voit pourquoi ‘normal’ et ‘distingué’

sont synonymes en théorie des groupes; quant au mot ‘résoluble’, il fait I’objet du §3.

§3. Applications

Pour alléger I'exposé, nous présentons ces applications sous forme de séries d’exercices,

et nous nous plagons en caractéristique nulle (toutes les extensions sont donc séparables).
a) Resolubilite par radicaux

Soit K un corps (de caractéristique nulle). Une extension M/K est dite résoluble
s’il existe une tour d’extensions K = Ky C K; C ... C K,, = M telle que pour tout
i = 1,...,m, il existe un élément f; de K; et un entier n, > 0 tel que 3" € K;_; et
K; = K;_1(B;). Pour F € KJT], de corps de décomposition Kr sur K, on dit que
I’équation F'(x) = 0 est résoluble par radicauz si 'extension K /K est contenue dans une
extension résoluble de K. Par ailleurs, on appelle souvent groupe de Galois de F' le groupe
Gal(Kp/K).

Dans le probleme étudié ici, on peut se ramener au cas ou K contient pour tout entier
n > 0 une racine primitive n-ieme de 1'unité. C’est ce que nous supposerons désormais.
Si M/K est résoluble, chacune des extensions intermédiaires K;/K; ;1 est alors galoisi-
enne, de groupe de Galois isomorphe a un sous-groupe de Z/n;Z, donc abélien (et méme
cyclique). Inversement, on peut démontrer, au moyen du “théoreme 90 de Hilbert”, que
toute extension cyclique K" /K’  de degré n, d'un corps K’ contenant une racine primitive
n-iéme de 'unité, est de la forme K" = K’(B%), ou e K'.
Ez. 1: soit M/K une extension résoluble, et N/K une cloture normale de M/K. Alors,

N/K est une extension résoluble.

Soit G un groupe. On dit que G est résoluble s’il admet une suite de sous-groupes
Gm ={e} <Gp_1 <..< G <Gy =G telle que pour tout i = 1,...,m, G; soit distingué
dans G,;_1 et G;_1/G; soit abélien.

On démontre en théorie des groupes que si G est un groupe résoluble, et si H < G,
alors G/H est résoluble.

Ezx. 2: Soit M/K une extension résoluble , et L/K une extension intermédiaire. Alors,
Aut(L/K) est un groupe résoluble.

[Noter que si K’ = LAUE/K)  M/K' est résoluble, et L/K’ est galoisienne, de groupe
de Galois Aut(L/K') = Aut(L/K). Par l'ex. 1 et la remarque précédente sur G/H, il
suffit alors de montrer que si N/K est galoisienne et résoluble, le groupe Gal(N/K) est

résoluble.]
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On obtient en définitive:

Théoréme A: une équation F(x) = 0 a coefficients dans K est résoluble par radicauz si

et seulement si son groupe de Galois est résoluble.
b) L’équation générale de degré n.

Soient k un corps de caractéristique 0, et K = k(uy,...,u,) le corps des fractions
rationnelles en n variables. L’equation générale de degré n est 1'équation P, (z) = 0,
ot Pp(T) = T —uy Tt + ... + (=1)"u,, € KI[T]. Soit L = K(v1,...,v,) le corps de
décomposition de P, sur K, avec P,,(T) = IL;=1 . (T —v;). On a: u; = vy + ... + vy,
Us = Y1<icj<nViVj, - 5 Up = i1 pv;.

Soit par ailleurs L = k(x1,...,x,) le corps des fractions rationnelles en n nouvelles
variables x1,...,x,. L’action du groupe symétrique S,, sur L, définie, pour tout f €
L, par (of)(x1,....7n) = [(Z5(1)s s To(n)), identifie S, & un sous-groupe de Aut(L/k).
Les élements du corps S = L sont appelés les fonctions symétriques en les x;. Soit
K = k(s1,...,5n) le sous-corps de S engendré par les fonctions symétriques élémentaires

851 =1 + oo + Ty, S2 = Vi<icj<nTiTj, oo 5 Sp = L1 7.

Théoreme B’: toute fonction symétrique s’exprime comme une fraction rationelle en les
fonctions symétriques élémentaires. Autrement dit, on a K =S (et Aut(L/K) = S5,,).

[D’apres le thm. 3.i, [L: S] =|S,| = n!, donc [L : K| > n!. Pour I'inégalité inverse, noter
que pour tout corps K’, le corps de décomposition sur K’ de tout élément de K'[T] de degré
n est de degré au plus n!. Considérer alors P, (T) = T™ — s;T" 1 + ...+ (=1)"s, € K[T].]

On peut montrer que ’homomorphisme d’anneaux ev : kf[uq,...,u,] - K : P —
P(s1, ..., 8pn) est injectif. Il s’etend donc en un isomorphisme ¢ de K sur K.
FEz. 3 les extensions L/K et L/K sont isomorphes. En particulier, [’équation générale de

degré n admet S, pour groupe de Galois.

Or on démontre en théorie des groupes que S,, est un groupe résoluble si n < 4, et

non résoluble des que n > 5. Du théoreme A, on déduit donc:
Théoreme B: [’équation générale de degré n est résoluble par radicaux si et sit sin < 4.

Reste a trouver les formules par radicaux donnant les solutions de ces équations.
Expliquons la méthode pour n = 3 (formule de Cardan). On suppose comme toujours
que car(k) = 0, et pour simplifier, que k contient les racines cubiques p, p? de I'unité. On
met sans difficulté P3 sous la forme P(T) = T3 + pT + q = (T — v1)(T — v2)(T — v3), de
discriminant D = —4p3 — 27¢%, qui n’est pas un carré dans le corps de base K = k(p, q).

Le sous-corps de £ = K(vy,v2,v3) fixé par le groupe alterné As, d’indice 2 dans S3 =
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Gal(L/K), est Pextension quadratique K(v/D), avec VD = (v — v2)(va — v3)(v3 — v1).
Considérons alors les éléments 1 = vy + pvy + p?v3, ¢ = vy + p?vy + pvs de L. Leurs
cubes sont invariants sous As, donc appartiennent a IC(\/E) On vérifie en explicitant le

théoreme B (formules de Newton, avec v1 + vy + v3 = 0) que
1 1
n® = 5(-270+ 3v=3VD), ¢* = 5(=27q - 3v=3VD),

oll /=3 = p— p?. De plus, n¢ est invariant sous Sz, donc appartient & K (le calcul donne
n¢ = —3p). Ainsi,

1 1 1
v =2+C), v2= g(p2n+pé) U3 = §(p77+02<’)-

La condition sur n¢ assure qu’on obtient ainsi, a permutation paire pres, un unique triplet
de solutions de P(x) = 0.

c) Constructions a la régle et au compas

Soient S (resp. P) une collection finie de points (resp. un point) du plan, et K (resp.
K(P)) le corps engendré par les coordonnées des points de S (resp. lextension de K
engendrée par celles de P) dans un repere orthonormé. On suppose que l’origine et le point
(0,1) appartiennent a S. Comme 1’équation aux abscisses des points d’intersection d’une
droite ou d’un cercle avec une droite ou un cercle est au plus quadratique, dire que P est
constructible a la regle et au compas a partir de S équivaut a dire qu’il existe une tour
d’extensions Ky = K C K; C ... C K, telle que pour tout ¢ = 1,...,m, K;/K;_1 soit une

extension quadratique et que K, contienne K (P).

Ez. J: avec les notations ci-dessus, soit N/K une cléture normale de K,,, /K. Montrer que

[N : K] est une puissance de 2.

Soient p un nombre premier, et G un groupe fini. On dit que G est un p-groupe si
son ordre est une puissance de p. On montre en théorie des groupes que tout p-groupe est
résoluble. En considérant les extensions intermédaires attachées a la suite de sous-groupes

correspondants, on en déduit:

Théoreme C : P est constructible a la régle et au compas a partir de S si et seulement s’il

existe une extension N de K(P), galoisienne sur K, telle que Gal(N/K) soit un 2-groupe.

On appelle nombre premier de Fermat tout nombre premier de la forme 22" + 1, ou

n > 0. On n’en connait pour l'instant que 5 (n =0, 1,2,3,4).

Ez. 5: Soit N un entier > 1. On considére dans le plan complexe I’ensemble S = {0, 1},

et le point Py = exp(2in/N). Montrer que Py est constructible a la regle et au compas
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a partir de S si et seulement si IV est le produit d’une puissance de 2 par un produit de
nombres premiers de Fermat distincts.

[Indication: utiliser II, Proposition 3.] On laisse au lecteur le soin de découper une pizza
(a la régle et au compas) en 65 537 parties égales.
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CHAPITRE IV

QUELQUES ALGORITHMES SUR Z

§1. Modules sur les anneaux principaux.

La notion de module sur un anneau A (utile pour étudier les extensions d’anneaux)
est modelée sur celle des espaces vectoriels sur un corps (dont on a vu le réle pour les
extensions de corps). Nous donnons ici un survol de cette théorie, dont nous utiliserons
la terminologie générale; les énoncés eux-mémes ne nous seront utiles que pour A = Z, ou
elle se réduit a I’étude des groupes abéliens.

Soient A un anneau commutatif et unitaire. Un A-module est la donnée d’un groupe
commutatif (M,+), muni d’une loi de composition externe A x M — M : (a,m) — am
distributive pour les lois d’addition de A et de M et vérifiant pour tout a,b € A,m € M :
a(bm) = (ab)m,1.m = m. Un homomorphisme f : M — M’ est un homomorphisme de
groupe vérifiant f(am) = af(m) pour tout a € A,m € M. Les notions de famille libre,
de famille génératrice, de base, de somme directe, se définissent comme pour les espaces
vectoriels. On dit quun A-module est de type fini (resp. libre) s’il admet une famille
génératrice finie (resp. une base). Le rang d’'un A-module est le maximum (fini ou non)
des cardinaux de ses familles libres finies. Si un A-module M est libre de type fini, il est
de rang n fini, et M est alors isomorphe au A-module A”.

Pour tout élément = de M, I'annulateur Ann(x) = {a € A,ax = 0} est un idéal de A.
L’idéal Ann(M) = NyepmAnn(z) s’appelle annulateur de M. Les éléments = de M tels
que Ann(z) # (0) s’appellent les éléments de torsion de M. Si A est integre, I’ensemble
des éléments de torsion de M forme un sous-module M,;,, de M. Si M;,. = 0, on dit que
M est un module sans torsion; c’est le cas des espaces vectoriels, méme sur les corps finis.

On dit qu’un sous-module N de M est facteur direct s’il existe un sous-module N’

(qu’on appelle alors un supplémentaire de N) tel que M = N @ N'.

Proposition 1 : i) soit N un sous-module d’un A-module M, tel que le quotient M /N
soit un A-module libre. Alors, N est facteur direct dans M.
it) Soit M un module sur un anneau integre A. Alors, M /M., est sans torsion. Si

M est libre, alors M est sans torsion.
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Démonstration: 1) soit £ un systeme représentatif dans M d’une base de M/N. On vérifie
aisément que le A-module N’ engendré par £ dans M est un supplémentaire de .
ii) est élémentaire. Noter qu’en général, un A-module sans torsion n’est pas forcément

libre (exemples: les idéaux non principaux de A; le Z-module sans torsion Q).

Nous nous restreignons désormais au cas des anneaux principaur, et méme, en ce qui
concerne les algorithmes, a Z, ou tout au moins a un anneau euclidien. Le théoreme 1.1
(ii) (sous la version équivalente 1.3) ne sera démontré que dans ce cas. (Voir par exemple

le livre de P. Samuel Théorie algébrique des nombres pour le cas général.)

Théoréme 1.1 : Soient A un anneau principal, M ~ A™ un A-module libre de type fini,
de rang n, et N un sous-A-module de M. Alors

i) N est libre de type fini, de rang s <n

it) il existe une base {e1,...,en} de M et des éléments ay,...,as de A tels que a;

divise a; 41 pour touti =1,...,5 — 1, et que {ajeq,...,ases} soit une base de N.

Les idéaux {(ay),...,(as)} ne dépendent que M et N, et s’appellent les facteurs
invariants de N dans M. Tout module de type fini étant quotient d’'un module libre de

type fini, on déduit du théoreme 1.1 le corollaire fondamental suivant.

Théoréme 1.2 : Soit M un module de type fini sur un anneau principal A. Alors,
i) Moy est facteur direct dans M, et M est libre si et seulement s’il est sans torsion;
i) plus précisément, il existe un entier r > 0 et des idéaux (as) C (as—1) C ... C
(a1) # A tels que M ~ A” © A/(a1) ® ... ® A/(as). L’entier r est le rang de M, et
les idéaur (a;), qu’on appelle les facteurs invariants de M, ne dépendent que de M ; par

exemple, (as) = Ann(Mio,).
En voici, pour A = Z, trois applications immédiates:

Eléments primitifs de Z™ : ce sont les vecteurs z = (z1,...,xy) de Z™ vérifiant les propriétés
équivalentes suivantes:

i) x est la premiere colonne d’un élément de GL,,(Z);

ii) les entiers x1,...,z, sont premiers entre eux dans leur ensemble;

iii) Z™/Zx est un Z-module sans torsion;

iv) Z"NRx = Zx

Groupes abéliens finis : tout groupe abélien G # 0 fini est isomorphe a un produit de
groupes cycliques Z/a1Z X ... X Z/asZ, ou aq, ...,as sont des entiers > 1 tels que a; divise
a;+1 pour tout i = 1,...,s — 1. Ces entiers, ainsi que s, ne dépendent que de G (ainsi, leur

produit est l'ordre de G as est I'exposant de G.)
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Forme normale de Smith: soit B une matrice m x n (m lignes, n colonnes) a coefficients
dans Z, de rang s. On dit qu’elle est sous forme de Smith si tous ses coefficients sont nuls
en dehors de ses s premiers élements diagonaux, qui sont positifs et vérifient pour tout

i <s: b, divise bjy1iq1-

Théoreme 1.3 : Soit A une matrice m X n a coefficients dans Z, de rang s.
i) Il existe V € GLy,(Z) et U € GL(Z) telle que B =V AU soit sous forme de Smith.
i1) Pour tout entierr = 0,1, ..., s, soit A.(A) le pged des mineurs d’ordre r de A, avec

Ag = 1. Alors, by, = AAi—(;?ji)' La matrice B de i) est donc indépendante de U et de V.

Démonstration: 1) par récurrence, il suffit de montrer que I’ensemble 4 des matrices VAU
semblables a A contient une matrice B dont les coefficients b, ;, b; 1 sont nuls pour 4, j > 1.
C’est clair si A = 0. Sinon, des inversions de lignes et de colonnes montrent que A contient
une matrice B, dont le coefficient b; ; réalise le minimum des valeurs absolues non nulles
de tous les coefficients b; ; de tous les éléments de A. Comme la matrice B’ obtenue en
ajouant un multiple de la premiere colonne a la colonne d’indice j > 1 de B appartient a
A, on voit en effectuant la division euclidienne de b, ; par by,1, puis une nouvelle inversion
de colonnes sur B’, que tous les coefficients by ; (j > 1) de B sont nuls. De méme, b; 1 =0
pour tout ¢ > 1.

ii) résulte de la formule de Lagrange: soient Y une matrice ¢ X ¢, Z une matrice t X p,
r un entier < inf(p,q,t), K une injection croissante: [1,r] < [1,q], et L une injection

croissante: [1,7] < [1,p]; alors,
DGt(YZ)KL = EHDGt(YKH>D€t(ZHL),
ou la sommation porte sur ’ensemble des injections croissantes H : [1,7] — [1,?].

Nous décrivons maintenant une forme plus simple de réduction des matrices, la mise
sous forme normale d’Hermite, qui suffit pour de nombreux problemes: soit B une matrice
m X n, a coefficients dans Z, qu’on suppose, pour alléger les énoncés, de rang m (de sorte
que m < n). On dit qu’elle est sous forme d’Hermite si ses n — m derniéres colonnes sont
nulles, tandis que ses m premieres colonnes forment une matrice triangulaire supérieure
vérifiant: V1 <7 <j, 0<0b;; <b;;.

Théoreme 2 : Soit A une matrice m xn de rang m, a coefficients dans Z.. Alors, il existe

une unique matrice B sous forme d’Hermite telle que B = AU, ou U € GL,(Z).

Démonstration: voir cours d’algebre du Master. [NB: on notera que les coefficients diago-

naux de B ne sont en général pas ceux de la matrice de Smith associée a A.]
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Application: soit A, B = AU comme supra. Une base sur Z du noyau de l'application

Z-linéaire attachée a A : Z" — Z" est donnée par les n — m derniéres colonnes de U.

§2. Géométrie des nombres.

Soit V' un espace vectoriel sur R, de dimension n finie. On appelle réseau de V' tout
sous-groupe de V' engendré comme Z-module par une base de V sur R. Un réseau L de

V est donc discret, et le quotient V/L est compact. Inversement:

Proposition 2 : Tout sous-groupe discret M de V' est un réseau du R-sous-espace vectoriel
qu’il engendre dans V. En particulier, le groupe topologique V//M est isomorphe a (R/Z)" x

R"™", ou r désigne le rang de M sur Z.

Démonstration: soient {ej,...,e,} un systéme maximal d’éléments de M linéairement
indépendants sur R, W le sous-R-espace vectoriel de V qu’ils engendrent, et P la partie
compacte {¥;—1 . ,xie;,0 < x; <1} de V. Alors, PN M est fini (car M est discret), en-
gendre M sur Z et est contenu dans I'espace vectoriel engendré sur Q par les e;. Il existe
donc un entier d > 0 tel que M soit contenu dans le Z-module libre de rang r engendré
par éel, v éer. Le théoreme 1.1 entraine alors que M est engendré sur Z par r éléments,

qui forment encore une base de W sur R.

Fixons un élément de volume sur V', d’oli une mesure invariante par translation p
sur V', et soit L un réseau de V. Pour toute base {b1,...,b,} de L sur Z, considérons
le parallelépipede P = {¥;=1,. n x;b; , 0 < x; < 1}; sa mesure est indépendante de la
base choisie, et s’appelle le covolume p(V/L) de L. En effet, pour V. = R", muni de
la mesure de Lebesgue p, u(V/L) est donné par la valeur absolue du déterminant de la
matrice B représentant {b1, ...,b,} dans la base canonique de R™. On I’appelle dans ce cas
déterminant de L, et on le note d(L). En termes du produit scalaire usuel (.) sur R", on
peut aussi exprimer d(L) comme la racine carrée du déterminant de la matrice de Gram

associée a la base choisie de L:
u(V/L) = d(L) = |Det(B)| = (det(B'B))"* = (det((bi-bj)1<i,j<n))"/*.

(Un changement de base de L sur Z et un changement de base orthogonale de R™ trans-
forment B en UBV, ou U est une matrice orthogonale, et V' € GL,Z; cela ne modifie pas
d(L).) Enfin, si L est contenu dans le réseau canonique Z™ de R", on peut également voir
d(L) comme l'indice [Z" : L] de L dans Z".
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Fixons d’autre part une norme N sur ’espace vectoriel V. Le but de la géométrie des
nombres est d’évaluer les éléments de petite norme des réseaux de V. Dans le cas le plus

général, N est la jauge d’un corps convexe symétrique par rapport a 0, et on a:

Théoréme 2 (Minkowski): Soient p une mesure de Haar sur V, K une partie convexe
bornée symétrique par rapport a l'origine de V', et L un réseau de V. On suppose que
p(K) > 2"u(V/L). Alors, K contient un élément non nul de L.

Démonstration: montrons tout d’abord que si L est un réseau de R”, muni de la mesure de
Lebesgue 1, et si S est une partie u-intégrable de R"™ telle que p(.S) > d(L), il existe deux
éléments x # y de S tels que z — y € L. En effet, soit P un parallelépipede représentant
R"™/L comme ci-dessus, de sorte que u(P) = d(L) et que S est la réunion disjointe des
parties S N (h + P), ou h parcourt L. Supposons que les parties (—h + S) N P soient

disjointes. Alors,
p(S) = Zper p(SN (h+ P)) =Zper p((=h+S)NP) < pu(P),

ce qui contredit I'hypothese . Il existe donc h #h’' € Let z,y € Stelsquex—y =h—h' €
L\ {0}.

Le théoreme 2 s’en déduit en considérant la partie intégrable S = %K, qui vérifie par
hypothese p(S) = (3)"u(K) > d(L). L’élément non nul z = $(2z — 2y) de K N L répond
alors a la question.

Remarque: supposons K fermé. Pour tout ¢ = 1,...,n, soit \; le plus petit nombre réel
tel que L N ;K contient ¢ éléments linéairement indépendants sur Z (ou sur R — cela
revient au méme, puisque L est un réseau). Le théoréme 2 équivaut a la majoration:

"u(K) < 2"u(V/L). Plus généralement, le deuzieme théoréme de Minkowski sur les

minima successifs énonce:

On montre également que A\j g ... \u(K) > 2%,u(V/L).

Applications:
i) tout nombre premier = 1 mod 4 est somme de deux carrés; tout entier positif est
somme de 4 carrés.

ii) Supposons que K soit la boule unité de R™, muni de la mesure de Lebesgue, de

sorte que u(K) = F(f—fﬂ) Le théoreme 2 entraine que le carré de la norme euclidienne du
2

plus petit élément non nul de L est majoré par vnd(L)%, ol 7y, vaut au plus %F(l +5)

2
n .
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La meilleure valeur possible de 7, (valable pour tout réseau L de R™) s’appelle la n-ieme
constante d’Hermite. La détermination de -, est un probleme ouvert, mais on en connait
les premitres valeurs: 71 = 1,73 = 5,75 = 2,...,75 = 256. (Et ~,, vaut au plus (%)nT_l)

iii) Pour les applications a l'arithmétique des corps de nombres, voir le chapitre 5.

Les algorithmes concernent (comme dans I'application (ii) ci-dessus), le cas ou la
norme N = ||.|| de V est la racine carrée d'une forme quadratique définie positive, c’est-
a~dire ou V' est une espace euclidien, de produit scalaire ( . ). Rappelons tout d’abord le

procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Proposition 3 : Soit {b1,...,b,} une base d’un espace euclidien V. Définissons par
s . o / . _ (bib))
récurrence sur i = 1,...,n, les vecteurs b, = b; — Ej:L,,,,i_l,ui,jbj , 0l i j = W. Pour

tout i = 1,...,n, b, est la proj. orthogonale de b; sur lorthogonal de ©j=1, . ;—1Rb; =
@j:17,,_7@‘_1Rb; dans ®j=1,. ;Rb;, et {b],...,b],} est une base orthogonale de V.

Le corollaire suivant fournit, a 'instar de I'inégalité inverse du deuxieme théoreme de
Minkowski, une minoration du produit des minima successifs de la norme ||.|| sur un réseau

de V.

Corollaire (Hadamard) : Pour tout réseau L de l’espace euclidien V', et toute famille
B = {b1,...,b,} d’éléments de L linéairement indépendants sur Z: d(L) < ILi—1 _ ,[b:l|,
et ces expressions sont éqales si et seulement si B est a la fois une base de L et une base

orthogonale de V.

On s’attend donc a ce que les bases de L formées de ‘petits’ vecteurs soient presque
orthogonales. C’est ce que formalise la notion suivante. [NB: la fin de ce §2 ne fait pas

partie du programme du cours.|

Définition: soit L un réseau de 'espace euclidien V. On dit qu'une base {b1,...,b,} de
L est reduite sous forme LLL si 'on a, avec les notations du procédé de Gram-Schmidt:

\pi gl < % pour tout 1 < j < i <n, et, pour tout i = 2,...,n,

17117,

A~ w

165 + pii—1bf_1]1* >

ou de fagon équivalente:

3
5% = (7 = pei- D Iia 1

[Noter que les vecteurs b, + p1; ,—1b;_; et b;_; sont les projections orthoganales de b; et de

b;_, sur l'orthogonal de @;=1,. ;—2Rb; |
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Théoréme 3 : Soit {by,...,b,} une base réduite sous forme LLL d’un réseau L de V.
Alors
i) d(L) < ey, allbil| < 25 d(L);

W)V 1<j<i<n, |bj]| <27z ||b}]|, de sorte que ||b1] < 2nT_1d(L)1/";
iii) ¥V x € L\ {0}, [|b1] < 2nT71||ac||, plus généralement, pour tout t-uplet {x1,...x¢}

d’éléments de L lin. indép. sur Z, et tout j <t, on a |bj] < ZnT_lmax(Hle, o [z ])-

On trouvera dans les livres de H. Cohen (A course in computational algebraic num-
ber theory) et de M. Mignotte (Mathématiques pour le calcul formel) un algorithme de
construction d’une base LLL d’un réseau arbitraire L de R". Le fait qu’il converge (et
par conséquent, que tout réseau admet des bases réduites sous forme LLL ) repose sur le
théoreme de Minkowski (sous la version donnée dans sa troisieme application). On notera
qu’en vertu du Théoreme 3.v, 'algorithme LLL permet de trouver, si ce n’est les minima
successifs du réseau L, du moins des familles d’éléments de L qui ne sont pas loin de les

réaliser.

Application: étant donnés n nombres réels non nuls z, ..., z,, 'algorithme LLL permet
souvent de déterminer s’ils sont linéairement dépendants sur Z, et de trouver alors une
relation a1z + ... + anz, = 0 & coefficients (aq,...,a,) = a € Z™ les liant. Pour cela,
on consideére, pour tout entier M > 0, la forme quadratique Qps(a) = a3 + a3 + ... +
a? + M(ayz1 + ... + apz,)?. Elle est définie positive, et munit donc R"™ d’une structure
euclidienne. Si M est trés grand, les éléments a du réseau Z™ tels que Qas(a) est assez

petit sont candidats a fournir de telles relations.

83 Algorithmes pour les polynomes.

L’algorithme LLL a été introduit en vue de factoriser les polynomes A(X) a coefficients
dans Z (cf. A. Lenstra, H. Lenstra, L. Lovasz , Factoring polynomials with rational coeffi-
cients, Math. Ann., 261, 1982, 515-534). Voici une autre méthode, fondée sur 'algorithme
de factorisation des polynomes sur les corps finis F;, donné par la Proposition 4 du Chap.
IT (Berlekamp).

De F,[X] (pour un ou plusieurs p) a Z[X] .

Un exemple: un polynome A(X) de degré 4 qui se décompose modulo p; (resp. p2) en
produits de deux facteurs irréductibles de degrés 2 (resp. de degrés 1 et 3) est irréductible.
Mais on ne trouve pas forcément de tels couples: par exemple, on déduit de la loi de

réciprocité quadratique que le polynome ®g(X) = X* + 1 se décompose modulo p en
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produit de 4 facteurs de degré 1 si p =1 mod. 8 (ou si p = 2), et en produit de 2 facteurs

irréductibles de degré 2 sinon. On ne peut en déduire l'irréductibilité de ®g dans Z[X].

Dans la pratique, on combine les informations données par réduction modulo p avec
la majoration suivante des valeurs absolues des facteurs eventuels de A.

Soient A(X) = X0, .na; X", B(X) = Ejzoy._,mijj deuzx polynomes non nuls a
coefficients dans Z, tels que B divise A. Pour tout j =0, ..., m,

b1 < () (Bizo,...mlail®)® + (G27)lanl.

Pour d’autres algorithmes, et une étude comparative de leurs performances, voir les
livres de H. Cohen et de M. Mignotte cités plus haut. Plutot que la considération de
plusieurs nombres premiers, il est ainsi souvent plus efficace de tacher de relever aux
anneaux (non integres) (Z/p*Z)[X], avec s suffisamment grand, la décomposition donnée

par ’algorithme de Berlekamp en un seul nombre premier p.

De Z[X] a Q[X] (cf. chap. I, §2).

Pour tout polynéme non nul A € Z[X], on rappelle que le contenu de A, noté cont(A),

est le pged des coefficients de A.

Théoréme 4 (lemme de Gauss) : i) soient P et Q) deuz polynomes a coefficients dans Z;
alors, cont(PQ) = cont(P)cont(Q);

it) soient F' € Z|X] de contenu 1, et P € Q[X],Q € Q[X] tels que F = PQ. Alors, il
existe A\ € Q,\ # 0 tel que AP et A™1Q soient des éléments de Z[X] de contenu 1;

ii1) en particulier, les éléments irréductibles de l’anneau Z[X] sont les nombres pre-
miers (au signe prés) et les polynomes de contenu 1 irréductibles dans Q[X].

iv) Z[X] est factoriel; plus généralement, pour tout anneau factoriel A, l'anneau A[X]

est factoriel.

(Par conséquent, un polynome unitaire de Z[X] est irréductible dans Z[X] si et seulement
s’il est irréductible dans Q[X]; et tout algorithme de factorisation dans Z[X] fournit un

algorithme de factorisation dans Q[X].)

Démonstration: i) 11 suffit de prouver la relation lorsque cont(P) = cont(Q) = 1. Si
cont(PQ) était > 1, il existerait un nombre premier p divisant tous les coefficients de
PQ. Si 7 désigne ’homomorphisme de réduction modulo p, on aurait donc 7w (P)w(Q) =
m(PQ) = 0 dans F,[X]. Mais 'anneau des polynoémes a coefficients dans un corps (ou,

plus généralement, dans un anneau integre) est integre. Contradiction.
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ii) soient u (resp. v) un dénominateur commun des coefficients de P (resp. de Q).
Alors, uP (resp. v@) est un élément de Z[X|, dont on note u’ (resp. v’) le contenu. D’apres
i), wwvPQ a pour contenu u'v’. Mais cont(uvF) = uvcont(F) = uv, donc uv = u'v’, et
A =u/u’ convient.

iii) tout F' € Z[X] s’écrit dans Z[X] sous la forme cont(F)F’, ou cont(F’) = 1; et on
vient de voir qu’un élément de Z[X] de contenu 1 est irréductible dans Z[X] si et seulement
s'il 'est dans Q[X].

iv) pour tout F' € Z[X], 'existence d’une décomposition en irréductibles de F' découle
de iii); son unicité du fait que Z et Q[X] sont tous deux factoriels. Méme démonstration
pour un anneau factoriel A quelconque, en remplacant Q par le corps des fractions de

I'anneau (integre) A.

Pour conclure, donnons la preuve du critere d’irréductibilité d’Eisentein:

Proposition 5 (critere d’Eisenstein): soient A(X) = X, na; X" un élément de Z[X],
et p un nombre premier. On suppose que p divise ag,ay, ..., an,—1 Mmais ne divise pas a,,, et

que p? ne divise pas ag. Alors, P est irréductible dans Q[X].

Démonstration: soit B(X) = Eizo,,__mbiXi un facteur non constant de P dans Z[X]. Alors,
p /b, et on peut supposer que p|by. En considérant le plus grand entier ¢ tel que p divise

bo,...,bs, on voit que n =t + 1, d’ou r = n.

41



42



UPMC M1 2013-2014

D. Bertrand Théorie des nombres

CHAPITRE V
ARITHMETIQUE DES CORPS DE NOMBRES

§1. Anneaux d’entiers.

Théoreme 1 : soient B un anneau commutatif et intégre, A un sous-anneau de B, et x
un €élément de B. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) x vérifie une relation de dépendance intégrale sur A (c’est-a-dire : il existe un
polynéome unitaire P € A[T] tel que P(x) =0);

i1) Alx] est un A-module de type fini;

ii1) il existe un A-module de type fini M # 0 inclus dans B tel que xM C M .

Démonstration: i) = i) = ii4) est clair. Ecrivons iii) au moyen d’'un systéme générateur
de M sur A: xm; = X,=1 . 1a;;m;,i = 1,...,t. Par conséquent, A(x) = det(zl; — (a;;))
annule la partie M # 0 de 'anneau integre B, et A(z) = 0 fournit la relation de dépendance

intégrale i) recherchée.

Les éléments = de B vérifiant les propriétés équivalentes du thm 1 sont dits entiers sur
A. Leur ensemble s’appelle la fermeture intégrale A’ de A dans B; le thm. 1 montre que
A’ est un sous-anneau de B (pour z,y € A’, considérer M = Az, y]), et que (A") = A’.

Soient A un anneau commutatif integre, et K son corps de fractions. On dit que A
est intégralement clos s’il coincide avec sa fermeture intégrale dans K. Par exemple, tout

anneau factoriel, donc tout anneau principal, est intégralement clos.

Soient A et K comme ci-dessus, L une extension algébrique de K de degré n fini, B
la fermeture intégrale de A dans L, 2 une cloture algébrique de K, et S ’ensemble des
K-homomorphismes de L dans ). Pour tout élément x de L, on note 7, ’endomorphisme
du K-espace vectoriel L défini par {y € L} — {n,(y) := xy}. Le polynéme caractéristique
de I'endomorphisme 7,, multiplié par (—1)", s’appelle le polynéme caractéristique de x

relativement a 'extension L/K:
Cary 1/ x(T) = det(Tidy, —ny) = T" — an_1T" " + ... 4+ (=1)"ag € K[T).
La trace et la norme de z relativement a L/K sont alors respectivement définies par
Trp g (x) = an_1=Tr(n:) , Np/k(z):=ao = Det(n:).

43



Proposition 1 : soit x un élement de L, de degré d sur K (de sorte que d divise n).
Alors,

i) Cary 1k (T) = (Ming, 5 (T)) @, de sorte que Trr k(x) = 5Tk 2)/k (7)), Np/k(x)
= (Nk()/x(2)4;

ii) si A est intégralement clos, et si x est entier sur A, Ming x(T) € A[T], de sorte
que Try, i (x) et Ni/i(x) appartiennent a A.

i) si L/ K est séparable, Try k(x) = Yyes0(x), Nk () = loes0(x) .
Démonstration: i) si n = d, la matrice représentative de 7, dans la base cyclique 1,z =
Nz(1),...,2971 = nd=1(1) est une matrice companion H, dont la derniére colonne est au
signe pres formée des coefficients de Min, i, et le résultat est bien connu. Dans le cas
général, fixons une base wi, ...,wy,/q de L sur K(z). Dans la base wjmi;i =0,....,.d—1,7 =
1,...,n/d de L sur K, la matrice représentative de 7, est composée de blocs diagonaux
égaux a H, et son polynome caractéristique est la puissance %-iéme de celui de H.

ii, iii) Les coefficients de Min, i sont les fonctions symétriques élémentaires de ses

racines, et sont donc a la fois dans K et entiers sur A.

L’application Ny /i est un homomorphisme du groupe multiplicatif L* dans K*.
L’application T'r,k est une forme K-linéaire sur L, non identiquement nulle si L/K
est séparable. Pour simplifier, on suppose désormais que K est de caractéristique nulle.
Alors, T'rp, /i fournit un isomorphisme de K-espaces vectoriels de L vers Hom _1in (L, K),
et pour toute base {w1,--,wy,} de L sur K, il existe une unique base {w},---,w; } de L

sur K telle que V4,5 € [1,n], Trp x(wiw’) = d; ; (symbole de Kronecker).

Définition : soit B = {w1,--,w,} une base de L sur K. On appelle discriminant de B
I’élément

diSC(B) = Det(TTL/K(wiwj'))lgz"an
de K . Comme cette matrice représente une forme bilinéaire non dégénérée, il est non nul.

Proposition 2 : soient B, B’ deux bases de L sur K, M, M' les A-modules libres engendrés
respectivement par B, B’ dans L. Alors:
i) disc(B') = disc(B)(DetP)?, ou P désigne la matrice de passage de B a B'; en
particulier, disc(B) ne dépend, aux carrés des unités de A prés, que de M;
i) disc(B) = [Det(0(w;))res1<i<n)?; en particulier, si B = {1,z,---,2" "1} pour un
n(n—1)

x € L de polynome minimal P sur K, alors disc(B) = (—=1)" 2 Ny /x(P'(x)) = Disc(P);

(iii) on suppose que les éléments de B appartiennent a l'anneau B, et que A est

intégralement clos. Alors, disc(B) appartient a A. De plus, si B' C M, et si disc(B’) est

sans facteur carré dans A, alors M' = M, et B’ est une base de M sur A.
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Démonstration: 1) et iii) sont clairs. Pour ii), considérer le produit a gauche de la matrice
(0(w;))o,: par sa transposée; si B = (z2°),4 =0, ...,n — 1, on obtient un déterminant de van
der Monde, égal au signe pres au produit des différences des racines de P, c’est-a-dire a

son discriminant.

Le théoreme suivant montre que quand A = Z, I’anneau B lui-méme est un A-module

libre de type fini, de rang n.

Théoréme 2 : on suppose que A = Z, K = Q. I existe une base B de L/Q formée

d’éléments de B, et engendrant B sur Z.

Démonstration: notons tout d’abord que pour tout z € L, il existe un entier d = 0 tel que
dx soit entier sur Z: par exemple, le ppcm des dénominateurs des coefficients de Min, q
convient. L’ensemble B des bases de L sur Q formées d’éléments de B est donc non vide.
Leurs discriminants sont des entiers rationnels non nuls, et on peut en choisir une, soit B,
de discriminant D minimal en valeur absolue. Alors, les coordonnées de tout élément de B
dans B sont entieres, sans quoi on pourrait former, en considérant la partie fractionnaire

de I'une d’elles, une base dans B de discriminant < D en valeur absolue.

Terminologie des corps de nombres.

Dans toute la suite du chapitre, on considere un corps de nombres K, c’est-a-dire une
extension de Q, de degré fini [K : Q] = n. On note Sg = {o1,--+,0,} 'ensemble des
plongements de K dans le corps C des nombres complexes, et Ok la fermeture intégrale
de Z dans K, appelée anneau des entiers du corps de nombres K. D’apres le théoreme
2, il existe une base {wy,---,w,} de Ok sur Z, et puisque les deux unités de 'anneau Z
sont de carré égal a 1, toutes les bases de Ok sur Z ont le méme discriminant D, appelé
discriminant de K. On note en général Uk le groupe O} des unités de 'anneau O, et
on supprime les indices K lorsqu’un seul corps de nombres est en jeu. Par abus de langage,

les ideaux et les unités de Ok sont parfois appelées ideaux et unités de K.

Exemple 1 : les corps quadratiques sont les extensions de Q de degré 2. Ils sont de la
forme K = Q(v/d), ott d # 1 est un entier rationnel sans facteur carré. Si d est positif
(resp. négatif), on dit que K est quadratique réel (resp. imaginaire).

Si d =2 ou 3 mod.4, O admet {1,v/d} pour base sur Z, et D = 4d;

Sid=1mod4, O admet {1, #} pour base sur Z, et D = d.

On reviendra en détail sur ce cas au chapitre VI.

Exemple 2 : les corps cyclotomiques. 1ls sont de la forme K,, = Q((,), ot n est un entier

positif, et ¢, = e*7/™. Le polynome cyclotomique ®,, (cf. chap. I et II) est irréductible sur
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Q, de sorte que K,,/Q est une extension galoisienne, de degré ¢(n), et de groupe de Galois

isomorphe & (Z/nZ)*. L’anneau des entiers O,, de K,, admet {1,(,, (3, ..., 2(71)_1} pour

n?

base; autrement dit, O,, = Z[(,] ~ Z[T]/®,(T'). Pour n = p # 2 premier, son discriminant
-1

vaut D, = (—1)pT_1pp_2. Le corps K, contient le corps quadratique Q(1/(—1)"z p) (cf.

chap II), et aucun autre corps quadratique.

62 Idéaux des corps de nombres.

Soit K un corps de nombres de degré n, d’anneau d’entiers O. Un idéal a de O (on
dira aussi: un idéal entier) est un O-module contenu dans O. Si a est non nul, il est, en
tant que Z-module, libre de rang n (d’apres le thm. 2 ci-dessus, et le thm. 1.1 du chap.
IV). En particulier, I'indice N(a) = [O : a], qu’on appelle la norme de a, est fini. On en
déduit que tout suite croissante d’idéaux de O est stationnaire (autrement dit, ’anneau O

est noethérien). Comme un anneau integre fini est un corps, on en déduit également:

Proposition 3 : tout idéal premier non nul p de O est maximal. (Par ailleurs, il contient

un unique nombre premier: le générateur de pNZ = (p).)

Les anneaux d’entiers de corps de nombres sont donc noethériens, intégralement clos,

et leurs idéaux premiers non nuls sont maximaux. De tels anneaux sont appelés des
anneaur de Dedekind. Des propriétés générales des anneaux de Dedekind (qu’on trouvera
par exemple développées dans le livre de Samuel ‘Théorie algébrique des nombres’), on tire
les deux énoncés suivants, que nous admettrons.
Définition : soit O un anneau de Dedekind, de corps de fractions K. Un idéal fractionnaire
de K est un O-module a de type fini contenu dans K, ou, de fagon équivalente, tel qu’il
existe un élément v # 0 de K pour lequel va soit un idéal de O.

Soit Jx = J 'ensemble des idéaux fractionnaires non nuls de K. Si a, b € J, on pose

ab := {¥;craniaibi,a; € a,b; € b}; c’est encore un élément de J.

Théoreme 3 : pour O de Dedekind, ce produit munit J d’une structure de groupe abélien,

d’élément neutre O, ou l'inverse d’un élément a de J est l'idéal fractionnaire
a~!:={x¢c K,rac O}.

En particulier, pour a et b dans J, b C a si et seulement s’il existe un idéal entier
c tel que b = ac. On dit alors que a divise b, et on note: a | b. Plus généralement, la

propriété suivante remplace efficacement la non-factorialité éventuelle de O.

Proposition 4: soit O un anneau de Dedekind. Tout idéal entier (resp. fractionnaire)
non nul et distinct de O admet une décomposition unique en produit de puissances > 0

(resp. >0 ou < 0) d’idéauz premiers de O.
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(Pour I'unicité, noter que si p est un idéal premier d’'un anneau quelconque O, et si a, b
sont des idéaux de O tels que p D ab, alors, p contient I'un au moins des idéaux a, b).
Pour O de Dedekind, on a donc:

anNnb=ab&a+b=0.

(Rappelons que 'implication = n’est pas correcte dans un anneau quelconque; 'implication

< est toujours vraie, cf. le lemme chinois.)

Revenons a I’anneau des entiers O d’un corps de nombres K, et a la norme N(a) =

card(O/a) de ses idéaux a non nuls.

Proposition 5: soit a et b deux idéaur non nuls de O. Alors:

i) N(ab) = N(a)N(b);

it) si b C a, N(a) divise N(b) et N(a) = N(b) si et seulement si a = b;

i1i) N(a) appartient a a; en particulier, pour tout entier naturel A, il n’y a qu’un
nombre fini d’idéauzr de O de norme A;

1
2

’ Disc({w1, -, wn } | :en

i) soit {w1,---,wn} une base de a sur Z; alors N(a) = Do

particulier, si a = aO est un idéal principal, N(a) = | Ng,q(a) |.

Démonstration: 1) Grace a la proposition 4 et au lemme chinois, il suffit de montrer que
pour tout idéal premier p, de norme g, et tout entier m > 1, N(p™) = ¢". Mais p™~!/p™
est naturellement muni d’une structure de module sur O/p, c’est-a-dire d’espace vectoriel
sur le corps F, et sa dimension est majorée son rang sur O, donc par 1. Comme elle n’est

m=1:p™] = ¢, et on conclut par

pas nulle (p™~1 # p™, cf. prop. 4), elle vaut 1. Ainsi, [p
récurrence sur m.

ii) et iii) sont clairs (N (a) annule le Z-module O/a), et iv) résulte de la Prop. 2.

La multiplicativité de 'application ‘norme’ sur les idéaux entiers permet de I’étendre
au groupe Jx tout entier, et montre qu'un idéal de O est premier dés que sa norme est un
nombre premier. La réciproque est fausse, mais si p est un idéal de O premier, sa norme,
cardinal du corps fini O/p, est une puissance pure p/ de I'unique nombre premier p que

contient p. On en déduit:

Proposition 6: soient p un nombre premier, (p) = pi* ---psr la décomposition de l'idéal
entier pO en produit de puissances d’idéaux premiers, et p!' la norme de p;. Alors,
Uensemble {p1,...,pr} coincide avec l’ensemble des idéaux premiers de O contenant p, et

n=>;=1,. r€fi
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Pour tout i, le nombre e; (resp. f;) s’appelle I'indice de ramification (resp. le degré résiduel)
de l'idéal premier p; au-dessus de p. La proposition suivante permet de les calculer sous

une hypothese (assez restrictive) sur O.

Proposition 7: On suppose qu’il existe un élément 0 de O, de polynome minimal P €
Z[T) sur Q (cf. Prop. 1.ii), tel que O = Z[0], et on note Py, ..., Ps des élements de Z[T
tels que si ™ désigne la réduction modulo le nombre premier p, la décomposition de m(P)
en facteurs irréductibles dans Fp[T] soit donnée par w(P) = w(Py)®'...w(P,)¢". Alors, pour
tout 1 = 1,...,r, lidéal p; := (p, P;(0)) de O est premier, et la décomposition de pO en

idéaux premiers de O est donnée par (p) = pi*---ps.

Démonstration: si 0; est une racine de 7(P;) dans F,, (de sorte que F,,(0;) = F,[T]/(7(P))),
I'application m; : Z[] — F,[6;] définie par Q(f) — 7(Q)(#;) a pour image un corps, donc
son noyau Ker(m;) est un idéal premier de O. Cet idéal contient clairement p;, et on vérifie
aisément qu’il lui est égal. De plus, pi'...pS" est contenu dans (p, Py(0)°....P.(0)°"),
donc dans (p, P(f) + pO) = (p). Ainsi, {p1,...,pr} est 'ensemble des idéaux premiers
de O contenant p, et (p) = pill...p,en; pour des entiers e, € [l,e;]. Or p/i = [O :
pi] = |[Fy(0;)] = pe9™(F)). On conclut en combinant les relations el f; = n et
Yieideg(m(P;)) = deg(n(P)) = deg(P).

63 Les théorémes de finitude

On reprend les notations de la fin du §1 et du §2. On désigne de plus par s le nombre
de plongements réels de K, c’est-a-dire d’éléments o de S tels que o(K) C R. Le nombre
de plongements non réels est pair, et noté 2¢, de sorte que n = s+2t. On appelle constante
de Minkowski de K le nombre

My = (é )t % VDk.
T n
On estimera a titre d’exercice les constantes de Minkowski des corps quadratiques et des

corps cyclotomiques Q((p).

N’étant en général pas factoriels, les anneaux d’entiers des corps de nombres ne sont
en général pas principaux . L’énoncé fondamental suivant permet de remédier en grande
partie a cette difficulté. Soit Prg le sous-groupe de Jg formé par les idéaux fractionnaires
principaur, c’est-a-dire de la forme a = O, pour un élément o de K*. Le quotient

Cly = Ji /Pri s’appelle le groupe des classes (d’idéaux) de K.

Théoréme 4 : le groupe Cly est un groupe (abélien) fini. Son ordre hy s’appelle le
nombre de classes du corps de nombres K. Ainsi, pout tout idéal a de O, a¥ est un idéal

principal, et Uanneau O est principal si et seulement si hg = 1.
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Ce résultat découle de I’énoncé suivant (plus précis, et crucial pour le calcul effectif

de hk), joint & la Prop. 5.ii.

Théoreme 5: tout élément de Cli admet parmi ses représentants dans Jx un idéal entier

de norme inférieure ou €égal a la constante de Minkowski My de K.

Démonstration: considérons 'application
S:K—-R*xCl:axms (0i(x),i=1,..,s8;05(x),j=s+1,...,8+1),

ol les t derniers plongements représentent les différentes paires (o, ;) de plongements
complexes conjugués. C’est un homomorphisme de groupes (additifs) injectif, appelé
plongement canonique de K dans R® x C* ~ R™ (on fixe ce dernier isomorphisme au
moyen de la décomposition C = R @ ¢R). La Prop. 2 entraine que l'image de O
sous S est un réseau de R™ de covolume 27| Dg|'/2. Pour tout idéal a de O, S(a)
est donc un réseau de covolume 27*|Dg|'/2N(a). Considérons alors, pour tout nom-

bre réel ¢ > 0, la partie de R® x C!, convexe et symétrique par rapport & l'origine,

tc"

Py le

Be = {(Y1, s Yss Zog1s s Zs4t), Dilyi| + 255]25] < ¢} Son volume valant 2°(%)
théoréme de Minskowski entraine que dés que ¢ > (2)'n!|Dg|'/?N(a), il existe un élément
non nul o de a tel que S(a) € B.. D’apreés 'inégalité des moyennes arithmétique et
géométrique, un tel a vérifie:

o

n°

[Nk /q(a)| = iloi(a)Tj]oj(a)* < [%(Zilfn(a)l +2%5]05(a)))]" <

3

Ainsi, tout idéal entier non nul a contient un élément non nul de norme majorée en valeur
absolue par (2)t 2| D |'/2N(a) = Mg N(a).

; n'IL
Dans ces conditions, soient C' un élément de Clg, a un idéal entier représentant la
classe inverse C~! dans Jg, et o un élément non nul de a de norme < Mg N(a). Alors,
'idéal aa™! est entier, et représente C' dans Jx. D’apres la Prop. 5, sa norme vaut

|Nk/q(a)|(N(a))~™!, qui est bien majoré par M.
Corollaire (théoreme d’'Hermite): Q est le seul corps de nombres de discriminant 1 .

Démonstration: les idéaux entiers non nuls étant de norme > 1, le théoréeme 5 entraine
. ’ . ’ 2n 277’ .
'inégalité |Dg| > &W(%)Qt > Gz (3", qui est > 1 pour n > 2.

Le théoreme de Minskowski fournit un autre théoréme de finitude fondamental.

Théoréme 6 (théoreme de Dirichlet): le groupe Uk des unités de O est le produit direct
du groupe fini px (formé par les racines de l'unité dans K) et d’un groupe libre de rang
s+t—1.
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En particulier, pour K quadratique réel, il existe une unité u de O telle que Ux =
{£1} xu?. La détermination d’une telle unité, dite fondamentale, se rameéne & la résolution
des classiques équations de Pell-Fermat. De fagon générale, il est clair qu’un élément o de
O est une unité si et seulement si Ng,q(a) = £1.

Le groupe px est le sous-groupe de torsion du Z-module Uk . On déduit facilement de
I'irréductibilité des polynomes cyclotomiques qu’il est fini. La partie profonde du théoreme

est donc la détermination du rang du Z-module libre Uk /pix .

Démonstration: considérons ’application
L:Ug =R xR 12— (Logloi(x)|,i =1,...,8; Logloj(z)],j =s+1,...,s +1).

C’est un homomorphisme de groupes, appelé par abus de langage ‘plongement’ logarith-
mique de Uk, dont le noyau coincide avec pug: il n’y a en effet qu’un nombre fini d’éléments
de O dont les images par tous les plongements de K soient bornés, les coefficients de leurs
poly. minimaux étant alors bornés. Comme la norme d’une unité vaut 41, 'image de Ug
sous L est incluse dans Uhyperplan W de R*t* d’équation ¥;z; +2X;y; = 0. La remarque
précédente entraine de plus qu’elle est discrete. D’apres IV, Prop. 2, Uk /ux ~ L(Uk) est
donc un Z-module libre de rang r < s+t — 1. Reste a voir que £L(Uk) engendre W sur R.

Pour alléger I’'exposé, nous supposerons que t = 0, i.e. n = s. Montrons que des
que s > 1, il existe une unité n dont tous les conjugués, sauf o1(n), sont de val. absolue
< 1 (on dit que 1 est un nombre de Pisot). Soient 0 < §y < 1 et My deux réels tels que
Mysy~' = |Dg|'/2. D’apres Minskowski, il existe ag # 0 dans O tel que oy () < Mo,
oi(ag) < 6o pour i > 2, et donc |N(ag)| < |Dx|'/2. De proche en proche, on construit de
méme une suite d’entiers o, # 0 dans O tels que |N(a,,)| < |Dx|Y? et supi>s |oi(an)| <
infi>2|oi(an—1)] < 1. Comme il n’y a (d’apres la prop. 5 iii) qu'un nombre fini d’éléments
de O de norme bornée non associés, I'un des quotients v, /a,,n’ > n > 0, est une unité
n répondant a la question. En particulier, Log|o;(n)| < 0 pour tout i > 2.

Supposons que r < s — 1, i.e. que L(Uk) soit inclus dans un hyperplan W' distinct
de W. Apres réindexation, on peut supposer son équation de la forme ¥, ¢;x; = 0, avec
¢1 > ¢; pour i > 2. En retranchant ¢; fois I’équation de W, on voit que £(n) n’appartient

pas a W’; contradiction.
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CHAPITRE VI
ALGORITHMES QUADRATIQUES

§1. Corps quadratiques.

Soit d # 1 un entier rationnel sans facteurs carrés. Rappelons (cf. chap. V) que le
corps K = Q(4/d), admet {1,w} pour base sur Z de son anneau d’entiers O, avec

w=+vdsid=2ou3mod4 ; le discriminant de K vaut alors D = 4d;

w = #E si d = 1 mod.4; le discriminant de K vaut alors D = d.

Les entiers D apparaisant de cette facon s’appellent les discriminants fondamentauz.
Ils sont congrus a 0 ou 1 mod. 4 . Inversément, tout entier D # 1 qui est soit = 1 mod.
4 et sans facteur carré, soit divisible par 4 et tel que D/4 soit = 2 ou 3 mod. 4 et sans
facteur carré, est un discriminant fondamental. On notera Cp = Cli et h(D) = hg le

groupe de classes et le nombre de classes du corps quadratique K correspondant.

Suivant le type de décomposition de 'idéal (p) qu’il engendre dans O, un nombre
premier p est dit:

inerte si (p) = p (autrement dit, si (p) est encore premier);

décomposé si (p) = pp’, ou p’ # p; dans ce cas, p’ est 'image de p par ’automorphisme
non identique de K, et les classes dans Cp de ces idéaux sont inverses I'une de 'autre;

ramifié si (p) = p?; dans ce cas, la classe de p dans Cp est d’ordre 1 ou 2.

On déduit de la proposition 7 du chap. IV, en notant (1—)) le symbole de Legendre:

Proposition 1 : i) Un nombre premier p impair est inerte si (%) = —1, décomposé si
(g) =1, et ramifié si p divise d.

it) Le nombre premier p = 2 est inerte si d =5 mod. 8, décomposé si d =1 mod. 8,
et ramifié dans les autres cas.
En particulier, p est ramifié dans K si et seulement si p divise le discriminant D de K.

C’est la d’ailleurs une propriété générale des corps de nombres.

L’algorithme de factorisation des entiers dont nous décrivons le principe au §3 repose

sur ’énoncé suivant.

Théoreme 1 : Soient D < 0 un discriminant fondamental négatif, et t le nombre de

facteurs premiers de D distincts. Alors,
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i) le groupe Cp/C?% est isomorphe a (Z/2Z)'~1. En particulier, 2'=1 divise le nombre
de classes h(D), et h(D) est impair si et seulement si D = —4,—8, ou l'opposé d’un nombre
premier = 3 mod. 4;

it) plus concrétement, le sous-groupe Cpl2] de Cp formé par les éléments d’ordre 1
ou 2 est engendré par les classes des idéaux premiers divisant D.

[Un énoncé similaire vaut quand D > 0, sous réserve de considérer les classes au sens

‘restreint’. Sans cette modification, on obtient seulement: 2¢72|h(D).]

Nous montrerons seulement que les classes considérées dans ii) engendrent un sous-
groupe isomorphe a (Z/2Z)'~!. On se ramene facilement au cas o D < —8, pour lequel
O’ (= px puisque D < 0) est réduit a {1} . Soient pi,...,p; les nombres premiers
divisant D, p; les idéaux premiers correspondant, et a le produit de s € [1,t] d’entre
eux. Alors a? = (p;,...p;.) est principal, mais a ne peut étre principal que s’il existe
¢ = £1 € O}, tel que (p;,...p;, soit un carré dans K*. Cela se produit si et seulement si
—dp;, ...pi, est un carré dans Q*, c’est-a-dire ssi s = t lorsque d = 1 ou 2 mod. 4 (resp.
s=t—1et2#p;,..,pi lorsque d = 3 mod. 4). Dans chaque cas, les classes de pq, ..., p;
engendrent donc un sous-espace vectoriel de dimension ¢t — 1 du Fs-espace vectoriel Cp[2].
[Contre-exemple dans le cas réel: la classe modulo O% de 2 = (2 — v/3)(1 + v/3)? est un

carré dans (Q(v/3))*, et I'idéal premier p = (14 v/3) qui divise 2 est principal.]

Le théoreme 1 établit une correspondance entre des diviseurs de D et les éléments
d’ordre 2 (appelées traditionellement classes ambiges) du groupe de classes Cp. Dans le
paragraphe suivant, on montre comment représenter les éléments de C'p par des formes
quadratiques de discriminant D, plutét que par les idéaux de Ok. Les classes ambiges y
sont plus facilement reconnaissables, et le passage des formes qui les représentent a une
factorisation de D est immédiat (cf. §3). Ce dictionnaire fournit en prime (cf. fin du §2)

une majoration tres précise du nombre de classes k(D).

§2. Formes quadratiques.

Définition: soient f(z,y) = az? + bxy + cy?, f'(x,y) = a’2% + V'zy + 'y? deux formes
quadratiques binaires a coefficients dans Z. On dit qu’elles sont équivalentes s’il existe

un élement U = (?; ? ) € SLo(Z) (= sous-groupe de GLy(Z) formé des matrices de
déterminant +1) tel que

(U (z,y) = flazx + By, vz + 0y) = f'(2,y).
On vérifie que c’est bien une relation d’équivalence sur I’ensemble des formes quadratiques.
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Pour tout entier n, ’étude de I’équation diophantienne f(x,y) = n équivaut alors a celle
de f'(z,y) =n.

Soit D = b% — 4ac le discriminant de f. Alors, f' a méme discriminant; de méme,
les pged de (a,b,c) et de (a’,b',¢") coincident (et on dit que f est primitive si ce pged
vaut 1); enfin, le signe de a’ est celui de a si D < 0 (et est alors > 0 si et seulement si
[ est définie positive). Pour tout entier D, on peut donc considérer ’ensemble C’, des
classes d’équivalence de formes quadratiques primitives de discriminant D, auxquelles on
demande de plus, si D < 0, d’étre définies positives. L’ensemble C’,, dont on note h'(D) le
cardinal, est non vide si et seulement si D = 0 ou 1 modulo 4 (pour 'existence, considérer
respectivement les formes primitives ‘fondamentales’ 22 — %yQ et 2% + 2y + %yz). Par
ailleurs, si D est un discriminant fondamental au sens du §1, toute forme f représentant

un élément de C’, est primitive.

Proposition 2: soient D < 0 un discriminant fondamental et K le corps quadratique
mmaginaire Q(\/E) 1l existe une bijection =, explicitement décrite ci-dessous, entre
Uensemble Cp, des classes d’équivalence de formes quadratiques primitives définies pos-
itives de discriminant D, et [’ensemble Cp des classes d’idéauz fractionnaires de K. En
particulier, les cardinauz h(D) et h' (D) de ces ensembles coincident, et l’on peut par trans-

port de structure munir C, d’une structure de groupe.

Remarques: i) Un énoncé similaire vaut quand D > 0, sous réserve de considérer les classes
d’idéaux au sens ‘restreint’ du corps quadratique réel K

ii) Soit ®p l'ensemble des formes quadratiques primitives de discriminant D (et
définies positives si D < 0). On peut, suivant Gauss, munir l’ensemble ®p lui-méme
d’une loi de composition interne o . Celle-ci fournit par passage au quotient sous ’action

de SLy(Z) la loi de groupe sur C, décrite dans ’énoncé.

Description de = : soit f(x,y) = az?® + bzy + cy? une forme primitive de discriminant
D < 0, définie positive, de sorte que (a,b,c) =1 et a > 0. Soit 7 = %ﬁ la racine
du polynéme a1 + bT + ¢ de partie imaginaire positive. Alors a = Z @ Z7 est un idéal

. 1
fractionnaire de K, de norme N(a) = | %{LT}) ?= 1. Si f’ = foU désigne une

—1
forme équivalente & f, avec U = (3 g) € SLy(Z), on aura 7" = 3:1?, et I'idéal
fractionnaire a’ = Z ® Z7’ = (y7 + 6) " Y(Z & Z7) définira dans Cp le méme élément que
a. D’ou une application = : classe de f € C, — classe de a € Cp.

Soit N la norme relative a K/Q. Pour z,y € Z, on a avec les notations précédentes:
N(z+yr)

flz,y) =a(a® + gxy + 21/2) = "N
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On en déduit que ’application qui, a tout idéal fractionnaire non nul a de K, associe la
forme quadratique f:a — Z : f &) = % , définit, apres choix d’une base orientée de
a sur Z et passage au quotient par 'action de SL2Z), une application de Cp dans C},

inverse de =. Donc = est bien une bijection.

Définition: soit f(z,y) = ax? + bxy + cy? une forme quadratique, de discriminant D (et
définie positive si D < 0). On dira ici que f est réduite si |b] < |a|] < |c|; si D < 0, et si

a = |b| ou ¢, on demande de plus que b > 0.

Théoréme 2: Soient D un entier rationnel qui n’est pas un carré, et f(x,y) = ax® +
bry + cy? une forme quadratique de discriminant D (définie positive si D < 0).

N a Lo D

i) Si f est réduite, |a] < /5.

it) f admet dans sa classe d’équivalence une forme réduite (et une seule si D < 0).
Démonstration: i) si f est réduite, |D| > 4|ac| — |b]? > 4|al? — |a|? = 3|al?.

N T (1 —n (0 1
11)Lact10ndeU—(O 1))(1‘esp.U—(_1 0

coefficients a, b, ¢ par a,b— 2na,c—nb+n?a (resp. par ¢, —b,a). Par ailleurs, le coefficient

)) € SLy(Z) sur f remplace ses

a des formes équivalentes a f n’est jamais nul, car D n’est pas un carré. L’algorithme
de division euclidienne de b par 2a permet donc de supposer que —|a| < b < |a|. Sile
nouveau coefficient ¢ obtenu est de valeur absolue > |a|, on a gagné (aux cas d’égalité pres
si D < 0). Sinon, on remplace a,b,c par ¢,—b,a avec |c| < |a|, et on recommence. On
obtient ainsi en un temps fini une forme de la classe de f avec |a| > 1 minimal, qu’il reste
éventuellement & mettre sous forme réduite au moyen d’une derniere division euclidienne.

Pour vérifier I'unicité dans le cas défini positif, on note que le coefficient a’ = aa? +

)
4]

dit, le coefficient a d’une forme réduite f est la plus petite valeur prise par f (et donc par
toute f’ équivalente a f) sur Z2\ {0}.)

bay + ¢y? de f' = fo (3 est > a si f est réduite, et égal a a ssi v = 0. (Autrement

Le théoréme 2 entraine immédiatement que pour tout D non carré, le cardinal h'(D)
de C7, est fini. Plus précisément, désignons par d(n) le nombre de diviseurs d’un entier
n > 0; par exemple, d(n) = 2 ssi n est un nombre premier. Alors, d(n) est une fonction

arithmétique multiplicative, qui vérifie:
Ve > 0,dc. > 0 tel que Vn € N,d(n) < ¢n®

(voir Hardy-Wright, An introduction to the theory of number, Theorem 315). Puisque les
coefficients a,b, ¢ d’une forme réduite de discriminant D vérifient |b| < 12 et dac =

3
b?> — D, on en déduit:
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h(D)<23
Ibl<

Par conséquent, d’apres la proposition 2:

VL d(|D — b2]) < 4y/|D].cc(2|D])¢ = O(|D|z7"*).

Corollaire: Soit K un corps quadratique imaginaire, de discriminant D < 0. Le nombre

de classes h(D) de K est fini, et vérifie MD_)_OO% < %

[On démontre que cette limite supérieure est en fait une limite, et qu’elle vaut % En
particulier, il n’y a qu’un nombre fini de corps quadratiques imaginaires d’anneau d’entiers
principal. L’analogue de ce dernier résultat pour les corps quadratiques réels n’est pas

connu - et est probablement incorrect.|

§3. Un algorithme de factorisation sur Z.

Voici le principe de cet algorithme, dit a D. Shanks. Soit N un grand entier impair, que,
pour simplifier, on supposera ici sans facteurs carrés, et soit D le discriminant du corps K =
Q(v/—N). Considérons une forme quadratique définie positive f(x,y) = ax®+bxy-+cy?, de
discriminant D. Alors I'opposée de Z(f) dans Cp est donnée par la forme ax? — bxy + cy?.

Lorsque f est réduite, Z(f) est donc une classe ambige (ou triviale) si et seulement si

ou bien b = 0, auquel cas D = —4ac, et N = ac;

ou alors a = b, auquel cas D = b(b—4c), et N = b(4c—b) pour b impair, N = Z(2c— %)
pour b pair;

ou enfin a = ¢, auquel cas D = (b—2a)(b+2a), et N = (2a —b)(b+ 2a) pour b impair,

N = (% +a)(a—%) pour b pair.

On retrouve ainsi le fait, établi au §1, que toute classe ambige donne lieu a une
factorisation de D; inversément, on déduit des formules précédentes (en distinguant les cas
N = 1,3 mod. 4), que toute factorisation de D provient d’une forme réduite dans une
classe ambige. Autrement dit, la mise sous forme réduite des formes quadratiques fournit
une bijection, maintenant explicite, entre les factorisations de D et les classes ambiges.
[NB: les formes normales d’Hermite auraient en fait aussi permis de travailler avec les

idéaux de O .|

Reste a construire quelques classes ambiges. Pour cela, on calcule d’abord le nombre de
classes h(D) = 2°q, avec ¢ impair. Pour tout = € Cp, 'ordre de x7 est alors une puissance
de 2, et si = n’est pas la classe nulle, il existe 7 < s tel que 2 soit d’ordre exactement 2.
Pour plus de détails sur les algorithmes de Shanks sous-tendant ces constructions, voir le

livre d’H. Cohen, §§5.4 et 8.6.
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CHAPITRE VII

THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES

§1. Séries de Dirichlet.

Une série de Dirichlet est une série de fonctions de la variable complexe s, de la forme
Yin>17%, ol les a, sont des nombres complexes, et n® = exp(sLogn). On pose souvent
s =0 +it, ou 0 = Re(s) € R.

Proposition 1 : Soit (a,)n>1 une suite de nombres complezes. On suppose que la série
de Dirichlet f = X% converge au point so = oo + itg. Alors:

i) elle converge uniformément sur tout secteur angulaire fermé de sommet sg, de
bissectrice so + R>o et d’angle < .

i1) en particulier, elle converge sur le demi-plan ouvert Re(s) > og, et sa somme f(s)
y est holomorphe.

ii1) il existe un plus petit nombre réel o. (eventuellement égal a —oc), appelé abscisse
de convergence de la série de Dirichlet, tel que f(s) converge si o > o., et diverge si

o< 0c.

On pose 0. = 400 si la série ne converge nulle part. L’abscisse de convergence o, de la

lan|
nS

série Xy >1 s’appelle ’abscisse de convergence absolue de f. Bien sur, o, > o..

La preuve de la proposition 1 repose sur 'analogue discret suivant de 'intégration par

partie.

Lemme d’Abel : Soien (a,,) et (b,) deux suites de nombres complexes. Posons Ay, n =

Yk=n,... .n'0n. Alors,

Ek:n,...,n’anbn - An,n’bn’ - Ek:n,...,n’—lfqn,lf(bk—|—1 - bk))

On utilisera également la majoration élémentaire suivante: pour tout > a > 0, et s de
partie réelle ¢ > 0,

|€fas o 67,6’5| S |§|(efaa i 6750).
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Démonstration de la proposition 1 : i) On se ramene par translation au cas sg = 0, ou
I’hypothese revient a la convergence de la série Ya,. On doit montrer que pour tout
T arbitrairement grand, et tout ¢ > 0, il existe N tel que pour tout n’ > n > N, le
reste de Cauchy S, ,/(s) = Zk:n’m,n/z-f: est de module < € pour tout s dans le secteur
{o >0, |j—‘ < T}. Par hypothese, il existe un tel N pour s = 0, i.e. pour la somme

S

A, (notation du lemme d’Abel). En appliquant ce lemme & b, = n~*, et la majoration

élémentaire, on obtient:

|s] 1 1

(Ek:n,...,n’—l (]{I_U - —)))

[Snn(8)] < e(1+ (k+1)°

ra
d’ott |Sy . (s)| < €(1+T) pour tout s dans le secteur considéré.

ii) et iii) D’apres le théoreme de Weiestrass, la somme f(s) de la série est holomorphe
sur tout domaine ou elle converge uniformément, donc est holomorphe sur Re(s) > 0.

Les autres assertions découlent de 1i).

Ezemples: 1) la série ((s) = anlﬁ admet 0. = 1 = o, pour abscisse de convergence. Sa
somme s’appelle la fonction zeta de Riemann. Elle admet un prolongement méromorphe
sur C (voir bibliographie), avec pour unique pole s = 1, de résidu 1 (voir Proposition 3
ci-dessous). Elle s’annule en tous les nombres entiers < 0 pairs. L’hypothese de Riemann,
ouverte au concours pour un million de dollars, affirme que ses seuls autres zéros sont
situés sur la droite Re(s) = 1/2.

ii) (Exercices) si les a, sont bornés, la série de Dirichlet admet une abscisse de con-
vergence absolue o, < 1. Si toutes les sommes partielles A,, ,,; sont bornées, elle admet
une abscisse de convergence o, < 0.

iii) Si sa somme f(s) est identiquement nulle sur son demi-plan de convergence, alors

tous les coefficients a,, de la série de Dirichlet sont nuls.

On dit qu'un point sg de la droite Re(s) = o, est une singularité de f si pour tout
voisinage ouvert 2 de sy dans C, la restriction de f & QN {Re(s) > 0.} n’admet pas de

prolongement holomorphe sur ).

Proposition 2 (Landau) : Soit f(s) = X,,>17% une série de Dirichlet a coefficients a,, > 0,
et d’abscisse de convergence o. €] — 0o, +oo[. Alors le point s = 0. est une singularité de

f.

Démonstration : par translation, on peut supposer que o. = 0. On raisonne par [’absurde.

Si 0 n’est pas une singularité, f est holomorphe sur un disque de centre 1 et de rayon 1+ 27,

(k)
pour un 1 > 0, donc f(—n) est somme de la série de Taylor Zkzof kk!m (=1)*(1 +n)* de
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f en 1, qui est absolument convergente. Par ailleurs, le théoreme de Weiestrass permet
de dériver terme & terme la série de Dirichlet de f, et (—1)* f(*)(1) est somme de la série
Yn>1an(Logn)*n=!, qui est une série convergente a termes positifs. La série double a
termes positifs f(—n) = , ra,(Logn)*(1 + n)*/(n.k!) est donc convergente, et vaut par
Fubini

[(1+n)Logn]*
k
n k!

Gn (14n)L
) =3, elltmLlogn — 53 <1 a,n'.

n >
Ainsi, la série de Dirichlet converge en s = —n. Son abscisse de convergence serait donc
< —n, en contradiction avec I’hypothese.

Des propriétés énoncées plus haut sur la fonction { de Riemann, nous n’aurons besoin que
de la

Proposition 3 : La fonction ((s) — 3%1 admet un prolongement holomorphe sur le demi-
plan Re(s) > 0.

Démonstration : Notons {x} = = — [z] la partie fractionnaire du nombre réel z. On a

s oo dx oo dx o0 [z]dx s
C(S) = anln = En S/n :L»S—Fl = 8/1 (Engml)ﬁ = 8/1 x8+1 = —g(S),

s—1

ou g(s) = +OO {fshdf. Comme {z} est bornée, cette derniere intégrale converge pour

Re(s) > 0, et deﬁmt sur ce demi-plan une fonction holomorphe. Il en est donc de méme
de ((s) = o33 =1 —g(s).

Fonctions multiplicatives et produits eulériens.

Définition 1 : une fonction a : N — C est dite multiplicative si a(nm) = a(n)a(m) pour
tout couple d’entiers n, m premiers entre eur; exemples : les fonctions ¢ et u du chapitre
I, §1. Elle est dite strictement multiplicative si cette propriété est vérifiée pour tout n,m;
exemples: la fonction 1, ou les caracteres de Dirichlet (voir §2). On note P I’ensemble des

nombres premiers.

Lemme 2 : Soit a une fonction multiplicative bornée.

i) La série de Dirichlet f(s) = Xy,>1 (5) converge absolument sur le demi-plan Re(s) >

1, et y est égale au produit infini convergent Hpep fp(s), ot fp(s) désigne la somme de la

série absolument convergente Sy (p ).

it) En particulier, si a est stmctement multiplicative, f(s) = Hpepm (produit

infini convergent sur Re(s) > 1). Par exemple, sur ce demi-plan, ((s) = Hpepﬁ.
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ii) Pour o tendant vers 17, on a Xpep p=7 ~ Log(ﬁ) et Spep r>ap 7 = O(1).

Démonstration : 1) la convergence absolue résulte de ce que les a(n) sont bornés. Soit alors

F un ensemble fini de nombres premiers, et < F' > l’ensemble des entiers dont tous les

a(n) _

Myer fp(s). Quand F croit, le terme de gauche tend vers f(s) si Re(s) > 1. Le produit

facteurs premiers appartiennent a F'. De la multiplicativité de a, on tire ¥, c<p>

infini est donc convergent, et tend vers f(s).

1
1—a(p)/p*"

iii) Log(((0)) = Speprz1pm = Spepos + 92(0), 0lt g2(0) < g3(0) 1= Bpep k2537
Pour o > 1, cette série est majorée par la série Enzg’]fzg#, qui converge. Donc g3 et go

ii) Dans ce cas, fy(s) = Ekzo(“;f))"’ =

sont bornées, et on conclut par la proposition 3.

§2. Nombres premiers dans les progressions arithmétiques.
Caracteres de Dirichlet et fonctions L.

La définition 2 ci-dessous fournit un exemple important de fonctions strictement mul-
tiplicatives. Rappelons qu’on appelle caractére d'un groupe fini G tout homomorphisme
de groupe x : G — C*, i.e. vérifiant x(zy) = x(z)x(y) pour tout (x,y) dans G. Les car-
acteres de G forment eux-mémes un groupe pour la loi (x1x2)(z) := x1(z)x2(x), appelé
groupe dual de G, et noté G. L’élément neutre de G est le caractere unité Xo, défini par

Xo(x) =1 pour tout € G. On a X,ccxo(z) = |G|, tandis que pour tout

X # Xo 5 Szec X(z) =0.

(Preuve: choisir y € G tel que x(y) # 1; le premier membre, multiplié par x(y) — 1, vaut
0.)

Soit G un groupe cyclique, d’ordre |G| = n, dont on fixe un générateur . Un caractere
X de G est entierement déterminé par x(v) = w € u,(C). Inversément, toute racine n-
itme de 'unité w détermine par cette formule un caractere de G. Ainsi, G ~ tn(C) est un
groupe cyclique d’ordre n, donc isomorphe (non canoniquement) & G. Plus généralement,
soit G un groupe abélien fini G. On a vu au chap. 4, §1, qu’il est isomorphe a un produit
de groupes cycliques. On en déduit que G est encore isomorphe a G, et en particulier,
qu’ils ont le méme ordre. L’application z — {x — x(z)} fournit alors un isomorphisme
canonique de G avec le dual de G, et la relation précédent entraine, pour tout z différent

de I’élément neutre e de G-

r#e X cqx()=0.
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(et bien str, ¥ s x(e) = |G|.) On en déduit, en notant que x(z™1) = x(2)7! = x(x)

(puisque x prend ses valeurs dans le cercle unité):

Lemme 3 (relations d’orthogonalité) : Soient G un groupe abélien fini, et x,y deuz

éléments de G. Alors, Yeé X(y)x(x) vaut 0 si x #y, et 1 si x =y.

Définition 2 : soit m un entier > 1, et U = U, le groupe multiplicatif (Z/mZ)*, d’ordre
¢(m). On appelle caractére de Dirichlet (modulo m) tout caractere du groupe U,,. On
étend un tel caractere y en une fonction y : N — C en posant y(n) = x(classe de n
mod. m) si n est premier & m, et x(n) = 0 sinon. Une telle fonction est strictement
multiplicative. Comme elle est m-périodique, elle est bornée; mieux, la relation donnée

au début du paragraphe entraine que les sommes A, ,,; = Xg—p, . n/x(k) sont bornées si

X 7 Xo-

On déduit donc de I'exemple ii) du §1 que si x # xo, la série de Dirichlet associée

x(n)

L(s,x) =YXp>1

admet a une abscisse de convergence o.(L(s,x)) < 0; on a o,(L(s,x)) < 1et L(s,x) =

Hpepm si Re(s) > 1. En revanche, o.(L(s, x0)) < 1; en fait,

1

C(S) = L(S, XO).leml——l/ps7

de sorte que o.(L(s, x0)) = 1.

Posons
Gnls) = T e L(5,X),

ou x parcourt I’ensemble des caracteres de Dirichlet modulo m, et désignons, pour tout
nombre premier p ne divisant pas m, par f, 'ordre de la classe p de p dans U,,; alors,

gp := ¢(m)/ fp est Pordre du groupe quotient U,/ <P >, et 'on a:

Proposition 4 : i) (,(s) = H(pm):l(l_p%fps)gp pour Re(s) > 1;

i1) pour tout x # xo0, L(1,x) # 0, et (n(s) admet un péle simple en s = 1.
Démonstration : i) On a Hwewp(C)(l —wT) = 1—TJ». De plus, g, caracteres de Uy,
prennent la valeur w en p. Donc IL (1 —x(p)T) = (1 — T/»)9 . On conclut en posant
T =p 5.

ii) Comme L(s,xo) admet un pole simple en s = 1, il suffit de montrer la premiere

assertion. Si elle n’était pas satisfaite, la fonction (,, serait holomorphe en s = 1, donc sur
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Re(s) > 0. Mais vu i), c’est la somme d’une série de Dirichlet a coefficients réels positifs.
D’apres la Proposition 2, cette série admettrait donc une abscisse de convergence o. < 0.
Or elle est minorée par la série II(, ,)—1(1 + p~ s 4+ ..)9 donc aussi par iy my=1(1 +

p~®m™)s ) donc aussi par E(n’m):m—ﬂm)s’ qui diverge pour o = 1/¢(m).

Le théoréme de Dirichlet
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le

Théoréme (Dirichlet) Soient m et a deux entiers naturels premiers entre eux. Il existe

une infinité de nombres premiers p tels que p = a mod m.

On va en fait obtenir un énoncé plus précis sur la répartition de ces nombres premiers,
au moyen de la notion suivante. Rappelons que Y,ep p~7 ~ Log(1/(c — 1)) quand
o — 17 (Lemme 2). On dit qu'une partie X de P admet une densité de Dirichlet §
si ¥pex p~7 ~ dLog(1/(c — 1)) quand ¢ — 17. Nous allons montrer que pour tout a
premier a m, ’ensemble P, ,,, := P, des nombres premiers congrus a a modulo m admet
une densité de Dirichlet § = 1/¢(m) (et est donc bien infini).

Dans le cas du groupe U,,, les relations d’orthogonalité montrent que la fonction

1
n— ——3

S Exer X))

vaut 1 si n = a mod m, et 0 sinon. Par conséquent, sa restriction a ’ensemble P est la

fonction caractéristique de P,,.

Démonstration du Théoréme : soit x un caractere de Dirichlet modulo m. En prenant
la dérivée logarithmique de L(s,x) sur le domaine de convergence Re(s) > 1 de son
développement en produit eulérien, on obtient

x(p*)Logp

L Lo
x(p)p I 8 S 2P 5

x(m)A ()
~ (00 = Sep XEE S el

ns

L

ou A désigne la fonction de von Mangoldt, définie par A(n) = Log p si n est une puissance

pure p* d’un nombre premier p, A(n) = 0 sinon.

Multiplions la relation précédente par x(a), et sommons sur tous les xy € U. De la

relation d’orthogonalité, on déduit:




Pour s = ¢ — 17, le membre de gauche de cette égalité est de la forme

L
EpEa mod m o9p + O<1)

g

Les termes du membre de droite correspondant a des caracteres x # xo sont tous bornés,
puisque L(1,x) ne s’annule pas. Quant & celui de xo, il se comporte comme la dérivée

logarithmique de la fonction (, donc est de la forme

1 1

Par conséquent, pour o — 17:

Logp 1 1
p°  ¢(m)o—1

ZPE'PQ + 0(1)7

ce qui entraine déja que P, est infini. Mais mieux: en intégrant cette relation entre o > 1

et 2, on obtient
by L 1 Log( ! )+ O(1)
— e o0
PEP, o Qb(m) g o—1 )

et P, admet bien une densité de Dirichlet, égale a m

Remarque: d’apres le théoreme des nombres premiers (Hadamard - La Vallée Poussin),

pour tout nombre réel x suffisamment grand, le nombre

w(x) = card{p € P,p < z}

T

de nombres premiers < x est de 'ordre de Pour a et m premiers entre eux, soient

Logx "
alors
m(x;a,m) = card{p € P,p = a mod m,p < z}

le nombre d’éléments < z de P, = P, . On peut préciser le théoréme de Dirichlet sous
la forme

li m(z;a,m) 1

m = ,

T () ¢(m)

ce qu’on exprime en disant que P, admet une densité naturelle égale a m
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