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Chapitre 1

Géomeétrie affine



Université de Paris VI Master M1 2010-2011
D. Bertrand Algebre géométrique

CHAPITRE I
GEOMETRIE AFFINE

I.1 Action d’un groupe.

I[.1.1 Groupes agissant sur un ensemble

Soit G un groupe, dont on note (gi,g2) — ¢192 la loi de composition,
e lélément neutre, et g — ¢~! la loi d’inversion. Soit par ailleurs X un
ensemble. Une action (a gauche) de G sur X est la donnée d'une application
GxX — X:(g,z) — g.x telle que :

Vg1,92 € G,z € X, (g192).¢ = g1.(g2-x) et e.x = x.

Pour tout g € G, application 7(g) : © — g.x est alors une bijection de X
sur X (d’inverse x +— g~ '.x), et 7(g192) = 7(g1) 0 T(g2). Si Perm(X) = &x
désigne le groupe des bijections de X sur X, il revient ainsi au méme de se
donner une action de G sur X, ou un morphisme de groupes 7 de GG dans
Perm(X).

Soit x € X. L’orbite de x sous 'action de G est le sous-ensemble G.x =
{g9.2,9g € G} de X. Le stabilisateur de x est le sous-groupe G, = {g €
G,g9.x =z} de G; pour y = v.x € G.z, les stabilisateurs G, et G, = vG,y™*
sont conjugués. L’application g +— g.x établit une bijection de ’ensemble
G /G, des classes a gauche modulo G, vers l'orbite G.xz de x. En particulier,
si G est un groupe d’ordre |G| fini, on a card(G.z) = %

Deux orbites sont distinctes ou confondues : G.x = G.y & y € G.x, et
on dit alors que x (ou y) est un représentant de 'orbite G.x. Ainsi, X est
la reunion disjointe de ses différentes orbites. On note G\ X l’ensemble des
orbites (ou X/G quand il s’agit d’'une action a droite). Si X et G sont finis
et si h = card(G \ X), on en déduit, en désignant par xy, ..., z; un systéme
de représentants des orbites, la “formule des classes” :

card(X) U
@~ 2ia,

5



On dit que G agit transitivement sur X s’il n'y a qu'une orbite (h = 1).
On dit que G agit librement sur X si Vo € X, G, = {e}; chaque orbite est
alors en bijection avec G. Lorsque G agit librement et transitivement sur
X, on dit que X est un espace homogene principal, ou encore, un torseur,
sous . En choisissant un élément x de X, on peut dans ce cas identifier
X = G.z et G, mais il n’y a en général aucun choix naturel pour x, et une
telle identification doit étre maniée avec précaution.

1.1.2 Espaces vectoriels

Dans tout ce cours, on désigne par K un corps, que (sauf mention du
contraire) on suppose commutatif. On note K* = K — {0} le groupe mul-
tiplicatif de K. En général, K sera Q,R,C ou un corps fini, par exemple
[F, = Z/pZ, ou p est un nombre premier.

Un espace vectoriel sur K est la donnée d’'un groupe commutatif £ (loi
notée additivement, élément neutre = 6), éléments de F = vecteurs), muni
d’une application de K x E dans E qui induit une action du groupe multi-
plicatif K* :

K'xE—FE:(\U)— \u,
(donc telle que VA, p € K*, W € E: Muw) = (M)W, et 17 = ), et qui
vérifie de plus, pour tout )\,;L eK, W, 7 e€E:
MU +V)=AU + AT et AN+ p)W =20 +pv

On en déduit (exercice) que 0u = 0, (-)W =-7.

Si B, E’ sont deux espaces vectoriels (sur K), on note L(E,E') le K-
espace vectoriel formé par les applications K-linéaires de E dans E’. Par
exemple, le dual L(F, K) := E* de E est 'ensemble des formes K-linéaires
sur E. Pour E' = E, End(FE) := L(E) := L(E, E) est un anneau. L’ensemble
GL(E) C L(F) des automorphismes de E est le groupe des unités de 'anneau
End(E). Pour E = K" E' = K™, L(E, E') s'identifie & 'espace Mat,,,,(K)
des matrices A = (a;;;1 < ¢ < n'/;1 < j < n)an'lignes et n colonnes, a
coefficients dans K. Le groupe

GL(K™) := GL,(K) = {g € Mat,(K),det(g) # 0}

s’appelle le groupe linéaire d’ordre n.

Si K’ est une extension de K (typiquement, K = R et K’ = C), on
désignera par Ey: l'espace vectoriel sur K’ déduit de F par extension des
scalaires de K a K'. Pour une définition intrinseque, voir le chapitre 4.
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I[.1.3 Espaces affines

Soient K un corps commutatif, et E un espace vectoriel sur K. On appelle
espace affine sous F la donnée d’un ensemble non vide £, muni d’une appli-
cation E x & — € : (U, P) — P+, vérifiant les 3 conditions suivantes :

Vu,v €eENPEEP+H(U+7)=(P+u)+7;

VPcE P+ 0 =P;
VP,Q € &,3 un unique w € E tel que Q = P+ W

C’est donc la donnée d'une action sur £ du groupe additif G = FE sous-
jacent a l’espace vectoriel F, la 3e condition signifiant que cette action est
transitive et libre. Comme E est commutatif, il n’y a ici pas besoin de préciser
que I’action est & gauche (et cela justifie la notation P+ au lieu de u + P.)

Soit € un espace affine sous ’espace vectoriel F. Pour tout couple ordonné
—
(P,Q) de points de £, on note @ = P() I'unique vecteur de E associé &

—
ar la 3e condition : Q = P + . Alors (exercice), on a pour tous
(P,Q) par la 3¢ condition : Q = P + PG. Alors (exercice), on a pour t
P.Q,R,P,Q €&, les identités suivantes entre vecteurs de F :

_— — —
PQ + QR = PR (relation de Chasles)

— — = —
PP=10, QP = —PQ,

ainsi que la loi du parallelogramme :

PO=PQ & PP =QQ.

I.1.4 Espaces projectifs

Soit E un espace vectoriel sur K. Le groupe multiplicatif K* agit libre-
ment sur 'ensemble X = F — { 0 }. On note

P(E) = (E—{0})/K".

I’ensemble des orbites de X sous cette action de K*, et on 'appelle ’espace
projectif associé & E. L’orbite K*. 7 d’un point = de X est 'ensemble des
vecteurs non nuls de E colinéaires & = . Par conséquent, P(E) s’identifie &
I’ensemble des droites de F.



Soit n un entier > 0. Lorsque £ = K™™', on pose

P(K") = P, (K).

Si K est un corps fini, de cardinal ¢, et si £ = K" on a card(X) =

¢"*! — 1. Comme chaque orbite a ¢ — 1 éléments, on en déduit :
qn+1 -1

Par exemple, Py(F3) a 7 éléments.

1.2 Espaces affines

I.2.1 Sous-espaces affines

Soient £ un espace affine, d’espace vectoriel E. On dit qu'une partie F de
& est un sous-espace affine de £ §’il existe un point P de F et un sous-espace
vectoriel F' de E tel que

F={P+W,ue€F}:=P+F

P_01>1r tout ) € F, on a alors F = @ + F, et F est 'ensemble des vecteurs
QR,Q,R € F de E. En particulier, F', qu’on appelle la direction de F, est
entiément déterminé par F. L’application F x F — F : (P, ) — P+ U
fait alors de F un espace affine sous I'espace vectoriel F. On appelle (co-)
dimension de F la (co-) dimension de sa direction F'. Un point, droite, plan,
resp. hyperplan de £ est un sous-espace affine de dimension 0,1, 2, resp.
codimension 1.

Exemple : soit £ un espace vectoriel. On peut le voir comme un espace
affine sur lui-méme, en définissant, pour tout élément p de & = F et tout
vecteur w de E, I'élément p + @ de & = E comme cette somme, calculée
dans E. Soit alors f € L(E, E') une application linéaire de E vers un espace
vectoriel E', et soit I = {W € E, f(u) = 6)} le noyau de f. Pour tout
b e E , I'ensemble F- des solutions v de I'équation f(v') = T est soit
vide, soit un sous-espace affine de £, de direction F'.

Si E = K", tout sous-espace affine F de K™, de dimension m et de
direction F', est ainsi défini par un systéme d’équations affines de la forme
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A7 = AP, on A€ Mat, pyn(K)~ L(K", K"™™™) est une matrice de rang
n —m a coefficients dans K, de noyau F, et p est un point quelconque de
F. En particulier, F est 'intersection de n — m hyperplans affines de K™.

Une fagon différente de décrire F consiste a en donner un paramétrage :
on choisit une base {aj,...,a,}+ de F C K", et un point p de F C K"
Alors, F = {p +tiai + ..tmam, (t1, ..., t) € K™},

Cette derniere méthode s’étend en un sens a tout espace affine £. Choisis-

sons-en, de fagon non canonique, un point O, qu’on appellera origine de £.
Alors, I'application 6y : € — E : P — OP est une bijection, d’inverse
U — O+ U, et permet de munir £ d’une structure non canonique d’espace
vectoriel £y, appelée vectorialisé de £ en O, par les formules : P+ = R, ou
— — — — —
OR = OP + OQ,\.P = AOP. Son élément neutre est Og, = O. Pour E de
dimension n, choisisson une base {ay, ..., a, } de E. L’application (t1, ....,t,) €
K"+ P=0+ta +..tya, € £ est alors un isomorphisme de K" sur &p.
On dit que (1, ...,t,) sont les coordonnées cartésiennes du point P de &
relativement & l'origine O et & la base @; choisis.

Remarque (prolongement vectoriel canonique d’un espace affine) : soit € un
espace affine, de direction E. On peut attacher, de facon cette fois canonique,
a & un espace vectoriel & contenant F comme hyperplan vectoriel, et £
comme hyperplan affine. Ensemblistement, & est la réunion disjointe de E et
de symboles Az, A € K*,x € £, avec 1x = z. On parvient a munir & d’une
structure d’espace vectoriel, telle que 'application h = E—-K: h(7') = 0 si
v € E;h(V) = Asi ¥ = Az, soit une forme linéaire sur £. En particulier,
Ker(h) = E, et € est 'hyperplan affine A71(1) de . Géométriquement :

lire A au licu de s

hyperplan affine £

hyperplan vectoriel £

Deux élements z et y de & C £ ont pour différence y — x dans l'espace
vectoriel £ I'unique vecteur @ = zy de E tel que y = z 4+ u dans &. Cela

—
justifie la notation PQ) = ) — P, parfois utilisée en géométrie affine.



I[.2.2 Coordonnées barycentriques
Sauf mention du contraire, on suppose désormais F de dimension n finie.

Proposition 1.2.1. Soient F = P+ F,G = Q+ G deux sous-espaces affines
de l’espace affine &.

i) L’intersection F NG de F et G est ou bien vide, ou bien un sous-
espace affine, de direction F' 0 G. Dans ce deuxiéme cas, dim(F N G) =
dimF + dimG — dim(F + G).

i) Elle est non vide si et seulement si P—Cj € F'+ G. En particulier, elle
est non vide si E = F' 4+ G, et réduite a un point si E = F & G.

Preuve : 1) si R est un point de F NG, alors F = R+ F,G = R+ G, donc
FNG =R+ (FNQG). Par ailleurs, pour tous sous-espaces vectoriels F, G de
E,on adim(F + G) + dim(F NG) = dimF + dimG.

ii) Un tel point R existe & 3w € F, v € GGR=P+ U =Q + 7 &
P—Cj = U -7V € F+G.Si Fet G sont en somme directe dans E, leur
intersection est de dimension nulle, et dim(F N G) = 0.

On dit que F et G sont paralléles si leurs directions coincident : F' = G. On
dit que G est faiblement parallele a F si G C F. On déduit de la Proposition
précédente que :

si F et G sont paralleles, alors F et G sont soit disjoints, soit confondus;

si G est faiblement parallele a F, alors GNF =0, ou G C F.

L’intersection (),.; F; d'un nombre quelconque de sous-espace affines F;,
i € I, de £ est vide ou un sous-espace affine de £, de direction (), Fi. Etant
donnée un partie S = {P;,j € J = [0, .., k] } de £, on peut donc parler du plus
petit sous-espace affine < S > de £ contenant S. On appelle < S > le sous-
espace affine de £ engendré par S. Sa direction est le sous-espace vectoriel de
E engendré par les vecteurs P; Py, j, j' € J. Les éléments de < S > s’appellent
les combinaisons affines des points P;, j € J. On dit que les points de S sont
affinement indépendants si pour un choix (ou de fagon équivalente, pour tout
choix) d’indice j € J, les vecteurs {ﬁ .7 € J,j" # j} sont linéairement
indépendants. Dans ce cas, le sous-espace affine F =< S > est de dimension
k = card(J) — 1, et tout point P de < S > s’écrit de fagon unique sous

— —

la forme P = Py + M ByP1 + ... + M\ Po Py, \j € K, de sorte qu’en posant
Ao =1— (A1 + ...+ A\), on a pour tout point O de & :

—
= ) NOP, (Mo+M+ .+ X =1).
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— —
Les A; sont indépendants du choix de O (pour tout O' € £, O'P = O'O +
— — — —

OP = (Ejzo,...,k)\j)O/O + Ej:(),__’kAjOf)j = Eij,...,k/\kO/Pj)- On les appelle
coordonnées barycentriques du point P €< S > relativement aux points
affinement indépendants Py, ..., Py, et on s’autorise a écrire :

P=XFy+ MNP+ ...+ NP, ()‘0+)‘1+"'~+)\k: 1)‘

Inversement, soient P, ..., P, des points de £, qu’on ne suppose plus
nécessairement affinement indépendants, et soient py, ..., pr des éléments de
K de somme p = pg + ... + pr non nulle. Il existe alors un unique point
P de & tel que Ejzgw.’kpj_PTp_; = 6) On appelle P le barycentre des points
pondérés (Pj,p;),j € J (et on parle d’isobarycentre si tous les poids p; sont
égaux, ce qui impose card(J) premier a la caractéristique de K). Pour tout
O € &, P vérifie ]9(73> = Ejij—P;, de sorte que si Py, ..., P, sont affinement
indépendants, les coordonnées barycentriques de P relativement aux F; sont
les quotients A\; = p;/p.

Proposition 1.2.2. Soient (P;,p;),j € J un ensemble fini de poids pondérés,
et J' C J une partie de J telle que ¥jcyp; = p' soit non nul. Le barycentre
P des (Pj,p;),7 € J, ne change pas quand on remplace le sous-ensemble
(Pj,pj),J € J', par son barycentre P', affecté du poids p'.

— — —_—

Prewve : p' PP' + X4 yp; PP; = Xcjpj PP = 0.

L’isobarycentre de deux points Fy, Pj, s’appelle le milieu du segment [Py P;].
Un triangle de £ est la donnée de 3 points Fy, P;, P, de £ affinement indépen-
dants. Ses médianes sont les droites joignant un sommet P; au milieu M;
du coté opposé. On déduit de la Proposition précédente que les m@x}nes
concourent en un point M, isobarycentre des 3 sommets, et que P;M =
%PJ—]W; pour tout j.

Une base, ou repére, affine de € est une famille S = {P;, j € J} de points
de £ affinement indépendants, tels que < .S >= £. On a alors nécessairement
card(J) = n+ 1, ou n = dimE. Soient {P,, ..., P,} un repere affine de
&, et P un point de £ de coordonnées barycentriques (Ao, ..., A,) relative-
ment a ce repere : P = Yo AP, Y- ,\; = 1. Pour tout j, on a
— —

PiP = Yji—, . nj+j\yPjPj, de sorte que les_cg(fdonnées cartésiennes de P
relativement a 'origine P; de £ et & la base {P; Py, j' # j} de E sont données
par les \j,, 5 # j.
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Exemple : soient A, B deux points de £ affinement indépendants (< dis-
tincts), et (AB) la droite affine qu’ils engendrent. Pour tout point C' de (AB),
il existe un unique scalaire \ tel que C' = A+ (1 — \)B. Si C # A (c.-a-d.
i \£1),AB = L AC,CB = 2-CA, ..., et on éerit : 28 = L etc; cett
S1 %), = 1 s =31 yeeey € Onecrl.ﬁ—m,ec,cee
notation n’a pas de sens si A, B, C' ne sont pas alignés. (Plus généralement,
A8 _ |, signifie que B # A, et que A'B' = yAB.)

== = pu signifie que # A, et que = uAB.

I.2.3 Algebre et géométrie

Nous allons maintenant exprimer quelques propriétés géométriques simples
en termes de coordonnées barycentriques. On fixe un repere affine { Py, ..., P, }
de l'espace affine £, de dimension n, et on note (\;(Q),j =0, ...,n), les coor-
données barycentriques d'un point ) dans ce repere, avec X ,\;(Q) = 1.
Proposition 1.2.3. Avec ces notations, n+1 points Qq, Q1, ..., Q, de & sont
contenus dans un hyperplan affine de € si et seulement si la matrice carrée
(/\j(Qi))ogi,jgn a un déterminant nul.

Preuve : pour tout ¢ # 0, les coordonnées de QoQ; = PyQ; — PyQy dans la
—

base {PoP;,j = 1,...,n} sont données par &;; = \;(Q;) — A;(Qo), 7 = 1,...,n.

Or

M(Qo) Mi(Qo) - An(Qo) 1 A(Qo) o Au(Qo)
J M(Q1) M(Q1) - Au(@1) L A(@Q1) o Au(@1)
et : : = det : :
@) M@)o
= det . 1 1n = det : ] : )
O fnl gnn gnl gnn

qui est donc le déterminant des vecteurs {QO—QZ,Z' = 1,...,n} dans la base
{J?P;, j = 1,..,n} de E. Il est nul si et seulement si ces vecteurs sont
linéairement dépendants, c’est-a-dire ssi les points g, @1, ..., ), sont affine-
ment dépendants, ou de fagon équivalente, ssi I’espace affine qu’ils engendrent
est de dimension < n.

12



Supposons maintenant que ()1, ..., ), soient affinement indépendants, et
soit ‘H I'hyperplan affine de £ qu’ils engendrent. Alors, un point () de coor-
données barycentriques (A;,j = 0,...,n) comme supra appartient a H si et
seulement si

Ej=0,...,ncj)\j - 07 Ej=0,...,'rL>\j - ]-7 ajuj/acj ?é Cjr, (*)

ou les ¢; sont les déterminants mineurs d’ordre n extraits de la matrice
(/\j(Qi),i =1,..,n5 = O,...,n) € Mat, ,+1(K); ces ¢; ne sont pas tous
égaux, sans quoi tous les points de £ appartiendraient a H. Inversement,
tout (n + 1)-uplet (co, ..., ¢,) d’éléments de K pas tous égaux définit via (x)
un hyperplan affine de £, donné dans le vectorialisé £p, par I’équation affine
ijlwm(cj — CO))\j = —(Cp.

Proposition 1.2.4. (avec n = 2) . Soient D°, D', D? trois droites affines
dans le plan affine &€, d’équations (D?) : ciho + 4N + chha = 0, ot Ao +
A+ Ay = 1. Alors, det (Cz')ogi,jgz = 0 st et seulement si les trois droites sont
concourantes ou paralléles.

Preuve : si D° N D' N D? # (), la matrice (c;) ne peut étre inversible, sinon
aucun point (Ag, A1, A2) # 0 ne satisferait les trois équations homogenes ; si les
trois droites sont paralleles, leurs équations dans le vectorialisé £p, montrent

que (c%) est de rang < 2, donc de déterminant nul. Inversement, supposons

que lejnoyau N C K? de la matrice (¢}) soit non trivial. Alors, ou bien N
n’est pas contenu dans le plan W d’équation Ao+ A\; + A2 = 0, auquel cas N
rencontre le plan affine \g -+ X+ = 1, et D°ND'ND? # (); oubien N C¢ W,
auquel cas N est nécessairement de dimension 1 (sans quoi ¢ = ¢} = ¢}, et
ce méme pour tout i), et alors les D admettent N comme direction, donc

sont paralleles.

Remarque : fixons un repere affine P, ..., P, de £. L’espace vectoriel £ =
K™ formé par les (n + 1)-uplets (Ag,...,\n),A; € K, fournit alors une
représentation concrete du prolongement vectoriel canonique de £ : sa struc-
ture vectorielle est celle (que 'on n’a pas) décrite au §2.1, Remarque, et la
forme linéaire h(\g, ..., \p) = Ao+...+A,, de noyau Ker(h) := W ~ E, vérifie
h~1(1) = £. Vus dans £, les {P;,i = 0,..,n} forment la base canonique de
K" et les coordonnées barycentriques d'un point P de £ C £ sont ses
coordonnées (au sens usuel) dans K™™', Un hyperplan H de € rencontre &
suivant un hyperplan affine H de € si et seulement si H # W est le noyau
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d’une forme linéaire ;- ,c;A\;, dont les coefficients c; ne sont pas tous
égaux. Ce point de vue fournit des preuves des énoncés précédents libres de
tout choix d’une origine de &.

Exercice : justifier, puis traduire, le texte suivant (cours de M. Candilera,
Padoue)

Teorema di Menelao : Se una retta taglia @ tre lati del triangolo ABC' nei
punti L di BC', M di CA, ed N di AB, e se si scrive

L=2B+2'C, M =yC+yA, N=zA+ 7B,

conx+r' =y+y =z+2 =1, allora zyz = —2'y'2’.

I coordinati baricentrici si rivelano uno strumento adattissimo per la di-
mostrazione del teorema “fratello gemello” del Teorema di Menelao, ossia il :

Teorema di Ceva : Sia P un punto di un piano affine &£, e sia ABC un
triangolo in €. Siano L, M ed N i punti di intersezioni delle rette AP, BP
e C'P rispettivamente con i corrispondenti lati opposti del triangolo, di modo
che

L=x2B+42C, M2y0+y’A, N =zA+ 2B,
conz+a' =y+y =z+2 =1 Allora xyz = 2"y’

M

Menelats Ceva

I.3 Le groupe affine

1.3.1 Produits semi-directs

Soient A et H deux groupes. On dit qu’une action (a gauche) de H
sur A est compatible avec la structure de groupe de A si 'homomorphisme

14



correspondant 7 : H — Perm(A) est a valeurs dans le groupe Aut(A) des

automorphismes de groupe de A, autrement dit, en notant (a,h) — "a =

7(h)(a) cette action, si l'on a : "(a1ay) = "a; "ay pour tous h,ai,ay €
H x A x A. Dans ces conditions, on appelle produit semi-direct (externe)
de A par H relativement a 7 : H — Aut(A), et on note A x, H, 'ensemble

A x H, muni de la loi de composition interne

(a,h), (d, 1) — (a.d', h.1)),
qui en fait un groupe, d’élement neutre (e4, e ), et de loi d’inversion (a, h)™ =
(h—la—l h_l).
Lorsque 'action de H sur A est triviale (c’est-a-dire lorsque 7(h) = ida

pour tout h € H), on retrouve le produit direct usuel, qu’on note simplement
A x H, de loi de groupe (a, h).(a',h') = (ad’, h1).

Revenons au cas général, et posons G = A x, H. Les applications i :
A — G :ila) = (a,eg) et s H — G : s(h) = (ea, h) sont des ho-
momorphismes de groupes injectifs , qui permettent d’identifier A et H a
des sous-groupes de G. Avec cette identification, A est distingué dans G,
puisque pour tous (a, h,a’) : (a,h)d'(a,h)™" = (a,h)(d,ex)(" a ', h7) =
(a,h)(@ " "a ) = (@ (P e, en) = (ada”t, ey) € A, et Paction
de G sur A par conjugaison : (g,a) — gag~' := Int(g)(a) induit précisément
sur s(H) C G I'action donnée initialement de H sur A : V(h,a) € H x A, "a
est égal a s(h)as(h)™!, autrement dit : 7(h) = Int(s(h)). En revanche, s(H)
n’est en général pas distingué dans G : selon un calcul similaire, il I'est si et
seulement si 'action est triviale, ¢’est-a-dire si G est le produit direct. Enfin,
lapplication ¢ : A x H — G : (a,h) — ah (c-a-d. i(a)s(h)) est toujours
une bijection ensembliste, mais n’est un isomorphisme de groupes (pour la
structure de produit direct de A x H) que si 7 est triviale.

Inversement, partons d'un groupe G, et de deux sous-groupes A, H de
G tels que lapplication ¢ : A x H — G : (a,h) — ah soit une bijection
ensembliste. Alors, AN H = {eg}, et les sous-groupes A et H commutent® si
et seulement s’ils sont tous deux distingués dans G ; dans ce cas, 'application
¢ est un isomorphisme de groupes (pour la structure de produit direct sur
A x H), et on dit que G est le produit direct (interne) de ses sous-groupes
distingués A et H.

! On dit que deux parties U,V de G commutent si uv = vu pour tout (u,v) € U x V.
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Toujours sous I’hypothese que ¢ est une bijection ensembliste, supposons
seulement que A soit distingué dans G'. Alors, H agit sur A par conjugaison :
7(h)(a) = hah™', et la relation aha’h’ = a7(h)(a’)hh’ montre que ¢!
établit un isomorphisme de groupes de G vers le produit semi-direct A x, H
de A par H pour cette action 7. On dit que G est le produit semi-direct
(interne) de son sous-groupe distingué A par son sous-groupe H, et on note :

G=AxH.

Soient enfin G un groupe, et A un sous-groupe distingué de G. L’en-
semble G/A des classes a gauche modulo A est alors naturellement muni
d’une structure de groupe. En général, il n’existe pas de sous-groupe de G
dont les éléments forment un systéme de représentants de G/A, mais c’est le
cas si (et seulement si) il existe un sous-groupe H de G tel que G = A x H.

Exemples : Considérons le sous-groupe G = B, (K) de GL,(K), formé par
les matrices triangulaires supérieures inversibles d’ordre n > 2. Il admet
comme sous-groupes le groupe abélien H = D, (K) ~ (K*)" formé par les
matrices diagonales inversibles, et le groupe A = Unip,(K) formé par les

I ay; ain,
matrices triangulaires supérieures unipotentes | 0 1 a;, | (non abélien
0 0 1

pour n > 3). Unip,(K) est distingué dans B, (K), et I'on a (exercice) :
B,(K) = Unip,(K) x Dy(K).

Pour n = 2, considérons le sous-groupe GA;(K) de GLy(K) formé des

matrices de la forme [v, u] := g 71; ,u € K* v € K. Son intersection avec
Dy(K) est un sous-groupe H' = {[0,u]} isomorphe au groupe multiplicatif

(K*, x), tandis que son sous-groupe distingué A’ = Unipy(K) = {[v, 1]} est
isomorphe au groupe additif (K,+). On a GA;(K) = A’ x H'. L’action de
H' sur A’ par conjugaison est donnée par [0, u][v, 1][0,u™!] = [uv, 1], de sorte
qu’on peut aussi écrire : GA;(K) = K x, K*, ou I'action des éléments u de
K* sur les éléments v de K est donnée par : 7(u)(v) = uv.

1.3.2 Applications affines

Soient £, F deux espaces affines, de directions E, F'. Ondit que f : &€ — F
ﬁ
est une application affine sl existe une application linéaire f € L(FE, F) et
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un point O de &, tels que
_— = —
P e €, F0)f(P) = (OP),
ou de fagon équivalente :

VU7 € E: f(O+ ) = f(O)+ [ (7).

Cette condition, qui exprime que f est une application linéaire du vectorialisé
Eo vers le vectorialisé Fy(o), est indépendante du choix de 'origine O de £

pour tout O € &, elle entraine en effet : f(O' + ) = f(O + 00' + W) =
- - = N , - .
FO)+ F(OO + ) = f(O)+ f(OO) + f(u) = f(O)+ f(u). On voit
f_)attachée a f et a O est en fait
indépendante du choix de O : on dit que f est la partie linéaire de f.

ainsi de plus que l'application linéaire

Proposition 1.3.1. Soit f : £ — F une application affine. Alors :

i) [ préserve lalignement et le parallélisme : si A, B, C" sont trois points
de &€ alignés, f(A), f(B), f(C) sont alignés; si Wy et Wy sont deuz sous-
espaces affines de € paralléles, f(Wy) et f(Ws) sont des sous-espaces affines
de F paralléles.

it) f préserve les barycentres : si P € &€ est le barycentre d’un systéme
{(P},pj)jes}, le point f(P) € F est le barycentre du systéeme {(f(P;),p;);es}-
En particulier, si R = {P;} est un repére affine de &, et si f est bijective,
f(R) ={f((P))} est un repére affine de F et les coordonnées barycentriques
de f(P) relativement f(R) sont égales a celle de P relativement a R.

i11) f préserve les rapports : si A,B # A,C # A € £ sont alignés et si

f(A) # f(B), alors les quotients % et 3—_’2: ont un sens et sont égaux.

Preuve : i) L’'image d’un sous-espace affine W = P+W de &, de direction W,
ﬁ
par l'application affine f est le sous-espace affine f(W) = f(P) + f (W) de

H
F, de direction f (W). [NB : une réciproque, appelée “théoréeme fondamental
de la géométrie affine”, affirme que si K = R et dim & = dim F > 2, toute

bijection de £ sur F qui préserve I'alignement est une application affine.]
—

— ) R —— - —
..... kDiPP; = 0, ontire que X, xpi f(P)f(P;) = Xip; f (PP) =

.....

dans F qui préserve les barycentres est affine.]
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iii) Prendre 'image par f de la relation AB = aAC,a = % € K*.
Ou noter que f induit une bijection affine de la droite (AB) sur la droite
(f(A), f(B)); les coordonnées barycentriques de f(C) dans le repere {f(A),
f(B)} sont donc égales a celles de C' dans le repere {A, B}. Mais d’apres
I’exemple concluant le §2.2, les quotients étudiés sont entierement déterminés
par ces coordonnées barycentriques.

Soient f : &€ — Fet g : F — G deux applications affines. Alors, go f(P) =
g(f(0)) + ?(?(Cﬁ;)) pour tout P,O € £, donc g o f est une application
affine de £ dans G de partii linéaire go—f =go 7) En particulier, f est
bijective si et seulement si f lest : si f admet une application réciproque
g := f~1, celle-ci induit une application linéaire entre les vectorialisés Fy (o)
et £o, donc est_) affine, et sa partie linéaire vérifie ¢ o 7 = iglE, donc 7) est
inversible. Si f admet une application réciproque ¢ = f ', celle-ci est
linéaire et I’application affine g, de partie linéaire g, qui envoie O’ := f(O)
sur O est réciproque de f. On dit alors que f est un isomorphisme affine.
Quand € = F, on parle d’automorphisme (ou : tranformation) affine. Ainsi :

Definition 1.3.2. L’ensemble des automorphismes affine de de £ forme un

groupe, noté GA(E) et appelé groupe affine de €, et l'application canonique
é

m: f—7w(f):= f est un morphisme de groupes de GA(E) sur GL(E).

Choisissons des reperes affines (P, .., P,), (Qo, .., @m) de €, F, et identi-
fions £ a K™, F a K™ par le choix des origines Py, (). Dans les coordonnées
cartésiennes correspondantes, toute application affine f s’écrit sous la forme
— — — Np— n ‘ - - m
¥ —Ux +77,0ou0 2 € K" U € Mat,,(K) représente f, et v € K

/ —> e . 7’ .
représente Qo f(Fp). Il est commode d’écrire cette représentation de f sous
la forme

(1)=(5 ) (D)= (7)o (8 )i

€ Mat,41m+1(K). Pour toute application affine g = F — G, représentée par
—)

une matrice [v',U'] € Mat,,4144+1(K), ou dimG = k, la composée g o f est

représentée par la matrice

[, UV, U] = [0+ U, UU.
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1

Le terme U'U était prévu, et on voit que si f(< U) est inversible, f~' est

représentée par [v, U]t = [-U~10, U1
Lorsque & est identifié & K™ comme supra, on pose GA(K"™) = GA,(K).
Les formules précédentes, avec m = n, montrent que

GAL(K) = K" %, GL,(K),

pour l'action 7 de G L, (K) sur K™ donnée par 7(U)(7’) = U7". Nous allons
retrouver cette propriété de fagon plus intrinseque.

Soit T'(€) = {f € GA(E), 7 = idg} le noyau du morphisme 7 : GA(E) —
GL(E). Un élément f de T(E) vérifie f(P) = P+ v, ot v = Of(O) ne
dépend que de f, et on dit que f := ty est la translation de vecteur v .
L’application ¥ — t— est un isomorphisme du groupe additif sous-jacent &
I'espace vectoriel E vers T(E). En tant que noyau, A = T(€) est distingué
dans GA(E); plus précisément :

VU € B, f € GAE), ftof T =tr, (%)

car f(f7Y(P)+ ) = f(f~YP)) + 7(7) pour tout P. Fixons alors un
point O de &, et considérons-en le stabilisateur H = (GA(E)) o =1/ ¢€
GA(E), f(O) = O}, qui s'identifie naturellement au groupe linéaire GL(Ep) ~
GL(E) du vectorialisé de £ en O, et ne rencontre A qu’en idg = t. Mieux,
la restriction & H du morphisme 7 : G = GA(E) — GL(E) ~ G/A est
un isomorphisme de groupes. Par conséquent, tout élément de G s’écrit de

facon unique sous la forme ha',a’ € A,h € H, donc aussi sous la forme
ah,a = ha'h~!. Ainsi,

GAE) =T(&) x (GA(E)), ~ E %, GL(E),
pour l'action 7 de GL(E) sur E donnée par 7(7)(?) = 7(7)

Exemples

H
Outre les translations, caractérisées par la condition f = idg, plusieurs
applications affines f de £ dans lui-méme jouent un role particulier. Notons
tout d’abord que ’ensemble

Fiz(f) ={P € & f(P) = P}
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des points fixes d’un tel endomorphisme f est soit vide, soit un sous-espace
ﬁ
affine de £ de direction Ker( f —idg), et que Fiz(f) est réduit a un point
_)
si et seulement 1 n’est pas valeur propre de f (en revanche, le fait que 1

é
soit valeur propre de f n’entraine a priori rien sur Fiz(f)). Rappelons par
ailleurs (cours de Licence) que si Ay, ..., A, sont des scalaires distincts tels que

— — —
Iy . (f —Nidg) =0, alors Ker( f —\idg) = Im(Hi/#( f —)\i/idE)) pour
tout 7, et B = ®¢:1,...,TK6T(7 — N\idg). Enfin, on dit quune application ¢
d’un ensemble X dans lui-méme est un involution si ¢ o ¢ = idx ; alors, ¢ est

bijective, et ¢~ = ¢.
(i) Les homothéties : ce sont les automorphismes affines f de £ dont la partie

linéaire 7 = u idg est une homothétie vectorielle de rapport u € K*, j # 1.
Un homothétie f admet donc un unique point fixe Oy, et s’écrit f(P) =
Of+p 075

Soit f une homothétie. Pour tout sous-espace affine W de &, f(W) est
parallele a W, car W = uW = ?(W) est stable sous 7 Inversement,
soit f un automorphisme affine tel que f(H) soit parallele a H pour tout
hyperplan H de £. Alors, les droites (intersections d’hyperplans) vérifient la
méme propriété et tous les vecteurs non nuls de F sont propres pour 7) On
en déduit que 7 est une homothétie vectorielle pidg, et f est une homothétie
si i # 1, une translation sinon.

Soient f1, fo sont deux homothéties, de points fixes Oy, Oy, de rapports
11, fo. Leur composée f = fyo fi est un translation si pypue = 1, tandis que si
fipe # 1, c’est une homothétie de rapport p;pee. Dans ce cas, on a Oy = Oy
si O1 = Oy (et alors, f; et fo commutent) ; sinon, Oy se trouve sur la droite
D = (0103), car D est stable sous fi et fo, donc sous f, de sorte que f induit
sur D une homothétie. Exercice : déterminer les coordonées barycentriques
de Oy dans le repere affine {Oy, 02} de D.

Une homothétie de rapport —1 # 1 s’appelle une symétrie centrale, et son
point fixe le centre de la symétrie. Le composé de deux symétries centrales
[ o f est la translation de vecteur 20,;0/.

(i) Les projections affines : Soient F un sous-espace affine de &, de direction
F, et F' un supplémentaire de F' dans £ = F & F’'. D’apres la Proposi-
tion 2.1.ii, pour tout point P de &, les sous-espaces affines F et P + F’ se
rencontrent en un unique point P’. L’application p : P — P’ s’appelle la
projection sur F parallelement a F’. C’est un endomorphisme affine de F,
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dont la partie linéaire est la projection vectorielle p’ de E sur F attachée a la
décomposition £ = F® F'. On apop = p, et Fix(p) = F. Inversement, tout
endomorphisme affine p vérifiant p o p = p est une projection affine, d’image
le sous-espace affine p(€) := F (de direction P (E) := F), parallélement
a Ker(p) := F'. En effet, on a p(p —idg) = 0, donc F = Im(p) =
Ker(p —idg) et E=F @ F'. Pour tout P € &, le point P’ = p(P) appar-
tient a F, et il reste a voir que PP € F'. Mais p(P") = p(p(P)) =p(P) = P,
— —

donc P (PP') = p(P)p(P') = 0, et PP' € Kerp = F'.

(iii) Les symétries affines (on suppose ici que car(K) # 2) : reprenons
les données F C £, FE = F @ F’ et les notations P, P’ de 'exemple (ii).
L’application s qui associe & P € & le point s(P) = P + 2PP s’appelle la
symétrie affine par rapport a F parallelement a F’. C’est une involution de

&, qui vérifie Fixz(s) = F, et dont la partie linéaire est la symétrie vectorielle

— —
— — — — = —
S v =u+u € FOF — $(v) = u — u. Inversement, toute

involution affine s de £ admet au moins un point fixe (considérer le milieu
M d’'un segment [P, s(P)]), et est une symétrie affine par rapport au sous-
espace affine F := Fix(s), de direction F := Ker(s —idg), parallelement &
Ker(s+idg) := F'. En effet, on a (8 +idgp) (s —idg) = 0, donc E = FOF'.
Pour tout P € £, on a alors : (& +idg)PM = s(P)M + PM = ﬁ, donc
PM € F', M est le projeté P’ = p(P) de P, et Ps(P) = 2PP".

De la relation de conjugaison (), on déduit qu'un automorphisme affine

—
f commute avec une translation ¢ si et seulement si v € Ker( f — idg).
En particulier, la symétrie affine s commute avec une translation ¢+ si et
N . — /

seulement si v € F. Si v € F est non nul, la composée S =t os=soty
5 sy .y, . . s . = — .

s’appelle une symétrie glissée. Bien que sa partie linéaire S = s soit une
symétrie vectorielle, S n’a aucun point fixe, et n’est donc pas une symétrie

. — . . o

affine. En revanche, si u” € F’, t—/ o s est une involution donc une symétrie.

(iv) Les affinités : toujours avec les données F, E = F @& F’ et la notation
P’ = p(P), on appelle affinité de rapport € K*, de base F, parallelement a

—

F’, Pautomorphisme affine f,, qui attache a P € £ le point f(P) = P'+uP'P.
Ainsi, f_1 est la symétrie s, et p correspond au cas limite p = 0. Si p # 1,
on a toujours Fix(f,) = F,F = Ker(ﬁ> —idg), F' = Ker(f_,: — pidg), de
sorte que E: est diagonalisable.

Quand F' = H est un hyperplan, et que p # 1, 'affinité f, s’appelle une
dilatation. Alors, I?’I”L(f—u> —idg) est la droite F' := D ¢ H.
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(v) Les transvections affines : une transvection vectorielle de E est un élément
7 de GL(F) dont toutes les valeurs propres sont égales a 1, et tel que
1(67"(7> —idp) soit un hyperplan H de E. En particulier, 7 n’est pas diago-
nalisable, (7) —idg)? =0, et [m(? —idg) est une droite D C H. Si HeH

désigne un vecteur non nul porté par D, il existe forme linéaire £ = (- sur
E, de noyau H, telle que

— - = — —\
Vv eE, f(V)=7v+LV)h.

Si ‘H est un hyperplan de £ de direction H, on appelle transvection affine
de base H tout automorphisme affine f tel que Fiz(f) = H et dont la

partie linéaire 7 soit une transvection vectorielle (pour laquelle on aura
nécessairement K’er(?> —idg) = H).

Tout automorphisme affine f de £ tel que Fiz(f) soit un hyperplan est
une dilatation ou une transvection affine.

[.3.3 Algebre et géométrie (suite)

Thales Pappus Desargues

Théoreme 1.3.3. (Thales) : soient D, D' deux droites distinctes du plan
affine €, et A, B,C (resp. A', B',C") trois points distincts de D (resp. D’),

tels que B # B',C # C".
i) On suppose que les droz'tis> (BB'), (CC"), ainsi, si Aj A, que (AA),
AB _ A'B

sont paralléles. Alors, 48 = AL ot ce rapport est égal & BE: si A= A’
AC AlC! 7

ii) On suppose que A = A', ou, si A # A, que les droites (AA") et (BB’)

sont paralléles, et que 2‘2 = %' Alors, (CC") est paralléle a (BB') .
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Preuve i) Soient D’ et A les droites vectorielles directrices, dans le plan vecto-
riel E, des droites affines D’ et (BB'). Montrons que D’ 7é A : sinon, le point

B=D +B B appartiendrait a D', le point C' = C' + C" C' également puisque
(CC")//(BB'), et les droites D et D’, admettant deux points B et C' en com-
mun, seraient confondues, ce qui contredit I’hypothese. Le plan vectoriel E
est donc la somme directe D & A, et on peut considérer la projection affine p
de &€ sur D’ parallelement a A. L’hypothese de (i) signifie que B’,C", A’ sont
les images de B, (', A par p, et la Proposition 3.1.iii donne la lere égalité de
la conclusion.

Dans le cas ou A = A, la 2eme égalité résulte alors de la relation de

Chasles B'C" = B’A + AC’, ou encore, de la considération de I’homothétie

D =Y .
fu de centre A = A’, de rapport p = 2‘:2: = % : elle envoie C sur B, C' sur

B, donc BB’ = E(C’C”) = uCC".

ii) Reprenons les notations D', A. Le méme raisonnement que supra, ap-
pliqué aux points A et B, montrer que D’ # A, et on peut de nouveau
considérer la projection p, qui vérifie p(A) = A’,p(B) = B’. En appliquant
(1) a I'image C” = p(C) de C, on déduit de 'hypothese de (ii) que C" = C".

—_—
Donc CC" = Cp(C) appartient a A, et (CC")//(BB').

Théoreme 1.3.4. (Pappus) : soient D, D' deux droites distinctes du plan
affine €, et A, B,C (resp. A, B',C") trois points distincts de D (resp. D') -
et tous distincts de DD’ si ces droites sont concourantes -. On suppose que

(AB')//(BA) et (BC")//(CB'). Alors, (CA')//(AC").

Preuve : supposons d’abord que D et D’ soient concourantes, et soit ¢ 1'ho-
mothétie de centre O = D ND’ qui envoie A sur B. D’apres Thales (i),
appliqué a (O, A, B), (O, B’, A"), ¢ envoie B’ sur A’. De méme, ’homothétie
1 de centre O qui envoie B sur C' envoie C' sur B’. Comme les homothéties
¢ et 1) ont meéme centre, elles commutent. Donc 1) o <b = gb w envoie A sur

C, et C'" sur A’”. Comme ¢ o 1) est une homothétie, ﬁ" = ozc” et par Thales
(i), (AC")//(CA)).
Supposons maintenant que D et D’ soient paralleles. En remplacant ¢

— —
(resp. ©) par la translation de vecteur AB (resp. BC'), on trouve que les trans-

lations ¢4 et {7 coincident. On conclut par la regle du parallelogramme.

Théoreme 1.3.5. (Desargues) : soient (ABC') et (A'B'C") deux triangles du
plan affine £. On suppose que A # A", B # B',C # (', et que (AB)//(A'B’),
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(BC)//(B'C") et (CA)//(C'A"). Alors, les droites (AA"), (BB') et (CC") sont

paralléles ou concourantes.

Preuve : Si les trois droites ne sont pas paraleles, deux au moins d’entre elles,
soit (AA’) et (BB') se coupent en un point O. D’aprés Thales, 'homothétie
¢ de centre O qui envoie A sur A’ envoie B sur B'; la droite ¢((AC)) est
la parallele a (AC) passant par A’ c-a- d. (A’C"). De méme ¢((BC)) =
(B'C"), et ¢ envoie le point C' = (AC) N (BC) sur (A'C")N(B'C") = C'. Par
conséquent, les points O, C, C’ sont alignés. et les droites (AA’), (BB’), (CC")
concourent en O.

N
x A>° ¢
=2 TR
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Chapitre 11

Géométrie projective

25



Université de Paris VI Master M1 2010-2011
D. Bertrand Algebre géométrique

CHAPITRE II

GEOMETRIE PROJECTIVE

II.1 Espaces projectifs.

I1.1.1 Sous-espaces projectifs

Soient K un corps commutatif, et £ un espace vectoriel de dimension
finie sur K. Rappelons (chap. 1, §1.4) que l'espace projectif déduit de E est
l'espace P(E) = (E — {0})/K*. 1l est vide si dimFE =0, c-a-d. si F = {6}}
Sinon, ses éléments s’identifient aux droites (vectorielles) de E. Par définition,
la dimension de P(E) est le nombre

dim P(E) := dimFE — 1.
Ainsi, pour £ = K" P, (K) := P(K"™!) est de dimension n. On parle de
point, droite, plan projectif si dimFE — 1 =0,1, 2.

Un sous-espace projectif de P(E) est une partie de P(E) de la forme
P(F'), ou F est un sous-espace vectoriel de E : c’est 'ensemble des droites
vectorielles de E contenues dans F. Par définition, la codimension de P(F')
dans P(F) est la codimension de F' dans F, de sorte que

dim P(F) + codim P(F) = dimF — 1 + codimF = dimFE — 1 = dim P(FE),

comme il se doit. Un hyperplan de P(E) est un sous-espace projectif de P(E)
de codimension 1.

Proposition I1.1.1. Soient F,G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors,
P(F) N P(G) est le sous-espace projectif P(F N G) de P(E), et l'on a :
dim (P(F)NP(G)) = dim P(F) + dim P(G) — dim P(F + G). Ainsi, Uinter-

section de deuz droites distinctes du plan projectif est toujours un point.

Preuve : P(F') NP(G) est I'ensemble des droites vectorielles de £ contenues
dans FFNG, c-a-d. P(FNG). Sa dimension dim(F NG) — 1 vaut bien dimF —
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1+dimG —1— (dim(F + G) —1). Si Ay = P(II;) et Ay = P(Ily) sont deux
droites distinctes du plan projectif P(E), les plans vectoriels II; et IIy de
E ~ K3 sont distincts, donc II; + I, = E, et Ay N Ay, de dimension 0, est
un point. Plus généralement, des que P(F') a pour dimension la codimension
de P(G), leur intersection, de dimension > 0, est non vide.

Outre cette propriété, qui montre que la notion de parallelisme n’a pas de
sens en géométrie projective, voici quelques applications de cette proposition.

e Indépendance projective, reperes : l'intersection d’un nombre quelconque
de sous-espaces projectifs de P(F) est encore un sous-espace projectif. Etant
donné un ensemble S = {P;,j = 0,..,k} de points P(E), on peut donc
parler du plus petit sous-espace projectif < S > de P(E) contenant S. On
appelle < S > le sous-espace projectif de P(E) engendré par S. Si P; =
P(D;), ot les D; = Kwv; sont des droites vectorielles de E, on a < S >=
P(F), ou F désigne le sous-espace vectoriel de E engendré par les v_j On
dit que les points P; sont projectivement indépendants si les vecteurs v_; sont
linéairement indépendants, c-a-d. si dimF = k+ 1. Par exemple, deux points
distincts Py # Py sont projectivement indépendants : K U1 + K5 est alors
un plan, et (P1Ps) :=< Py, Py > est une droite projective. Si P3 & (P1P5),
les points Py, P5, P3 engendrent un plan, etc.

Si dim P(E) = n, on dit qu'un (n + 2)-uplet {P;,7 =0,..,n+ 1} est un
repére projectif de P(F) si n+1 quelconques de ces points sont projectivement
indépendants, autrement dit si, pour tout jo, 'ensemble {P;,7 =0,...,n+1,
J # jo} engendre P(E). Comme on le montrera au §2.2, Prop. 2.2, le choix
d’un repere projectif permet d’identifier P(E) et P,(K), et d’utiliser des
coordonnées homogenes pour repérer les points de P(F). Nous repoussons
au §2.2 la traduction algébrique que ces coordonnées fournissent aux notions
géométriques étudiées dans ce §1.

e Projections centrales : soient O un point de P(E), et H un hyperplan de
P(E) ne passant pas par O. Toute droite projective A de P(E) passant par
O rencontre H en un unique point pa. En effet, O =P(D),H =P(H),A =
P(IT), ou D, H,II, sont une droite, un hyperplan, un plan de I’espace vectoriel
E. Les conditions O € H, O € A se transcrivent par D ¢ H, D C II, de sorte
que II N H est une droite vectorielle de E, et pa := ANH =P(IIN H) est
un point projectif.

Pour tout point P de P(F) distinct de O, la droite projective Ap =
(OP) est bien définie, et on peut considérer son intersection pa, avec H.
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L’application 7 : P(E) — {O} — H : P +— pa, s’appelle la projection de
centre O sur H. Elle est surjective. Si H' est un second hyperplan de de P(E)
ne passant pas par O, la restriction mg : H — H de 7 a H' établit une
bijection de H' sur H, qu’on appelle perspective (projective) de centre O de
H' sur H.

Remarque : en géométrie affine, étant donnés un point O d’un espace affine
&, et un hyperplan H ne passant pas par O, soit Hp 'hyperplan parallele
a ‘H passant par O. On appelle projection centrale de centre O sur ‘H ’ap-
plication f : £ — Hpo — H qui, & un point P de £ n’appartenant pas Ho
attache le point d’intersection piop) de (OP) avec H. La restriction fjy de f
a un hyperplan H’ ne passant pas par O s’appelle une perspective affine. Elle
n’est pas définie aux points d’intersection de H’' avec Hop, et elle ne respecte
pas le parallelisme. Apres avoir étudié la section suivante (mais sans en gar-
der les notations), le lecteur pourra interpréter les hyperplans H, H' comme
des ouverts affines d’hyperplans projectifs P(H), P(H’) d’un espace projectif
P(E), et la perspective projective my comme un prolongement “continu”?,
et partout défini, de la perspective affine fj.

5 Iei, £ est un plan,
T f X X=H [/ Xo=Ho,
e/ et ¥ = M sont des droites.
H' M He est un point y.

Onva f(FP) quand P — 35 ?

! Bien entendu, cette notion nécessite de munir P(E) d'une topologie. Pour E de

dimension finie et K = R ou C, un partie de P(E) est ouverte si la réunion des droites de
E, privées de 6), qui la constituent est un ouvert de £ — {6} On vérifie alors que P(E)
est compact, que les ouverts affines sont effectivement des ouverts, et que les perspectives
projectives sont des homéomorphismes. Topologiquement, P; (R) est un cercle, P;(C) est
une sphére (bord dune boule de R?), tandis que Py(R) n’est pas simplement connexe.
Pour visualiser ce dernier, voir http ://images.math.cnrs.fr /L-infini-est-une-droite-comme-
les.html , par E. Brugallé et J. Marché.
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I1.1.2 Du projectif a ’affine, et inversement

Les éléments de la droite projective Py (K) sont :

- les droites D de E = K? d’équation y = o, qu’on peut repérer par leur
pente o € K, c-a~-d. par 'ordonnée de leur point d’intersection Pp avec la
droite affine H de K? d’équation z = 1.

- la droite H de K? d’équation z = 0 (I'axe des ordonnées, de pente

infinie), qu’on peut repérer par le symbole oo'.
Ainsi, P1(K) ~ K Uoo’. Mais cette décomposition de la droite projective en
réunion d’une droite affine et d’un point n’a rien de canonique : P;(K) est
aussi formé des droites de K? d’équation x = By, qu’on peut repérer par le
scalaire 3 € K, et de la droite de K? d’équation y = 0, qu’on peut repérer
par le symbole oo, d’ou IP;(K) = K Uoo. En dehors des points (distincts) oo
et o', le lien entre les droites affines K fournies par ces deux décompositions
est donné par la relation 5 = 1/«, qui n’est pas une transformation affine.

Plus généralement, soient F un espace vectoriel, H un hyperplan vectoriel
de E, et H un hyperplan affine de 'espace affine attaché a E (au sens du 1.2.1,
exemple), de direction H et distinct de H. D’apres I, Prop. 2.1.ii, une droite
vectorielle D de F non contenue dans H rencontre H en un unique point Pp ;
inversément, par tout point P de H passe une unique droite vectorielle Dp de
E, et cette droite n’est pas contenue dans H. Par conséquent, ’application

P~ Dp:H~P(E)—P(H)

établit une bijection de I'espace affine H avec le complémentaire dans P(F) du
sous-espace projectif P(H) formé par les droites vectorielles de E contenues
dans H, et permet de munir ce complémentaire d’une structure d’espace
affine sous H, qu’on identifie a H. On a donc une décomposition

P(E) = HUP(H),

dans laquelle I'espace affine H est de méme dimension dimH = dimH =
dimE —1 = dim P(E) que P(E). On dit que P(FE) —P(H) est l'ouvert affine
complémentaire de P(H) dans P(FE).

Pour P(H) fixé, on peut remplacer H par un autre hyperplan affine H +#
H de E de direction H. Cela modifie la structure d’espace affine sous H
de louvert affine P(E) — P(H) ~ H, mais de facon négligeable. En effet,
Papplication f : Pp ~» Pp de ‘H dans H & laquelle conduit la construction
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précédente est la restriction a H d’une homothétie vectorielle f, de E, de
sorte que pour tout v € H, f(Pp +5 V) = Pp 4+ p0. Les notions de
sous-espaces affines, parallélisme, ete, dont H et H munissent Pouvert affine
P(E)—P(H) sont donc les mémes, et nous ferons I’abus d’omettre le choix de
H dans la définition de sa structure d’espace affine. En fait, P(E) —P(H) est
de fagon canonique un espace affine sous l'espace vectoriel Hom(E/H, H),
et notre abus consiste simplement a identifier la droite vectorielle E/H a K.

Remarque : en démarrant avec 'espace vectoriel £ = K"*! et en itérant
le procédé, on obtient des décompositions de P(F) en réunions disjointes

P,(K)=K"UK"'U..UK U {un point},

d’espaces affines de dimensions n = dim P,(K),n—1,...,0. Si K est un corps
de cardinal ¢, on retrouve ainsi la formule (dite d’intégration motivique)
card (P,(K)) = ¢" + ¢ ' + ...+ ¢+ 1 du chapitre I, §1.4.

Revenons a la décomposition P(E£) = H UP(H) attachée a un hyperplan
P(H) (et a un choix de H), et considérons un sous-espace projectif W =
P(W), de dimension w, de P(E) non contenu dans P(H), c-a-d. tel que le
sous-espace vectoriel W, de dimension w + 1, de E ne soit pas contenu dans
H. Alors W = W N 'H est un sous-espace affine de H de méme dimension
w que W. Inversement, pour tout sous-espace affine W, de dimension w,
de H, I'espace vectoriel W engendré par W dans 'espace vectoriel E est de
dimension w1, et définit un sous-espace projectif W := P(WW) de dimension
w de P(E) non contenu dans P(H). Ainsi, 'application W ~» W établit une
bijection entre I'ensemble des sous-espaces projectifs de P(E) non contenus
dans P(H) et I’ensemble des sous-espaces affines de H.

Exerciee :

rebaptiser les éments
x de cetie figure

en fonction du texte
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Cette bijection respecte les dimensions et l'alignement des points, mais pas
les intersections : deux droites A; = P(Il;) et Ay = P(Ily) de P(E) non
contenues dans P(H) peuvent se rencontrer en un point w de P(H) ; dans ce
cas, Ty NI, est une droite vectorielle D contenue dans H, avec w = P(D),
et les droites affines D; = II, N'H,i = 1,2, de 'H, toutes deux de direction D,
sont paralleles.

Chacun des points w = P(D) de P(H) peut ainsi étre vu comme le point
de rencontre “a l'infini” de toutes les droites (paralleles) de H de direction
D. De ce fait, on dit que la décompositions P(E) = HUP(H) correspond au
choiz de P(H) comme hyperplan a linfini de P(E). Tout hyperplan de P(E)
peut servir d’hyperplan a l'infini, il n’y a pas de choix canonique. Et pour
des choix d’hyperplans a U'infini P(H) # P(H’) distincts, les ouverts affines
H, H' qu’ils définissent ont des structures affines totalement différentes. Par
exemple, les droites D; et Dy de H étudiées ci-dessus sont paralleles (au
sens de la structure affine de H), mais si le point @ de P(H) n’appartient
pas a P(H') (c-a-d. si w € H'), elles définissent dans l'espace affine H' des
droites D}, D; qui se rencontrent au point @ de H’'. Un énoncé sur les droites
paralleles se transcrit alors sans plus de justification en un nouvel énoncé,
concernant des droites concourantes. Voir le §1.3 pour quelques applications
de ce principe. Auparavant, nous allons, en sens inverse, associer a tout espace
affine £ un espace projectif I@’(E ) dont & est un ouvert affine ; la construction
sera cette fois canonique.

Projectivisé d’un espace affine

Soit E un espace vectoriel (qui va jouer le role précédemment dévolu a
H), de dimension n, et soit £ un espace affine sous 'espace vectoriel E. Son
prolongement vectoriel canonique £ (voir I, §2.1, Remarque) est un espace
vectoriel de dimension n + 1, qui contient E comme sous-espace vectoriel,
et £ # E comme sous-espace affine de direction £. On dispose donc de la
décomposition

N

P(E) =EUP(E),

qui permet de voir naturellement & comme l'ouvert affine complémentaire de
I'hyperplan P(E) de l'espace projectif P(€) := P(€). On dit que P(&) est le
projectivisé de l'espace affine £, et que P(F), qu’on note E,, est I’hyperplan?

2 Noter larticle défini. L’absence de cet article dans certaines langues les rend
d’un usage délicat en mathématiques. Une comparaison des productions mathématiques
grecques et romaines suffira pour s’en convaincre.
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d Uinfini de €. Les dimensions dim € = dimE = dim& — 1 = dim P(E) de €
et de son projectivisé sont égales. Si & = D est une droite, D4, est un point,

qu’on note plutot cop, et qu’on appelle le point a 'infini de la droite affine
D.

A

Si F est un sous-espace affine de £, son projectivisé P(F) s’identifie na-
turellement a un sous-espace projectif de P(é ), avec Foo C Euo. Ainsi, pour
toute droite D de &, le point a l'infini cop de D est un point de &, et deux
droites Dy, D, sont paralleles si et slt si cop, = cop, dans E.

N-B. : si K est infini, toute configuration finie de points d'un espace projectif
est contenue dans un ouvert affine convenable. C’est 1a qu’on les dessine, et
nous abandonnerons souvent les notations en lettres grasses utilisées pour
désigner les éléments d’un espace projectif.

I1.1.3 Retour a la géométrie affine

Le principe de changement d’hyperplan a 'infini évoqué plus haut fournit
des théoremes de Pappus et de Desargues (I. §3.3) les versions équivalentes
suivantes.

B B
c Al .
d ) B

RN

A d g y

B A B v
fe D
Pappus affine Pappus “projectif”

Théoreme I1.1.2. (Pappus) Soient d,d" deux droites distinctes d’un plan
projectif, et A, B,C (resp. A', B',C") trois points distincts situés sur d (resp.
d'), mais distincts de d N d'. On suppose que les droites (BC") et (B'C) se
coupent en un point P, (CA’) et (C"A) en Q, et (AB') et (A'B) en R. Alors,
les points P,Q, R sont alignés.
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Preuve : la figure de droite est dessinée dans un plan affine, que nous com-
mengons par projectiviser en un plan projectif P. Choisissons comme nouvelle
droite & l'infini de P la droite projective A = (PQ) (ou, comme on dit plus
brievement : envoyons les points P et ) a I'infini). Les droites (AC”") et (A'C)
se rencontrent en le point () de cette droite a I'infini. Vues dans le plan affine
H complementaire de A dans P, elles sont donc paralleles. De méme, (BC")
et (CB'), qui se coupent en P € A sont paralleles dans H. D’apres la version
affine du théoreme de Pappus (I. Théoreme 3.3), les droites affines (AB’) et
(A'B) de H sont paralleles. Par conséquent, le point d’intersection R des
droites projectives (AB’) et (A’B) de P est situé sur A = (P(Q), et les points
P, (), R sont bien alignés.

Inversement, le Théoreme 3.3 du chapitre I est conséquence de cet énoncé :
soit P le projectivisé du plan affine £ de la figure de gauche et £, sa droite a
I'infini. Les droites (AB’) et (BA’) de £ sont paralléles, donc se rencontrent
dans P en un point R de £. De méme, (BC") et (C'B’) se rencontrent dans
P en un point P de H,, distinct de R puisque C' # A. D’apres 'énoncé
projectif, le point Q@ = (AC") N (A’C) est situé sur la droite (PR), qui est la
droite a l'infini de &, donc (AC")//(A'C') dans €.

Desargues affine Desargues “projectit”

Théoreme I1.1.3. (Desargues) Soient A, B,C' (resp. A’, B',C") trois points
projectivement indépendants d’un plan projectif, avec A # A", B # B',C #
C’. Alors les points P = (BC) N (B'C'),Q = (CA)n (C'"A"),R = (AB) N
(A'B’) sont alignés si et seulement si les droites (AA’), (BB'),(CC") sont

concourantes.
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La preuve de I'implication = est laissée au plaisir du lecteur. Pour <,
on commencera par établir une réciproque élémentaire du Théoreme 3.5 du
chapitre I. Voir aussi I'exercice du §2.3 du présent chapitre.

I1.2 Le groupe projectif

I1.2.1 Applications projectives

Soient E, E' deux espaces vectoriels, P(E),P(E’) les espaces projectifs
associés, et f € L(F, E') une application linéaire non identiquement nulle de
E dans E'. Toute droiig vectorielle D de E admet pour image sous f :

- ou bien le point 0 g si D C Ker(f);

- ou bien une droite f(D) de F',
de sorte que f induit une application, dite projective :

P(f) : P(E) = P(Ker(f)) — P(E') : P(D) — P(f)(D) := P(f(D))

définie sur le complémentaire dans P(F) du sous-espace projectif P(Kerf),
a valeurs dans P(E’). En particulier, P(f) est définie sur tout P(E) si et
seulement si f est injective, et (exercice) cela équivaut a demander que P(f)
soit injective sur son domaine de définition. Si f est un isomorphisme, P(f)
est une bijection de P(F) sur P(E’), d’application réciproque P(f~1); on dit
alors que c’est une transformation projective, ou encore une homographie.
La loi P(f) o P(g) = P(f o g) munit ainsi I’ensemble des transformations
projectives de P(E) dans lui-méme d’une structure de groupe, noté GP(E),
et appelé le groupe projectif de P(FE).

SiP(W) est un sous-espace projectif de P(E) ne rencontrant pas P(Ker f),
c-a-d. si W N Kerf = {HE}, P(f) est définie sur tout P(W), et I'envoie
injectivement sur le sous-espace projectif P(f)(P(W)) = P(f(W)) de P(E"),
de méme dimension que P(W). Autrement dit, P(f) induit une homographie
de P(W) sur son image. Exemple : les perspectives projectives introduites au
§1.1 (et généralisées dans 'exemple ci-dessous).

Les applications projectives P(f) respectent 1'alignement : si P, = P(D;),
i = 1,2,3, sont trois points de P(E) — P(Ker(f)) alignés et distincts, les
droites Dy, Dy, D3 engendrent dans £ un plan W ¢ Ker(f). SiWnKer(f) =
{B)E}, f(W) est un plan, et les points P(f)(F;) sont situés sur la droite
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P(f(W)); sinon, f(W) est une droite, et les trois points P(f)(F;) coincident
avec le point P(f(W)).

Exemple (projections et perspectives généralisées) : Soient I, W deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires de dimensions > 0 de E. La projection
vectorielle f : EF — W attachée a la décomposition £ = F @& W a pour
noyau F, et définit une application projective surjective : P(f) : P(E) —
P(F) — P(WW), appelée projection de centre P(F) sur P(W). Pour tout point
P =P(D) de P(E) hors de P(F), le sous-espace projectif ®p := P(D + F)
a pour dimension dimF = dimP(D) + dimP(F'); d’apres la Proposition 1.1,
® p rencontre donc P(WW) en un unique point pg, = P((D+ F)NW). Mais la
projection vectorielle f vérifie: f(D) = f((D+F)NW) = (D+F)NW, donc
o, = P(f)(P). Si F est une droite, P(F') = O et P(IW) = H sont un point
et un hyperplan : on retrouve la projection centrale du §1.1, qui est donc une
application projective. En particulier, la perspective g : H — H qu’elle
induit sur tout hyperplan H' ne passant pas par O est une homographie.
Idem, en dimension supérieure, pour la restriction de P(f) a tout P(W’) ne
rencontrant pas P(F').

Soit E un espace vectoriel de dimension n + 1. L’ensemble {AL,.1, A €
K*} € GLp41(K) des matrices carrées scalaires inversibles forme un sous-
groupe de GL,,1(K) isomorphe & K*, et dont les éléments commutent avec
tous les éléments de GL,;1(K) (en fait, c’en est tout le centre). Le quotient

PGLypy1(K) = GLyy(K)/K*

est donc naturellement muni d’une structure de groupe. De facon intrinseque,
les homothéties \.idg, A\ € K*, de E forment le centre de GL(E), et on
pose PGL(FE) = GL(FE)/K*.idg. La partie (i) de la proposition suivante
justifie que ces quotients s’appellent aussi des groupes projectifs. La partie
(ii) montre que les groupes affines s’identifient aux sous-groupes de groupes
projectifs laissant stables un hyperplan projectif.

Proposition I1.2.1. soit E un espace vectoriel de dimension > 0.
i) L’application P : GL(E) — GP(E) : f — P(f) induit un isomorphisme
de groupes
PGL(F) ~ GP(E).

i1) Soient € un espace affine sous E, et E, = P(E) Uhyperplan a infini

A

de son projectivisé P(E) . Toute transformation affine f de € se prolonge de
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fagon unique en une transformation projective P(f) de P(E ) et lapplication
P:f— ]P’(f) établit un isomorphisme de groupe

GAE) ~ {p € GP(E), p(Ex) = .}

Preuve : i) puisque P(f o g) = P(f) o P(g), P est un morphisme de groupe,
qui est surjectif par définition. Son noyau est constitué des automorphismes
de E admettant tous les vecteurs de ¥ comme vecteurs propres, et est donc
réduit aux homothéties.

Pour £ = K™ prendre garde aux indices : ¢’est PG Ly, 1 (K) qui représente
le groupe projectif de P, (K).

ii) Identifions EAE®K = FE x K en fixant une origine Py de &, de
sorte que &€ = E x {1}, Py = (ﬁE, 1). Les éléments f de GA(E) se mettent

—

alors sous la forme [v',U] = ([({ 11) ), ol v € E,.U = 7 € GL(FE)

(notations suivant la Definition 3.2 du chapitre I). Notons f 'élément de
GL(é) défini par cette matrice. Pour tout P = Py + Iﬁ € &, c-a-d. pour
— A — — —
P = (PyP,1) € &, le point f(P) = f(P) + f(PP) = Py+ v + UBRP
coincide avec le point f(P) = (U.ﬁ’ + 0, 1) de . Donc f prolonge bien
fa £ , et puisque &£ engendre 1’espace vectoriel £ , ¢’est le seul prolongement
linéaire possible. L’application f — f est un morphisme de groupes.

Dans ces conditions, P(f) € GP(£) induit I'application f sur I'ouvert
affine £ de P(£) formé par les droites vectorielles (0 P), P € &, et pour toute
transformatlon projective P(g) de P(€) prolongeant f, Papplication linéaire

1o f est une homothétie. Ainsi, f admet un unique prolongement projectif
IP’(f) = P(f) & P(£), et l'application P ainsi définie est un morphisme de
groupes.

Enfin, un élément ¢ = P(g) de GP(E) laisse stable I'hyperplan £, = P(E)
si et seulement si g € GL(é) laisse stable £/ x 0, ¢’-a- d. si et seulement s’il
U v
0 A
ce qui ne modifie pas P(g), on peut en plus supposer que A = 1. On en déduit
que P admet pour image le stabilisateur décrit dans ’énoncé. Comme P est
par définition injective, c¢’est un isomorphisme.

est de la forme g = ( ), oll A € K*; quitte & remplacer g par A~ lg,
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I1.2.2 Coordonnés homogenes

Smt E un espace vectoriel de dimension n+ 1 sur K. Le choix d’une base
€, ..., &n de F identifie £ & K"+ et les vecteurs de E—{ 0 }ades (n+1)-
uplets de scalaires non tous nuls. Deux vecteurs v = (Xo, ..., X,), v/ =
(X{, ..., X)) non nuls engendrent la méme droite D de E, définissant donc le
méme point P = P(D) de P(E) ~ P, (K), si et seulement si

e K*, X} =AXo, X, = AX1,..., X! = AX,,.

On dit que chacun de ces (n + 1)-uplets est un systéme de coordonnées ho-
mogénes du point P, et on écrit :

P=(Xo:X1:...: X)) =(Xy: X[ :...: X)).

Par exemple, un point P de Py(K) = P(K?) est représenté par (Xy : X),
avec (Xo, X1) # (0,0), donc par (1 : «), avec a = X;/X si Xy # 0, mais
aussi par (5 : 1), avec § = Xo/X; 81 X1 # 0. Le point (0: X;) = (0:1) est le
point noté oo’ au §1.2, tandis que (Xy : 0) = (1 : 0) = co. Pour P ¢ {00, '},
ona af = 1.

La propriété pour un point P de P, (K) que Xj soit nul est indépendante
du choix des coordonnées homogenes : on aura alors X = AX; = 0, et
réciproquement, car A # 0. Elle entraine que I'une au moins des autres coor-
données X1, ..., X,, soit non nulle. En fait, I’ensemble

(P eP,(K), Xo =0} = {(X,: 0t X0), (X1, Xp)) € K"—{0}} = By (K)

est ’hyperplan projectif P(Hy) de P,(K) défini par 'hyperplan vectoriel
Hy de E = K™ déquation Xy, = 0. Comme X, # 0 sur l'ouvert af-
fine Hy complémentaire de P(Hy) dans P, (K), on peut, en multipliant par
A = 1/ Xy, représenter ses points par (1 : x; = §(1) DXy = ig—;), et identifier
H, au sous-espace affine eq + Hy de E, muni des coordonnées cartésiennes
(z1,...,7,) attachées & l'origine e; de Hy et a la base ey, ..., e, de Hy. Ce
passage des coordonnées homogenes aux coordonnéees cartésiennes traduit
donc le passage du projectif a I’affine décrit au §1.2. Remarquons qu’en ef-
fectuant cette construction pour ¢ = 0,...,n, on obtient n + 1 ouverts af-
fines H;, dont la réunion (non disjointe) recouvre ’espace projectif P,(K)
tout entier. Voici par exemple les formules de passage de l'ouvert affine H,
a Pouvert affine H; de Py(K) : lisomorphisme Hy ~ K? est donné par
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(Xo #0: Xy : Xo) — (xz = %,y = %), 'isomorphisme H; ~ K? est

donné par (Xo: X1 #0: Xy) — (u= %,v = %) Sur ‘Ho N H;y, on a donc
1
(w,v) = (5, 2), (@,9) = (3, 3)-

Soit maintenant £ un espace affine de dimension n, muni d’une origine et
d’une base, qui l'identifient a K™. Ses points sont repérés par des coordonnées
cartésiennes (1, ..., T). Ecrivons son prolongement vectoriel € sous la forme
K & K™, repéré par les coordonnées cartésiennes (xg, x1, ..., T,). Le plonge-

ment de £ dans son projectivisé P(é) est alors donné par (x1,...,2,) — (1 :
X1 xy), égala (A Axy o .. Axy,) pour tout A # 0, et Eo, = P({zo = 0}).

Ezemple : dans le plan affine £ = xOy, la projection centrale de centre O =
(0,0) sur la droite H : y = 1, sécrit : (z,y) — (,1) et induit sur la droite
H' . x =1, la perspective affine (1,y) — (%, 1). Dans son projectivisé P(&),
repéré par les coordonnées homogenes (Xj : X : X3), avec x = %, Yy = %
sur £, la projection centrale de centre O = (1 : 0 : 0) sur la droite H :
Xo— Xy =0, s%écrit : (Xp: X7 : Xo) — (Xo: X : Xb), et induit sur la droite
H': Xy — X; =0, la perspective projective (Xo: Xg: X3) — (X5 : Xo: Xo).

Equations des sous-espaces

Soient P(H) un hyperplan de P, (K), et L(X, ..., Xp,) = aoXo+... +a, X,
une forme linéaire sur K™ telle que Ker(L) = H. Quel que soit le choix
de coordonnées projectives (¢ : ... : ¢,) d’'un point P de P,(K), la relation
P € P(H) équivaut a la condition L(cy, ..., ¢,) = 0. On écrit cette condition
sous la forme L(P) = 0 (tout en gardant a I’esprit que L n’est pas une fonction
de P), et on dit que L est une équation de P(H). Les autres équations de
P(H) sont de la forme A.L, ou A € K*. Si E* = L(E, K) désigne 'espace
dual de E, ces équations définisssent donc un unique point de (E*—{0})/K*,
c’est-a~dire un point de I’espace projectif P(E*). Nous revenons plus bas sur la
“dualité” qui en résulte entre I’ensemble des hyperplans de P(E) et 'ensemble
des points de P(E£*). Notons pour I'instant que si P(H) # P(H,), c’est-a-dire
si ay, ..., a, ne sont pas tous nuls, P(H) induit sur I'ouvert affine Hy : Xy # 0
un hyperplan affine, donné dans les coordonnées cartésiennes (z1, ..., z,) de
H,o par 'équation affine ¢(z1, ...x,) := a121 + ... + a,x, + ao = 0. On dit que

Xn

que la forme affine E(%, e x0) = XLOL(XO, .y Xp) est la déshomogénéisée

par rapport a Xo de la forme linéaire L.

Inversement, un hyperplan H, de direction H, de 'espace affine £ = K"
admet une équation affine de la forme l(xy,...,z,) ‘= @121 + ... + apx, +
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ap = 0, dont la partie linéaire, non identiquement nulle, est une équation
de H. Son projectivisé P(H) est défini dans P(E) par I’équation homogene
L(Xo, ..., X)) = aoXo + a1 X1 + ... + a, X;, = 0. On dit que L(Xo, ..., X)) =

XOK(%, o i((—g) est ’homogénéisée de la forme affine /.

Ces constructions s’étendent sans difficulté aux systemes d’équations liné-
aires homogenes L; = .. = L;, = 0 définissant un sous-espace projectif P(11)
de P,,(K) : le sous-espace affine W = P(W) N Hy est défini dans les coor-
données cartésiennes de H, par les équations déshomogénéisées relativement
aXo:l =..=L;,=0.0n acodimP(W) = k si et seulement si les formes
Ly, ..., Ly sont linéairement indépendantes dans E*; P(W) ¢ P(H,) (c-a-
d. W # () si et seulement si X, n’appartient pas au sous-espace vectoriel
de E* engendré par les L;; et codimVV = k si et seulement si Ly, ..., L et
X sont linéairement indépendantes, ce qui équivaut a dire que les parties
linéaires L;(0, X1, ..., X,,) des formes affines ¢;,i = 1,...k, sont linéairement
indépendantes. Ces parties linéaires, qui sont des éléments du dual Hj de
Hy, forment, un systeme d’équations homogenes de P(W) N P(Hy) ; celui-ci
n’est le sous-espace a I'infini W,, de W que quand W # ().

Paramétrage des sous-espaces.

Comme en vectoriel et en affine, un autre fagon de représenter les sous-
espaces projectifs de P, (K) consiste a les paramétrer. Soient P(1¥') un sous-
espace projectif de dimension m < n, et Py, ..., P, une famille de m + 1
points de P(IW) projectivement indépendants. Alors, P(W) =< P, ..., Py, >.
Pour tout i = 0,...,m, soit v; = *(cos, ..., Cni) un vecteur de K" tel que
P, = P(K7;), c-a -d. tel que (c; : ... : ¢y;) est un systeme de coordonnées
projectives du point P,. Par définition de I'indépendance projective, les v;
sont linéairement indépendants. Tout point P de P(W) s’écrit alors P(K ©'),
ot U = A0 + .. + Ay (Ao, ooy Am) € K™FL est unique & homothétie pres,
d’ol une bijection

VP (K) ~PW): (Aot Ap) — P(Eizo,u.,mkﬁ).

De plus, 9 est une homographie. En effet, on a ¢ = P(f), ou f désigne
lapplication linéaire de K™t dans W C K" de matrice représentative

Coo - Com Coo - Com Xo
. La relation rang S i =m+1& P =

Cno - Cnm Cho - Cpm Xn
(Xo : ... : X)) € P(W) permet alors de retrouver un systeme d’équations
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homogenes définissant P(W), en considérant les mineurs d’ordre maximal
(=m+2) de cette deuxieme matrice.

On prendra garde que la notation ¥(Ag : ... : Ap)“ =" Ao B+ ... + AP
est abusive : ¢ dépend non seulement des points FP;, mais aussi des systemes
de coordonnées projectives individuels qu’on a choisis pour les représenter.
Pour la méme raison, la donnée de n+ 1 points projectivement indépendants
d’un espace projectif P(E) de dimension n ne suffit pas a l'identifier a P, (K).
Le (n+2)-ieme point introduit dans la définition d’un repere projectif au §1.1
répond précisément a ce probleme :

Proposition I1.2.2. Soient P(E) un espace projectif de dimensionn > 1, et
(P, ..., Poy1) un repére projectif de P(FE). Il existe une unique homographie
¢ :P(E) ~P,(K) telle que

Vi=0,..,n, ¢(FP)=0:...:13:..:0), et ¢(Ppy1)=(1:....:1).

Preuve Pour tout i = 0, ..., n, soit ¥'; un générateur de la droite de E associée
a P;. Il existe un (unique) isomorphisme f’: E ~ K"*! envoyant (vg, ..., U,)
sur la base canonique (€g, ..., €,) de K"*!. Comme (P,, ..., P,,1) est un repere
projectif, aucune des coordonnées ¢; de f'(vpt1) = Zi:07_,_7ncia> n’est nulle.
Alors, ¢ = P(f), o f = diag(cy',....,c;) o f/, répond & la question. Si
P(g) est une autres solution, ’automorphisme g o f~! de K™*! admet pour
vecteurs propres eg, ..., &, (sa matrice représentative est donc diagonale) et

€ + ... + &,. Elle est donc scalaire, et P(g) = P(f).
Le birapport

Nous identifions ici Py (K) & KUoco := K, en décrétant que oo = {X; = 0}
et que les points de K sont repérés par Xo/X;. Alors {oo = (1:0), 0 =
(0:1),1=(1,1)} est un repere projectif de P (K). De fagon générale, trois
points distincts d'une droite projective en forment un repere projectif. Pour
n = 1, la proposition précédente valide donc I'importante :

Definition I1.2.3. : soit A une droite projective, et A, B,C' trois points
distincts de A, de sorte qu’il existe une unique homographie ¢ : A — K telle
que ¢(A) = o0, ¢(B) = 0,¢(C) = 1. Pour tout point D de A, on appelle
birapport des points ordonnés A, B, C, D [’élément

A, B,C, D] := ¢(D) € K U oc.
On dit que (A, B,C, D) forme une division harmonique si [A, B,C, D] = —1.
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Calculons ce birapport quand A = D U ocop est la projectivisée d’une
droite affine D, identifiée a K par le choix d'une coordonnée cartésienne
z, et contenant les points A, B, C, repérés par leurs affixes z4, 25, zc € K.
L’homographie ¢ : P(A) ~ Py(K) — K ~ Py(K) sidentifie alors & un
a b
c d )’
ad —bc # 0, et ¢(Xo : X1) = (aXo + bX; : ¢Xp + dX7). En particulier, un

point z ~ (z,1) de K s’envoie sur le point ¢(z) = (az +b: cz +d) ~ %:[2

de K, et ¢p(oop) = ¢ € K. Dans ces notations 2, u et v ne sont jamais tous
deux nuls, et on convient de § = oo. Ainsi, ¢(cop) = 00 si et seulement si
¢ = 0. Les conditions ¢(A) = 00, p(B) = 0,¢(C) = 1 entrainent alors que

20—% Z—2B . ZO—ZA . Z—Z 5N
O(z) = 24=24 x 2228 = 20224 2224 oy
2c—2B 2—27 zc—zB | Z—2zB

élément P(g) de PG Ly(K), représenté par une matrice g = avec

DA
zZ0 — 2 zZn — 2

é(zp) =[A,B,C,D] =4 .22~ "4 _ :
DB

Zc — 2B Zp — ZB

s

si D # oop, et ¢(cop) = 244 = &,
En particulier (pour carK # 2), A, B, C, cop sont en division harmonique

si et seulement si C' est le milieu du segment [AB] de la droite affine D.

Proposition I1.2.4. : soit 0 : A — A’ une bijection entre deux droites
projectives. Alors, 0 est une homographie si et seulement si elle préserve les
birapports.

Preuve . = : si 6 est une homographie, et si les points distincts A, B, C, et
un point D de A ont pour image par 6 les points, encore distincts, A’, B/, C’
et le point D’ de A/, il existe une unique homographie ¢ : A — K (resp.
¢ = A — K envoyant le repere projectif (4, B,C) (resp. (A',B',C")) sur
(00,0,1). L’homographie ¢ o ¢~ de K fixant (00,0,1), c’est I'identité. Donc
Y(D') = ¢(D), et [A",B",C", D' = (D) = ¢(D) = [A, B,C, D].

< : identifiant A et A’ & P;(K) au moyen d’homographies arbitraires, on
se ramene a étudier une bijection 6 de P;(K) sur lui-méme. D’apres la pro-
position 2.1, il existe une homographie ¢ de P;(K’) envoyant 0, 1, co sur leurs
images par la bijection 6. L’hypothese et le sens = montrent que la bijection
0 = ¢t o, qui fixe 0o, 0, 1, préserve le birapport. Pour tout z # 0, 1, 0o, on
a donc 0'(z) = [00,0,1,0'(2)] = [0'(c0),0(0),0'(1),8(2)] = [00,0,1,2] = 2,
donc @ est I'identité, et # = ¢ est une homographie.
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On déduit de cet énoncé les identités [C, D, A, B] = [A,B,C,D] =
[B,A,C,D]™' = [A,B,D,C]™! = 1— [A,C,B,D]. Ainsi, les 24 permuta-
tions de &4 conduisent & (au plus) 6 valeurs de birapports, et on peut, dans

la définition d’une division harmonique, intervertir A et B, ainsi que C' et D
(et bien sur, {4, B} et {C, D}).

I1.2.3 Retour a la géométrie

Soient H; et Hy deux hyperplans distincts d'un espace projectif P(E),
d’équa-tions respectives Ly = 0,Ly = 0 (Ly et Ly sont donc des éléments
linéairement indépendants du dual E* de E). On appelle faisceau d’hyper-
plans de P(E) engendré par H; et Hy 'ensemble § des hyperplans H de P(E)
d’équations L = 0, ot L = a;Ly + as Lo, (a1,as) € K?, parcourt le plan de
E* engendré par L; et Ly. Dans ces conditions, H; N Hy est un sous-espace
projectif W de codimension 2 dans P(E) défini par le systeme L; = Ly = 0,
et un hyperplan H appartient au faisceau § si et seulement s’il contient W,
qu’on appelle le centre du faisceau. Par exemple, dans le plan projectif, un
faisceau de droites est constitué par ’ensemble des droites projectives passant
par un point donné.

A B < Ll ¢ c ‘
H b
y Hy He b
: et ; CA _ c'A
Thales projectif Thales affine (C—.Bs = (7_55)

Théoreme I1.2.5. (Thales projectif) : soient H;,i = 1,...,4, quatre hyper-
plans d’un faisceau d’hyperplans § de P(E), et A, A’ deux droites de P(E).
On suppose que A (resp. A') rencontre les hyperplans en quatre points dis-

tincts A; (resp. Ai), i =1,..,4. Alors, [Ay, Aa, A3, Ay] = [A}, A, AL, AY).
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Preuve : soient W = P(WW) le centre du faisceau §, A = P(II), A" = P(II").
Comme W @ II' = E = W ¢ 11, on peut considérer la projection centrale
généralisée de centre W sur A’, et sa restriction a A. Cette perspective
généralisée est une homographie 6 de A sur A, qui envoie les A; sur les A
On conclut par la proposition 2.4. Ainsi, le birapport des points d’intersection
est indépendant de la sécante A. On Pappelle le birapport des 4 hyperplans
du faisceau, et on le note [Hy, Ho, Hz, Hy.

Envoyons a I'infini 'un des hyperplans. Dans 'ouvert affine complémen-
taire, les hyperplans restant sont paralleles, leurs intersections avec les droites

A, A’ sont des triplets de points, les 4es points devenant leurs points a I'infini.

La relation [A, B, C, cop| = g—_g: entraine alors la généralisation suivante du

, N N . . A 1 AT
théoreme de Thales : dans les notations de la figure de droite, g—_‘g = %’

méme si A et A’ ne sont pas coplanaires.

Dans le méme esprit, soit ABC'D un quadrilatere propre quelconque d’'un
plan affine (c-a-d. : soit (A, B, C, D) un repere projectif d'un plan projectif).
Ses 4 cOtés et ses 2 diagonales définissent 6 droites, d’ou, (au moins en pro-
jectif) 3 nouveaux points d’intersection : P (pour les diagonales), et @, R
(pour les couples de coté opposés). Soient M, N les points d’intersection de

(PQ) avec (AD), (BC). Alors,

[M,N,P,Q| =-1 car

S

Théoreme I1.2.6. (du quadrilatere) : M, N, P,Q sont en division harmo-
nique.
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Preuve : envoyons la droite (QR) a linfini. Le quadrilatére devient un pa-
rallélogramme, donc P est le milieu du segment [MN], tandis que @ =
oo(mny. Ainsi [M, N, P,ooun)) = —1. Mais le birapport ne dépend que des
points sur la droite, pas du choix d’un point a I'infini, donc [M, N, P, Q] = —1.

Remarque : considérons le faisceau § engendré par les droites (RA) et (RB),
et soit () un point du plan projectif hors de ces droites. Il existe une unique
droite Ag de § telle que ((RA), (RB),Ag, (RQ)) = —1. On dit que Ag est
la polaire de @) par rapport aux droites (RA) et (RB). La figure de gauche en
fournit une construction : tracer deux sécantes depuis (), donnant les points
B, A;C, D, et poser P = (AC) N (BD). Alors, Ag = (RP).

La dualité projective

Soient £ un espace vectoriel de dimension > 2, et E* = L(E, K) son dual.
Comme on l'a vu au §2.2, Equations, la loi qui, & un hyperplan H = P(H)
de l'espace projectif P(E), attache 'ensemble h = {\.L, A € K*} des formes
linéaire non nulles qui s’annulent sur P(H ), s’interprete comme une bijection

0 : Hyp(E) - P(EF*):H < h

de T'ensemble Hyp(E) des hyperplans de P(E) (ou de E, cela revient au
méme) vers 1’ensemble des points de P(E*). Dans cette transformation, les hy-
perplans du faisceau § engendré par deux hyperplans H; # Hjy, d’équations
Ly =0, Ly = 0, admettent pour équations les combinaisons linéaires de L
et de Lo, et correspondent donc aux points de la droite f engendrée par h; et
h, dans P(E*). Autrement dit, si W = H; N H, désigne le centre du faisceau
§, 01 induit une bijection

{H € Hyp(P(E)),H D> HiNHy} «— {h € P(E*),h € (h1hy))} ()

entre l’ensemble des hyperplans passsant par Hy N Hy et la droite | =<
hy,hy > de P(E*). Par exemple, quand P(E) est un plan, la bijection ¢&;
fait passer des droites de P(E) aux point de P(E*), et une famille de droites
concourantes devient une famille de points alignés. On exprime () en disant
que 01 préserve les relations d’incidence.

Plus généralement, soit m € [1,n] un entier. La loi qui, & un sous-espace
projectif W = P(W) de P(E) de codimension m, attache I’ensemble w =
P({L € E*,W C KerL}) des classes dans P(E*) de formes linéaire non nulles
s’annulant sur P(H), s’interpréte comme une bijection

Om : H"(P(E)) = Hp 1 (P(E™)) : W > W
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de 'ensemble H™(P(E) des sous-espaces projectifs de codimension m de
P(E) vers 'ensemble H,,_;(P(E*)) des sous-espaces projectifs de dimension
m — 1 de P(E*). La collection § des applications d,,, m = 1,...,n, s’appelle
la dualité projective. Elle renverse les inclusions (W D W' = w C w'), et
préserve donc les relations d’incidence. Par exemple, quand P(F) est un plan,
dy envoie des points alignés de P(E) sur des droites concourantes de P(E*).
On voit d’ailleurs, en identifiant £ a son bidual E**, que 0,, p—p- admet
On—m+1,5+—pg= pour application réciproque.

Puisque la dualité projective préserve les relations d’incidence, tout théo-
reme T'h dont les hypotheses et les conclusions sont des relations d’incidence
dans P(F) fournira par dualité un théoréeme d’incidence Th* dans P(E*), et
donc dans P(F) puisque E* et E sont (non canoniquement) isomorphes. On
n’a pas toujours de la chance (voir (i) ci-dessous), mais I’énoncé auquel on
aboutit ainsi est en général nouveau !

Exercice : justifier, puis traduire, le texte suivant (cours de U. Stuhler,
Gottingen).

Der
Brianchonsche

Satz

i) Der Satz von Desargues ist selbstdual.
ii) Die Dualisierung des Satzes von Pappos fiihrt uns in Po(K) auf den

Satz von Brianchon : Fir jede Auswahl von paarweise verschiedenen Ge-
raden aq,as,as, by, by, by gilt : verlaufen aq,as, az durch einen gemeinsamen
Punkt G und by, by, by durch einen gemeinsamen Punkt H, wobei a; # (GH) #
b; (i =1,2,3), so verlaufen die Geraden q12 = < (a; Nbg), (by Nag) > (d.h.
die projektive Gerade durch die Punkte a; Nby und by Nas), qag = < (azNbs),
(ba Maz) >, gs1 = < (agNby), (bsMNay) > durch einen gemeinsamen Punkt.

45



La notion de tangence

Les procédés de (dés)homogénéisation vus au §2.2 s’étendent aux “variétés
algébriques” de degré quelconque. Ainsi, un polynéme homogene F'( Xy, ..., X,,)
de degré d > 1 vérifie 'identité F'(AXo, ..., AX,,) = M F(Xo, ..., X,,), de sorte
que I'hypersurface projective

Z(F):={P=(Xo:..: X,) € P, F(Xy, ..., X,,) =0}

formée par les zéros® de I dans IP,, est bien définie (comme dans le cas linéaire,
on ne peut pas parler de la valeur de F' en P, mais 'expression F'(P) = 0
a un sens). Supposons que F # apX{. Alors, Z(F) induit sur 'ouvert affine
Ho ~ K™ une hypersurface affine Z(f) d’équation f(xy,...,x,) =0, ou f est
le polynome (en général non homogene) non constant de degré total 6 < d en
n variables défini par f(%, o ‘;((—g) = XLgF(XO, w.ey Xp). Le complémentaire
de Z(f) dans Z(F) est formé par les points d’intersection de Z(F') avec
I'hyperplan & linfini P(Hy) ~ P, _1(K) : ce sont les zéros du polynéme en
n variables ®(X, ..., X,,) := F(0, Xy, ..., X,,), qui est non nul (et homogene
de degré d) si Z(F) p P(Hy), c-a-d. si X, ne divise pas F' dans l'anneau
K[Xo, ., X,1].

Inversement, soit f(z1,...,z,) un polynoéme de degré total 6 > 1 en n
variables. Son lieu des zéros Z(f) dans I'espace affine £ = K™ est une hyper-
surface affine. On appelle projectivisée de Z(f) I'hypersurface ]f”(Z (f) =
Z(F) de P(€) = P,(K) définie par le polynéome homogene F (X, ..., X,,) =
ng(%), ., %), de degré 6 en n + 1 variables (et jamais divisible par Xj).
On obtient Z(F) en adjoignant a Z(f) ses “points a U'infini”, définis comme
supra par l'annulation du polynéme @, soit : Z(F) = Z(f) U Z(®).

Les hypersurfaces de degré 2 s’appellent des quadriques (des coniques si
n = 2). Elles font 'objet du chapitre III, §2. Pour K = R et n = 2, les
polynomes homogenes F' de degré 2 de R[ X, X7, X3| sont

3 Cette expression cache une subtilité importante. Nous considérons les zéros de F (c-a-
d. les points d’annulation de F') non seulement dans P, (K), mais aussi dans P, (K’) pour
tout corps commutatif K’ contenant K, et nous tenons compte de leurs multiplicités. Ainsi
pour K = R, les polynomes Fy(Xo, X1, X2) = X2 + X? + X2 et Fao(Xo, X1, X2) = X2 +
X242X2 ne définissent pas les mémes hypersurfaces : bien que dans Pa(R), Z(Fy) = Z(F»)
soient tous deux I’ensemble vide, Z(Fy) # Z(F») dans Po(C). De méme, Fy(Xo, X1X2) =
X1 et Fy(Xo, X1X2) = X2, bien qu’ayant le méme lieu de zéros dans Po(K) (’hyperplan
H,), définissent des hypersurfaces Z(Fy), Z(Fs) distinctes : les zéros de Fy sont doubles,
et on dit que Z(Fy) est 'hyperplan H;p, compté deux fois. On peut aussi les distinguer en
considérant les zéros de F) et Fy & coordonnées dans la K-algebre K = K[t]/(t?).
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- ou bien irréductibles dans 'anneau C[X,, X1, X5];

- ou bien produit de deux formes linéaires (éventuellement complexes).
Dans ce deuxieme cas, Z(F') est la réunion de deux droites (éventuellement
confondues, ou complexes), et on dit que la conique Z(F') est dégénérée. On
verra au chapitre III les propriétés suivantes :

M

piMI

[P,P',M,M'| = —1 P,Q, R sont alignés
(Théoreme de Pascal)

Quand Z(F) = AUA’ est une conique dégénérée, la figure de droite redonne
le théoreme de Pappus. Nous donnons maintenant une définition formelle des
“tangentes” qui interviennent dans la figure de gauche.

Soit Z = Z(f) une hypersurface affine de ’espace affine K™. Le théoreme
des fonctions implicites conduit a dire qu'un point P = (71, ...,7,) de Z(f)
est [lisse si 'une au moins des dérivées partielles de f en P est non nulle :
die(l,..,n] fl(P):= %(71, ey Tn) 7# 0. L’équation

rJx;

Yict,mfe,(P)(2i — ) = 0

définit alors un hyperplan affine Tp(Z), qu'on appelle ’hyperplan tangent a
Z en P.

Soit maintenant Z := Z(F) C P,(K) une hypersurface projective de
degré d. Pour tout j = 0, ..., n, son intersection avec I'ouvert affine H; : X; #

0, si elle est non vide, est 'hypersurface affine Z(fU), ott f[j](%, . f(—?) =

%F (Xo, ..., X;,) est le polynéme en n variables déshomogénéisé de F' par
j s

rapport a Xj;. Les dérivées partielles Fy = %,i =0,...,n, de F, sont des

polynomes homogenes de degré d — 1, et on vérifie, en considérant chacun
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des monomes de F', que pour tout 7 # j,

Xo X, 1
— ) = ——F (X, ... X,).
Xj? 7X]) X{iil XZ( 0y ey )

J

£
En prenant par exemple j = 0, et en posant f = fl% Z = Z(f0) on a:

Proposition 11.2.7. Soient Z = Z(F) une hypersurface de P,,(K), et P =
(co: ...t ¢n) un point de Uhypersurface affine Z = Z N'Hy. Alors,

i) P est lisse sur Z si et seulement si F'y (P) # 0 pour un au moins des
indices 1 =0, ...,n;

it) dans ce cas, le projectivisé I@’(TP(Z)) de I’hyperplan tangent a Z en P
admet pour équation homogene :

Z Fy (o, oyn) Xi =0

1=0,...,n

Preuve : soit d le degré du polynome homogene F. Pour donner sens a cet
énoncé, on doit d’abord noter que ZN'Hy étant par hypothese non vide, c¢’est
bien une hypersurface, donnée par Z = Z(fI]), puis, pour (i), que comme
les dérivées partielles Fy. sont des polynomes homogenes, les expressions
Fy (P) # 0 sont licites, et enfin, pour (ii), que comme elles sont toutes de
degré d—1,le (n+1)-uplet (F (o, ..., ¢a) = 531 F%,(Aco, ... Acy), i = 0,...,n)
définit un hyperplan indépendant du choix des coordonnées homogenes de
P. Rappelons par ailleurs la relation d’Euler : pour tout polynéome homogene

F de degré d,

Z F,;(Z(X07 7Xn>X'L =d F(Xo, "-7Xn)7

1=0,...,n

qui montre déja que cet hyperplan passe bien par le point P € Z(F).

i) Puisque P € H, on peut le repérer par les coordonnées (1 : v, ..., Vn),
ouy; = ¢t. Alors, P est lisse sur Z si et slt s'il existe ¢ € [1,...,n] tel que 0 #
2. (71, -, ). Mais cette expression vaut cd%lF)’(i(co, .oy Cp). 1l reste & noter
que si Fy (P) = 0 pour tout i = 1,..,n, la relation d’Euler et I’hypothese
co # 0 entraine qu’on a aussi Fy (P) = 0.
ii) L’équation du projectivisé du plan tangent a Z en P, d’équation affine
Yiet,nfo, (V15 s Yn) (wi—7:) = 0, en est ’homogénéisée. Apres multiplication
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par ¢27! elle s’écrit : Vit F, (Cos s ) (X; — £ Xo) = 0. D’apres Euler,
Yie1,..nF%, (Co, ... Cn)ei = —F (co, ..., n)co, d’olt "équation recherchée.

Soit enfin P = (¢ : ... : ¢,) un point quelconque de Z(F). Il appartient
a un au moins des ouverts affines H;, j = 0, ..., n, puisque ceux-ci recouvrent
P,(K). Si j; et j, sont deux tels indices, c-a-d. si P appartient a Z(fU1l) et
a Z(fl2]), 1a proposition précédente, montre que :

i) P est lisse sur Z(fV1) si et seulement sil est lisse sur Z(fV2]) : cela
équivaut a la condition

Ji € [0,...,n], Fx,(P) # 0;

i) alors, les hyperplans tangents a Z(fU1l) et & Z(fV2!) en P sont les
intersections avec H;, et H;, du méme hyperplan de P, (K)

Tp(Z): Y Fi(co,icn) Xi=0.

1=0,...,n

Dans ces conditions, on dit que P est lisse sur 'hypersurface projective Z =
Z(F) 'l vérifie la condition (i), et on appelle hyperplan tangent ¢ Z en P
I'hyperplan projectif Tp(Z) défini par (ii).

Exemple : soit F = agXZ + a1 X7 + aa X3 € R[Xp, X1, X3]. Si Z(F) est une
conique non dégénéree (& apajaz # 0), tous les points P de Z(F') sont
lisses, et pour tout M ¢ Z(F), le faisceau de droites de centre M contient
exactement deux tangentes a Z(F') (éventuellement complexes).
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Chapitre 111

Géométrie quadratique
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Université de Paris VI Master M1 2010-2011
D. Bertrand Algebre géométrique

CHAPITRE III

GEOMETRIE QUADRATIQUE

Dans tout ce chapitre, K est un corps commutatif de caractéristique # 2,
et les K-espaces vectoriels sont de dimension finie. On suppose parfois K
muni d’une involution o # idk. Alors, K = Ky ® Kow, ol 0(w) = —w et
Ko ={X € K,o(\) = A\}. Exemples : K = C,0 = la conjugaison complexe,
Ko=R;ou K =F;5[T|/(T?—2) :=Fa5,0(\) = N>, w = classe de T', Ky = Fs.

II1.1 Formes bilinéaires.

II1.1.1 Vocabulaire

Soient E, ' deux espaces vectoriels sur K. Une application b: £ x E —
E' est dite bilinéaire (resp. sesquilinéaire) si pour tout y € F, 'application
x +— b(x,y) est linéaire et pour tout = € F, 'application y +— b(x,y) est
linéaire (resp. o-linéaire : YA € K, b(x, \y) = o(\)b(z,y)). Lorsque E' = K,
on parle de forme bi- resp. sesqui-linéaire.

Soient b une forme sesquilinéaire, et B = {ey,...,e,},n = dimFE, une
base de FE, dans laquelle x,y sont représentés par des vecteurs colonnes
X = Yxyy.ymy,),Y. Alors, b(z,y) = 'XBo(Y) € K, ou B = (b;; =
blei,e;),1 <i,j < n) est la matrice représentative de b dans la base B. Si
B = (e1,....,en).P,P € GL,(K), désigne une autre base, b est représentée
dans B’ par la matrice B = *PBo(P). Idem (sans les o) pour une forme
bilinéaire : dans ce cas, on a det(B') = det(B)(det(P))?, et la classe de det(B)
dans K/(K*)? ne dépend pas de la base choisie; on I'appelle le discriminant
discr(b) de la forme bilinéaire b.

Une forme bilinéaire b fournit deux applications linéaires naturelles de F
vers son dual E* :

¢y E— E*x e {dy(a) 1y bz,y)},
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et ¢f x— {dh(x) : y — bly,x)}, qui est la transposée de ¢,. Elles sont
données, relativement a la base B et a sa base duale B* = (e7, ..., €}), par les
matrices B et B. Ces applications (ou matrices) ont le méme rang, qu’on
appelle le rang de b. On dit que la forme b est non dégénérée si rang(b) =
n, c-a-d. si det(B) # 0, c-a-d. si ¢, (ou, de fagon équivalente, ¢f) est un
isomorphisme’. Les noyaux de ¢ et de ¢} ont méme dimension, égale & n —
rang(b). Sous les hypotheses qu’on va maintenant faire sur b, ils coincident,
et s’appellent alors le noyau de b.

On suppose désormais que I'une des conditions suivantes est satisfaite :

e b est bilinéaire symétrique® : Vr,y € E,b(z,y) = b(y, z), c-a-d. : ¢p = ¢} ;
e b est bilinéaire antisymétrique : Vx,y,b(x,y) = —b(y, ), c-a-d. : ¢p = — &} ;
e b est hermitienne : b sesquilin. et Vz,y,b(x,y) = o(b(y,x)) : ¢p» = 0 0 ¢i.

ce qui, en termes matriciels, se traduit par ‘B = B (matrice symétrique),
!B = —B (matrice antisymétrique) ou ‘B = ¢(B) (matrice hermitienne).

Dans ces conditions, on dit que deux parties X, Y de E sontorthogonales
relativement a b, notation : X 1 Y, si Vo € X,y € Y,b(z,y) = 0. Alors
Y L X. L’orthogonal E+ de E est le noyau Ker(¢y) = Ker(¢!) de b. On a
donc dimE* +rang(b) = dimkE, et b est non dégénérée si et slt si B+ = {0}.
Pour toute partie S de E, 'ensemble S+ = {y € E,Vz € S,z L y} est un
sous-espace vectoriel de E, qui vérifie S C (S+)1. Une somme directe directe
E =FE, @ ... Ej est dite orthogonale si E; 1. E; pour tout 7 # j.

Si b est une forme bilinéaire symétrique ou hermitenne, on appelle forme
quadratique ou quadratique hermitienne associée a b 'application ¢ = g :
E — K : 2w q(z) := b(z,z). Les formules b(z,y) = 1(¢(z + y) — ¢z — y))
(cas bilindaire symétrique) et b(z,y) = (q(z +y) — q(z — y)) + & (q(wz +
y) — q(wr — y)) (cas hermitien) permettent de retrouver b a partir de ¢. On
dit que b est la forme polaire de ¢, et on appelle rang de ¢ celui de b. Dans le
cas bilinéaire symétrique, la formule g(z+ h) = q(x) + 2b(x, h) + ¢(h) permet
d’interpréter 2b(x,.) = 2¢(x) comme la differentielle de ¢ en x.

On dit qu’une forme bilinéaire b est alternée si Vo € E, b(z,z) = 0.
Comme carK # 2, cela équivaut a dire que b est antisymétrique (tandis que

1 On pourra donner des énoncé similaires pour b sesquilinéaire, en introduisant le K-
espace vectoriel E*7 des formes o-linéaires sur F. Par ailleurs, tout élément ¢ de L(E, E*)
fournit deux formes bilinéaires by(z,y) = ¢(x)(y), byt (x,y) = ¢(y)(x), et on peut ainsi
retrouver b & partir de ¢, ou de ¢}. Quelle est la version sesquilinéaire ?

2 En anglais : symmetric. Mais un seul m en francais.
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pour car K = 2, b est antisymétrique si et slt si elle est symétrique).

Un vecteur non nul = € F est dit isotrope si g(x) = 0. La droite qu'il porte
est alors formée de vecteurs isotropes. L’ensemble C(q) = {z € E, q(z) = 0}
s’appelle le cone isotrope de gq. Un sous-espace vectoriel ' de E est dit tota-
lement isotrope si Vo, y € F,b(x,y) = 0, c-a-d. si ' L F, ou encore F' C F*.
Par exemple, E+ (ou, plus généralement, dans le cas symétrique ou hermi-
tien, tout sous-espace vectoriel F' de E contenu dans C(q)) est totalement
isotrope. L’indice v(b) de b (ou : v(q) de ¢ dans le cas symétrique ou her-
mitien) est la dimension maximale des sous-espaces totalement isotropes de

E.

Proposition ITI.1.1. : supposons que b soit non-dégénérée. Pour tous sous-
espaces vectoriels F,G de E, on a :

i) dimF + dimF+ = dimE ; en particulier, v(b) < sdimE.

i) (FH)t = F

i) (F+G)t=F-NGt et (FNG)t =FH+G*;

w) si FNFL ={0}, alors E=F 1 F+.

Preuve : Pour i), soient B une matrice représentative de b et {fi, ..., fr.} des
vecteurs de K™ représentant une base de F'. Alors, F'* s’identifie & ’ensemble
de solutions y € K™ du systeme {o(*f;.B).y =0,i =1,...,k}. Comme B est
inversible, ce systeme est de rang k = dimF. Par conséquent, codimF+ = k.
Les autres énoncés sont des exercices.

Corollary II1.1.2. (On ne suppose plus b non dégénérée.) Soit F' un sous-
espace vectoriel supplémentaire de E+ dans E. Alors, E = F L E*, et la
restriction bjp de b a F' est non-dégénérée..

Preuve : la somme directe £ = F @ E+ est orthogonale puisque E+ 1 FE.
Dans une base de F respectant cette décomposition, la matrice représentative

de b est donnée par B = ( %1 8

rg(By) = rg(B) = dimE — dimE+ = dimF, donc by est non-dégénérée.

), olt By représente bp. Alors, rg(bjp) =

I11.1.2 “Diagonalisation”

Soient ¢,q deux formes quadratiques (resp. quadratiques hermitiennes)
sur E, de formes polaires b, 0. On dit que ¢ et ¢’ sont équivalentes s'il existe
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un automorphisme u € GL(E) tel que ¢ = q o u, ou de fagon équivalente :
Va,y, b (z,y) = b(u(z),u(y)). En termes des matrices représentatives B, B', U
de b, V', u dans une base donnée de F, cela revient & demander que B’ = 'UBU
(resp. B = 'UBo(U)). On a une notion similaire d’équivalence pour les
couples b, b’ de formes alternées.

Proposition II1.1.3. i) Soit ¢ une forme quadratique (resp. quadratique
hermitienne) sur E, de rang r. Il existe des éléments dy, ...,d, de K* (resp.
de K) tels que q est équivalente d la forme ¢'(z) = dyz? + ... + d,x? (resp.
dyxio(zy)+...+dyx.0(x,)). Autrement dit, E admet une base orthogonale (c-
a-d. formée de vecteurs deux a deux orthogonauz), et dont les n —r derniers
forment une base de E+. Ou encore, si B = 'B (resp. o('B)) désigne une
matrice représentative de q, il existe U € GL,(K) telle que 'UBU (resp.

d 0 0
‘UBo(U)) = 0 d. 0
0 0 0
i) Soit b une forme bilinéaire alternée sur E, de matrice représentative
B = —'B. Alors, b est equivalente a V' (x,y) = Sic1. mTilYmti — YiTmri-
0 L, O
Autrement dit, il exviste U € GL,(K) telle que 'UBU = | -1, 0 0
0 0 0

En particulier, le rang r = 2m de b est pair.

Preuve i) Une preuve algorithmique a été vue en L3. En voici une autre. Le
corollaire précédent permet de se ramener au cas ou b est non dégénérée.
Pour e; € E non isotrope, E; = {61}L est un hyperplan ne contenant pas ey,
donc F = K.e; L F4, et la restriction de b a E; est non dégénérée. On itere.

ii) On se ramene de nouveau au cas non-dégénéré. Il existe alors deux
vecteurs eq, €; tels que b(eq, €1) = 1. Ils sont forcément linéairement indépen-
dants, et b(e1,e;) = —1, de sorte que la restriction de b au plan P; qu’ils
_01 0 ), est non-dégénérée. On en
déduit que P, N Pt = {0}, donc £ = P, L P, et que la restriction de b a
E, = P{ est non-dégénérée. On peut donc itérer.

engendrent, de matrice représentative (

Remarques : i) Bien que le résulat de (i) soient souvent décrit comme une
“diagonalisation” de la forme q, il ne fournit pas une diagonalisation de la
matrice B, ce qui reviendrait a trouver une matrice U € GL,(K) telle que
U'BU soit diagonale; les scalaires d; de cet énoncé ne sont d’ailleurs pas
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uniques, et n’ont donc pas de rapport avec les valeurs propres de B. Bref, on
prendra garde a ne pas confondre (i) avec le “théoréme spectral”, en vertu
duquel les matrices symétriques réelles (resp. hermitiennes complexes) sont
effectivement diagonalisables - et qui plus est, par une matrice U = U1
orthogonale (resp. U = o(*U~!) unitaire).

ii) Un espace symplectique est un couple (E, b) ou b est une forme alternée
non dégénérée. Tout plan symplectique est équivalent a l’espace vectoriel

K?, muni de la forme alternée b(x,y) = T1y2 — xoy1 = det ( il zl ), et le
2 Yo

resultat de (ii) exprime que F s’écrit comme une somme directe orthogonale
de E* et de plans symplectiques. 11 entraine par ailleurs que tout espace
symplectique (E,b) est de dimension n = 2m paire, ou m = v(b), et admet
une décomposition en somme directe (non orthogonale) de deux sous-espaces
Wiy =< eq,...,em >, Wy =< €, ..., €, > totalement isotropes de dimension
n/2. De tels sous-espaces s’appellent des lagrangiens de (E,b), et les bases
correspondantes {ej, €1, ..., €, €, } des bases symplectiques.

iii) Ne pas confondre (ii) avec les énoncés suivants. Un espace hyperbolique
est un couple (E,b), ou E est de dimension n = 2m paire, et b est une forme
bilinéaire symétrique non dégénéree d’indice v(b) = m. Tout plan hyperbo-
lique (E,b) est équivalent & 'e-v K, muni de la forme bilinéaire de matrice
(1) (1) > (ou de fagon équivalente B = ( (1) _01 ))
Tout espace hyperbolique est somme directe orthogonale de plans hyperbo-
liques, et admet donc une décomposition en somme directe (non orthogonale)
de deux sous-espaces W7y, Wy totalement isotropes de dimension n/2. De tels
sous-espaces s’appellent aussi des lagrangiens de (E,b).

représentative B = (

II1.2 Quadriques

Soient P(F) un espace projectif sur K de dimension n, et ¢ # 0 une forme
quadratique sur E, de forme polaire b. Dans une base de F, ¢ s’exprime
comme un polynéme homogene Q(Xy, ..., X,,) = ‘X BX de degré 2 en n+ 1
variables, et 'ensemble Z(Q) := I' des zéros de @ (au sens de la Note ()
du chapitre 2, §2.3) est bien défini. On 'appelle la quadrique définie par q.
Ainsi, les points de I' & coordonnées dans K correspondent exactement aux
droites vectorielles du cone isotrope C(q) de q.

Les multiples non nuls A\qg, A € K*, de ¢ définissent la méme quadrique,
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de sorte que la donnée de I' équivaut a celle d'un point de ’espace projectif
P(Q(F)), ou Q(F) désigne le K-espace vectoriel, de dimension ("H)QM,
formé par les formes quadratiques sur £ (on retrouvera cet espace vectoriel
sous le nom de code Sym?(E*) au chapitre 4). Un changement de base four-
nit une nouvelle expression Q'(Xy, ..., X,,) de ¢, ot @ et @’ sont des formes
quadratiques sur K" équivalentes, et on dit que les quadriques correspon-
dantes de P, (K) sont équivalentes. Une classe d’équivalence de quadriques de
P,,(K) correspond donc & une “classe d’équivalence projective” de matrices

symétriques B , ou B ~ B’ signifie : I\ € K*,U € GL,,1(K),B' = N'UBU.
Hyperplan tangent et tangentes

Soit P € P(E) un point de la quadrique T" définie par ¢. En coordonnées,
si P = (v : ... : ) est représenté par un vecteur v = (yo,...,V,) de F,
Q (Y0, ---,Yn) = 0. Pour tout i = 0, ..., n, les dérivées partielles de @) s’écrivent :
Qx, (Y0, s Mm) = 2b(7,€:), ot e; = (0,..,1(;,...0). Donc P est lisse sur I'
(au sens du chapitre 2, proposition 2.7) si et seulement si ses représentants
~ n’appartiennent pas au noyau de b, et pour un tel point P, 'hyperplan
tangent a I' en P admet pour équation

Tp(T) : b(y, X) = 0.

Ainsi, P(E+®) C T est I'ensemble des points non lisses (aussi appelés :
singuliers) de T". On dit que la quadrique I' est non-singuliére (ou : lisse) si
la forme bilinéaire b est non-dégénérée ; tous ses points sont alors lisses.

Soient P, P’ deux points distincts de P(F), représentés par des vecteurs
7,7, et A =P(Kvy® Kv') =< P, P’ > la droite projective qu’ils engendrent.
En dehors de P’ les points d’intersections de I' et de A correspondent aux
solutions en ¢ de I’'équation

Q(y +17) == 1?Q(") + 2tb(v,7) + Q(7) = 0.

Supposons que P soit un point de T', et qu’il soit lisse. Alors, b(7y,v") = 0
si et slt si la droite A est contenue dans ’hyperplan tangent Tp(I") ; on dit
alors que A est tangente a I' en P. Dans ce cas, ou bien A est toute entiere
contenue dans I' (& P’ € I'), ou bien ANT est réduit a P, compté deux
fois (car t = 0 est alors une racine double de ’équation). Ainsi, si I" est
une quadrique non singuliere, une droite A de P(E) non contenue dans T’
rencontre I :
- soit en deux points distincts, et elle n’y est alors pas tangente a I';
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- soit en un seul point, et elle y est alors tangente a I';

- soit en aucun point; ce dernier cas ne peut d’ailleurs pas se produire

si K = C (plus généralement si K est algébriquement clos), 1’équation
précédente ayant forcément une solution si P’ ¢ T'.
Si maintenant P est un point singulier de I', alors ou bien A est toute entiere
contenue dans I', ou bien elle ne rencontre (deux fois) I' qu’au point P. En
particulier, toute quadrique singuliere non réduite a un point contient au
moins une droite. Mais la réciproque est fausse : pour n > 3, toutes les
quadriques de P,(C) contiennent des droites.

Classification

Décrivons tout d’abord les quadriques de P;(K) : une forme quadratique
q # 0 en deux variables est projectivement équivalente & X2 +aX?, ot a € K
représente le discriminant discr(q) € K/(K*)? de q. Si les éléments de K ne
sont pas tous des carrés, il y a donc trois classes d’équivalence de quadriques
ponctuelles : un point double (r = 1), deux points distincts de P;(K), ou un
couple de points “conjugués” de K( /a).

Pour K = C ou R, la proposition 1.3 fournit la classification suivante des
quadriques projectives de P, (K),n > 2 :

i) si K = C (ou plus généralement, si K est algébriquement clos) : la forme
quadratique ¢ est (projectivement ou pas) équivalente & X2 +...+ X2 |, our
est le rang de q. Les classes d’équivalence de quadriques sont donc en bijection
avec les entiers r € [1,n+1]. Comme X7+ X7 = (X;+v—1X;)(X;—v—-1X)),
toute quadrique lisse de P3(K') admet aussi pour équation Xy X; — X X3 =0,
et contient donc les familles de droites Ay : Xo — AXy = AX; — X3 =0; A, :
Xo — puXy = pX; — Xy = 0. Ces droites correspondent a des couples de
lagrangiens de la forme quadratique q.

ii) si K = R : la forme quadratique g est équivalente a Eizo,,.ﬁ,le —
Zizsw’sﬁ_lX@?, ou s+t =r est le rang de ¢. Le couple (s,t) ne dépend que
de la classe d’équivalence de ¢ (Sylvester), et s’appelle la signature de q. Les
classes d’équivalence de quadriques sont donc en bijection avec les couples non
ordonnés {s,t}. L’indice v(q) d'une forme quadratique non dégénérée ¢ est
égal a min(s,t). Ainsi, la condition {s,t} # {0,n+ 1} suffit & assurer que les
quadriques associées ont des points réels. La quadrique de P3(R) de signature
(2,2), qui admet pour équation XyX; — XyX3 = 0, contient comme supra
deux familles de droites (réelles) ; on I'appelle paraboloide hyperbolique.
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Signalons que si K est un corps fini, on démontre qu’une forme quadra-
tique q de rang r est équivalente a X2+ ...+ X2 ,+aX? , ol a € K*, et que
toute quadrique de P,,(K),n > 2, admet des points a coordonnées dans K.

Les quadriques de Py(K) s’appellent des coniques. Pour K = C, il y a
trois types de coniques : une droite double (r = 1, X2 = 0), la réunion de
deux droites (r = 2, X¢X; = 0), une conique non singuliere (r = 3). Pour
K =R, le cas r = 2 donne naissance a deux types : la réunion de deux droites
réelles (XX = 0), ou de deux droites complexes conjuguées (XZ+ X7 = 0) ;
le cas r = 3 a deux types, suivant que la conique admet des points réels
(X2 + X?— X2 =0)oupas (Xg+ X+ X7=0).

Remarque : on dit parfois que la quadrique I' est impropre si elle contient un
hyperplan H = P(KerL), ou 0 # L € E*. Cela équivaut a dire que @ est
divisible par L dans K[Xj,...X,], soit Q@ = LL', et I' est alors la réunion de
deux hyperplans H, H' distincts, ou ’hyperplan H compté deux fois. Une telle
quadrique n’est pas lisse (tous les points de HNH' sont singuliers), mais pas
inversement : par exemple, la quadrique de P3(K) d’équation X2+ X7 — X2 =
0 n’est pas lisse, mais ne contient pas de plan. En revanche, comme on vient
de le voir, une conique I' de P5(C) est propre (au sens : I' n’est pas une droite
double ou la reunion de deux droites) si et slt si elle est lisse (au sens : la
forme quadratique ¢ est non dégénérée).

Retour a la géométrie

Soit I une conique propre de Py(K) admettant un point M défini sur K,
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et soit Fj; le faisceau de droites de centre M. Rappelons que Fj; s’identifie
par dualité a une droite M* ~ Py(K) de 'espace projectif dual. D’apres le
§2.1, application de Fj; dans I' qui, a une droite A de F,; associe le point
P=TNA (avec P = M si D est la tangente a I' en P) établit une bijection
¢ de M* sur 'ensemble des points de I' définis sur K. En d’autres termes,
¢ fournit un paramétrage de I', dont la preuve qui suit donne une expression
explicite dans un choix convenable de coordonnées.

En convenant de remplacer la droite (M P;) par la tangente Tp (') si
M = P;,on a:

Théoreme I11.2.1. (“Chasles-Steiner”) soient I" une conique propre du plan
projectif Po(K), et Py, ..., Py quatre points distincts de I'. Pour tout point M
de ', le birapport des quatre droites M Py, M Py, M P3, M P, ne dépend pas de
M. On Uappelle birapport [Py, Ps, P3, Py|r des quatre points sur la conique.

Preuve : soit M’ # M un autre point de I', et ¢,; le paramétrage de I’
correspondant. Nous allons montrer que gzﬁ;j/ o ¢y M* — M™ est une
homographie. Par ailleurs (exercice), le birapport de 4 droites d’'un faisceau
est égal a celui de leurs images par la dualité 6;. Comme les homographies
préservent le birapport, le théoreme sera établi.

Choisissons comme repere projectif du plan les points M = (0 : 1 : 0),
M = (1:0:0), un troisitme point N' = (1 : 1 : 1) de I', et le point
d’intersection N = (0: 0 : 1) des tangentes a ' en M et M’', et déterminons
l’équation CL()Xg + ale + a2X22 + 2b0X1X2 + 2b1X0X2 + 2b2XOX1 =0del
dans ce repere. La tangente (MN) = {X, =0} a ' en M a pour équation :
a1 X1 + b Xg + bpXo = 0, donc a; = by = 0. En considérant la tangente
(M'N) = {X, = 0}, on voit de méme que ay = b; = 0. De N’ € T, on déduit
alors que I’équation de I" est XoX; — X2 = 0.

Dans ce repere, une droite A du faisceau Fj; a pour équation AXy+puXs =
0, correspondant au point (A : p) de Py (K) ~ M*, et rencontre I' aux points
M=(0:1:0)et P=(u?: 2 :—Au). Ainsi,

S (A1) = (12 s N0 =),

ou en coordonnées affines, avec t = =& : ¢p(t) = (¢ : 1 : ¢). On trouve de
méme, en repérant les droites de F; par les équations X; — ¢/ Xy = 0, que
dar(t') = (1: 21 ¢), dott ¢y} 0 us(t) = 1/t. Ainsi, ¢y}, o dps est bien une
homographie.
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir I'un des énoncés du chapitre
II, p. 47 :

Exercice : Justifier, puis traduire, le texte suivant (cours de H. Umemura,
Nagoya) :

Pascal OFH., HETH A(R)ROFHROESBD FOERES65A, B.C, A B,
EHIAL IRPQ RERDESIESS:

P=(BCYN(BC). Q= (CAIN(CA). R=(ABI1Nn(A'B).

TOEE, 3APQ RIZE-ERECHD

Indication : supposer par l'absurde que le point P’ = (RQ) N (B'C) soit
différent de P. Posant x = (AB") N (A'C),y = (AC") N (B'C), vérifier que

[A,R,z,B) = [A/A,A'B,A'C, AB] = [C'A,C'B,C'C,C'B] = |y, P,C, B.

Puis considérer la perspective de centre @ de (B'A) sur (B'C'), qui envoie A
sur y, R sur P, x sur C et B’ sur B’. En déduire que

[A, Rz, B = [y, P, C, B,

et conclure.
Polarité.

Dans ce paragraphe, on fixe une forme quadratique non dégénérée g sur
I’espace vectoriel E, de forme polaire b. Soient I' la quadrique lisse corres-
pondante, ¢, : E — E* I'isomorphisme de E vers son dual associé a b, et
¢ :=P(¢p) : P(F) — P(E*) la transformation projective que définit ¢y,. Pour
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tout point M de P(E), le point ¢(M) de P(E*) fournit par dualité un hyper-
plan de E, qu’on appelle I'hyperplan polaire de M par rapport a I'; et qu’on
note Mt ou plus simplement M*. Si M =P(K.y),ou vy € E, on a

M+ ={P'=P(K~') € P(E),b(v,7) = 0.}

Autrement dit, M+ = P((K.v)**). De méme, pour tout hyperplan H = P(H)
de P(E) (c’est-a -dire pour tout point de P(E*)), lorthogonal H+ de H dans
E relativement & b est une droite de E, qui définit un point H = P(H~) de
P(E), qu’on appelle le pole de H par rapport . On a (M+)t = M, (HY)L =
H.

Si M €T, son hyperplan polaire, d’équation b(7y, X) = 0, est I'hyperplan
tangent a I' en M (et le pole de Ty (T") est le point M). Par conséquent,
I'ensemble des hyperplans de P(FE) tangents a I' est 'image I'* de I' dans
P(E*) par la transformation projective ¢ = P(¢). C’est donc une quadrique
I'*, appelée quadrique duale de T'; et I'on a (I'*)* =T

Proposition I11.2.2. i) Si dim(E) = 2, et si I' = {P, P'}, deux points
M ¢T et M' de la droite P(F) sont pdles l'un de l'autre par rapport a T' si
et seulement si [P, P', M, M'] = —1.

i) Si dim(E) = 3, la droite polaire M+ = g(M) d’un point M ¢ T du
plan P(E) par rapport a la conique T' est donnée par la construction de la
figure ci-dessous, et l'on a : [P, P', M, M'] = —1.

M

a
] E

Preuve : i) Par hypothese, I' contient deux points, donc ¢ est équivalente
a XoX; et on peut supposer que P = (1 : 0) = oo, P’ = (0 : 1) = 0 sur
Py (K) ~ K Uoo. Alors, les points M = (29 : z1) = (z : 1) et M’ = (yo :

61



y1) = (y : 1) sont en polarité si et seulement si xoy; +x1yo = 0, soit z+y = 0,
autrement dit ssi P’ est le milieu du segment [MM’| de la droite affine K,
soit [M,M', P, P]| = —1=[M,M', P, P'|.

ii) Vérifions tout d’abord que le faisceau F); des droites passant par M
possede bien deux tangentes a I' (tout au moins si K est algébriquement
clos) . Ce faisceau donne par dualité une droite A* de P(E*), et les tangentes
recherchées sont par définition les points d’intersection de la droite A* avec
la conique duale I'*. Comme (I'*)* = I', A* est tangente a I'* si et slt si M
appartient a I', de sorte que sous I'hypothese M ¢ T' de la proposition, on
peut tirer de M deux tangentes distinctes® (MQ1), (MQ,) aT.

Comme dans la preuve du théoreme 2.1, choisissons alors comme repere
projectif du plan @; = (0 : 1 :0),Q2 = (1 :0:0),M = (0:0 : 1),
et P = (1:1:1). Léquation de T devient XoX; — X3 = 0, et la droite
(MP) : {Xo— X1 = 0} coupe (Q1Q2) : {Xo =0} en M = (1:1:0) et
recoupe ['en P’ = (1 :1: —1). Ainsi, (Q1Q2) admet bien (0:0:1) = M
pour pole, donc est la polaire de M, et [P, P', M, M'] =[1,—1,0,00] = —1.

Comme la dualité, la polarité préserve les relations d’incidence. En voici
une application classique : six points A, B,C, A, B, C'" d’'une conique lisse I'
admettent pour polaires par rapport a I' les tangentes a,b,c,a’,b', ¢ a ' en
ces points. Le pole de (A'B’) est le point ' NV, le pole de (BC) est le point
bN ¢, la diagonale joignant ces points est la polaire du point (A’B’) N (BC).
D’apres Pascal, les trois points de ce type sont alignés. Par conséquent, leurs
polaires, c-a-d. les trois diagonales de ce type, sont concourantes (théoreme
de Brianchon, dual du théoreme de Pascal).

3 SiM=(0:0:1)etsi {Xo =0} n'est pas tangente a I, leurs équations sont données

par X; = tXp, ol ¢t est tel que le discriminant de la forme quadratique ¢:(Xo, X2) :=
Q(Xo,tXo, X2) s’annule.
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Quadriques affines

Soit I' = Z(Q) une quadrique de P, (K) ne contenant pas '’hyperplan
H, d’équation Xy, = 0, c-a-d. telle que Xy ne divise pas ) dans I'anneau
K[Xo, ..., X,]. D’apres le chapitre II, p. 46, I" induit sur 'ouvert affine Hy ~
K™ complémentaire de Hy une hypersurface Z(f) d’équation f(xy,...,z,) =
0, ou f(%, s ))g—z) = XLSQ(XO, ..., X)) est un polynome de degré total § égal
a 2 . Plus précisément, la forme quadratique en n variables ®(X;,...X,,) =
F(0,Xy,..., X,) coincide avec la somme des monomes de degré 2 de f, et on
dit que Z(f) est une quadrique de I'espace affine K", de forme initiale . On
a:

flx, . xy) = ®(xq, .y ) + Lz, .0y ) + ¢,
ou L est une forme linéaire en n variables et ¢ € K.

En effectuant des changements de coordonnées affines, ce qui ne change
pas le rang p de ®, on peut mettre ’équation de toute quadrique affine Z(f)
de C", sous 'une des formes suivantes :

Y1, ,22=0 (1<p
Vi1, ,2i—1=0 (1<
Sict,p T+ T =0 (1<p<n-—1).

Pour n = 2 et K = R, on peut mettre I’équation de toute conique affine
réelle C sous l'une des formes : 22 = 0;23 — 22 = 0,22 + 22 = 0,23 — 1 =
0,22 +1 = 0;22 + 23 +1 = 0, et les classiques 27 + 23 — 1 = 0 (ellipse),
2?2 — 22 + 1 =0 (hyperbole), et 2 + x5 = 0 (parabole).

Inversement, toute quadrique affine C = Z(f) donne lieu & une quadrique
projective I' = Z(F) par le procédé d’homogénisation décrit au chapitre II.
Dans le cas n = 2, les paraboles C sont caractérisées par le fait que la droite
a linfini A = {X, = 0} est tangente a I'. Lorsque l'espace affine R? est
muni de sa métrique usuelle, les cercles C sont caractérisés par le fait que
I'intersection de I' avec la droite a l'infini est formée des points complexes
P.=(0:7:1),P. = (0:4:1), quon appelle les points cycliques a
Iinfini. En appliquant la Proposition 2.2.ii aux points de la droite a I'infini
M= 0:x :29),P=P P =P et M =MTNA=(0:1y:1y),
on voit que [Py, P_, M, M'] = —1 si et seulement si x1y; + 22y, = 0. Ainsi,
deux droites D, D’ du plan euclidien sont orthogonales si et seulement si
leurs points a 'infini cop, cops forment avec les points cycliques P, P_ une
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division harmonique sur la droite a 'infini A :

D1D <« [P+,P_,OOD,OOD/]:—1.

II1.3 Groupes d’isométries

II1.3.1 Les “groupes classiques”

Soit E/ un espace vectoriel de dimension n muni d’une forme b vérifiant
I'une des trois hypotheses du §1.1, et non dégénérée. On dit qu’une applica-
tion de E dans F est une isométrie si

Ve,y € E, b(u(x),u(y)) = b(x,y).

Dans les cas symétrique ou hermitien, cela revient a demander que Vx €
E q(u(x)) = q(x), ou ¢q désigne la forme quadratique ou quadratique hermi-
tienne associée a b.

Proposition II1.3.1. Soit u une isométrie de (E,b). Alors, u est un auto-
morphisme K-linéaire de E.

Preuve : dans le cas symétrique ou hermitien, £ admet une base {ey, ..., e,}
orthogonale (cf. Prop. 1.3.i), avec ¢(e;) := d; # 0 pour tout i puisque b
est non dégénérée, et tout x € E s'écrit X;—y nxie;, ou dix; = b(x,e;).
Comme u est une isométrie, {u(ey),...,u(e,)} forme également une systéme
orthogonal, avec q(u(e;)) = q(e;) # 0, donc (exercice) est une base de E, et
u(z) = Zi:17_,,7nd;1b(u(3§), u(e;))u(e;) = Sid; tb(x, e;)ule;) = Bizgu(e;), ce qui
montre que u est bien linéaire. Comme elle applique une base sur une base,
c’est de plus un automorphisme.

Dans le cas antisymétrique, choisissons la base symplectique ey, €1, ..., €,
€ donnée par la proposition 1.3.ii. Son image par u vérifie les mémes relations
d’orthogonalité. On en déduit que c’est aussi une base de F, et pour tout
re Eona:u(r) =% mbu(z),u(e))ule;) —b(u(x), u(e;))u(e;). Le méme
raisonnement montre que u est linéaire, et que c’est un automorphisme.

Les isométries forment donc un sous-groupe de GL(E), qu’on note O(q)
dans le cas bilinéaire symétrique (groupe orthogonal), U(q) dans le cas her-
mitien (groupe unitaire), Sp(b) dans le cas bilinéaire antisymétrique (groupe
symplectique), ou simplement O(F) lorsque b est donnée. Pour tout u €

64



L(E,E), de transposée ‘u € L(E*, E*) (remplacer E* par E* dans le cas
hermitien), on note u* = gbb_l o tuo ¢y Uadjoint de u, c-a-d. 'unique endo-
morphisme de FE tel que b(u*x,y) = b(x,uy) pour tout x,y € E. Alors, u est
une isométrie si et slt si u*u = idg. Lorsque b est le produit scalaire usuel, de
matrice représentative I, sur K™, ou la forme symplectique usuelle sur K?™,

. I .
de matrice Jg,, = ( 0 " ), on désigne ces groupes par

1, 0
Ou(K) = {P € GL,(K),! PP = 1,},U,(K) = {P € GL,(K),o('P)P = L,},

Spam(K) = {P € GLyy(K),! PJgy, P = Jop,}. Les matrices de O(n) :=
On(R) sont dites orthogonales, celles de U(n) := U,(C) unitaires. Lorsque
E = R", et b est de signature (s,t = n — s), on pose O(F) = O(s,t). Par
exemple, O(3,1) est le groupe de Lorentz des physiciens.

Soit SL(E) = {u € GL(E),det(u) = 1} (noté SL,(K) quand F = K")
le groupe spécial linéaire. Son intersection avec chacun de groupes supra en
fournit des sous-groupes normaux, notés SO(q) (d’indice 2 dans O(q), car
(det(u))? = 1 pour u orthogonale), SU(q), etc. Le groupe Sp(b) est déja
contenu dans SL(E) (ce n’est pas immédiat, mais pour m = 1, on vérifie
facilement que Spa(K) = SLy(K) .)

Remarque 1 (algébres de Lie) : lorsque K = R ou C, chacun de ces groupes
G est naturellement muni de la topologie induite par celle de I’espace vectoriel
Mat, ,(K), et on peut parler de la composante connexe G de I,, dans G.
On verra plus loin que O(n)™ = SO(n). En revanche, U(n) est connexe.
On peut également considérer 'application exponentielle, définie par la série
normalement convergente

1
exp: Mat, ,(K) — GL,(K) : X +— exp(X) = ZnZOHXn

et associer a G son algebre de Lie
Lie(G) :={X € Mat, ,(K),Vt € R, exp(tX) € G},

qui est un R-sous-espace vectoriel de Mat,, ,(K), muni de la loi de composi-

tion interne (X,Y) — [X,Y]:= XY — Y X € Lie(G). Par exemple,
Lie(SL,(K)) ={X € Mat, ,(K),tr(X) = 0} (matrices de trace nulle) ;
Lie(O(n)) = {X € Mat, ,(R), ‘X + X =0} ( X est antisymétrique);
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Lie(U(n)) = {X € Mat,,(C), *X +X = 0} ( X est “antihermitienne”)
Puisque exp est continue, Lie(G") = Lie(G). La dimension du R-espace
vectoriel Lie(G) s’appelle la dimension du groupe G.

Remarque 2 (quaternions) : ils fournissent de nouvelles familles de groupes,
et des isomorphismes entre certains des groupes précédents, en basse dimen-
sion. Le corps (non commutatif) des quaternions de Hamilton est H = R &
R:®RjPRE, muni de la loi de multiplication définie par R-bilinéarité a partir
des relations 2 = j2 = k? = —1,ij = —ji = k, jk = —kj = i,ki = —ik = j
(on vérifie qu’elle est bien associative, et que tout élément non nul de H est
inversible). Soit o I'anti-involution (c-a-d. o(hihse) = o(he)o(hy)) de H définie
par o(x+yi+zj+tk) = x —yi— zj —tk, de sorte que g(h) := o (h).h := ||h||?
fournit une structure euclidienne & H ~ R*, et soit U := U, (H) le sous-groupe
du groupe multiplicatif H* formé par les quaternions de norme 1. On peut
voir H = C ® Cj ~ C? comme un C-espace vectoriel de dimension 2, que
||.]| munit d’une structure hermitienne. Alors, 'application p : U — G Ly(C)
qui attache a u € U I'automorphisme C-linéaire de H : h — p(u)(h) := hu™*
est un homomorphisme de groupes injectif. Comme ||hul|| = [|h]].||u|] = ||R]|
pour tout h € H, son image est contenue dans le groupe unitaire U(2). En fait,
pour v~ ! = a+3j € C&Cj de norme aa@+ (5 = 1, la matrice représentativle
de p(u) dans la base {1, j} de H est donnée par ( g _@ﬂ ) = ( _046 g ) :
de sorte que p établit un isomorphisme de U sur U(2).

L’espace Ri @ Rj @ Rk des quaternions purs, muni de ||.||, s’identifie a
'espace euclidien usuel R3. Pour tout u € U, Papplication Int(u) : h
whu™t de H induit une isométrie de R3, d’ott un homomorphisme de groupe
m: U — SO(3), appliquant u sur w(u) = (Int(u))|gs, de noyau UN centre
de H* = {£1}. La théorie des algebres de Lie permet de montrer que 7 est
surjective, de sorte que SO(3) ~ SU(2)/{£I,}.

Dans le méme ordre d’idée, considérons H"™ comme un espace vectoriel a
droite sur H, et soit G L, (H) le groupe des automorphismes H-linéaires de H".
Avec l'identification H" = C"+ jC", on a GL,,(H) = {P € GLs,(C), PJy, =
J2, P}. Son sous-groupe U, (H) = U(2n)NSp,,(C) coincide avec a U ~ SU(2)
pour n = 1, mais c’est en général un nouveau groupe.
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I11.3.2 Géomeétrie euclidienne

Nous nous restreignons désormais au cas euclidien : K = R, et b est un
produit scalaire sur £ ~ R", c’est-a-dire une forme bilinéaire symétrique
définie positive (= de signature (n,0)). Alors, E admet des bases {ey, ..., €, }
orthonormées (= orthogonales et pour tout 4, q(ei) = 1), et on peut sans
restreindre la généralité supposer que ¢(z) = 931 + .t 2k = Hx||2 ce qui
identifie O(E) a O(n). Les éléments de SO(n {u € O ), det(u) = 1}
= O(n)" s’appellent les rotations de E. Le complementaure de SO( ) dans
O(n) est noté O(n)~. Pour n impair, il contient —I,,, de sorte que O(2m—+1) ~
SO(2m + 1) x {£1}; pour n pair, il contient des éléments d’ordre 2, mais
aucun n’est central, donc on a seulement : O(2m) ~ SO(2m) x {£1}.

Das e cas 1 = 2 e gonpe 5002 = (1 = 729 00

R/27Z} est commutatif (et isomorphe a U(1l) = {z € C*,|z| = 1}). Tout
élément de O(2)~ est une symétrie orthogonale Sp par rapport a une droite
vectorielle D de R?) et O(2) = SO( ) X, {£1}, ou —1, représentable par
n’importe quelle symétrie Sp = Sp', agit sur SO(2) par 7(—1)(Ry) = R_y
(c-a-d. SDR@SD = R_p). La composée Sp: o Sp de deux symétries dont les
droites forment un angle (D, D') = 0 mod (7Z) est la rotation Rag.

Soit W un sous-espace vectoriel de E, d’orthogonal W+. La relation
E =W @ W+ permet de définir la projection orthogonale my, sur W (c-a-d.
parallelement & W) et de méme, la symétrie orthogonale oy par rapport
a W si W est un hyperplan H, cette symétrie s’appelle la réflexion Ty par
rapport a H. Toute symétrie orthogonale oy, est une isométrie, et vérifie
0%, = idg. Inversement :

Lemme II1.3.2. i) Pour toute isométrie u d’un espace vectoriel euclidien
E,ona:FE=Ker(u—idg) L Im(u—idg)

i1) Pour tout automorphisme u d’ordre 2 d’un espace vectoriel £, on a
E = Ker(u—idg) ® Im(u —idg), et Im(u —idg) = Ker(u + idg).

iii) Tout élément u d’ordre 2 de O(n) est une symétrie orthogonale.

Preuve : i) Dune part, Ker(u — idg) et Im(u — idg) sont de dimensions
complémentaires. D’autre part, pour tout (z € Ker(u — idg),z € E) :
b(z,u(z)—2) = blu™'z, 2)—b(x,z) = b(z, 2)—b(x,z) = 0, d’ott Ker(u—idg) L
Im(u — idg).

ii) Montrer, plus généralement, que si P, € K[T| sont des polynomes
premiers entre eux tels que P(u)Q(u) = 0, ona E =W oW’ ou W =
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Ker(P(u)) = Im(Q(u)), W = Ker(Q(u)) = Im(P(u)). On pourra partir
d’une relation de Bézout : il existe A, B € KT tels que AP + BQ = 1.
iii) Posant W = Ker(u — idg), on voit que u = idw .0 = ow.
0 —'del
Proposition II1.3.3. Soit u une isométrie sur £ ~ R",

i) Il existe des entiers a,b,c > 0, avec a + b+ 2c = n, et une base
orthonormée de E, dans laquelle u est représentée par une matrice du type
I, O 0 0
0 -I, 0 0
0 0 Ry, O
0 O 0 Ry,
i) Il existe un entier p < n et des reflevions Ty, ....,Tn,, telles que u =
TH, © ... © T, . En particulier :
iii) tout élément de O(2)~ est une reflexion; les points fixes d’un élément
u # idg de SO(3) forment une droite, qu’on appelle l'aze de la rotation u ;
SO(n) est connexe par arcs, donc conneze.

, 0l a+b+2c=n, et pour tout i, 0; ¢ 7.

La partie (i) signifie que pour tout U € O(n), il existe P € O(n) telle
que P7'UP soit une matrice du type indiqué. Ou encore : il existe une
décomposition orthogonale £ = V* 1LV~ L II; L ... L II., en sous espaces
stables sous u, tels que u|V"™ = id, u|V~ = —id, les TI; sont des plans , et u
y induit des rotations d’angles 6; #Z 0,  mod 27.

Preuve i) Par récurrence sur n. Le cas n = 1, resp. 2, est trivial, resp. clas-
sique. Pour n > 3, soient Ay, ..., A\, m < n les valeurs propres de u dans C,
c’est-a-~dire les racines de det(u — Aidg) = 0. Si I'une, soit A, est réelle, il
lui correspond un vecteur propre v; € E, qu'on peut supposer de norme 1 et
qui vérifie g(v1) = q(u(v1)) = Nq(v1), donc A = +1. Comme les isométries
préservent la relation d’orthogonalité, 'hyperplan E; := (Ruv;)t est alors
stable sous u, et on peut appliquer I'hypothese de récurrence a u; = g, .

Si en revanche aucune valeur propre n’est réelle, deux au moins, soit A
et Ay = A1, sont complexes conjuguées. Considérons alors le complexifié Ec
de F, sur lequel b s’étend en un produit scalaire hermitien b¢, et notons uc
I’automorphisme C-linéaire que u induit sur E¢c. Il est unitaire, et admet
A1, A2 parmi ses valeurs propres. Donc [A;| = |[\y| = 1, et on peut écrire A\; =
e Ny = e on 0 # 0, 7. Les vecteurs propres vy, v, € E¢ correspondant
sont linéairement indépendants sur C (ils sont méme orthogonaux pour bg,
puisque Aj 'be(v1,v3) = be(ug' (v1),v2) = be(vr, uc(v2)) = Aobe(vr,v2) =
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Aibe(vy,v2), tandis que A[' # A;). De plus, Ec admet une involution o
semilinéaire (V(\,v) € C x Eg,o(\v) = \v ), qui vérifie Ker(o —idp.) = E
et qui commute & uc. On peut donc choisir v = ¢(v;) comme vecteur propre
pour \s. Dans ces conditions, le plan II¢ engendré par vy, v, dans E¢ contient
les vecteurs wy = 3(vy + o(v1)), ws = 5 (v1 — o(v1)), qui appartiennent a E.
Ainsi, IIc N E est un plan réel I1; de E stable sous u. Les valeurs propres de
Iisométrie u' := w;, sont e, e~ donc u' est la rotation d’angle 6; (qui
est représentée par Ry, dans toute base orthonormée de I1; ), et le sous-espace
E, =17 de E, de dimension n — 2, est stable sous u. On peut donc appliquer

I'’hypothese de récurrence a u; = ug, .

ii) C’est un corollaire de (i) : chaque Ry, peut s’écrire comme composée
de deux reflexions 7+ o 7~ du plan II;, qui sont induites par les reflexions
Tyt de B d’hyperplarlls HijE — th @, 1; VT @ V. Toute droite D de V
foflrnit de méme une reflexion 75 relative a I'hyperplan H = D+ de E. En
choisissant b droites de V' orthogonales, on obtient b hyperplans Hy, ..., H,,
tels que u =Ty, 0...0Tg, O T+ OTy—... 0T+ 0Tyy—, Aot les p=b+2c<n
réﬂegions rech}c{;(:hées. R e g Tes

iii) Les décompositions ci-dessus ne sont pas uniques, mais la parité de b
et de p ne dépend que de u, puisque det(u) = (—=1)° = (=1)?. Pour n = 2 et
det(u) = —1, cela impose p = 1, et u est une réflexion (en fait, nous avons
utilisé cette propriété de O(2)~ au démarrage de la récurrence de (i)). Pour
n = 3 et det(u) = 1, celaimpose p = 2, u = Ty, o7y, : st Hy = Hy, u = idg (et
a = 3);sinon, a = 1, donc Ker(u—idg) est une droite A, qui contient, donc
coincide avec la droite H; N Hy, et u est la rotation d’axe A, d’angle deux fois
I'angle de (Hy, Hs). Enfin, tout élément u de SO(n) admet un b = 20’ pair,

= 0

0 R, )
Apres conjugaison par une matrice de changement de base P, I'application
t €0,1] — (Rixy ..., Rix, Rigy, ..., Ryg,) fournit alors un chemin continu reliant
I, & u dans SO(n). Donc SO(n) est contenu dans la composante connexe
O(n)*™ de I, dans O(n). Puisque cette derniére est contenue dans I'image
inverse de 1 par 'application continue det : O(n) — {1,—1}, on a bien
SO(n) = O(n)*, comme annoncé plus haut.

pour lequel —I, s’écrit comme la matrice a b’ blocs diagonaux

Espaces affines euclidiens

Un espace affine euclidien £ est un espace affine réel dont l'espace vec-
toriel directeur est un espace euclidien (F,b). Pour P, € &, on appelle
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distance de P & Q le nombre d(P,Q) = (¢(PQ))2. Une isométrie affine de
& est une application f : £ — £ qui conserve les distances. Ainsi, les trans-
lations t, v € E sont des isométries affines. L’énoncé suivant montre que

les isométries affines de £ forment un sous-groupe, noté OA(E), du groupe

affine GA(E), et que OA(E) ~ E %, O(E), pour l'action naturelle 7 de O(E)
sur E (voir chapitre I, §3.2).

Proposition 111.3.4. Soit f une isométrie affine de €. Alors,
i) [ est un automorphisme affine de £ ; c-a-d. f € GA(E). On note 7 €
GL(E) lapplication linéaire correspondante ;
ii) Il existe une unique couple (v, g) € E x OA(E) vérifiant les 3 propriétés
suivantes : R

(a) f=tzog;doncg = f;

(b) Fix(g) = {P € &,9(P) = P} est non vide; donc c’est un sous-espace
affine de &, d’espace vectoriel directeur Ker(? —idg);

(c) T € Ker(f —idp).
De plus, on a alors automatiquement : t- o g = got.

Preuve : 1) Fixons une origine O de £. Alors, f' = tm o f est une isométrie

affine de £ qui fixe O. En identifiant le vectorialisé £ de £ a F, on peut donc
voir f' comme une application de F dans E telle que f/(0) = 0. Pour tout
H
7 € E,onaalors : q(f'(7)) = q(f'(7)— f'(0)) = q(7), et la Proposition
3.1 entraine que f’ est linéaire. Donc f' € GA(E), et de méme pour f.
ii) Montrons tout d’abord que si une décomposition f = t o g vérifie (a)
et (b), elle vérifie (c) si et seulement si ty0g = gotw. En effet, gtz 97" = t5
H
est égal At sietsltsi v € Ker(g —idp) = Ker( f —idg).
Montrons maintenant qu’une décomposition f = t- o g = g ot vérifiant
(a), (b), (c) est unique. Soit B un point fixe de g, et B’ = f(B) = B+ v son
— —_— —
image par f. Pour tout P € &£, d'image P’ = f(P),ona PP' = BP'— BP =
== - — N — — . — .
BB '+ (f —idg)(BP) = v + (f —idg)(BP),ouv € Ker(f —idg). Mais
—
d’apres le lemme 3.2.i, une telle décomposition de PP’ est unique, donc v,

et par conséquent g = f ot_-, sont entierement déterminés par f.
Construisons enfin une décomposition, en fixant une origine O de &,

. / . — - . —
d’image O' = f(O) sous f. Selon le lemme 3.2.i, O0' = v+ ( f —idg)(W) €
— —
Ker(f —idp)@®Im( f —idg). Soit B =0 —w, et soit g € OA(E) I'(unique)
ﬁ
isométrie affine fixant B et de partie linéaire ¢ = f. Alors f et t o ¢ ont
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mémes parties linéaires, et valent au point B

—

F(B) = 0"+ f(OB) = 0+00'+ f (OB) = O+ T +( f —idg)(BO)+ f (OB)
= B+ v =ty o g(B), donc coincident sur tout &.

Parmi les isométries affines f, on distingue en particulier : .

- les déplacements (resp. antidéplacements), dont la partie linéaire f €
O(n)™ est une rotation vectorielle (resp. 7 € O(n)™). Le groupe OA(n)* ~
Ex.0(n)" des déplacements contient les translations, et est encore connexe.

- les rotations, qui sont les déplacements f possédant au moins un point
fixe. Sin =2, f # idg est uneg)tation affine si et slt si 7) est une rotation
vectorielle # idg : alors, Ker( f —idg) = 0, et f # idg a un unique point
fixe, appelé centre de la rotation.

- les symétries orthogonales oy, par rapport a un sous-espace affine YW de
€ : oy est la symétrie affine par rapport & W parallelement a ’orthogonal W+
de la direction W de W. Quand W = H est un hyperplan de £, on parle de
la réflexion T4 par rapport a H ; ¢’est un antidéplacement, d’ordre 2 dans le
groupe OA(n). Le composé de deux réflexions par rapports a des hyperplans
paralleles de direction H est une translation par un vecteur v € H=.

Sin = 2 et si f est un antidéplacement, alors 7 est une réflexion
vectorielle (Prop. 3.3.iii) par rapport a la droite D = Ker(? —idg). Si
Fiz(f) # 0, c-a-d. si, dans la décomposition canonique f = t+ o g donnée
par la Prop. 3.4.ii, le vecteur ¥ est nul, f est une réflexion par rapport une
droite D = Fixz(f) de direction D. En revanche, si Fiz(f) = 0, f n’est
pas une réflexion, mais une symétrie glissée (voir chap. I, §3.2, exemple iii).
Comme la translation ¢t est le produit de deux reflexions par rapport a des
droites perpendiculaires a D, on voit qu'une symétrie glissée est la composée
de p réflexions, avec p = 2 4 1, et que p ne peut étre choisi < 3. En fait :

Proposition IT1.3.5. Soit f une isométrie affine d’un espace affine euclidien
& de dimension n. Il existe un entier p < n+1 et des reflexions Ty, ...., Tx,
telles que f = Ty, 0...0 T, .

Preuve : si f admet un point fixe O, f s’interprete comme une isométrie
vectorielle du vectorialisé £y, et on peut lui appliquer la Proposition 3.3.ii.
Sinon, 7 — 1dg n’est pas inversible, de sorte que l'entier a apparaissant
dans la décomposition de I'isométrie vectorielle 7 a la Proposition 3.3.1 est
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nécessairement > 1. Considérons alors la décomposition canonique f =t og
de f : comme ¢ = 7), son a est aussi > 1, et comme g admet un point fixe,
on peut, en passant au vectorialisé, écrire g comme un produit d’au plus
b+ 2¢ < n réflexions de &y, d’ou, puisque t= est produit de deux réflexions,
une décomposition de f en produits d’au plus b + 2c¢ + 2 < n + 1 réflexions.

Voici une autre preuve, plus géométrique, de cet énoncé. Soient & C
Fiz(f) un ensemble de points fixes de f, et P un point de £ non fixé par
f. Montrons qu’il existe une réflexion 7y telle que 'isométrie g = 7y o f
admette P et les points de ® parmi ses points fixes. Puisque f(P) = P’ n’est
pas égal & P, il existe un unique hyperplan H orthogonal a (PP’) et passant
par le milieu M du segment [PP’|. Alors, 7(P’') = P, donc P € Fix(gy).
Par ailleurs, tout point @ de ® vérifie d(Q, P) = d(f(Q)f(P)) = d(Q, P’),
donc (QM) L (PP'), et Q € H est fixé par 75, donc par 7y o f = g;.

Soit alors {Fy, ..., P,} un repere affine de £. En itérant le procédé supra
p fois, avec p < n + 1, on construit p hyperplans H; tels que l'isométrie
g = Tw, © ... 0 Ty, © f admette Fy, ..., P, parmi ses points fixes. Comme une
application affine est entierement déterminée par ses valeurs sur un repere
affine, c’est que g = idg, et f =Ty, 0...0Ty,.

Signalons pour conclure que sans étre des isométries, les projections or-
thogonales et les similitudes (c’est-a-dire les composées d’isométries par des
homothéties) jouent un réle important en géométrie euclidienne. Le cercle des
9 points en fournit une illustration classique : voir http ://pagesperso-orange.
fr/debart /geoplan/feuerbach.html , d’ou est extraite la figure ci-dessous.
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Chapitre IV

Géomeétrie multilinéaire
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CHAPITRE IV

GEOMETRIE MULTILINEAIRE

IV.1  Produits tensoriels.

Dans ce paragraphe, on considere des espaces vectoriels, de dimension
éventu-ellement infinie, sur un corps (commutatif) K quelconque. En premiere
lecture, on pourra les supposer tous de dimension finie.

IV.1.1 Définition

Soient V' et W deux espaces vectoriels. On cherche a construire un espace
vectoriel V@ W tel que la donnée d’une forme bilinéaire b sur V' x W équivale
a celle d'une forme linéaire f, sur V ® W. Plus généralement, on étudie le
“probleme universel” suivant.

Eziste-t-il un couple (E, ) formé d’un espace vectoriel E et d’une appli-
cation bilinéaire B :V x W — E vérifiant la propriété suivante : pour toute
application bilinéaire b de V- x W wers un espace vectoriel U quelconque, il
existe une unique application linéaire f = f,: £ — U telle que

pour tout (v,w) € V. x W, b(v,w) = fb(ﬁ(vaw» )

autrement dit, telle que b = f, o 3.

Du fait de la condition d’unicité, deux solutions (FE, (), (E’,3') de ce
probleme sont liées par un isomorphisme K-linéaire ¢ : E — FE’ tel que
¢of = S’y aune solution, elle est donc unique a isomorphisme pres.
On va montrer qu’il existe une solution. On la désignera (& isomorphisme
pres) par (£ =V @ W, 3). Pour tout (v,w) € V x W, on écrira

Blv,w) =vEweVaW,
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de sorte que la bilinéarité de 3 se traduit par les relations :
Vo, o' e Viw,w e WIAEK , (W) @w=1v® (Aw) =AvQw);
1R (wtw)=vuw+vuw , (v+v)Qw=vQw+ v ®w.

Lorsqu’on veut préciser le corps des scalaires K, on écrit V ®x W. On dit
que V@g W est “le” produit tensoriel de V par W sur K. Ses éléments s’ap-
pellent des tenseurs, ceux de la forme v®@w des tenseurs purs (ou décomposés).
Attention : une somme v @ w + v’ @ w' € V ® W n’est en général pas un
tenseur pur!

Existence du produit tensoriel.

Premiere preuve : soit £ 'espace vectoriel formé par toutes les applications
ensemblistes de V' x W dans K nulles en dehors d'un sous-ensemble fini de
V x W. Il admet pour base {6, ), (v,w) € V x W} ou 6, désigne la fonction
de Dirac relative au point x € V' x W. Considérons le sous-espace vectoriel
F de & engendré par les éléments 6y, wtw) — O(w,w) = O(w,w’)s Outo’ w) — Oww) —
O’ w)s Orw,w) — Ad(ww)s Owaw) — A(ww), ainsi que I'espace vectoriel quotient
E=¢&/F Alors, 3:VxW — E: f(v,w) := classe de 0, dans E, est une
application bilinéaire de V' x W dans E, dont I'image ensembliste G(V x W)
engendre ’espace vectoriel E. Pour toute application b: V xW — U, 'appli-
cation fb : & — U qui attache a un élément X, w)eacv xw,A fini A(w,w)O(v,w) de
& Pélément 3y w)c A (w,u)b(v, w) de U est bien définie (car les d(y . forment
une base de &), et est linéaire. Si b est de plus bilinéaire, fb s’annule sur
F, et définit donc par passage au quotient par F une application linéaire
fo + B — U, qui vérifie bien f, o § = b. Enfin, f, est la seule application
linéaire de E dans U vérifiant cette propriété, puisque l'image de 3 engendre
FE tout entier.

Deuxieme preuve : soient {e;;i € I},{e;;j € J} des bases de V,W. A tout
(i,j) € I x J, attachons un symbole 1, ; et considérons l’espace vectoriel
E = ®qjerxs K., de base {n;;, (i,7) € I x J}. Il existe alors une
(unique) application bilinéaire §: V x W — E telle que ((e;, €;) = m; j pour
tout (7,7) € I xJ. Soit maintenant b : V x W — U une application bilinéaire.
Puisque les m,; ; forment une base de E, il existe une unique application
linéaire f, : £ — U telle que f(m;;) = b(e;,€;) pour tout (i,5) € I x
J. De la bilinéarité de b et de [, et de la linéarité de f,, on déduit alors
que pour tout v = Yica fini d)\iei eV, w= EjeB fini cJH;€5 € W, on
a: bv,w) = X peaxplipiblen ;) = fi(Bapeaxpringmiz) = fo(B(v,w)).
Ainsi, 'application linéaire f, vérifie la propriété requise, et c’est la seule
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puisque que I'image de 3 contient la base m;; de E. On voit ainsi de plus
que

Théoreme IV.1.1. : si V., W sont des espaces vectoriels de dimension finies
n,m, de bases {e;;1 <i <n} {e,1 <j<m}, alors V@&W est un espace
vectoriel de dimension nm, de base {e; ® €,1<i1<n,1<j< m}.

Remarques :

i) pour V = K, l'application bilinéaire K x W — W : (\,w) — Aw
établit un isomorphisme canonique K @ W ~ W.

ii) Inversion : L’application bilinéaire Vx W — W@V : (v,w) - w®v
établit un isomorphisme canonique V@ W ~ W ® V. Mais attention quand
V=W:dans V@V, v®v n'est égal & v/ ® v que si v et v’ sont colinéaires.

iii) Complexification : soit V un espace vectoriel sur R, de dimension n.
Comme C est un ev de dimension 2 sur R, on peut former C @ V := Vf,
qui est un R- ev de dimension 2n. De plus, pour tout A € C, I'application
CxV — Vi i (u,v) — Au®v est R-bilinéaire, donc induit un endomorphisme
R-linéaire m, de V. On vérifie que my+my = myya, myomy = myy, my =
idy,, de sorte que la loi C x Vg 3 (A, v) — A.v := my(v) € Vg munit V¢
d’une structure d’espace vectoriel sur C, de dimension n sur C. Un tel C-ev est
naturellement muni d’un involution C-antilinéaire o = ¢ : Vi — Vi, appelée
conjugaison complexe, et définie a partir des relations c(A ® v) = A @ v.
On récupere la structure réelle en notant que {v € Vg, c(v) = v} coincide
avec 1 ® V', qu'on identifie a V. Ceci montre d’ailleurs qu’il n'y a pas de
conjugaison complexe naturelle sur un C-espace vectoriel général (les essais
“évidents” dépendent du choix d’une base).

iv) K -algebres : ce sont les K-espaces vectoriels A munis d’une application
linéaire p : A ® A — A. Traduire ce que cela signifie en terme de la loi de
composition interne (a,b) — a.b := p(a ® b). Pour 'associativité, qui n’est
pas requise dans la définition d’une K-algebre (penser aux algebres de Lie),
voir le §2.1 ci-dessous.

v) Soient V; C V,W; C W deux sous-espaces vectoriels. Alors, 'applica-
tion Vi x Wy 3 (v1,wy) — v ® wy € V @ W fournit une application linéaire
injective ¢ : V; @ W7 — V ® W, qui permet d’identifier V; ® W; a un sous-
espace vectoriel de V @ W.

vi) (Hors programme) Attention toutefois : si une bonne partie des énoncés
de ce chapitre s’étend sans difficulté au cas des modules sur un anneau
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commutatif, ce n’est pas le cas pour linjectivité de ¢ au (v) précédent.
Ainsi, le Z-module V' = Z admet V; = 2Z ~ 7Z comme sous-module, et
en considérant le Z-module W = Z/27, on a V} @z, W ~ Z ®@; W ~ W,
tandis que le produit tensoriel dans V ®z W d’un élément 2n € Vi par
TeWvaut (2n) ®z1=2(n®z1) =n®z2.1 =n®z0 = 0. L’application
L:Vi®, W —V ®z W est donc ici identiquement nulle.

IV.1.2 Propriétés fonctorielles

Théoreme IV.1.2. Soient g : V. — V' h : W — W' deuz applications
linéaires. Alors, il existe une unique application linéaire, notée

gh: VW -V oW
telle que pour tout (v,w) € VX W, on ait (g @ h)(v @ w) = g(v) @ h(w).

Preuve : Papplication b : V. x W — V' @ W' : (v,w) — ¢g(v) ® h(w) est
bilinéaire. L’application linéaire correspondante f, est donc la seule vérifiant
ces conditions, et on la note f, := g ® h.

Mais cette notation impose de vérifier une compatibilité. Les applications
g, h appartiennent aux espaces vectoriels L(V, V'), L(W, W), et la notation
g ® h représente déja un élément de leur produit tensoriel. Heureusement,
Vapplication L(V, V') x LW, W') — LIVRW,V'@W') : (g, h) — f, fournit

une application linéaire canonique
k: LV, VYQ LW, W) — LV W,V @ W),

envoyant bien g ® h (au sens du membre de gauche) sur f;,. Elle est injective,
mais pas surjective en général (voir le théoreme 2).

Transcription matricielle : supposons V' =V, W' = W de dimensions finies
n,m, et soient A, B les matrices représentatives (n x n), (m xm) de g, h dans
des bases e;, €; de V, W. Alors, la matrice représentative de I’endomorphisme
g®@hdeV ®@W dans la base e; ® ¢; est donnée par le produit de Kronecker
A® B de A par B : c’est la matrice (nm x nm) obtenue en remplacant chaque
coefficient a; ; de A par le bloc a; B.

Pour tout espace vectoriel V| notons V* := L(V, K) le dual de V. Si V/
est de dimension finie, et muni d’une base {ey, ..., e,}, on notera {e}, ..., e’}
la base duale de V*, définie par €}(e;) = 6; 5,1 < i, j < n. On rappelle que le
rang d’une application lineaire est la dimension de son image.
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Théoreme IV.1.3. : soient V,W deux espaces vectoriels.
i) 1l existe une unique injection linéaire

G VIRW = L(V,W),

telle que pour tout £ € V* w € W,v € V, on ait (¢(€® w))(v) ={(v)w.
it) Limage de ¢ est formée des applications linéaires de V' dans W de rang
fini. En particulier, siV ou W est de dimension finie, ¢ est un isomorphisme.
iii) St W = Vest de dimension finie, et siu € End(V') est l'image par ¢ de
Yala ®vqy, alors sa trace vaut Tr(u) = Xoly(va). Dans les bases décrites plus
haut, Uapplication identité u = idy de V' est limage par ¢ de X1, ne; @e;.

Preuve : i) pour définir ¢ (qui est un cas particulier de l'application s su-
pra), considérer I'application bilinéaire V* x W — L(V, W) : (¢, w) — {v —
((v)w}. Pour l'injectivité, choisissons des bases {(;,i € I}, {¢;,7 € J} de
V*, W. Alors, les {{; ® €j,(4,7)} forment une base de V* @ W, et il suf-
fit de montrer que leurs images par ¢ sont des applications de V dans W
linéairement indépendantes. Dans le cas contraire, celles-ci enverraient tout
vecteur v de E sur des vecteurs £;(v)e; de W liés. Les ¢; étant linéairement
indépendants, on aurait donc ¢;(v) = 0 pour tout ¢« € I,v € V, et les ¢;
seraient toutes nulles.

ii) Comme V* ®@ W est formé de combinaisons linéaires finies des ¢; ® €;,
leurs images par ¢ sont bien de rang fini. Inversément, soit v : V. — W,
d’image W' de dimension finie, et soit {e1, .., €,,} une base de W’. Le lecteur
concluera en la complétant en une base {¢;,j € J} de W. Enfin, si V ou W
est de dimension finie, tout u est de rang fini.

iii) En complétant un élément non nul ¢, resp. w, de V*, resp. W en une
base de V*, W, et en considérant la base duale correspondante dans V', on
voit que ¢(¢ ® w) est représentée par une matrice U dont le seul coefficient
non nul est Uy = f(w). Sa trace vaut donc f(w), et la linéarité de ¢ et
de Tr permet de conclure. Voici une facon plus intrinseque de présenter
les choses : la forme bilinéaire V* x V. — K : ({,v) — {(v) définit une
forme linéaire canonique (appelée : contraction) T : V* @ V — K. Alors,
T o ¢~ est une forme linéaire sur End(V), qui coincide avec Tr sur les
endomorphismes de type ¢(¢ ® v). Pour la deniére assertion, noter que pour
tout k, ¢(Xief @ e;)(ex) = Xidige; = er = idy(er). On retrouve ainsi la
formule Tr(idy) = T'(X:ef ® €;) = Xief(e;) = n = dimV (évidente, mais qui
peut servir de définition de la dimension de V).
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Traduction matricielle : pour V,W de dimensions n,m finies, et munies,
ainsi que leurs duaux, de bases, une application linéaire u de V' dans W est
représentée par une matrice U, dont le coefficient U; ; de la i-eme ligne et
de la j-ieme colonne vaut €f(u(e;)). En particulier, si u = ¢(e} ® €), on
a Uy = € (er(e)en) = €flej)er(ex) = 0401k Donc ¢(ef @ ex) = Py est
représentée par la matrice élémentaire usuelle Ey;, (seul coefficient non nul,
et égal a 1, en k-ieme ligne, h-ieme colonne). Et u = ¥, ;U; ;¢; ; est 'image
par ¢ de 3 ;U; je ® €;. Sous-entendant ¢, on peut écrire I'image sous u d'un
vecteur v = Xxrer sous la forme

u(’u) = E@jUi’j(E; 0% 61)(Ekl’k€k> = ZZ (ZjUle'j)Q = 21%61

Traditionnellement, on pose Us; = U}, v = (z', ...,2"), u(v) = (', ...,y"), ot
y' = Y= WU, formule qu’on écrit sous la forme : y* = Uja?. 1l s’agit la de
la convention d’Einstein, ou un indice apparaissant en positions supérieure et
inférieure dans un méme terme représente ’effet d’une contraction, et signifie
donc qu’on somme sur toutes les valeurs de cet indice. Un autre exemple est
donné par Tr(U) = T(Ei,jUije}‘ ®e;) = Ul

(2
Remarques :

i) Pour W de dimension finie, W est isomorphe a son bidual W**, L(V, W)
~ V*QW, LIW*, V*) ~ W**QV* ~ WRV™* et 'opération d'inversion décrite
a la remarque (ii) du §1.1 : V* @ W ~ W ® V* correspond a la transposition
des applications linéaires : L(V,W) 3 u — ‘u € L(W* V*).

ii) D’apres la définition-méme de V @ W, son dual (V @ W)* s’identifie
a lespace des formes bilinéaires sur V- x W. Supposons maintenant V, W de
dimensions finies. On a alors un isomorphisme canonique

Ko VIRQW = (VeW),

tel que (ko(f ® m))(v ® w) = ¢(v)m(w) pour toutes formes linéaires ¢, m
sur V, W et tous v, w dans V, W. En particulier, pour V = W toute forme
bilinéaire sur V' s’écrit sous la forme b = Y1, j<nbije] @ej. Traduire en terme
de V*® V™ la condition que b soit symétrique ; qu’elle soit de rang r ; de rang
1. Pour v = Sz'e;,w = 3;97¢;, on a b(v,w) = X< j<pbijz'y’, ce qui s’écrit
bijz'y’ avec la convention d’Einstein. La distinction entre les matrices U/
et b;; est claire : les tenseurs qu’elles représentent vivent dans des espaces
V*e V,V*® V* différents.

iii) Pour V, V', W, W' de dimensions finies, le morphisme x : L(V, V') ®
LW W) — LIVRW, V'@ W') équivaut, par le biais de ¢, a I'isomorphisme
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(V'eV)ie(W W) ~(VeW)* e (V' ®W’') obtenu en composant g,
I’associativité et I'inversion des facteurs.

iv) (Produit tensoriel de mesures) Soient X, Y deux espaces topologiques
compacts, munis de mesures u,v. Pour tout f € C(X,R),g € C(Y,R),
on pose (f ® g)((z,y)) = f(x)g(y). Justifier cette écriture et montrer que
C(X,R)® C(Y,R) s’identifie & un sous-espace de C(X x Y,R) dense pour la
topologie de la convergence uniforme. On construit alors une mesure p ® v
sur X x Y vérifiant (u ® v)(f ® g) = p(f)v(g). Justifier cette notation, et
énoncer le théoreme de Fubini. Pour X =Y = [01] C R, munis de la mesure
de Lebesgue p = dx,v = dy, on note dr ® dy := dxdy.

IV.2 Algebre tensorielle.

En dehors des paragraphes 2.2 et 2.3, la caractéristique de K reste ici
quelconque, mais on pourra la supposer nulle en premiere lecture.

IV.2.1 L’algebre tensorielle QV.

Soient p un entier naturel, et Vi, ..., V, des espaces vectoriels sur K. Une
application de V; x ... x V,, dans un espace vectoriel U est dite p-linéaire, si
pour tout i et tout (vq, ..., Vi—1, Vit1, ..., Up), sa restriction & vy X ... X v;_1 X V; X
Vit1 X ... X v, fournit une application linéaire de V; dans U. En remplacant
bi- par p- au paragraphe précédent, on pose un probleme universel, dont la
solution existe et est notée V; ® ... ® V,, (a isomorphisme pres).

Ainsi, pour p = 3, l'application trilinéaire V; x Vo x V3 — V1 ®@ (Vo @ V3) :
(v1,v9,v3) — v ® (v2 ® v3) définit une application linéaire canonique de
Vi ® Vo ® Vs dans V) @ (Vo ® V3). On vérifie, par exemple en prenant des
bases, que c’est un isomorphisme, et on identifie désormais V; ® V5 ® V3 avec
Vi ® (Vo ® Vi), et, de méme, avec (V; @ Vo) @ Vs.

Quand tous les V; sont égaux a un méme V', sa p-ieme puissance tensorielle
est notée @V. On pose ®°V = K. Du fait de 'associativité supra (étendue
a un nombre quelconque de facteurs), la loi @V x @1V 3 (t1,1ts) — t1 Rty €
®PTIV permet de munir

RV 1= Dp>o R’V

d’une structure de K-algebre associative (et graduée), appelée l'algéebre ten-
sorielle de V. Pour V' de dimension 1, @V est isomorphe a l'algebre K|[T]
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des polynomes en une variable. En dimension plus grande, ®V n’est pas
commutative.

IV.2.2 Tenseurs symétriques et antisymétriques.

Nous supposons ici que K est de caractéristique nulle (et en particulier,
# 2).

Le groupe symétrique &, est le groupe, d’ordre p!, formé par les permu-
tations de 'ensemble {1,...,p}, avec la loi o7 = o o 7. Pour tout 0 € &,,
I'application (vy, ..., vp) = Vo-1(1)®...QVUy-1() définit un automorphisme p(o)
de ®PV vérifiant p(0)(v1 ®...QVp) = Vy-1(1)®...QVs-1(p) : €0 k-iéme position,
on met le vecteur qui était en o~'(k)-ieme position, autrement dit, on place
en o(k)-iéme position le vecteur qui était en k-ieme position. Par conséquent,
pour tout 7 € &, p(7)(p(0) (V1 @ ... @ vy)) = p(T)(Vg-1(1) & ... @ Vg-1(p)) =
Uo=1(r=1(1)) @ .. @ Us=1(r=1(p)) = V(r0)~1(1) & --- @ V(70)-1(p) = ,0(7'0')(7)1 X ... ®Up).
On a ainsi défini une action a gauche (o,t) — 0.t := p(co)(t) de &, sur V.

Un tenseur t € ®PV est dit symétrique, resp. antisymétrique, si pour
tout o € &,, on a 0.t =t, resp. 0.t = sgn(o)t, ou sgn(o) = sgn(c~') = £1
désigne la signature de la permutation . On note SymPV, resp. AntPV | le
sous-ev de ®PV formé par les tenseurs symétriques, resp. antisymétriques.
Clairement : SymPV N Ant?V = {0}, mais des que p > 2 et dim (V') > 1 (voir
plus bas), Sym?V @ Ant?V ne remplit pas tout @V,

L’endomorphisme de ®”V de symétrisation s, : t +— s,(t) = %Egegpa.t
JT%Zaegpsgn(a)a.t) a une image
contenue dans SymPV (resp. Ant?V'), ou il induit l'identité. On en déduit
que Im(s,) = SymPV, resp. Im(a,) = Ant?V.

(resp. d’antisymétrisation a, : t — a,(t) =

Le noyau de s, est le sous-espace vectoriel N, engendré par les tenseurs
de la forme {0.t —t,0 € G,,t € @V }. En effet, N, est clairement tué par
sp, tandis que tout élément ¢t de @V est somme de s,(t) € SymP(V) et de
(id—sp)(t) = %!Egegp(t—at) € N,. Donc Kers, = N, , @V = SymPV & N,
et s, est la projection de @V sur SymPV parallelement a N,,.

On montre de méme que le noyau de a, est le sous-espace vectoriel J,
engendré par les tenseurs de la forme {0.t — sgn(o)t,oc € &,,t € 'V}, et
que a, est la projection de ®”V sur Ant?V parallelement a J,.

Notons ici que pour p = 2, N; coincide avec Im(asy), Jo avec I'm(ss), de
sorte que ®*V = Sym?V @ Ant?V. Ainsi, @*(V*) = Sym?(V*) @ Ant*(V*),
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soit, pour V' de dimension finie (voir la Remarque (ii) du §1.2) : toute forme
bilinéaire sur V s’écrit de fagon unique comme somme d’une forme bilinéaire
symétrique et d’une forme bilinéaire alternée.

IV.2.3 Bases de Sym?V et de Ant’V.

Ici, K est encore de caractéristique nulle, et nous supposons que V' est un
espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une base (e, ..., €,).

Dans ces conditions, ®”V admet pour base les n” tenseurs e;, ® ... ®
€;,, ol (i1, ...,1,) parcourt 'ensemble des p-uplets, éventuellement répétés,
d’éléments de {1,...,n} := [1,n], c’est-a-dire ’ensemble des applications I :
[1,p] — [1,n], avec I(1) =iy, ...,I(p) = ip; on écrira alors e; = €;, @ ... €;,.
Pour n’importe quelle application J : [1,p] — [1,n], il existe une permu-
tation o € &, telle que (jy(1); .-, Jo(p)) SOt une réécriture de (ji,...,J,) en
termes croissants au sens large, c.a.d. telle que I = J o ¢ soit une applica-
tion croissante au sens large de méme image que J, multiplicités comprises.
Les classes de e; et de e; modulo N, sont alors égales. Par conséquent,
les images des ey dans SymPV, ou I parcourt I’ensemble des applications
croissantes (1 < iy < iy < ... < 4, < n), engendrent SymPV. Je dis
maintenant que ces images sont linéairement indépendantes. En effet, le
symétrisé d'un tel e; est la somme d’un multiple non nul de e; (correspon-
dant aux o stabilisant 1), et d’éléments e;, ® ... ® e;, de la base de ®”V ne
correspondant pas a des suites croissantes. Ainsi, SymPV admet pour base
{splei, ®...®e;,),1 < iy < ... <ip, <nj, el

n+p—1)

dim(SymPV') = < )

(Une fagon de vérifier cette formule consiste a noter que les suites ci-dessus
s’identifient aux monomes T;,..T;, = Tldl...T 4n en n variables de degré p =
di+...+d,. Ou encore, qu’elles s’identifient, via (i1, ..., ) — (i1, i2+1, ..., ip+
p—1), aux suites strictement croissantes [1, p] — [1,n+p—1] c.a.d. aux parties
a p éléments d’un ensemble & n + p — 1 éléments.)

Passons a Ant?V, et notons que comme car(K) # 2, J, contient les
tenseurs v1®...®v, pour lesquels v; = v; pour deux indices ¢ # j. En fait, J, =
J,, ou J, désigne le sous-espace de @V engendré par ces tenseurs et par les
{o.ef —sgn(o)e;, 0 € &, I:[1,p|— [1,n] strictement croissante}. On peut
donc reprendre le raisonnement précédent, en se limitant aux applications
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I :[1,p] — [1,n] strictement croissantes. On en déduit que Ant?V admet
pour base {ay(e;, ® ... ®e;,), 1 <ip < ... <1ip < n}. En particulier,

mnmAnqu::<Z).

Pour p = 2, on a bien dim(Sym?V) + dim(Ant*V) = (ngl)” + "("2_1) = n?,
mais la somme des dimensions sera < n? pour p > 2 (et n > 1).

IV.2.4 Une présentation plus intrinseque.

Nous ne faisons plus d’hypothese sur la caractéristique de K , et montrons
maintenant que SymPV et Ant? sont solutions de problemes universels, qui
fournissent a leurs classes d’isomorphismes des définitions meilleures, car :
(i) elles sont valables en toute caractéristique; (ii) elles sont mieux adaptées
a 1’étude de leurs propriétés fonctorielles; (iii) elles conduisent naturellement
aux analogues symétrique et antisymétrique (mieux, alterné) de 1'algebre
®V'. On fixe un espace vectoriel V' sur le corps K et un entier p.

Pour toute application b : V? — U, et tout o € &,, on pose (0.b)(v1, ..., vp)
= b(Vo(1); -+, Va(p))- On dit que b est dite symétrique (resp. antisymétrique)
si 0.b = b (resp. sgn(o)b) pour tout ¢ € &,; et que b est alternée si
b(vy,...,v,) = 0 des qu'il existe deux indices ¢ # j tels que v; = vj, ce qui
entraine (< en car. # 2) que b est antisymétrique, puisque &, est engendré
par les transpositions.

Eziste-t-il un couple (S,s) (resp. (A, \) ) formé d’un espace vectoriel S
(resp. A) et d’une application p-linéaire symétrique s (resp. alternée \) :
VP — S (resp. A) vérifiant la propriété suivante : pour toute application
p-linéaire symétrique (resp. alternée) b de VP wvers un espace vectoriel U
quelconque, il existe une unique application linéaire f = f, telle que

b= fyos (resp. b= fyo\).

La réponse est positive. La définition méme des sous-espaces N, (resp.
Jy) du §2.2 (voir aussi la fin de ce paragraphe) montre qu’elle est donnée
par S = (®PV)/N, (resp. A = (®PV)/J7), muni de I'application canonique
s (resp. A) : (v1,...,v,) + classe de v; ® ... ® v, modulo N, (resp. J}). On
posera désormais :

SV = @V/N, , NV =&V/J;
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s(v1, V2, .., V) = V V2.0, , A(v1, V2, .o, 0p) =01 AV A L Ay

Par exemple, les symboles v.w € S?V (resp. vAw € A?V) sont caractérisés
par les relations de bilinéarité que vérifie v ® w, jointes aux relations v.w =
w.v (resp. v Av = 0).

On dit que SPV (resp. APV) est la p-iéme puissance symétrique (resp.
extérieure) de V. Les éléments de APV sont appelés des p-vecteurs, ceux de
AP(V*) des p-formes.

En caractéristique nulle, le §2.2 montre qu’on peut relever les quotients
SPV (resp. APV) de ®PV en ses sous-espaces SymPV (resp. Ant?V'), mais
comme 'a déja fait deviner le calcul de leurs dimensions au §2.3, de tels
relevements sont inutiles, et les mémes arguments montrent qu’en toute ca-
ractéristique :

Théoreme 1V.2.1. pour V de dimension n, de base {eq,...,e,} :
- SPV, de dim. ("Jrﬁ*l), admet pour base les {e;,...e;,, 1 < iy < ... <ip <n};
- APV, de dim. (;), admet pour base les {e;, N...Ne;,, 1 <y < ... <ip, <nj.

(Il est d’ailleurs clair sur sa propriété universelle que APV = {0} pour
p > dimV | toute forme p-linéaire alternée sur VP étant alors identiquement
nulle.)

Ainsi, pour p = n, A"V est une droite, engendrée par le n-vecteur ey A... A
en. Pour tout n-uplet v = (vy, ..., v,) de vecteurs de V', on appelle déterminant
de la famille {vy, ..., v, } relativement a la base e = (e, ..., e,) 'unique scalaire
dete({v}) € K tel que v1A...Av, = dete({V}) e1A...Aep. Siv; = Eimy ni j€,
ona:vA.. Aty =% i Ti1Tiy2.--Tiy, n €y N... N€;,, Ol (i1, ..., i) parcourt
I’ensemble de tous les m-uplets ordonnés d’éléments distincts de {1,..,n},
d’ou :

dete(v1, ..., Un) = Yocs, SGN(0) T1,6(1)---Tno(n)
Mais deto({v}) ne dépend que de v; A ... A v, et de e; A ... A e,,. Déduire de
cette remarque que det, est une forme n-linéaire alternée sur V', et retrouver
toutes les propriétés élémentaires du déterminant.

Remarquons enfin que puisque &, est engendré par les transpositions
(1,0 +1),1 <7 < p, une forme p-linéaire b sur V (c’est-a-dire sur V?) est
symétrique si et seulement si elle s’annule sur le sous-espace N, engendré par
les tenseurs de la forme v; ® .. ® v;_1 ® (V; @ Vit1 — Vig1 V) R V2 ® ... @ V.
On en déduit (on aurait pu le montrer directement) que N;) = N,,. De méme,
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une forme p-linéaire b sur V est alternée si et seulement si elle s’annule sur
le sous-espace JI’,’ engendré par les tenseurs de la forme v ® .. ® v;_1 ® v; ®
Vi @ Vipa @ ... ® vp. On en déduit (ou on montre directement) que J), = J7
(qui, en car. # 2, coincide avec Jp,).

IV.2.5 Algebres symétrique et extérieure

Soit maintenant ¢ > 0 un second entier. Comme N,®(®V) et (&PV)®N,
sont contenus dans N, 4, la loi de produit (V) x (®?V) — @PTV définie
au §2.1 induit par passage au quotient une application bilinéaire canonique
SPV x 81V — SPHAV . (ty,ty) — ti.ty := classe de {; ® £, modulo N,
(indépendante du choix des relevés t;,t, de t;,ty dans ®”V, ®7V). On a ainsi
muni

S(V) = @pZOSpV

(avec S°V = K) d’une structure de K-algebre graduée, associative et com-
mutative, appelée l'algebre symétrique de V. Pour V' de dimension finie n,
le théoreme 2.1 montre que S(V) s’identifie a l'algebre K11, ...,T,] des
polynomes en n variables a coefficients dans K. Pour V de dimension 1,
RV = S(V) =~ KI[T], et K[T] ® K[T| ~ K[T1,Ts]. De facon générale,
K[Xy,... X, @ K[Y1, ... Y] =~ K[X1, ..., X, Y1, ..., Yol

Remarque : en fait, c’est a S(V*) qu’il vaut mieux identifier K[T7, ..., T,].
En effet, T1, ..., T, peuvent étre vus comme des formes linéaires sur V' for-
mant une base de V*, et les monomes {Tldl, LT dy + .o+ d, = p}, qui
s'interpretent naturellement comme des formes p-linéaires symétriques sur
V', forment une base de S?(V*), .

De méme, J) ®@ (®7V) et (®PV) ® J; sont contenus dans J,, et la loi
de produit (®PV) x (®1V) — ®PTV induit par passage au quotient une
application bilinéaire canonique APV x AV — APTIV | notée : (t1,t3) —
t1 Aty; ce (p + q)-vecteur s’appelle le produit extérieur du p-vecteur t; par

le g-vecteur t5. Pour V' de dimension n, on a ainsi muni
AV) = Bpo,. . n NPV

(avec A% = K) d’une structure de K-algebre graduée de dimension 2",
associative et, si n > 1, non commutative, appelée [’algebre extérieure de V.
On a néanmoins la propriété d’anticommutativité suivante :

Vi, € NPV ty € NV, ty Aty = (—1)Pt; Aty dans APTTV
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car pour passer de (1,....,p,p+1,...,p+¢q) a(p+1,...,p+¢q,1,...,p), il suffit
de faire pq chevauchements. En particulier, au moins en car. # 2, si t est un
p-vecteur avec p impair, t At = 0 dans AV (quand p = 1, on le savait déja,
par définition); mais si p est pair, t A ¢ n’a aucune raison d’étre nul : par
exemple, pour dimV >4, t =e; Aey+e3 Aeyg € A2V a pour carré extérieur
tAt=2e Nes Aeg Aeg # 0 dans A*V.

IV.2.6 Propriétés fonctorielles

Du fait de leurs applications géométriques, nous allons nous concentrer sur
le cas des puissances extérieures, mais la théorie peut étre développée de fagon
parallele pour les puissances symétriques. Pour simplifier, nous supposons
désormais que notre espace vectoriel V' est de dimension n finie, muni d’une
base e = (eq, ..., ;). Nous désignons par (e}, ...,e") la base de V* duale, et
pour tout p > 0 :

e par S(p,n) l'ensemble, a (;) éléments, des suites strictement croissantes
J :[1,p] — [1,n], qu’on identific aux parties a p éléments {j; < ja < ... < jip}
de {1,...,n}, avec J(i) = j;;

e par {e; =e;,,A...A\ej,,J € S(p,n)} la base de APV donné par le théoreme
2.1;

e par {ej = ¢} ,A... Nej J € S(p,n)} la base de AP(V*) définie de la méme
facon.

Le caractere “fonctoriel” des constructions tensorielles conduit aux propo-
sitions-définitions suivantes.

Soit u : V — W une application linéaire. Il existe une unique application
linéaire, notée NPu : NPV — NPW telle que pour tout (vy, ...,v,) € VP, on ait
(APu) (v A o Avp) = w(vg) Ao A u(vy).

En effet, I'application b : VP — APW : (vy,...,v,) — u(vy) A ... Au(vy,) est
une application p-linéaire alternée, et on note f, := APu ’application linéaire
qu’elle induit sur APV. On prendra garde au fait que la notation APu ne
désigne pas un élément de AP(L(V,W)); il n’y a pas de confusion possible,
APy ne pouvant étre que nul dans ce deuxieme sens. Remarquons également
que si ¢ : V3 — V est une injection, 'application AP7 est encore injective, et
permet d’identifier APV} a un sous-espace vectoriel de APV. Pour V =W, et
p = n, on obtient :
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Soient V' un ev de dimension n, et u € End(V'). Alors, \"u s’identifie a

un scalaire, noté det(u) € K et appelé le déterminant de ’endomorphisme u
de V. Pour tout u,u' € End(V), on a : det(uv'u) = det(u')det(u).

En effet, pour tout ev D de dimension 1, la contraction D* ® D —
K montre que End(D) s’identifie de fagon canonique & l’anneau K. Donc
A"y € End(A"V) est un scalaire det(u) indépendant du choix d’une base.
Par ailleurs, v/ ou vérifie A" (v ou)(vi A... Avy) = o/ (u(vy)) Ao AW (u(vy)) =
A (A" u(vr Ao Ay)), et AM(W o u) = A"/ o Au. Sie = (e, ...,e,) est
une base de V', on a A"u(ey, ...,e,) = u(ey) A ... Au(e,), donc

det(u) = dete(u(er), ..., u(en)),

comme espéré. En développant 'expression Car,(\) = A"(u—Aidy ) définissant
le polynome caractéristique de u, on retrouve pour la trace de u la formule
Tr(u) =Xz, nef(ule;)).

Théoreme IV.2.2. : [ existe un isomorphisme canonique NP(V*) ~ (APV)*
tel que pour tout (4, ...,0,) € (V*)P et tout p-vecteur vy A ... Av, € NPV, la
p-forme £y A ... AL, € NP(V*), vue dans (APV)*, vérifie

(G A AL (01 A Aop) = det (€(vy))

1<i,j<p’

Dans cette identification de NP(V*) avec le dual de NPV, la base {e¥,J €
S(p,n)} est la base duale de la base {e;, J € S(p,n)} de NPV

Preuve : pour tout p-uplet ¢ = (¢y,....,¢,) € (V*)P, la forme p-linéaire sur
V' définie par by : (vy,...,v,) — det(&(vj)) est alternée, donc définit une
forme linéaire f,, sur APV, c’est-a-dire un élément f, de (APV)* vérifiant
fe(vi A ... Avy) = det(0;(v;)), et Papplication £ — f, de (V*)? dans (APV)*
est p-linéaire alternée, donc définit une application linéaire canonique : ¢ :
NP(V*) — (APV)* telle que ¢(€1 A ... A L,) = fi. Pour tout I,J € S(p,n),
I'image de e} par ¢ vérifie : ¢(ef)(er) = det(e], (e;,), 1 < h,k < p), qui vaut
1si I =J, et 0 sinon. Donc ¢ est un isomorphisme de AP(V*) sur (APV)*
envoyant la base {e%} sur la base duale de {e;}.

Soient ¢ < p deux entiers compris entre 1 et n, et v; = X;—1 i € ,J =
1,...,p un p-uplet d’éléments de V. On note X = (x;;) € Mat, , la matrice
a n lignes et p colonnes représentant ce p-uplet dans la base e de V. Pour
toute partie J € S(q,p), considérons le g-vecteur v; = vj, A ... Avj, . Ses
coordonnées relativement a la base {e;, I € S(q,n)} de ANV s’écrivent :

vy = Yres(gn)Xr1€er, avec Xy j = det(x;;)icr je,
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qui s’appelle le (determinant) mineur d’ordre ¢, d’indices lignes I, d’indices
colonnes J, de la matrice X. Pour vérifier cette formule, il suffit d’évaluer
sur vy la base duale de AYV* formée par {e},I € S(q,n)} . On obtient :
ej(vy) = det(e;, (vi)shrzq = det(i, 5 )1<nk<y = det(@ij)icrjes. Citons
comme corollaire la

Formule de Lagrange : soient k < p,q < n quatre entiers, et Y €
Mat,,,Z € Mat, , deur matrices rectangulaires, de sorte que X =Y Z €
Mat, . Soient I € S(k,p),J € S(k,q). Alors le mineur d’ordre k, d’indices
(I,J), de X est donné par

X157 = Xaesten)Yr,uZm,7.

En effet, soient (¢;,i € I) les k formes linéaires sur V' = K™ apparais-
sant sur les lignes correspondantes de Y, et (v;,7 € J) les k vecteurs de V
apparaissant sur les colonnes correspondantes de Z. Alors, X7 ; = ({;; A... A
Cin ) (V) .05, ). Mais vy = Bgesp Za,sem, et comme {e;} est la base duale
de {e;} dans la bidualité V** ~ V on a de méme : {; = Xgrcgp Y71 €5
Alors, l1(vy) = B Yin Zu e (en) = SaYr,uZu,r.

IV.2.7 Groupes algébriques linéaires

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle construc-
tion tensorielle de V' tout espace vectoriel C(V') construit a partir de V' en
itérant les procédés suivants : si W est une construction de V', il en est de
meme de son dual W*, de ses puissances tensorielles, symétriques et alternées
QPW, SPW, NPW ; si W1, Wy sont deux constructions de V, il en est de méme
de leur somme directe W7 @& W5 et de leur produit tensoriel W7 & W.

Soit alors u € GL(V) un automorphisme de V. Comme on ’a vu ci-dessus
dans plusieurs cas, u définit naturellement sur toute construction C'(V') de V'
un automorphisme C(u) € GL(C(V)) de C(V). Par exemple, si C(V) = V*
est le dual de V, C'(u) = ‘u™t € GL(V*), ol 'u est le transposé de u ; pour
C(V) =V, C(u) = ®&Pu vérifie : C(u)(v1 ® ... ® p) = u(v1) ® ... @ u(vy);
propriété similaire pour C(V') = SPV, APV. Et Cy(u) ® Co(u), C1(u) @ Ca(u)
sont bien des automorphismes de C1(V) & Co(V), C1 (V) @ Co(V).

Si u,u’ sont deux automorphismes de V', 'automorphisme C(u o u’) de
C(V) est égal a C(u)oC(u'). De plus, C(idy) = idc(yy. Par conséquent, toute
construction tensorielle C(V') de V' est naturellement munie d’une action a
gauche du groupe GL(V).
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Etant donnés un ensemble fini de constructions Cy(V),...,Cx (V) de V,
et dans chacune d’elle, un sous-espace vectoriel W; C C;(V'), on peut donc
attacher au sous-espace vectoriel W = W; @& ... @ Wy de la construction

C(V)=Cy(V)@...® Cn(V) son stabilisateur
Stab(W) ={u € GL(V),C(u)(W) = W},

qui est un sous-groupe de GL(V'). Dans une base de V' o1 u est représentée par
une matrice U € GL,, la condition C'(u)(W) = W, ou de fagon équivalente
(puisque C'(u) est un automorphisme) C(u)(W) C W, se traduit par des
équations algébriques a coefficients dans K liant les coefficients U;; de la
matrice U. De tels sous-groupes de GL(V') sont dit algébriques, et on montre
inversement que tout sous-groupe algébrique G' de GL(V') est le stabilisateur
d’un sous-espace vectoriel d'une construction de V. Par exemple, le sous-
groupe G de GL,(K) formé par les matrices triangulaires supérieures est le
stabilisateur de W =W, ® ... W,_.1 CV & ....8 V, ou pour tout ¢, W; est
le sous-espace Ke; & ..® Ke; de V = K™,

Plutot qu’une collection {W;} de sous-espaces des constructions Cy(V), ...,
Cn(V), on peut également se donner pour chaque ¢ un tenseur t; € C;(V),
ou de fagon équivalente, un tenseur t = t; @ ... ®ty € C(V), et lui associer
son fixateur

Fiz(t) = {u € GL(V),C(u)(t) = t},

qui est encore un sous-groupe algébrique de GL(V). Les sous-groupes algébri-
ques de GL(V') ne sont pas tous des fixateurs, mais c’est le cas de la plupart
des “groupes classiques” rencontrés au chapitre I1I. Ainsi,

SL,(K) = Fiz(t),out=e; A...Ne, € A\"(V).

O,(K) = Fiz(t),out=e @€+ ...+ e, @e, € V @ V™
On notera que le groupe unitaire U(n) n’est pas un sous-groupe algébrique
de GL,(C).

IV.3 Applications géométriques

IV.3.1 Grassmaniennes

Soient V' un ev de dimension n sur K, et p € [0,n] un entier. On appelle
grassmanienne d’ordre p de V' I’ensemble des sous-ev de dimension p de V. On
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le note Gr,(V'), ou Gr(p,n) quand V = K. Par exemple, Gr1(V') est I'espace
projectif P(V') ~ IP,,_; des droites de V. Pour tout élément W de Gr,(V), le
sous-espace A\PW de APV est une droite, donc un élément de ’espace projectif
P(APV) ~ Py, de dimension N = (Z) — 1. On appelle plongement de Pliicker
I’application

v:Grp(V) = P(APV) : W — APV

L’énoncé suivant justifie (partiellement) cette dénomination.

Proposition IV.3.1. : i) Soient vy, ...,v, (Tesp. wi,...,w,) des vecteurs de
V' linéairement indépendants. Alors, les vi A ... N v, et wy A ... AN w, sont
linéairement dépendants dans NPV si et seulement si les sous-espaces vec-
toriels (de dimension p) de V' engendrés par {vi,...,v,} et par {wy, ..., wy,}
coincident.

ii) Le plongement de Pliicker est injectif, et son image est formée des
droites de NPV engendrées par des p-vecteurs purs (c’est-a-dire : décomposa-
bles, c.a.d. de la forme vy A ... Avy).

Preuve : 1) Soit W' (resp. W) le sous-ev engendré par les v; (resp. les w;). Si
W C W', wy A ... ANw, est une combinaison linéaire des v,y A ... A Ug(p), 0 €
S,, donc un multiple de v; A ... A v,. Inversément, si w; A ... A w, est un
multiple (automatiquement non nul) de vy A ... A v, et si I'un des w;, soit
wy, nappartient pas a W', il existe une base de V complétant la famille
libre {vy, ..., vy, w; }. Les coordonées non nulles de wy A ... A w, dans la base
correspondante de APV font toutes intervenir wy, alors que par hypothese,
sa seule coordonnée non nulle est portée par v; A ... A v,, ol wy n’intervient
pas. Contradiction.

ii) On vient de voir que si W # W' € Gr,(V), les p-vecteurs qui portent
les points (W) et v(W’) ne peuvent étre proportionnels, donc (W) #
v(W"). La deuxieme assertion est un réécriture de la définition des v(W).

Fixons une base e = {ey,...,e,} de V, et soit X = (z;;)1<i<ni<j<p €
Mat,, , la matrice représentant le p-uplet (vy,..,v,) relativement a e. Alors,
V1A AV = NreS(pn) X 11, p€I- A homothétie pres, la collection de ces mi-
neurs ne dépend que de W et de I'identification de P(V') a P,,_; que fournit e.
On appelle ({AX7 1, 5, I € S(p,n), A € K*} les coordonnés de Pliicker de W
Elles sont liées par des relations de dépendance algébriques (indépendantes
de W), qui montrent que v(Gr(p,n)) est une intersection de quadriques de
]PN-
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IV.3.2 Aires p-dimensionnelles

Soit V' un espace vectoriel sur R, de dimension n, de sorte que A"V est
une droite réelle. On appelle orientation de V le choix d’une direction R>%.w
sur cette droite.

Supposons maintenant V' muni d’un produit scalaire b. Si e et € sont
deux bases orthonormées de V', alors det, = tdeto dans A"(V*), et on peut
attacher a tout n-uplet (v, ...,v,) de vecteurs de V' le nombre

N|=

VOlbm(Ul, ...,Un) = |d6te(1)1, 7Un)|% = (det(b(Ui,Uj))lgi,an) .

La formule de changement de variables dans les intégrales multiples montre
que c’est la mesure du parallélépipede porté par (vy,...,v,) relativement a
la mesure de Lebesgue sur R™ (identifié a V' par le choix de la base e). S'il
est non nul, et si V' est muni d’une orientation, on peut affecter ce nombre
du signe de vy A ... A v, relativement a w. On peut donc définir un volume
algébrique n-dimensionnel pour les espaces vectoriels euclidens et orientés de
dimension n.

Soit en revanche p un entier compris entre 1 et n — 1. Les sous-espaces
vectoriels W de dimension p de V' sont encore munis d'un produit scalaire (la
restriction de b a W restant définie positive), mais ils n’ont plus d’orientation.
Si (vy,...,vp) sont p éléments de V' linéairement indépendants, on peut donc
parler seulement de 1’aire p-dimensionnelle

[N

Volyp(vr, ..., vp) = (det(b(vi, vj))1<ij<p)
(sans signe) de (vy, ..., v,). Elle vérifie :

Proposition IV.3.2. (théoreme de Pythagore) : le carré de l’aire p-dimension-
nelle d’un parallélépipede de dimension p de R™ est égal a la somme des
carrés des aires (p-dimensionnelles) de ses projections sur les (Z) faces de
dimension p de R™.

Preuwve : soit X = (2;,)1<i<ni<j<p € Mat,, la matrice représentant le p-
uplet (vy,..,v,) relativement a la base orthonormée usuelle e de R* = V. On
a (b(vi,v))1<ij<p = 'X.X, et la formule de Lagrange, qu’'on appelle alors
formule de Cauchy-Binet, donne :

det("X.X) = Snesen) (X, pm Xm0 = Suesen (Xan,.p)°-
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On conclut en notant que Xy, . ) [1,...p €St la matrice représentative des
projections de vy, ..., v, sur la face {0} x Ry, x {0} x ... x {0} xR}, x {0} de
R™.
On peut présenter cette preuve de la fagon équivalente suivante. Pour
toute forme bilinéaire b sur F, il existe sur APV une forme bilinéaire canonique

APD telle que
(/\pb)(vl VANPIRAN Up, W1 N A wp) = det(b(vi, wj))lﬁi,jﬁp

pour tous v;,w; dans V. Si b est un produit scalaire, il en est de méme
pour APb, et si e = (ey,...,e,) est orthormée pour ce produit scalaire, la
base {er,I € S(p,n)} de APV est orthormée pour APb. Les coordonnées de

vi/A...Av, dans cette base étant données par les mineurs X ;. ,, le théoreme

de Pythagore usuel (avec “p” =1, “n” = (;L)) permet de conclure.
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Un corollaire du cas p =2,n =3

Lecasp=1,n=2
[Calculer laire du triangle oblique]

[Justifier, puis traduire...]
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