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Variétés abéliennes complexes

4
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D. Bertrand Variétés abéliennes

CHAPITRE II

VARIÉTÉS ABÉLIENNES SUR C

II.1 Tores complexes et structures de Hodge

Dans un e-v. V sur R, de dimension finie m, un réseau Γ de V est un
sous-groupe discret de V engendrant V sur R ⇔ un sous-Z-module libre
engendré sur Z par une base de V de R. Alors, X := V/Γ est naturellement
muni d’une structure de groupe de Lie réel de dimension m, commutatif et
compact. Inversement, tout groupe de Lie commutatif connexe réel est le
quotient de son algèbre de Lie Lie(X) ' V par le noyau Γ de expX , et il
n’y a à isomorphisme près qu’un groupe de Lie réel commutatif connexe et
compact de dimension m : le tore réel Um

1 , où U1 ' R/Z ' S1.
Un réseau d’un e-v. V sur C, de dimension g sur C, est un réseau Γ de

l’e-v réel (de dimension 2g) sous-jacent. Alors, X := V/Γ est naturellement
muni d’une structure de groupe de Lie complexe de dimension g, commutatif
et compact. Inversement, tout groupe de Lie complexe connexe et compact
X est automatiquement commutatif, et est donc le quotient de son algèbre
de Lie Lie(X) ' V (qui est un C-e-v) par le noyau Γ de expX , qui en est
un réseau, autrement dit X est un tore complexe. Le cas g = 1 (cours de
J. Nekovář) montre qu’il y a beaucoup de classes d’isomorphismes de tores
complexes. Plus précisément, en notant que V est le revêtement universel de
X = V/Γ, on a dans la catégorie des groupes de Lie complexes :

Théorème II.1.1. HomLie/C(V ′/Γ′, V/Γ) ' {φ ∈ EndC(V ′, V ), φ(Γ′) ⊂ Γ}.
Mieux, tout morphisme de variétés analytiques complexes f : V ′/Γ′ → V/Γ
tel que f(0) = 0 est un homomorphisme de groupes. Et toute variété analy-
tique Y , munie d’un morphisme f : Y → V/Γ qui est un revêtement étale fini,
admet une structure de tore complexe telle que f soit un homomorphisme.

Pour comprendre comment varient ces classes d’isomorphismes, on peut
donc :

* soit fixer le C-e-v ambiant V = Cg, et regarder ses différents réseaux Γ ;
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* soit fixer le réseau Γ = Z2g, et regarder les différentes structures com-
plexes que porte le R-e-v. Γ⊗Z R.
Rappelons qu’une structure complexe sur un e-v. V/R est la donnée d’un
homomophisme de R-algèbres C→ EndR(V ) sur V (l’image J de i vérifiant
donc J2 = −idV ).

Definition II.1.2. soient n un entier et Γ un Z-module libre de type fini. On
appelle structure de Hodge (entière et pure) de poids n sur Γ la donnée d’une
décomposition de W = Γ⊗Z C en C-ss-evs de la forme W = ⊕p+q=nW p,q tels
que pour tout (p, q), W q,p = W p,q.

Une structure de Hodge sur Γ revient à la donnée d’une action du groupe
algébrique réel

S := ResC/RGm/C ' {Z =

(
x −y
y x

)
∈ GL2/R}

sur V = Γ ⊗Z R, soit h : S → GLR(V ), vérifiant la condition suivante : la
restriction de h au sous-groupe Gm/R(R) = R∗ de S(R) ' C∗ est isotypique,
et donnée par le caractère r 7→ r−n. Posant pour tout couple (p, q) d’entiers
rationnels :

W p,q = {w ∈ W = V⊗RC,∀(z1, z2) ∈ S(C) ' C∗×C∗, h(z1, z2).w = z−p1 z−q2 w}

= {w ∈ W = V ⊗R C,∀z ∈ C∗ ' S(R), h(z).w = z−pz−qw},

on a bien W p,q = 0 pour p+q 6= n, et W q,p = W p,q. En particulier, l’opérateur
de Weil C := h(i) agit sur W p,q par mutiplication par iq−p, et C2 par multi-
plication par (−1)n.

À une structure de Hodge de poids n sur Γ est associée la filtration de
Hodge décroissante F •W , donnée par F pW := ⊕p′≥pW p′,n−p′ . Elle vérifie
F pW ⊕ F qW = W si p + q = n + 1. Inversement, toute telle filtration
fournit une structure de Hodge de poids n, définie par F pW ∩ F qW = W p,q

si p+ q = n.
Un morphisme entre deux structures de Hodge de même poids est un

morphisme φ : Γ→ Γ′ entre les Z-modules sous-jacents tel que φ⊗ 1 : W →
W ′ respecte les décompositions données. De façon équivalente, φ commute
aux actions h, h′ de S sur V, V ′.

La donnée d’une structure complexe sur V = Γ ⊗Z R équivaut à celle
d’une structure de Hodge de poids −1, type (−1, 0), (0,−1) sur W = V ⊗RC :
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l’actions de l’opérateur C⊗ 1 = iIdW−1,0⊕ (−i)IdW 0,−1 fournies par une telle
structure de Hodge définit un unique homomorphisme de R-algèbre de C dans
EndR(V ) ; inversement, tout J ∈ End(V/R) de carré −idV se diagonalise
sur W = V ⊗R C, et si W−1,0,W 0,−1 désignent les ss-espaces propres pour
les valeurs propres i,−i de J ⊗ 1, ils sont bien complexes conjugués et en
somme directe dans W . La projection π : W → W/W 0,−1 induit alors un
C-isomorphisme du C-e-v. V sur W−1,0 envoyant le réseau Γ de V sur un
réseau π(Γ) de W−1,0, et les tores complexes X = V/Γ et W−1,0/π(Γ) sont
isomorphes. On a donc un isomorphisme canonique Lie(X) ' W−1,0, qui,
joint au théorème 1.1 entrâıne :

Théorème II.1.3. : la construction précédente établit une équivalence entre
la catégorie des tores complexes et la catégorie des structure de Hodge entières
de type (−1, 0), (0,−1).

Plus généralement, toute structure de Hodge entière de poids n = 2m−1
impair fournit naturellement un tore complexe : en effet, la filtration F •(W )
de W = Γ⊗C vérifie alors W = Fm⊕Fm, avec rkZ(Γ) = 2dimCF

m. De plus,
les éléments v du R-e-v. V = Γ ⊗Z R ⊂ W s’écrivent v = w ⊕ w dans cette
décomposition, de sorte que V ∩ Fm = 0, et l’image de Γ par la projection
π : W → W/Fm ' Fm est un réseau du C-e-v. Fm.

Constructions tensorielles, dual, structure de Hodge de Tate : c’est Z(1) =
2iπZ ⊂ C = W , avec W = W−1,−1, donc de poids −2, munie de h(z) = zz.
Sommes directes de structures de Hodge pures de poids différents. Éléments
de type (p, q) ; ceux de type (0, 0) sont appelés des classes de Hodge (et ceux
de type (p, p) s’en déduisent après tensorisation par Z(−p)). Si Γ,Γ′ sont
munis de structures de Hodge, les structures de Hodge naturelles sur W ∗⊗W ′

et sur H = Hom(W,W ′) coincident, et un élément φ de Hom(Γ,Γ′) est un
morphisme de structures de Hodge si et slt si φR commute aux actions h, h′

de S, i.e. si et slt si φ ∈ H0,0 est une classe de Hodge.

Groupe de Mumford-Tate

Dans tout ce qui précède, on peut remplacer Z par un sous-anneau k
de R, d’où la notion de k-structures de Hodge. Pour k = Q, le théorème 1.3
devient une équivalence entre la catégorie des tores complexes à isogénie près
et la catégorie des structures de Hodge rationelles de type (−1, 0), (0,−1).

Soit h : S→ GL(V/R) une structure de Hodge sur un Q-e-v Γ de dimen-
sion (finie) m. Le groupe de Mumford-Tate de cette structure de Hodge est
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par définition le plus petit sous-groupe algébrique G de GL(Γ) ' GLm/Q,
défini sur Q et tel que G(R) ⊂ GLm(R) ' GL(V/R) contienne h(S(R)). Il
est donc connexe. Il contient le groupe Gm/Q des homothéties si h est pure
de poids n 6= 0, et il est contenu dans SLm/Q si n = 0.

Le groupe de Mumford-Tate G agit sur toutes les constructions tenso-
rielles T a,b = Γ∗a ⊗ Γb de Γ, et sur leurs sommes directes, et l’on a :

Proposition II.1.4. Un Q-sous-espace d’une construction tensorielle de Γ
en est une sous-structure de Hodge si et seulement s’il est stable sous l’action
de G.

Le théorème 1.3 conduit à la

Definition II.1.5. Soit X = V/Γ un tore complexe. On appelle groupe
de Mumford-Tate MT (X) le groupe de Mumford-Tate de la Q-structure de
Hodge associée à la classe d’isogénie de X.

Comme on (ne) le verra (pas) aux chap. IV et VI, ce groupe contrôle les
représentations galoisiennes attachées aux variétés abéliennes sur les corps
de nombres et les groupes de monodromie attachés aux schémas abéliens.

II.2 Formes différentielles et fibrés

Soit k un corps algébriquement clos. Une variété abélienne sur k est un
groupe algébrique A/k propre sur k, ce qui entrâıne automatiquement que A
est commutatif. En particulier, pour k = C, le groupe de Lie Aan que définit
A(C) est un tore complexe.

On dit qu’un tore complexe X est polarisable s’il existe un plongement
j de la variété analytique X dans un espace projectif PN(C). Comme j(X)
est compacte, le théorème de Chow affirme alors que c’est l’ensemble des
points complexes d’une sous-variété algébrique fermée A de PN/C, et que sa
structure de groupe de Lie provient d’une structure de groupe algébrique sur
C, de sorte que A est une variété abélienne complexe (qu’on identifiera à X).
De plus, le théorème GAGA de Serre permet d’identifier le groupe Pic(A)
des classes d’isomorphismes de fibrés (algébriques) sur A au groupe Pic(X)
des classes d’isomorphismes de fibrés (analytiques) sur X.

En dimension 1, tout tore complexe est isomorphe à une cubique lisse
de P2(C) et est donc polarisable. En dimension supérieure, cela impose des
conditions, dite de Riemann, que la plupart des tores V/Γ ne satisfont pas.
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Definition II.2.1. : soit Γ un réseau d’un C-e-v. V . Une forme de Riemann
sur Γ est une forme hermitienne définie positive H sur V telle que Im(H)
prenne des valeurs entières sur Γ× Γ.

Rappelons qu’une forme hermitienne H(u, v) = B(u, v) + iE(u, v) est
antilinéaire en u, que E = ImH est alors une forme alternée sur V , et
que B = ReH est R-bilinéaire symétrique (et définie positive si H l’est).
La donnée de H équivaut à celle d’une forme alternée E : ∧2Γ → Z dont
l’extension R-linéaire à V vérifie

∀(u, v) ∈ V : E(iu, iv) = E(u, v), et E(u, iu) > 0 si u 6= 0.

(Poser B(u, v) = E(u, iv) et H(u, v) = E(u, iv) + iE(u, v) ; une telle E
s’appelle aussi une forme de Riemann.)

Théorème II.2.2. Un tore complexe X = V/Γ est une variété abélienne si
et seulement si le réseau Γ admet une forme de Riemann.

Voici une traduction de cette condition en termes de

Structures de Hodge polarisables : soient Γ := (Γ, F •(W )) une structure de
Hodge de poids n, et C = h(i) l’opérateur de Weil correspondant. Une pola-
risation de Γ est un morphisme de structures de Hodge ψ : Γ⊗ Γ→ Z(−n)
telle que la forme R-bilinéaire sur V = Γ⊗Z R :

B : (u, v) 7→ B(u, v) := (2iπ)nψ(u⊗ Cv)

soit symétrique et définie positive. Si n est impair (resp. pair), cela impose que
ψ soit alternée (resp. symétrique). Via l’isomorphisme canonique Hom(Γ ⊗
Γ,Z(−n)) ' Γ∗ ⊗ Γ∗(−n), on peut voir ψ comme un tenseur de type (0, 0).
On obtient ainsi une équivalence de catégories

{ variétés abéliennes sur C à isogénie près }
m

{ structures de Hodge sur Q de type (−1, 0), (0,−1) polarisables. }

Pour une telle variété abélienne X = V/Γ, la droite engendrée par la classe
rationnelle E := 1

2iπ
ψ est stable sous le groupe de Mumford-Tate MT (X),

qui est donc contenu dans le groupe GmSp2g/Q des similitudes symplectiques
de Γ. L’hypothèse de positivité de B entrâıne de plus que MT (X) est un
groupe réductif.
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Nous allons montrer de deux façons que l’existence d’un plongement pro-
jectif j : V/Γ ↪→ PN(C) imposent à Γ de vérifier les conditions de Riemann.

2.1. Formes différentielles.

On dispose sur PN(C) = CN+1/ ∼ de la 2-forme de Fubini-Study :

ω(z) =
−1

2iπ
∂∂ log(||z||2),

qui ne dépend bien que de la classe de z dans PN , et qui est de type (1, 1),
fermée et invariante sous l’action du groupe unitaire UN+1. De plus,

∗ ω est entière : pour toute sous-variété fermée orientée C ⊂ PN(C) de
dimension réelle 2, l’intégrale

∫
C
ω ∈ Z. En effet, toute telle C est homologue

à un multiple d’une droite projective P1 ⊂ PN , et le calcul donne
∫

P1(C)
ω = 1..

∗ ω est définie positive : par invariance sous UN+1, il suffit de le verifier au
point [1 : 0 : ... : 0], où elle vaut −1

2iπ
Σk=1,...,Ndzk ∧ dzk = 1

π
Σk=1,...,Ndxk ∧ dyk,

donc est réelle et prend des valeurs positives sur les couples de vecteurs
tangents de la forme (u, iu).

L’image réciproque de ω sous j est donc une une forme différentielle sur
V/Γ fermée, de type (1, 1), définie positive et entière. Dans les coordonnées
associées à une base de Γ, elle s’écrit : j∗ω = Σ1≤i<j≤2gaij(x)dxi ∧ dxj, où
les aij sont des fonctions C∞ et Γ-périodiques, qui admettent donc un bon
développement de Fourier aij(x) = Σk∈Z2gakije

2iπk·x. Je dis que la classe de
cohomologie de j∗ω dans H2

dR(V/Γ) est donnée par sa moyenne (relativement
à la mesure de Haar sur V/Γ) :

ω̃ := Σ1≤i<j≤2ga
0
ijdxi ∧ dxj,

i.e. qu’il existe une 1-forme ΣiAi(x)dxi telle que −Σi,j;k 6=0a
k
ije

2iπk·xdxi∧dxj =
d(Σi;k∈ZnA

k
i e

2iπk·xdxi), i.e. telle que kiA
k
j −kjAki = 1

2iπ
akij pour tout i < j, k 6=

0. Pour que ce système soit résoluble, il suffit que pour tout i, j,m et k 6= 0,
on ait : kma

k
ij + kia

k
jm + kja

k
mi = 0. C’est le cas, car comme j∗ω est fermée,

d(j∗ω) = Σi,j,m
∂

∂xm
aijdxm∧dxi∧dxj = 0, d’où ∂

∂xm
aij + ∂

∂xi
ajm + ∂

∂xj
ami = 0.

Dans ces conditions, notons E ∈ ∧2
RV
∗ la forme R-bilinéaire alternée sur

V que ω̃ définit. Alors,

∗ ω̃ est encore entière : pour tout γ ∈ H2(X,Z),
∫
γ
ω̃ =

∫
j∗γ
ω ∈ Z.

Autrement dit, pour tout γi, γj ∈ Γ,
∫
γi∧γj ω̃ = E(γi, γj) ∈ Z.
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∗ ω̃ est fermée, et est de type (1, 1) comme moyenne sur j(X) de formes
de type (1, 1). Autrement dit, pour tout u, v ∈ V , E(iu, iv) = E(u, v), et la
forme B(u, v) = E(u, iv) est symétrique.

∗ ω̃ est positive : pour tout u ∈ V , vu comme un vecteur tangent en
tout point x de X, le nombre B(u, u) est la moyenne sur j(X) de la fonction
ωj(x)(j∗u, j∗u), qui est > 0.

Ainsi, le réseau Γ, muni de E, vérifie bien les conditions de Riemann.

2.2. Fibrés en droites (et diviseurs)

On dispose sur PN(C) = CN+1/ ∼ du fibré tautologique O(−1), dont le
dual O(1) admet pour sections globales les formes linéaires sur CN+1. Plus
généralement, pour tout r > 0, le système linéaire |O(r)| est l’ensemble des
hypersurfaces de degré r de PN(C). L’image inverse j∗O(1) de O(1) est un
fibré en droites sur X = V/Γ.

Le groupe de Picard

Tout fibré en droites L → X se relève sur le revêtement universel V ' Cg

en un fibré trivial C × V , et L est le quotient de C × V par une action du
groupe π1(X) = Γ de la forme

γ.(t, z) = (eγ(z)t, z + γ) , t ∈ C, z ∈ V, γ ∈ Γ,

où les eγ sont des fonctions holomorphes nulle part nulles sur V vérifiant la
condition de cocyle

eγ1+γ2(z) = eγ1(z + γ2)eγ2(z).

Les sections holomorphes de L s’identifient aux fonctions holomorphes f sur
V telles que

f(z + γ) = eγ(z)f(z) , z ∈ V, γ ∈ Γ.

En particulier, si q ∈ H0(V,O∗V ) ne s’annule nulle part, les cocycles eγ(z) et

e′γ(z) = q(z+γ)
q(z)

eγ(z) définissent des fibrés isomorphes, et l’application

H1(X,O∗X)→ H1(Γ, H0(V,O∗V ))
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ainsi construite est un isomorphisme1. Le terme de gauche

H1(X,O∗X) = Pic(X)

est le groupe des classes d’isomorphismes de fibrés en droite sur X, appelé
groupe de Picard Pic(X) de X. Sous l’hypothèse (automatiquement vérifiée
pour les variétés abéliennes) que tout fibré admet une section méromorphe
non nulle, il s’identifie au groupe

H0(X,M∗
X/O∗X) =

Div(X)

Div`(X)

des classes d’équivalence rationnelle de diviseurs sur X, où D ∼` D′ si D−D′
est le diviseur d’une fonction méromorphe sur X, i.e. Div`(X) est le groupe
des diviseurs principaux. On note OX(D) le fibré en droites associé à un
diviseur D, de sorte que H0(X,OX(D)) ' {f mérom. sur X, div(f) ≥ −D}.

Pour tout fibré L, on appelle première classe de Chern de L son image
c1(L) par l’application H1(X,O∗X) → H2(X,Z) donnée2 par la suite exacte
exponentielle 0→ Z→ OX → O∗X → 0. Si X est une courbe (pas forcément
elliptique), H2(X,Z) ' Z, et si L = OX(D), c1(L) s’identifie au degré du
diviseur D. De façon générale, le noyau

Pic0(X) = {L ∈ Pic(X), c1(L) = 0}

est formé des classes d’isomorphismes de fibrés topologiquement triviaux. En
termes de diviseurs, il s’identifie à Diva(X)/Div`(X), où (lorsque X est une
variété abélienne) Diva(X) désigne l’ensemble des diviseurs algébriquement
équivalents à 0. Le quotient

NS(X) =
Pic(X)

Pic0(X)
' Div(X)

Diva(X)

1Voici une description de la flèche inverse : on prend un recouvrement ouvert de X avec
des {Ui} assez petits, qu’on relève arbitrairement en des ouverts connexes Vi de V . Si zi, zj
désignent les relevés dans Vi, Vj d’un point x de Ui, Uj , il existe un unique γji ∈ Γ tel que
zj = zi+γji. Alors, les {Fji(x) := eγji(zi), x ∈ Ui∩Uj} définissent un cocycle de Čech dont
la classe dans H1(X,O∗X) ne dépend que de la classe de eγ(z) dans H1(Γ, H0(V,O∗V )).

2Si L est donnée par un 1-cocyle de Čech Fij = e2iπgij ∈ O∗X(Ui ∩ Uj), les nijk =
gij − gik + gjk définissent un 2-cocycle de Čech sur X, à valeurs dans Z, dont c1(L) est la
classe dans H2(X,Z) ' H2(X,Z).
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s’appelle le groupe de Néron-Severi de X. Il s’injecte dans H2(X,Z), et est
donc de type fini, puisque H2(X,Z) ' ∧2H1(X,Z) ' ∧2(Hom(Γ,Z)) l’est.

Normalisation des facteurs d’automorphie

Soit L → X un fibré en droites, décrit par des 1-cocycles eγ(z). Comme
V est simplement connexe, il existe des fonctions holomorphes fγ(z) sur V
telles que eγ(z) = e2iπfγ(z), et F (γ1, γ2) = fγ2(z + γ1)− fγ1+γ2(z) + fγ1(z) est
un 2-cocycle de Γ à valeurs dans Z. Mais alors,

E(γ1, γ2) = F (γ1, γ2)−F (γ2, γ1) = fγ2(z+ γ1) + fγ1(z)− fγ1(z+ γ2)− fγ2(z)

est une forme bilinéaire alternée sur Γ, qui ne dépend que de la classe de
eγ(z) dans H1(Γ, H0(V,O∗V )). Elle représente la classe de Chern de L (voir
Mumford, p. 18, [LB], II.1.2 et II.1.6) et son l’extension R-linéaire à V vérifie
E(iu, iv) = E(u, v).

Vérifions cette dernière assertion en admettant que, comme on le verra
au paragraphe suivant, on peut “linéariser les exposants des facteurs d’auto-
morphie” de L, autrement dit qu’il existe q ∈ H0(V,O∗V ) tel que le cocycle
q(z+γ)
q(z)

eγ(z) prenne la forme

eγ(z) = e2iπ(L(γ,z)+J(γ)), avec ∀γ ∈ Γ, L(γ, .) ∈ HomC−lin(V,C), J(γ) ∈ C.

Alors, les conditions de 1-cocyle de eγ entrâınent que

L(γ1 + γ2, z) = L(γ1, z) + L(γ2, z), d’où par R-lin : L : V × V → C;
(∗∗) J(γ1 + γ2)− J(γ1)− J(γ2) ≡ L(γ1, γ2) mod.Z;

E(γ1, γ2) := L(γ1, γ2)−L(γ2, γ1) ∈ Z, d’où par R-lin :E ∈ Hom(∧2
RV,R).

Ainsi, E est bien une forme R-linéaire alternée sur V prenant des valeurs
entières sur Γ × Γ, donc à valeurs réelles, et E(iu, iv) = E(u, v) puisque la
différence est à la fois réelle, et imaginaire pure (par C-linéarité de L en la
deuxième variable).

Pour toute telleE, notons comme d’habitudeH(u, v) = E(u, iv)+iE(u, v)
l’unique forme hermitienne sur V associée à E. Pour vérifier que notre fibré
j∗O(1) impose des conditions de Riemann à Γ, une seconde normalisation
des facteurs d’automorphie sera utile :

- l’expression Q(u, z) = L(u, z)− 1
2i
H(u, z) est symétrique en (u, z), donc

on peut tordre eγ(z) par q(z) := e−iπQ(z,z) pour imposer L(γ, z) = 1
2i
H(γ, z) ;

- dans ces conditions, J(γ1 + γ2) − J(γ1) − J(γ2) ≡ 1
2i
H(γ1, γ2) mod.Z,

donc ImJ(γ) + 1
4
H(γ, γ) := λ(γ) s’étend en une forme λ ∈ HomR−lin(V,R),
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partie réelle d’une unique forme `(z) = λ(z)− iλ(iz) ∈ HomC−lin(V,C). En
tordant eγ(z) par q(z) = e2π`(z), on obtient un nouveau facteur J tel que
ImJ(γ) = −1

4
H(γ, γ).

En conclusion, le 1-cocyle eγ(z) est équivalent à un cocycle de la forme

eγ(z) = α(γ)eπH(γ,z)+π
2
H(γ,γ),

où α est un “quasi-caractère” de Γ pour E, i.e. une application α : Γ→ U1(C)
telle que

α(γ1 + γ2) = α(γ1)α(γ2)eiπE(γ1,γ2) , γ1, γ2 ∈ Γ.

On notera L(H,α) tout représentant de la classe d’isomorphisme des fibrés
attachés à un tel 1-cocyle.

Fonction theta

Revenons enfin au fibré L := j∗O(1) fourni par le plongement projectif de
X, et notons (H,α) des “caractéristiques” le représentant, i.e. L ' L(H,α).
Nous allons montrer que la forme hermitienne H est nécessairement définie
positive. En d’autre terme, le réseau Γ, muni de E = Im(H), vérifie bien les
conditions de Riemann.

Le système linéaire |O(1)| induit sur X un système linéaire |L| sans point
de base : pour tout point x de X, il existe une section globale s ∈ H0(X,L)
telle que s(x) 6= 0, autrement dit L est engendré par ses sections globales.
Déduisons-en que H est ≥ 0, puis, du fait que j est injectif, qu’elle est non
dégénérée, donc bien définie positive.

Les sections globales 6= 0 de L sont représentées par des fonctions holo-
morphes θ (dites fonctions theta de caractéristiques (H,α)), vérifiant pour
tout γ ∈ Γ :

θ(z + γ) = α(γ)eπH(z,γ)+π
2
H(γ,γ)θ(z),

de sorte que la fonction φ(z) = e−
π
2
H(z,z)|θ(z)| est Γ-périodique, donc borné,

et |θ(z)| ≤ ctee
π
2
H(z,z) pour tout z ∈ V . Supposons maintenant qu’il existe u ∈

V non nul tel que H(u, u) < 0. Alors, la fonction θ(z) est nulle sur la droite
C.u. Ainsi, toutes les sections de L s’annulent aux points correspondant de
X, contradiction. Soit par ailleurs N le noyau de H. Pour tout z0 ∈ V, u ∈ N ,
|θ(z0 + u)| ≤ ctee

π
2
H(z0,z0), donc l’application holomorphe u → θ(z0 + u) est

constante sur N , et les images par j des points de X correspondant à z0 et
z0 + u cöıncident. Donc N = 0. (On peut en fait montrer que Γ′ = N ∩Γ est
un réseau de N , de sorte que j se factorise à travers le tore quotient X/X ′,
où X ′ = N/Γ′, et H induit une forme de Riemann sur ce quotient.)
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Plus généralement, on appelle fonction theta pour le réseau Γ de V toute
fonction holomorphe θ 6= 0 vérifiant θ(z+γ)

θ(z)
= eγ(z), où eγ(z) = e2iπ(L(γ,z)+J(γ))

est un cocycle linéarisé, appelé type de θ. Elles représentent les sections du
fibré correspondant à ce cocyle. Une fonction theta nulle part nulle est dite
triviale, et s’écrit nécessairement sous la forme eP (z), où P est un polynôme
de degré ≤ 2.

II.3 Variétés abéliennes

Nous montrons maintenant que les conditions de Riemann sur Γ en-
trâınent que le tore X = V/Γ admet un plongement j dans un espace pro-
jectif, et est donc une variété abélienne.

3.1 Le théorème de Riemann-Roch

Rappelons qu’une matrice antisymétrique de Mat2g,2g(Z) est conjuguée

sous GL2g(Z) à une matrice de la forme

(
0 ∆
−∆ 0

)
, où ∆ est une matrice

diagonale à coefficients entiers d1|d2|...|dg. En particulier, son déterminant
est le carré de l’entier d1...dg, qu’on appelle son pfaffien.

Théorème II.3.1. - Soit H une forme de Riemann pour Γ, et Pf(E) le
pfaffien de la forme alternée E = Im(H). Pour tout quasi-caractère α re-
latif à E, l’ensemble des fonctions theta de caractéristiques (H,α), joint à
la fonction nulle, forme un C-espace vectoriel H0(X,L(H,α)) de dimension
|Pf(E)|.

Comme H est non-dégénérée, ce pfaffien est non nul. Il existe donc une
telle fonction theta, soit θ. L’espace vectoriel ci-dessus, formé de 0 et des
fonctions θ′ de mêmes facteurs d’automorphie eγ(z) = α(γ)eπH(γ,z)+π

2
H(γ,γ)

que θ, s’identifie à l’espace des sections holomorphes du fibré L(θ) := L(H,α).
En particulier, chaque θ′/θ induit une fonction méromorphe sur X, et une
base de H0(X,L(θ)) fournit une application φθ : X · · · → PN(C), où N =
|Pf(E)| − 1.

Corollaire II.3.2. (Lefschetz) - L(θ) est ample. Plus précisément,
pour n ≥ 2, L(θn) est sans point de base, i.e. φθ2 est un morphisme.
Pour n ≥ 3, L(θn) est très ample, i.e. φθ3 est un plongement.
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Preuve du corollaire : Pour tout u dans V , θu(z) := θ(z − u) vérifie

θu(z + γ)

θu(z)
= eπH(γ,z)+π

2
H(γ,γ)α(γ)e−πH(γ,u)

de sorte que :

θuθ−u ∈ H0(L(θ2)), θuθvθ−u−v ∈ H0(L(θ3)).

(De façon générale, Πi=1,...,mθui(z) ∈ H0(L(θm)) si Σi=1,..,mui = 0.)
Comme θ n’est pas identiquement nul, il n’existe pas de point z0 ∈ V

où θuθ−u s’annule pour tout u ∈ V , donc L(θ2) est sans point de base, et
idem pour les puissances suivantes. Montrons maintenant que le morphisme
φ = φθ3 est un plongement.
∗ φ est injectif : soient z1, z2 ∈ V tels que φ(z1) = φ(z2). Alors, il

existe a ∈ C∗ tel que θuθvθ−u−v(z1) = aθuθvθ−u−v(z2) pour tous u, v ∈ V . Par

conséquent, la fonction u 7→ φ(u) := θ(z1−u)
θ(z2−u)

est une fonction theta triviale,

donc de la forme φ(0)e2iπ(Q(u,u)+R(u)). Clairement,Q = 0 et la forme C-linéaire
R vérifie R(γ)− 1

2i
H(γ, z1−z2) ∈ Z, d’où θ(z1−u) = θ(z2−u)φ(0)eπH(z1−z2,u).

Ainsi, θ est une fonction theta pour Γ′ := Γ + Zζ, où ζ = z2− z1, admettant
des caractéristiques de la forme (H,α′), pour un quasi-caractère α′ relatif à E.
Nécessairement, Γ′ est d’indice fini d dans Γ, et chaque élément de H0(L(θ))
est, de même, de type (H,α′′) relativement à Γ′ et à l’un des quasi-caractères
α′′, en nombre fini, étendant α à Γ′. Si d > 1, le pfaffien Pf ′(E) de E, vue
comme forme alternée sur Γ′, est strictement inférieur à Pf(E) ; il découle
alors du théorème 3.1 que la plupart des éléments de H0(L(θ)) ne peuvent
vérifier cette propriété. Donc d = 1, et z2 ≡ z1 mod. Γ.
∗ φ est une immersion : sinon, il existe z0 ∈ V et un vecteur tangent

D = Σi=1,...,gαi
∂
∂zi

non nul que dz0φ envoie sur 0 dans Tφ(z0)PN . Il existe alors
α0 ∈ C tel que

∀ϑ ∈ H0(L(θ3), α0ϑ(z0) + Σi=1,...,gαi
∂ϑ

∂zi
(z0) = 0.

Considérant les éléments ϑ de H0(L(θ3) de la forme θuθvθ−u−v comme plus
haut, et posant ψ = Dϑ

ϑ
, on obtient :

∀u, v ∈ V , ψ(z0 − u) + ψ(z0 − v) + ψ(z0 + u+ v) = −α0.

Par conséquent, ψ est holomorphe sur V . Mais ψ(z+ γ) = πH(γ,D) +ψ(z),
où D = (α1, ..., αg) ∈ V , donc ψ est une forme affine et l’extension R-linéaire
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de γ 7→ ψ(γ) − ψ(0) = πH(γ,D) à V , à fois C-lin. et C-antilin., est nulle.
Donc D appartient au noyau de H, contradiction.

Preuve du théorème : fixons une base symplectique {γ1, ..., γg, γ
′
1, ..., γ

′
g} de Γ

pour E, i.e. E(γi, γj) = E(γ′i, γ
′
j) = 0, E(γi, γ

′
i) = di, pour tout 1 ≤ i, j ≤ g,

et E(γi, γ
′
j) = 0 pour i 6= j. Alors, Γ1 = Zγ1 ⊕ ... ⊕ Zγg engendre V sur C,

sans quoi V1 := Γ1 ⊗ R contiendrait un vecteur non nul v, ainsi que iv, et
H(v, v) = E(v, iv) ∈ E(V1, V1) serait nul. On fixera {e1 = 1

d1
γ1, ..., eg = 1

dg
γg}

comme base de V sur C.

Lemme II.3.3. Soit H une forme de Riemann pour Γ. Relativement à la
base { 1

d1
γ1, ...,

1
dg
γg} de V sur C, le réseau Γ est représenté par ∆Zg⊕τZg, où

τ ∈ Matg,g(C) est une matrice symétrique dont la partie imaginaire Im(τ)
est définie positive, et H est représentée par (Im(τ))−1.

Preuve Par définition, les colonnes de τ := R + iT représentent γ′1, ..., γ
′
g, et

E est représentée dans la base réelle {e1, ..., eg, ie1, ...ieg} par

t

(
∆ R
0 T

)−1(
0 ∆
−∆ 0

)(
∆ R
0 T

)−1

=

(
0 T−1

−tT−1 tT−1(R− tR)T−1

)
De E(iu, v) = −E(u, iv), on tire : tT−1 = T−1 et R − tR = 0. Donc τ est
symétrique, et H est représentée dans la base {e1, ..., eg} par T−1.

Comme deux fibrés isomorphes ont des espaces de sections globales iso-
morphes, on peut, pour établir le théorème 3.1, tordre les facteurs d’auto-
morphie eγ(z) = eπH(γ,z)+π

2
H(γ,γ)α(γ) par une fonction theta e−

π
2
Q(z,z)−2iπ`(z)

triviale. Choisissons la forme C-bilinéaire symétrique Q de sorte que H −Q
s’annule sur V1×V1. Alors, (H−Q)(u, v) = 0 sur V1×V (par C-linéarité en v),
et pour v ∈ V1, (H −Q)(u, v) = (H −Q)(v, u) = (H −H)(v, u) = 2iE(u, v).
Choisissons par ailleurs la forme linéaire ` de sorte que la restriction de α à
Γ1 (qui y induit un vrai caractère) soit égale à e2iπ`. Alors θ ∈ H0(L(H,α))
si et seulement si la fonction θ̃(z) := θ(z)e−

π
2
Q(z,z)−2iπ`(z) vérifie :

∀i = 1, ..., g, θ̃(z + γi) = θ̃(z)

∀i = 1, ..., g, θ̃(z + γ′i) = cie
−2iπdizi θ̃(z),

où on a posé z = z1γ1 + ...+zgγg et où les ci sont des constantes ne dépendant
que de α et de γ′i. Ces propriétés reviennent à demander que θ̃ soit Γ1-
périodique, i.e. admette un développement de Fourier

θ̃(z) = Σk∈Zgake
2iπ(k1z1+...+kgzg),
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dont les coefficients vérifient

∀k ∈ Zg, i = 1, ..., g : ak e
2iπΣj=1,...,g

kj
dj
τji

= ci ak+diεi .

Par conséquent, ces fonctions θ̃ sont entièrement déterminées par leurs coef-
ficients d’indices ki = 0, ..., di − 1, i = 1, ..., g, et forment un espace vectoriel
H0(X,L(θ̃)) de dimension ≤ d1...dg. Inversement, les familles ak définies par
ces relations et ces conditions initiales vérifient

|ak| ≤ e
2iπΣi,j

ki
di

kj
dj
τij+O(||k||)

.

Comme Im(τ) est définie positive, les séries de Fourier associées convergent
sur tout compact, et dimH0(X,L(θ̃)) = Pf(E).

Fonction theta de Riemann : pour ∆ = Ig, et a0 = 1, on appelle fonction
theta de Riemann la fonction theta relative au réseau Γτ := Zg ⊕ τZg et à la
forme de Riemann (Im(τ))−1

θ(τ, z) = Σk∈Zge
iπtkτk+2iπtk.z.

Pour tout p, q ∈ Zg, elle vérifie : θ(τ, z+p+τq) = e−2iπtq.z−iπtqτq θ(τ, z) . Pour

a, b ∈ Rg, les fonctions θ

[
a
b

]
(τ, z) := Σk∈Zge

iπt(k+a)τ(k+a)+2iπt(k+a).(z+b) sont

aussi des fonctions theta pour ce réseau, mais elle ne sont Γ1-périodiques que
si a ≡ 0 mod. Zg

3.2 Le théorème d’Appell-Humbert

Soit L un fibré en droite sur un tore complexe X = V/Γ. En admettant
que ses facteurs d’automorphie sont linéarisables, on a vu au paragraphe
2.2 que L est isomorphe à un fibré de la forme L(H,α), où H est la forme
hermitienne associée à la classe de Chern c1(L) = E de L, et α est un quasi-
caractère relatif à E. Plus précisément, on a :

Théorème II.3.4. (Appell-Humbert) pour tout fibré en droites L sur X, il
existe un unique couple (H,α) formé d’une forme hermitienne H sur V pour
laquelle E = Im(H) prend des valeurs entières sur Γ, et d’un quasi-caractère
α pour E, tel que L soit isomorphe à L(H,α).
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Cette description de Pic(X) par les “caractéristiques” {H,α} est compa-
tible à sa structure de groupe, en ce sens que

L(H,α)⊗ L(H ′, α′) ' L(H +H ′, αα′).

Si L, représenté par (H,α), est dans Pic0(X), alors E = 0 (par définition),
donc H = 0 et α = χ est un vrai caractère de Γ. Vérifions que l’application

Hom(Γ,U1)→ Pic0(X) : χ 7→ L(0, χ)

est bien un isomorphisme :
∗ injectivité : si L(0, χ) est trivial, il existe q ∈ H0(V,O∗V ) telle que

χ(γ) = q(z+γ)
q(z)

pour tout γ, de sorte que |q| est bornée sur V , et q est constante,
donc χ = 1.
∗ surjectivité : puisqueH1(X,C) s’envoie surjectivement surH1(X,OX) =

Ker(c1), un fibré topologiquement trivial L admet des facteurs d’automor-
phie eγ constants, qui sont donc des homomorphismes de Γ dans C∗. En

remplaçant eγ par son produit par e`(z+γ)

e`(z)
= e`(γ), où ` est une forme C-

linéaire, on peut de plus imposer que eγ ∈ U1, et χ : γ 7→ eγ vérifie bien
L(0, χ) ' L.

Plus généralement, soit H une forme hermitienne sur V de partie ima-
ginaire E entière sur Γ × Γ. En considérant le groupe fini Γ/2Γ, on peut
construire une application α : Γ → U1 qui soit un quasi-caractère pour E.
Des remarques précédentes, on déduit donc que l’application

Pic(X)→ {couples (H,α)}

construite au §2.2 est injective, ce qui justifie l’assertion d’unicité du théorème
3.4, et que c’est un isomorphisme de groupes.

Dans cet isomorphisme, la classe de Chern3 d’un fibré L est donné par
E = Im(H), et d’après le paragraphe précédent, L est ample si et seulement
si H est définie positive.

3 La classe de Chern de L peut aussi se calculer en fixant une métrique hermi-
tienne || · || sur L : pour toute section locale holomorphe s non nulle de L, l’expression
1

2iπ∂∂ log ||s(x)||2 ne dépend pas de s, et définit une forme réelle de type (1, 1), dont l’image
dans H2

dR(X) s’identifie à c1(L) (voir [D], p. 58). Pour L = L(H,α), l’expression ||(z, t)|| =
e−

π
2H(z,z)|t| est invariante sous l’action de Γ, et définit une métrique sur L. La condition

t = 1 fournit une section locale de L, pour laquelle 1
2iπ∂∂ log e−πH(z,z) = i

2∂∂H(z, z),
de sorte que c1(L) est bien représentée par Im(H). De même, sur PN (C), la forme de
Fubini-Study représente la classe de Chern du fibré O(1). Enfin, pour L = OX(D), le divi-
seur D définit une forme linéaire sur H2g−2

dR (X) ' H2g−2(X,C), dont le dual de Poincaré
ηD ∈ H2(X,C) représente également c1(L).
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Linéarisation des exposants des facteurs d’automorphie

Pour terminer la preuve du théorème 3.4, il reste à justifier que tout co-
cycle eγ(z) représentant un fibré L est équivalent à un cocycle de la forme
e2iπ(L(γ,z)+J(γ)), où L est C-linéaire en z. Nous allons le faire en supposant
que L admet une section méromorphe, autrement dit, est de la forme OX(D)
pour un diviseur D sur X. D’après le théorème de préparation de Weiers-
trass, les anneaux locaux des variétés analytiques complexes sont factoriels,
de sorte que tout diviseur D est différence de deux diviseurs effectifs. On peut
donc supposer que D est effectif, i.e. donné, dans un recouvrement ouvert
{Uα} suffisamment fin de X, par une collection de fonctions holomorphes
hα ∈ OX(Uα) telles que hα/hβ ∈ O∗X(Uα ∩ Uβ) pour tout α, β. Noter que
lorsque Γ admet une forme de Riemann H+, ces réductions se déduisent plus
simplement du fait que pour toute forme H de partie imaginaire c1(L) entière
sur Γ et tout entier n suffisamment grand, H = (H + nH+) − nH+ est la
différence de deux formes de Riemann, ce qui, joint au théorème 3.1, montre
que tout diviseur est différence de deux diviseurs très amples.

On peut interpréter les facteurs eγ(z) de la façon suivante. L’image inverse
de D sous p : V → X est un diviseur positif sur Cg, donc c’est le diviseur
d’une fonction holomorphe θ sur Cg. Alors, θ relève une section holomorphe
de L, donc vérifie : θ(z + γ) = eγ(z)θ(z) pour tout γ ∈ Γ. Il s’agit donc de

trouver une fonction q = eQ ∈ H0(V,O∗V ) telle que θ(z) = q(z+γ)
q(z)

θ(z) soit une
fonction theta.

Partons de la description (Uα, hα) de D. Les formes ωα = d log(hα
hβ

)

définissent par partition C∞ de l’unité des formes ωα = Σγϕγωαγ de type
(1, 0) telles que ωαβ = ωα − ωβ. Les dωα se recollent alors en une 2-forme
fermée sans terme de type (0, 2), et le raisonnement du §2.1 montre qu’elle
est cohomologue à une forme constante η sans terme de type (0, 2) : il
existe une 1-forme ω0 sur X, qu’on peut supposer de type (1, 0), telle que
dωα = η + dω0. Comme p∗η est constante, il existe une (1, 0)-forme ω1 de la
forme ω1 = Σj=1,...,gλj(z)dzj, où les λj ∈ HomR−lin(V,C), telle que p∗η = dω1.
La forme p∗(ωα − ω0)− ω1 est fermée sur Uα, donc de la forme dfα pour une
fonction fα C

∞ sur p−1(Uα) ; et comme les trois formes sont de type (1, 0),
fα est en fait holomorphe. De plus, dfα− dfβ = d log(hα

hβ
◦ p), et quitte à mul-

tiplier fα par des constantes dans les composantes connexes de p−1(Uα) les
fonction e−fαhα ◦ p se recollent en une fonction holomorphe θ sur V . Celle-ci
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vérifie log θ(z+γ)
θ(z)

= fα(z)− fα(z + γ), et

d log
θ(z + γ)

θ(z)
= ω1(z + γ)− ω1(z) = Σjλj(γ)dzj

(car p∗(ωα − ω0) est Γ-périodique), donc θ, qui vérifie div(θ) = p∗(D), a les
facteurs d’automorphie de la forme voulue, avec L(γ, z) = 1

2iπ
Σjλj(γ)zj :

c’est bien une fonction theta !

NB : en dimension 1, 1
2iπ

∫
P(Γ)

θ′(z)
θ(z)

dz = E(γ1, γ
′
1) est le degré de div(θ)

(nombre de zéros moins nombre de pôles) à l’intérieur d’un parallèlogramme
fondamental P(Γ) des périodes, i.e. c1 = deg.
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Chapitre III

Polarisations, endomorphismes,
torsion
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CHAPITRE III

POLARISATIONS, ENDOMORPHISMES, TORSION

III.1 Endomorphismes.

Soient X = V/Γ, X ′ = V ′/Γ′ deux tores complexes, avec dimX = g.
Le groupe additif Hom(X,X ′) admet via le théorème 1.1 du chap. II deux
représentations

ρa : Hom(X,X ′)→ HomC(V, V ′) , ρB : Hom(X,X ′)→ HomZ(Γ,Γ′)

envoyant un homomorphisme f sur sa différentielle ρa(f) = d0f en 0, et
sur ρB(f) = (d0f)|Γ. Pour X ′ = X, il s’agit de représentations de l’anneau
End(X), et si ρa(f) désigne l’image de ρa(f) sous la conjugaison complexe
de End(W )(0,0), les représentations ρB et ρa ⊕ ρa sont équivalentes.

L’image Im(f) de f est un sous-tore V2/Γ2 de X, où V2 := ρa(f)(V ) ⊂ V ′

et Γ2 := V2 ∩Γ′ ⊂ Γ′ est un réseau de V2 (puisqu’il est discret et engendre V2

sur R). Le noyau Ker(f) a un nombre fini de composantes connexes (puisqu’il
est compact) et sa composante neutre Ker(f)0 est le sous-tore V1/Γ1 de X,
où V1 = Ker(d0f), et Γ1 = V1 ∩Γ est un réseau de V1 (car discret à quotient
compact). On a : dim(Ker(f)0) + dim(Im(f)) = dim(X).

Si Ker(f)0 = 0, le noyau Ker(f) est un groupe fini, et son ordre

|Ker(f)| = [(ρB(f))−1(Γ′) : Γ] := deg(f)

s’appelle le degré de f . On pose deg(f) = 0 si f n’est pas injectif. Par
exemple, pour tout n ∈ Z, l’endomorphisme [n]X : X → X;x 7→ nx est de
degré deg([n]X) = n2g, puisque pour n 6= 0,

X[n] := Ker([n]X) = (
1

n
Γ)/Γ ' Γ/nΓ ' (Z/nZ)2g.

Proposition III.1.1. i) Soit f : X → X ′ un homomorphisme de tores com-
plexes. On suppose que deux des trois propriétés suivantes sont satisfaites :
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a) dimX = dimX ′ ;
b) f est surjective ;
c) Ker(f) est un groupe fini.

La troisième l’est alors aussi, et on dit que f est une isogénie.

ii) Soit f : X → X ′ une isogénie, et n un entier > 0 tel que Ker(f) ⊂
X[n]. Il existe une unique isogénie g : X ′ → X telle que g ◦ f = [n]X . Elle
vérifie f ◦ g = [n]X′. Pour X ′ = X, les isogénies de X s’identifient donc aux
unités de l’anneau EndQ(X) := End(X)⊗Q.

Nous allons maintenant étudier une propriété spécifique aux tores polari-
sables, i.e. aux variétés abéliennes. Notons qu’une forme de Riemann H sur
un tore complexe X en induit une sur tous ses sous-tores, donc tout sous-
tore d’une variété abélienne est une sous-variété abélienne. De même, pour
les tores quotients de X. On dit qu’une variété abélienne est simple si elle
n’admet pas de sous-variété abélienne distincte de {0} et de A.

Proposition III.1.2. (Poincaré) : i) soit A une variété abélienne, et A1

une sous-variété abélienne de A. Il existe une sous-variété abélienne A2 de
A telle que l’homomorphisme s : A1 × A2 → A : s(x1, x2) = x1 + x2 soit une
isogénie.

ii) Toute variété abélienne A est isogène à un produit An1
1 × ... × Ankk

de puissances de variétés abéliennes deux à deux non isogènes, et une telle
décomposition est unique à isogénie près.

L’unicité de la décomposition résulte de ce qu’un endomorphisme non nul
d’une variété abélienne simple est une isogénie. Autrement dit, chacune des
Q-algèbre EndQ(Ai) est un corps gauche Di, et End(A) est un ordre de la
Q-algèbre Πi=1,...,kMatni,ni(Di).

Représentations `-adiques : les modules de Tate

On se place ici sur un corps de base k quelconque, dont on fixe une clôture
séparable ksep. Soit A une variété abélienne définie sur k, de dimension g.
Pour tout entier n premier à la caractéristique p de k, le sous-groupe A[n]
des points de A(ksep) d’ordre divisant n est encore isomorphe à (Z/nZ)2g.
Fixons un nombre premier ` 6= p. Alors,

T`(A) := lim←−A[`n] ' lim←−(Z/`nZ)2g = lim←−Z2g
`

est un Z`-module libre de rang 2g. On l’appelle le module de Tate `-adique
de A. On note V`(A) le Q`-espace vectoriel T`(A)⊗Q`. .
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Soit f : A→ A′ un homomorphisme de variétés abéliennes de dimensions
g, g′. Il induit un homomorphisme sur les points de `n-torsion, d’où en passant
à la limite projective, une représentation

ρ` : Hom(A,A′)→ HomZ`(T`(A), T`(A
′)).

Cette représentation est fidèle (= injective : se ramener à A = A′ simple, et
noter qu’une isogénie ne peut tuer tous les points de `n-torsion pour n assez
grand). On montre que son extension Z`-linéaire à Hom(A,A′) ⊗ Z` l’est
encore, de sorte que comme dans le cas k = C, Hom(A,A′) est un Z-module
libre de rang ≤ 4gg′.

Pour f ∈ End(A), on appelle polynôme caractéristique de f le polynôme
de degré 2g

Pf (T ) = det
(
ρ`(f)− TidT`(A)

)
,

et trace Tr(f) de f l’opposé du coefficient de son terme de degré 2g− 1. Par
ailleurs, si f est une isogénie, deg(f) désigne dans ce cadre général le degré
de l’extension [f ∗(k(A)) : k(A)].

Proposition III.1.3. Soit f un endomorphisme de A/k et ` un nombre
premier 6= car(k). Le polynôme caractéristique Pf (T ) de f a des coefficients
entiers rationnels indépendants de `, et vérifie pour tout entier n ∈ Z,

deg(f − n idA) = Pf (n).

En particulier, deg(f) = det(ρ`(f)).

Preuve (dans le cas k = C, où elle est élémentaire) : identifions A au tore
complexe X = V/Γ. Alors,

T`(X) = lim←−
1

`n
Γ/Γ ' lim←−Γ⊗ (Z/`nZ) = Γ⊗ Z`,

de sorte ρ` ' ρB ⊗ 1, et Pf (T ) = det
(
ρB(f) − TidΓ

)
∈ Z[T ] est bien

indépendant de `. De plus, pour tout endomorphisme g = f − nidX de
X, deg(g) = |Ker(g)| = [(ρB(g))−1(Γ) : Γ] = [Γ : ρB(g)(Γ)] = det(ρB(g))
si g est une isogénie ; sinon, ρB(g) n’est pas inversible dans End(Γ ⊗ Q), et
deg(g) = 0 = det(ρB(g)).
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En conclusion, on dispose dans le cas k = C de 3 types de représentations
de End(A) ⊗ Q : ρa (sur le k-espace vectoriel V = Lie(A)), ρB (sur le Q-
espace vectoriel Γ⊗Q = H1(A(C),Q)) et les ρ` (sur les Q`-espaces vectoriels
V`(A)). Elles sont liées par les équivalences

ρa ⊕ ρa ' ρB , ρB ⊗ 1 ' ρ`.

Pour k quelconque, seules subsistent ρa, qui n’est en général plus fidèle
(cas des morphismes inséparables), et les ρ`, qui, elles, le restent. Ces dernières
conduisent de plus à des représentations galoisiennes, de la façon suivante :
pour tout n ∈ Z, l’endomorphisme [n]A du groupe algébrique A/k est défini
sur k. Par conséquent, tout σ ∈ Gal(ksep/k) induit un automorphisme du
groupe abstrait A[n], d’où pour ` 6= car(k), une représentation `-adique,
encore notée

ρ` : Gal(ksep/k)→ AutZ`(T`(A)) ' GL2g(Z`)

de ce groupe de Galois. Pour tout endomorphisme f de A défini sur k, on
a σ ◦ f = f ◦ σ, de sorte que l’image ρ`(Gal(k

sep/k)) est contenue dans le
commutant de ρ`(End(A/k)) dans End(V`(A)).

Si k est un corps de nombres, et τ : k ↪→ C est une place archimédienne
de k, on a défini au chapitre I.1 le groupe de Mumford-Tate du tore complexe
Xτ attaché à la variété abélienne complexe A ⊗τ C. Selon la conjecture de
Mumford-Tate, ρ`(Gal(k

sep/k)) serait un sous-groupe ouvert deMT (Xτ )(Q`).

III.2 Dualité

Soit X = V/Γ un tore complexe. On a vu au chapitre II. 3.2 que le groupe
Pic0(X) des classes d’isomorphismes de fibrés en droites topologiquement
triviaux sur X s’identifie au groupe Hom(Γ,U1) des caractères unitaires de
Γ, par l’isomorphisme χ 7→ L(0, χ). Ce dernier est naturellement muni de la
structure de tore complexe suivante.

Soit Ω le C-espace vectoriel des formes C-antilinéaires sur V ; c’est l’image
du C-dual Ω = HomC−lin(V,C) de V par la conjugaison complexe relative à la
structure réelle HomR−lin(V,R) de HomR−lin(V,C). Comme toute forme R-
linéaire sur V s’écrit de façon unique comme partie imaginaire d’une forme
C-antilinéaire, l’accouplement R-bilinéaire <,>: Ω × V → R :< `, v >=
Im(`(v)) est non dégénéré. En particulier,

Γ̂ := {` ∈ Ω, < `,Γ >⊂ Z}
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est un réseau de Ω, dit réseau dual de Γ, et X̂ := Ω/Γ̂ est un tore complexe,
que l’application Ω → Hom(Γ,U1) : ` 7→ e2iπ<`,.>, de noyau Γ̂, permet
d’identifier à Pic0(X). On l’appelle le tore dual de X.

Par double antidualité, V s’identifie à l’antidual de Ω, et Γ est le réseau

dual de Γ̂. Par conséquent, X est canoniquement isomorphe à son bidual
ˆ̂
X.

Soit maintenant L = O(D) = L(H,α) un fibré en droites sur X. Pour
tout a ∈ X, on note τa : x 7→ x−a la translation par −a. Alors, τ ∗aD = D+a
et

τ ∗aL(H,α) ' L(H,αe2iπE(a,.)).

On en déduit le théorème du carré qui suit, et qui reste valable sur les variétés
abéliennes sur tout corps k. (Pour la déduction (iii) ci-dessus, remplacer
Pf(E) par dimH0(X,L) si L est ample, ou plus généralement, par sa ca-
ractéristique d’Euler-Poincaré χ(L), qui cöıncide également avec le nombre
de self-intersection 1

g!
(Dg) ; voir [M], §16.)

Proposition III.2.1. : i) ∀L = OX(D) ∈ Pic(X), ∀a, b ∈ X,

τ ∗a+bL ⊗ L ' τ ∗aL ⊗ τ ∗bL, autrement dit : τ ∗a+bD +D ∼` τ ∗aD + τ ∗bD.

En particulier, l’application φL : a 7→ τ ∗aL ⊗ L−1 est un homomorphisme de
tores complexes de X vers X̂ = Pic0(X).

ii) Pic0(X) = {L ∈ Pic(X),∀a ∈ X, τ ∗aL ' L}.
iii) Si c1(L) = E est non-dégénérée, φL : X → Pic0(X) est une isogénie,

de degré Pf(E)2. Son noyau est noté K(L).

Toujours avec les notations d’Appell-Humbert, on a pour tout endomor-
phisme f de X, et tout fibré : f ∗

(
L(H,α)

)
' L

(
ρa(f)∗H, ρB(f)∗α

)
; par

conséquent, le fibré L = L(H,α) est symétrique, i.e. [−1]∗XL ' L, si et slt si
α(Γ) ⊂ {±1}. Un autre corollaire, valable en toute caractéristique, est que

∀L ∈ Pic(X),∀n ∈ Z, [n]∗XL ' Ln(n+1)/2 ⊗ [−1]∗XLn(n−1)/2.

En particulier, si L = OX(D) est symétrique, [n]∗XL ' Ln
2
, ou encore :

[n]∗XD ∼` n2D, ce qui précise la formule, facile à établir pour D ample, que
[n]∗X(Dg) = n2g(Dg). Notons que sur un corps k de caractéristique finie p,
c’est cette formule qui permet de montrer que [p]X est une isogénie de degré
p2g (degré d’inséparabilité compris), même si le groupe abstrait “X[p]” a au
plus pg éléments.
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Le fibré de Poincaré

Soit A une variété abélienne sur un corps k algébriquement clos. On peut
alors encore construire une variété abélienne duale Â de A, telle que Â(k) '
Pic0(A). L’énoncé suivant précise cet isomorphisme. Pour tout t ∈ Â(k), on
note Lt ∈ Pic0(A) le fibré correspondant.

Proposition III.2.2. i) il existe un fibré en droites P sur la variété abélienne
A×Â, unique à isomorphisme près, dont la restriction à {0}×Â soit un fibré
trivial sur Â, et tel que pour tout t ∈ Â, la restriction Pt de P à A×{t} ' A
soit isomorphe à Lt.

ii) Ce fibré P, appelé fibré de Poincaré, vérifie la propriété universelle
suivante. Pour tout k-schéma pointé (T, t0), et tout faisceau inversible L sur
A× T , dont les restrictions à {0}× T et à A×{t0} soient triviales, il existe
un unique k-morphisme j : T → Â tel que j(t0) = 0 et que (1× j)∗(P) ' L.

Preuve. - Indiquons seulement la construction de P dans le cas k = C, en
reprenant les notations A = X = V/Γ, Â = X̂ = Ω/Γ̂ ci-dessus, de sorte que
X × X̂ = (V × Ω)/(Γ × Γ̂). Considérons la forme hermitienne H(v, `) sur
V × Ω définie par

H
(
(v1, `1), (v2, `2)

)
= `1(v2) + `2(v1).

Par définition de Γ̂, sa partie imaginaire E = Im(H) prend des valeurs
entières sur Γ× Γ̂. De plus, l’application α : Γ× Γ̂→ U1 : α(γ, `) = eiπ<`,γ>

est un quasi-caractère relativement à E . La relation P := L(H, α) définit
donc un fibré en droites sur X × X̂. Sa restriction à {0} × X̂ a des facteurs
d’automorphie triviaux, dont est triviale. Pour tout t = classe de `2 dans
X̂, représentant le fibré Lt = L(0, e2iπIm`2(.)), sa restriction à X × {t} a une
classe de Chern nulle, et admet comme facteurs d’automorphie γ 7→ eπ`2(γ),
équivalents au (quasi-)caractère γ → e2iπ<`2,γ>, donc P|X×{t} est isomorphe
à Lt.

On dispose sur le groupeDiv(A) des diviseurs surA des relations d’équiva-
lence, de moins en moins fines, suivantes :

- équivalence linéaire : D ∼` D′ si D −D′ est le diviseur d’une fonction
rationnelle f sur A (= f méromorphe sur X). En considérant le graphe de f
(et en se ramenant à des diviseurs effectifs), on voit que c’est le cas si et slt
s’il existe une famille {Dt}, t ∈ P1, et deux points t0 = 0, t1 =∞ sur P1 tels
que D = Dt0 , D

′ = Dt1 ;
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- équivalence algébrique D ∼a D′ : même définition, en remplaçant P1

par une courbe algébrique T ;
- équivalence topologique c1(OX(D)) = c1(OX(D′)) : même définition, en

remplaçant la famille algébrique {Dt} par une famille continue, paramétrée
par l’intervalle réel [t0, t1] ;

- équivalence numérique D ∼n D′ : on demande que pour tout courbe
C ⊂ A, les nombres d’intersection D.C et D′.C cöıncident.

Pour les variétés abéliennes, les trois dernières équivalences cöıncident. Par
exemple, si D et D′ sont topologiquement équivalents,OX(D−D′) ∈ Pic0(A)
s’identifie à un point t1 de Â, et l’existence de courbes algébriques T ⊂ Â pas-
sant par t0 = 0 et t1 entrâıne que D ∼a D′. La proposition précédente montre
également que toute application rationnelle de P1 dans Â est constante : si-
non, il existerait deux points distincts de Â ' Div(A)/Div`(A) représentant
des fibrés isomorphes. (Pour une démonstration plus naturelle, voir [HS].)

L’involution de Rosati

Pour tout homomorphisme de tores complexes f : X → X ′, notons f̂ :
Pic0(X ′) → Pic0(X) l’homomorphisme de groupes défini par L′ 7→ f ∗(L′).
Via la représentation C-linéaire ρa(f) = F de f sur les espaces tangents

V, V ′, il est induit par la transposition tF : Ω
′ → Ω : ` 7→ ` ◦ F , de sorte que

f̂ est un homomorphisme de tores complexes, appelé le dual de f .

Lemme III.2.3. i) si f : X → X ′ une isogénie, f̂ : Pic0(X ′) → Pic0(X)
est une isogénie de même degré que f .

ii) Soit L un fibré ample sur X, et φL : X → Pic0(X) l’isogénie associée.
Alors, φ̂L = φL.

Preuve : i) sans perte de généralité, on peut supposer que V = V ′ et que
F = idV . Alors,Ker(f) ' Γ′/Γ a le même ordre queKerf̂ ' Hom(Γ′/Γ,U1).

ii) Soit H la forme de Riemann attachée à L. Alors, Φ := ρa(φL) envoie un
w ∈ V sur la forme antilinéaire v 7→ H(v, w) i.e. vérifie < Φw, v >= E(v, w),
et ρa(φ̂L) est représentée par la transposée tΦ, qui vérifie <t Φw, v > =
< w,Φv >= −E(w, v) (car dans l’identification de V avec l’antidual de
Ω, un vecteur w correspond à la forme antilinéaire ` 7→ `(w) sur Ω), donc
<t Φw, v >= E(v, w) =< Φw, v >, et tΦ = Φ.

Fixons un fibré ample L sur X. Alors, l’application

EndQ(X) 3 f 7→ f † := φ−1
L ◦ f̂ ◦ φL ∈ EndQ(X)
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est une anti-involution de la Q-algèbre EndQ(X), qu’on appelle l’involution
de Rosati associée à L. De même que φL, elle ne dépend en fait que de c1(L),
i.e. de la classe de L dans le groupe NS(X). Si F, F †,Φ représentent f, f †, φL
sous ρa, on a pour tout w, v ∈ V :

H(v, F †(w)) =
(
Φ(F †(w))

)
(v) = (tF

(
Φ(w)

)
(v) =

(
Φ(w)

)
(F (v)) = H(F (v), w).

Ainsi, F † est l’adjoint de F relativement au produit hermitien défini par H.
En choisissant une base orthonormée de V , on en déduit que la trace de F †F
est un nombre réel > 0, d’où en passant à ρB ' ρa ⊕ ρa :

Théorème III.2.4. L’application (f, g) 7→ Tr(f †g) est une forme Q-bilinéaire
symétrique sur EndQ(X) dont l’extension R-linéaire est définie positive.

Dans cet énoncé, Tr désigne la trace relative à la représentation ration-
nelle ρB de EndQ(X) sur Γ⊗Q, i.e. Tr(f) = Tr(ρB(f)). Comme on l’a dit au
§1, c’est aussi la trace de ρ`(f) pour la représentation `-adique de EndQ(X)
sur T`(X). Ainsi interprété, le théorème 2.4 reste valable pour les variétés
abéliennes sur un corps k quelconque.

III.3 Hasse-Weil // Espace de Siegel

1. Variétés abéliennes sur les corps finis

En guise d’introduction au chapitre IV, nous donnons ci-dessous un “ana-
logue kählérien des conjectures de Weil” (voir Serre, Ann. Maths, 71, 1960,
392-394, pour un énoncé plus substantiel).

Proposition III.3.1. soient A une variété abélienne complexe, L un fibré
ample sur A, et f un endomorphisme de A. On note † l’involution de Rosati
définie par L, et on suppose qu’il existe un entier q tel que f †f = [q]A.
Alors, les valeurs propres de ρB(f) sont des entiers algébriques dont tous les
conjugués sur Q sont de valeurs absolues égales à

√
q.

Preuve : soient H la forme hermitienne que définit L sur V = Lie(A). Via
ρa, la relation f †f = q (qui impose q > 0) s’écrit qH(v, v) = H(v, F †F (v)) =
H(F (v), F (v)), de sorte que 1√

q
F est un opérateur unitaire relativement au

produit hermitien H. Toutes ses valeurs propres sont donc des nombres com-
plexes de module 1. Mais les valeurs propres de F , jointes à leurs complexes
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conjugées, forment l’ensemble des valeurs propres de ρB(f), i.e. des racines
du polynôme Pf (T ). Comme Pf (T ) est unitaire à coefficients entiers, elles
forment un ensemble d’entiers algébriques stable par conjugaison sur Q.

Si on remplace ρB par une des représentations ρ`, la proposition 4.1 reste
valable pour une variété abélienne A sur un corps quelconque k. Supposons
ainsi que k = Fq soit un corps fini, de cardinal q = pd. On dispose alors, parmi
les endomorphismes de A définis sur k, de l’endomorphisme de Frobenius
π : A → A, défini en coordonnées projectives par (x0 : ..., : xN) → (xq0 : ... :
xqN) (c’est un morphisme de variétés algébriques, envoyant 0A sur 0A, donc
bien un endomorphisme de groupes algébriques par l’analogue algébrique du
Theorème 1.1 du chap. II). En particulier, pour tout entier m > 0, un point
x ∈ A(Fq) est défini sur Fqm si et seulement si πm(x) = x, et l’on a :

Théorème III.3.2. (Hasse-Weil). - Soit A une variété abélienne définie sur
Fq. Il existe des entiers algébriques ω1, ..., ω2g, dont tous les conjugués sur Q
sont de valeurs absolues

√
q, tels que pour tout entier m > 0 :

card(A(Fqm)) = Πi=1,...,2g(1− ωmi ).

Il existe donc une constante Cg telle que |card(A(Fqm)− qmg| ≤ Cgq
m(g− 1

2
).

Preuve : Comme on vient de le dire, le groupe A(Fqm) s’identifie au noyau
de l’endomorphisme f = πm − idA de A. Par ailleurs, f est un morphisme
séparable, car d0π

m = 0, donc d0f = idLieA est inversible. Donc l’ordre du
groupe abstrait Ker(f) est égal au degré deg(f) de l’extension f ∗k(A)/k(A),
qui vaut det(T`(f)) = Pπm(1) d’après la proposition 1.3. Si on note Pπ(T ) =
Πi=1,...,2g(T − ωi) la décomposition du polynôme caractéristique de l’endo-
morphisme de Frobenius π, de sorte que les ωi sont des entiers algébriques
stables par conjugaison sur Q, on a donc pour tout m > 0 : card(A(Fqm)) =
Πi=1,...,2g(1− ωmi ).

Pour conclure, il reste à montrer que les ωi ont toutes leurs valeur absolues
archimédiennes égales à

√
q. Soit L = OA(D) un fibré ample sur A, défini sur

Fq. Si fα = 0 désigne un équation locale du diviseur D, π∗D est localement
défini par le diviseur de fα ◦ π(x) = fα(xq) = (fα(x))q, donc π∗D ∼` qD, et
π∗L ' L⊗q. Par conséquent,

π̂ ◦ φL ◦ π(x) = π∗(τ ∗π(x)L ⊗ L−1) = τ ∗xπ
∗L ⊗ (π∗L)−1 = q φL(x).

L’involution de Rosati attachée à L vérifie donc

π†π = φ−1
L ◦ π̂ ◦ φL ◦ π = [q]A.
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Par l’analogue algébrique de la proposition 3.1, toutes les valeurs absolues
des valeurs propres ωi de T`(π) sont donc égales à

√
q.

2. L’espace de Siegel

Une variété abélienne principalement polarisée est la donnée d’un couple
formé d’une variété abélienne A et d’une classe dans NS(A) de fibrés amples
L tels que dimH0(A,L) = 1 ; autrement dit, dans le cas complexe, d’une
forme de Riemann H telle que Pf(E) = 1 (on dit alors que E est unimo-
dulaire). Il revient au même de demander que l’isogénie φL : A→ Â soit un
isomorphisme.

En guise d’introduction au chapitre VI, nous donnons ci-dessous une
description ensembliste de l’“espace” des classes d’isomorphisme de variétés
abéliennes complexes principalement polarisées, de dimension g.

Soit (X = V/Γ, H) une telle variété abélienne principalement polarisée.
Choisissons (voir chap. II, §3.1) une base {γ1, ..., γg, γg+1, ..., γ2g} de Γ sym-
plectique pour E = ImH, i.e. telle que E soit représentée dans cette base

par J2g :=

(
0 Ig
−Ig 0

)
. Alors {γ1, ..., γg} est une base de V sur C, et les

{γg+1, ..., γ2g, γ1, ..., γg} sont représentés dans cette base par les vecteurs co-
lonnes d’une matrice (τ Ig), où τ ∈ GLg(C). D’après le Lemme II.3.3, τ
appartient à l’espace de Siegel

Hg = {τ ∈ GLn(C), tτ = τ, Im(τ) > 0}

des matrices symétriques dont la partie imaginaire représente une forme
hermitienne définie positive, et la polarisation principale H est donnée par
(Imτ)−1.

Effectuons la même construction avec une autre v.a.p.p. (X ′ = V ′/Γ′, H ′),
d’où τ ′ ∈ Hg, et soit u : (X ′, H ′) → (X,H) un isomorphisme de variétés
abéliennes polarisées. Cela signifie

• d’une part, que u est un isomorphisme de X ′ sur X. Si U = ρa(u) ∈
GLn(C), N = ρB(u) ∈ GL2g(Z), on a donc

U(τ ′ Ig) = (τ Ig)N.

Posons tN = M =

(
A B
C D

)
, où A,B,C,D ∈ Matgg(Z). On déduit de

la relation précédent que U = τ tC +t D, donc sa transposée Cτ + D est
inversible, et

τ ′ = (Aτ +B)(Cτ +D)−1.
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• d’autre part, que u respecte les polarisations : u∗H = H, soit en termes de
ρB(u) et de la forme symplectique E sur Γ : tNJ2gN = J2g. Par conséquent,
N (et donc tN) appartiennent au groupe symplectique

Sp2g(Z) = {M ∈ GL2g(Z),tMJ2gM = J2g}.

Dans l’écriture M =

(
A B
C D

)
, cela se traduit par les conditions

tAC = tCA, tBD = tDB, tAD − tCB = Ig,

(équivalentes à A tB = B tA,C tD = D tC, A tD −B tC = Ig.)

Inversement, pour tout τ ∈ Hg, la partie imaginaire de la forme hermi-
tienne (Imτ)−1 sur Cg est à valeurs entières sur le réseau Γτ := τZg ⊕ Zg.
Par conséquent, l’application τ 7→

(
Cg/Γτ , (Imτ)−1), {τ Ig}

)
établit une bi-

jection entre Hg et l’ensemble des classes d’isomorphisme de v.a.p.p. munies
d’une base symplectique. Dans cette bijection, un changement de base sym-

plectique Γτ → Γτ ′ est donné par une matrice M =

(
A B
C D

)
∈ Sp2g(Z),

où Cτ +D est inversible et vérifie τ ′ = (Aτ +B)(Cτ +D)−1. On vérifie que
l’application

Sp2g(Z)× Hg → Hg :

(
A B
C D

)
7→ (Aτ +B)(Cτ +D)−1

définit une action à gauche du groupe Sp2g(Z) sur l’espace de Siegel Hg. Par
conséquent, l’application τ 7→

(
Cg/Γτ , (Imτ)−1

)
induit une bijection entre

- l’ensemble Sp2g(Z)\Hg des orbites de Hg sous l’action de Sp2g(Z).

et

- l’ensemble Ag des classes d’isomorphismes de variétés abéliennes com-
plexes de dimension g principalement polarisées.

Signalons pour conclure que les “Thetanullwerte” {θ
[
a
0

]
(τ, 0), a ∈ 1

4
Zg}

introduites au chap. II, fin du §3.1, permettent d’identifier (un revêtement fini
de) Sp2g(Z)\Hg à l’ensemble des points complexes d’une variété algébrique
quasiprojective. On obtient ainsi l’exemple le plus basique de variété de Shi-
mura. Pour une présentation plus intrinsèque, on se rapportera au cours de
M2 spécialisé de C. Cornut.
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Chapitre IV

Problème d’examen

VARIÉTÉS ABÉLIENNES

∼

Examen (M2) du 22 Février 2011

(Durée : 3 heures)

On demande de traiter deux des trois problèmes proposés.
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IV.1 Sujet

I

Les 4 premières questions sont indépendantes.

Soient X = V/Γ un tore complexe, muni d’une forme de Riemann H, et
f un automorphisme de la variété abélienne polarisée (X,H) (voir (∗) pour
la définition). Soit par ailleurs ` un nombre premier ≥ 3. On se propose de
montrer que si f induit l’identité sur le sous-groupe fini X[`] = Ker([`]X) de
X, alors, f = idX .

10/ Soit f un automorphisme d’une variété abélienne polarisée (V/Γ, H), et
F := ρa(f) ∈ GL(V ) ' GLg(C) sa représentation sur V . On a donc

∀(u, v) ∈ V × V, H(Fu, Fv) = H(u, v), (∗)

où H est une forme hermitienne définie positive. On se propose de montrer
que F est une matrice d’ordre fini dans GLg(C) : il existe un entier k ≥ 1
tel que F k = Ig.

i) Montrer que dans une base convenable de V sur C, F est représentée
par une matrice unitaire (tFF = Ig), et que les matrices {(ρa ⊕ ρa)(fk) :=(
F k 0

0 F
k

)
, k ∈ Z} sont contenues dans le groupe unitaire U2g = {Φ ∈

GL2g(C),t ΦΦ = I2g} ⊂Mat2g,2g(C).

ii) Rappeler pourquoi (ρa ⊕ ρa)(f) est conjugée dans GL2g(C) à une ma-
trice M ∈Mat2g,2g(Z) à coefficients entiers, et montrer que M ∈ GL2g(Z).

iii) Montrer que le sous-groupe < F > de GLg(C) engendré par F est
isomorphe à un sous-groupe discret d’un groupe compact, et conclure.

20/ Soit F ∈ GLg(C) une matrice d’ordre fini. Montrer que F est diagonali-
sable, et que ses valeurs propres sont des racines de l’unité.

[Indications pour diagonalisable : considérer le polynôme minimal de F ; ou
voir Cg comme une représentation du groupe fini G =< F >.]

30/ Soient ` un entier > 0, et f un endomorphisme du tore complexe X =
V/Γ. On suppose que f induit l’identité sur X[`], autrement dit : ∀x ∈ X[`],
x− f(x) = 0.
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i) Montrer qu’il existe un endomorphisme g de X tel que

idX − f = g ◦ [`]X .

ii) Soit ζ une valeur propre de la matrice F = ρa(f). En considérant le
polynôme caractéristique de ρB(g) ∈ Mat2g,2g(Z), montrer que 1

`
(1 − ζ) est

un entier algébrique.

40/ Soient ` un nombre premier ≥ 3, et ζ ∈ C∗ une racine de l’unité. On
suppose que 1

`
(1− ζ) est un entier algébrique. Montrer que ζ = 1.

[Indication : se ramener au cas où l’ordre k de la racine de l’unité ζ est un
nombre premier p, auquel cas NormQ(ζ)/Q(1− ζ) = p, puis distinguer les cas
p 6= `, p = `.]

50/ À l’aide des résultats précédents, établir la propriété énoncée dans l’in-
troduction.

II

Les 2 premières questions sont indépendantes.

10/ Dans V = C2, muni de sa base canonique {e1, e2}, on considère le sous-
groupe Γ̃ engendré par les vecteurs

γ1 = e1 =

(
1
0

)
, γ2 = e2 =

(
0
1

)
, γ̃3 =

(
i

i
√

3

)
, γ4 =

(
i
√

2

i
√

5

)
.

On se propose de montrer que le tore X̃ = V/Γ̃ n’est pas polarisable. On rai-
sonne par l’absurde en supposant que Γ̃ admet une forme de Riemann, donnée

dans la base {e1, e2} par une matrice hermitienne H =

(
h1 h

h h2

)
, h1, h2 ∈

R. On pose E(u, v) = Im
(
H(u, v)

)
, de sorte que E(γ, γ′) ∈ Z pour tous

γ, γ′ ∈ Γ̃.

i) Vérifier que Γ̃ est bien un réseau de V .

ii) Calculer les entiers rationnels E(γ1, γ2) et E(γ̃3, γ4). En déduire qu’ils
sont nuls.

iii) Calculer les entiers rationnels E(γ1, γ̃3), E(γ1, γ4), E(γ2, γ̃3), E(γ2, γ4).
En déduire que E = 0, et conclure.

[Indication : {1,
√

2,
√

3,
√

5,
√

6} sont linéairement indépendants sur Q.]
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20/ Dans V = C2, muni de sa base canonique {e1, e2}, on considère le sous-
groupe Γ engendré par les vecteurs

γ1 = e1 =

(
1
0

)
, γ2 = e2 =

(
0
1

)
, γ3 =

(
i
0

)
, γ4 =

(
i
√

2

i
√

5

)
.

On se propose de montrer que le tore X = V/Γ n’est pas polarisable.

i) Vérifier que Γ est bien un réseau de V .

ii) Pour tout λ ∈ C, on note Dλ la droite de V d’équation z2 = λz1.
Montrer que l’intersection Γ0 := D0 ∩ Γ de D0 avec Γ est un réseau de D0,

iii) Montrer que D0 est la seule droite vectorielle de V vérifiant cette
propriété.

iv) En déduire queX contient une unique courbe elliptiqueX0, et conclure.

[Indications : pour (iii) : Q(i
√

5) ∩Q(i,
√

2) = Q ;
pour (iv) : appliquer le théorème de Poincaré.]

30/ On reprend les notations du 20/, et on pose F

(
z1

z2

)
= z2, F (Γ) = Γ′.

i) Montrer que F induit un homorphisme surjectif f de X sur une courbe
elliptique X ′.

ii) En déduire qu’il existe des fonctions méromorphes surX non constantes.

40/ On considère de nouveau le tore X̃ de la question 10/.

i) Soit L un fibré holomorphe sur X̃, et (H,α) ses caractéristiques. Mon-
trer que H = 0.

[Indication : dans les calculs du 10/, on n’a pas utilisé la positivité de H.]

ii) En déduire que toute fonction méromorphe sur X̃ est constante.

III

On pourra admettre les résultats d’une question pour traiter les suivantes.

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, et X une
courbe projective lisse irréductible de genre g ≥ 2, définie sur k . On pourra
supposer que k = C. On désigne par k(X) le corps des fonctions rationnelles
(' méromorphes) sur X, et par {ω1, ..., ωg} une base du k-espace vectoriel
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Ω1(X) := H0(X,Ω1
X/k) des formes différentielles régulières (' holomorphes)

sur X.

10/ Soit P un point de X. Pour tout diviseur D sur X, on note `(D) la
dimension du k-espace vectoriel L(D) = {f ∈ k(X), div(f) ≥ −D}.

i) Montrer que `(P ) = 1.

[Rappel : si une fonction non constante x ∈ k(X) admet au plus n pôles
distincts, tous simples, alors k(X) est une extension algébrique de degré ≤ n
de k(x). Et k(x) ' k(P1).]

ii) Soit K = div(ω) un représentant du diviseur canonique de X. On
rappelle que deg(K) = 2g − 2. Montrer que `(K− P ) = g − 1.

20/ Soit P un point de X. On désigne par z un paramètre local de X en P
(' un isomorphisme biholomorphe d’un voisinage de P sur un ouvert de C,
avec z(P ) = 0), et on pose pour tout i = 1, ..., g : ωi = fi(z)dz.

i) Déduire de la question 10/ (ii) que l’un au moins des nombres fi(0), i =
1, ..., g, est non nul.

ii) Montrer que la droite δP engendrée dans kg par le vecteur
(
f1(0), ..., fg(0)

)
ne dépend pas du choix du paramètre local z.

Cette droite δP définit donc intrinsèquement un point φ(P ) de l’espace pro-
jectif Pg−1.

30/ Montrer que l’image de X par l’application φ : X → Pg−1 ainsi définie
n’est contenue dans aucun hyperplan de Pg−1.

40/ Soient P,Q deux points distincts de X. Montrer que les conditions sui-
vantes sont équivalentes.

i) φ(P ) 6= φ(Q) ;
ii) il existe un hyperplan de Pg−1 passant par φ(P ), mais pas par φ(Q) ;
iii) il existe une forme différentielle régulière ω qui s’annule en P , mais

pas en Q ;
iv) `(K− P −Q) = g − 2 ;
v) `(P +Q) = 1 ;
vi) il n’existe pas de fonction x ∈ k(X) dont le diviseur polaire soit P+Q.

50/ On dit qu’une courbe X de genre ≥ 2 est hyperelliptique si c’est un
revêtement (ramifié) de degré 2 de P1. Montrer que si X n’est pas hyperel-
liptique, l’application φ est injective.
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IV.2 Esquisse de corrigé.

I- 1o/ i) Choisir une base de V orthonormée pour le produit scalaire H. Alors,
F et F sont unitaires.
ii) M = ρB(f) ∈ EndZ(Γ) répond à la question. Comme f est un automor-
phisme de X, ρB(f)−1 ∈ EndZ(Γ). (Plus directement, |detF |2 = 1 pour F
unitaire.)
iii) Munissons l’e-v. E = Mat2g,2g(C) de l’une de ses normes usuelles. L’image
de < F > par ρa⊕ ρa est contenue dans U2g, qui est un fermé borné de E , et
dans un conjugué du sous-ensemble discret Mat2g,g(Z) de E .

I- 2o/ 1ère méthode : si F est d’ordre k, son polynôme minimal divise T k−1,
qui n’a que des racines simples. 2ème méthode : a) il existe un produit scalaire
sur Cg invariant sous G, donc F est conjuguée à une matrice unitaire, donc est
diagonalisable ; ou b) les représentations complexes irréductibles d’un groupe
commutatif fini sont de dimension 1.

I- 3o/ i) 1ère méthode : si α, β ∈ End(X) vérifient N := Ker(α) ⊂ Ker(β),
et si π : X → X/N désigne la projection canonique, alors β = b◦π se factorise
à travers b : X/N → X, α = a ◦ π se factorise à travers a : X/N

∼−→Im(α),
et g := b ◦ a−1 : Im(α) → X vérifie β = g ◦ α. 2ème méthode : G :=
(idV − ρa(f)) ◦ [1

`
]V vérifie G(Γ) ⊂ Γ, donc est de la forme ρa(g).

ii) 1− ζ = ` ×(une racine du polynôme unitaire CarρB(g)(T ) ∈ Z[T ]).

I- 4o/ Si k = pk′, 1
`
(1 − ζk′) = 1

`
(1 − ζ)(1 + ... + ζk

′−1) est encore un entier
algébrique. Sa norme p/`p−1 ne peut être un entier si ` > 2, donc k = 1.

I- 5o/ D’après 2o/, F est diagonalisable.

∼
II-1o/i) Une relation de dépendance α1γ1 + ... = 0 sur R ⇒ α1 = α2 = 0,
puis α3 = α4 = 0.
ii) E(u, v) = Im(tuHv). Alors, E(γ1, γ2) et E(γ̃3, γ4) ∈ Z⇒ Im(h) ∈ Z mais
aussi Im(h)(

√
6 −
√

5) ∈ Z, donc Imh = 0 par l’indication. Noter pour la
suite que h ∈ R.
iii) En éliminant h1 entre les expressions des entiersE(γ1, γ̃3) = a et E(γ1, γ4) =
b, on trouve (

√
6−
√

5)h = ±b±a
√

2. De même, E(γ2, γ̃3) = c et E(γ2, γ4) = d
donnent (

√
6−
√

5)h = ±c
√

5± d
√

3. L’indication permet de conclure.

II- 2o/ ii) γ1 et γ3, qui sont R-l.i., appartiennent à D0.
iii) C’est clair pour la droite D∞ : z1 = 0. Pour les autres, γ = aγ1 + ...+ dγ4

et γ′ = a′γ1 + ...+d′γ4 (a, ..., d′ ∈ Z) sont sur Dλ 6=0 si et slt si b+di
√

5 = 0 =
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a+i(c+d
√

2), ce qui impose γ = 0 (car
√

2 /∈ Q), ou si b
′+d′i

√
5

b+di
√

5
= a′+i(c′+d′

√
2)

a+i(c+d
√

2)
,

qui est alors un nombre rationnel, auquel cas γ′ ∈ Q.γ. Ainsi, Dλ∩Γ ne peut
être un réseau de Dλ.
iv) Si X était polarisable, il contiendrait un sous-tore strict X ′0, forcément
6= X0, tel que X0 +X ′0 = X.

II- 3o/ i) F (Γ) = Z ⊕ i
√

5Z est un réseau de C, donc X ′ = C/Γ′ est une
courbe elliptique. Considérer alors f : classe de v mod. Γ 7→ classe de F (v)
mod. Γ′.
ii) X ′ admet une telle fonction ℘(z). Considérer ℘ ◦ f .

II- 4o/ i) Les mêmes calculs donnent E = 0, donc H = 0.
ii) Soit D le diviseur polaire d’une telle fonction φ. Alors, le fibré L =
OX̃(D) := L(0, α) admet une section holomorphe non nulle, représentée
par une fonction θ de caractéristique (0, α). Comme |θ| est bornée, θ est
constante, donc φ est holomorphe, donc constante.

∼
III-1o/i) Comme X 6' P1, le rappel entrâıne que L(P ) ne contient que des
constantes.
ii) `(P )− `(K− P ) = deg(P ) + 1− g.

III-2o/ i) L(K − P ) ' {f ∈ k(X), div(fω) ≥ P} s’identifie au k-e-v. des
formes différentielles régulières s’annulant en P . D’après 10/.ii, c’est un hy-
perplan de Ω1(X), donc l’un au moins des ωi n’y appartient pas.
ii) Si t est un autre paramètre local, dt

dz
= g est une fonction régulière (resp.

holomorphe) au voisinage de P , non nulle en P , et les coordonnées du vecteur
sont multipliées par g(P ).

III-3o/ Dans le cas contraire, il existerait une forme différentielle ω = α1ω1 +
...+ αgωg ∈ Ω1(X), ω 6≡ 0, s’annulant sur tout X.

III-4o/ Pour (iii)⇔ (iv) : via un paramètre local en Q, la condition pour un
ω de s’annuler en Q s’exprime comme l’annulation d’une forme linéaire `Q sur
Ω1(X), donc (iii)⇔ la restriction de `Q à L(K−P ) n’est pas identiquement
nulle ⇔ `(K− P −Q) = `(K− P )− 1. Puis appliquer 1o/ ii).
Pour (v) ⇔ (vi) : d’après 1o/ i), une fonction x admet P + Q pour diviseur
polaire si et seulement si x est non constante et appartient à L(P +Q).

III-5o/ Si X 6' P1 n’est pas hyperelliptique, il n’existe pas de x ∈ k(X) tel
que [k(X) : k(x)] = 2. D’après le rappel du 1o/, (vi) est alors vérifié pour
tout couple (P,Q) de points distincts .

∼
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