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Résumé : on décrit des preuves galoisiennes des versions logarithmique et exponentielle de

la conjecture de Schanuel, pour les variétés abéliennes sur un corps de fonctions.

Abstract : we survey recent work on the exponential and logarithmic cases of the functional
Schanuel conjecture. Using various differential Galois theories, we present parallel (and

sometimes new) proofs in the case of abelian varieties.

La transcendance dont il s’agit dans cet article concerne les corps de fonctions de
caractéristique nulle. La pertinence de la théorie de Galois différentielle a ce domaine est
bien connue, pour ne pas dire tautologique. Nous l'illustrons ici par quelques résultats sur
le probleme de Schanuel fonctionnel, tout particulierement ceux d’Y. André [A1] sur le cas
logarithmique, et ceux d’un travail en commun avec A. Pillay [BP] sur le cas exponentiel.
Nous avons taché d’en donner des preuves paralleles, en nous limitant pour ’essentiel au
cadre des variétés abéliennes. Il s’agit donc d’un survol, mais certains arguments sont
nouveaux, et j'espere qu’ils permettront de resserrer les liens entre les théories de Galois
évoquées ici : par ordre de généralité croissante, celles de Picard-Vessiot, de Kolchin, de
Pillay et (trop brievement) de Malgrange et Umemura. Un autre espoir, plus arithmétique,

est formulé en conclusion.

§1l. Theme

Soient S/C une courbe algébrique lisse, K = C(S) son corps de fonctions, et K la
cloture algébrique de K. On fixe dans ce qui suit une dérivation 0 sur K de corps de
constantes K? = C, et on note K la cloture différentielle de (K,d). Cette extension
différentielle, unique a isomorphisme différentiel pres, admet C pour corps de constantes,

et se plonge dans toute extension différentiellement close de K.

Soit par ailleurs G' un groupe algébrique commutatif connexe défini sur K, d’algebre
de Lie LG. Si G est la fibre générique d’'un schéma en groupes G sur S, la suite exacte

exponentielle fournit un morphisme expg : LG(Ogan) — G(Ogan) vérifiant les propriétés
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usuelles d'une application exponentielle sur GG. Le probleme de Schanuel fonctionnel con-

siste a minorer, pour toute section analytique locale x de LG, d’image

y = expg (),

le degré de transcendance deg.tr.(K(z,y)/K) de K(z,y) sur K. Le meilleur minorant
que l'on puisse espérer est la dimension dim(G) de G, et encore, il faut pour cela au
moins supposer que pour tout K-sous-groupe algébrique propre H de G, et tout C-groupe

algébrique Hy muni d’une immersion, définie sur K, dans G :
x ¢ LH + LHy(C).

On dira dans ce cas que z engendre LG. De méme (1), on dira qu'un point y de G engendre

G si pour tous tels (H, Hy) (non nécessairement connexes), y ¢ H + Hy(C).

Les résultats présentés ici concernent les deux cas extrémes du probleme :
(E) : celui ou z est algébrique sur K : en passant a un revétement fini de S, on peut
supposer que = € LG(K). C’est la situation du théoréeme de Lindemann-Weierstrass, ot
I'on étudie 'indépendance algébrique d’exponentielles de fonctions algébriques;
(L) : celui ou y est défini sur K. On étudie alors 'indépendance algébrique de logarithmes

de fonctions algébriques.

Pour aborder ces problemes, nous supposons que G/K est muni d’une structure de
groupe D-algébrique, c’est-a-dire que la dérivation 0 s’étend en une dérivation Dy du fais-
ceau structural Qg respectant la structure de groupe de G. Plutét qu’une étude générale,
pour laquelle nous renvoyons a [Bu], [P2] , nous en donnons au §2 quelques exemples. On
fixe désormais Dy, qu’on sous-entend dans les notations qui suivent. On dispose alors

d’une dérivée logarithmique 0¢ng sur G, et de sa différentielle a l'origine dp¢ sur LG":
8571@ :G — LG ,aLG : LG — LG.

Toutes deux sont des homomorphismes “algébro-différentiels du premier ordre” définis sur
K, et la seconde est, plus précisément, la contraction par 0 d’une connexion sur LG (voir
§2, exemple ii). En particulier, leurs noyaux Ker(d/ng) := G2, Ker(drc) = (LG)? sont
des groupes algébro-différentiels définis sur K (voir [BC], 2.4) , et on peut parler de leurs
points F-rationnels pour toute extension différentielle F' de (K,d). Ainsi, (LG)?(K) est le

C-espace vectoriel, de dimension dim(G), formé par tous les vecteurs horizontaux de dr¢-.

(1) Des que expg possede des périodes non constantes, les deux conditions ne sont pas

équivalentes : = peut engendrer LG sans que y = expg(z) engendre G.
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En tout point x € LG(F') ou expg est définie de fagon analytique, on a: dlng(expa(x))
= Jr(x) (voir [BP], Appendice H), de sorte que la relation y = expg(x) entraine

dtng(y) = Ira(x) ().

On est ainsi ramené a la question purement différentielle de minorer deg.tr(K(z,y)/K)
quand z € LG(K),y € G(K) vérifient (*), et & ses deux cas particuliers (E), ot on se donne
x € LG(K), et (L), ot on se donne y € G(K). Ces derniers sont entierement résolus dans
le cadre des tores et des variétés abéliennes, et nous donnons les énoncés correspondants,
tirés de [A1] et de [BP], aux Théorémes E et L du §3. A quelques exceptions prés (voir les
886 et 9), nous avons laissé de coté les variétés semi-abéliennes, ot on ne dispose que de
résultats partiels. Le reste de I’article est consacré aux preuves des Théoremes E et L : leur
principe commun est décrit au §4, le cas des tores au §5, et celui des variétés abéliennes
aux §87 et 8.

Remarque 1: dans le cadre analytique, on notera qu’inversement, la relation différentielle
(¥) entraine seulement : 3 29 € (LG)?(F),yo € G?(F), y — yo = expg(x — o). De facon

générale, les corps différentiels
Kig=K(z;z € (LG)a(K)) , resp. K =K (y;y € Ga(f{)),

engendrés par toutes les solutions K-rationelles de drgz = 0, resp. Ofngy = 0, intervien-
dront comme changements de base dans ce qui suit. Ils constituent le pendant différentiel

des corps de périodes et de points de torsion du cas arithmétique.

Remarque 2 : on peut, plus généralement, considérer deux groupes D-algébriques G, G*,
fixer un homorphisme K-linéaire ¢ € Hom (LG, LG*) entre leurs algebres de Lie (dont on
pourra exiger qu’il respecte les sous-algebres de Lie algébriques, sans toutefois provenir d’un
morphisme de G vers G*), et étudier les relations différentielles de la forme d¢ng-(y*) =
¢ o dMng(y). Par exemple, pour G = G* = GI', et ¢ = Nidpg, ou A € C, cela conduit

a Pétude de la fonction puissance. Nous renvoyons a [Kw]| et & [BKW] pour ce type de

questions.
§2. Exemples de D-groupes

On utilisera 'abbréviation D-groupe pour groupe D-algébrique commutatif défini
(sauf mention du contraire) sur K, D-module dans le cas vectoriel (ii). Un D-morphisme
est un morphisme (au sens algébrique) qui commute aux extensions de la dérivation 0.

Par ailleurs, le préfixe “iso” se rapporte a des extensions finies de K (et non, comme dans
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[BP], & des extensions différentielles quelconques). Enfin, on s’autorise & écrire G pour
GO(K), et de méme (LG)? pour (LG)?(K).

i) Groupes constants : lorsque G = Gy est défini sur C, il a une structure naturelle de
groupe D-algébrique, dont la dérivée logarithmique est celle de Kovacic et Kolchin (voir
[BC], 2.3); elle vérifie G§ = Go(C), (LGo)? = LGo(C). Par exemple, pour un tore G =
G%/C, otng(y1, -, yn) = (OY1/y1; s OYn/yn). Pour le groupe (non commutatif) GL,,c,
Ong(Y) = dY.Y 1. Pour une courbe elliptique G = Aq définie sur C, voir [Bu]. Dans ces
trois cas, G admet en fait une unique structure de D-groupe. En revanche, il n’y a pas de
structure de groupe D-algébrique sur une courbe elliptique non isoconstante (voir I’exemple
iii). Un groupe vectoriel Vy/C (par exemple, 'algebre de Lie de Gg,c) est isomorphe
sur C a G et ou sa structure naturelle de D-groupe est donnée par dlny, (y1, ..., yn) =
(Oy1, ..., 0yn ), mais son extension des scalaires & K admet d’autres structures de groupes

D-algébriques (voir I'exemple ii).

it) Groupes vectoriels : lorsque G = V est un espace vectoriel sur K, munir V' d’une
structure de groupe D-algébrique revient a choisir une connexion sur V', donnée, dans une
base de V ~ K™, par un opérateur différentiel 0fny (Y) = 0Y —AY, ou A est une matrice
nxn a coefficients dans K; autrement dit, une structure de D-module sur V/K. On notera
1~ G,/c, le D-module trivial (K, 9).

Un groupe vectoriel V' s’identifie a son algebre de Lie, et pour toute structure de
D-groupe sur V, 0¢ny coincide avec Jry, qu’on notera simplement Jy. Cela conduit
a écarter de notre étude les D-groupes G admettant comme facteur direct un D-groupe
vectoriel non trivial. Néanmoins, nous ne les perdrons pas de vue, puisque le probleme
(L) consiste précisément a étudier le D-groupe vectoriel V' = LG, muni de sa connexion
canonique Or,q.

Si V est un D-groupe vectoriel, Ky /K est une extension de Picard-Vessiot de K.

Nous noterons
JV = Auta(Kv/K)

son groupe de Galois différentiel: c¢’est ’ensemble des points complexes d’un C-sous-groupe

algébrique de GL(V?/C), auquel on se permet de 'identifier.

i11) Variétés abéliennes : une variété abélienne A/K non isoconstante n’admet pas de struc-
ture de groupe D-algébrique. Pour contourner cette difficulté, on considere son extension

universelle A, qui s’inscrit dans une suite exacte

0—>W4—>A—> A0,
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ol W4 est un groupe vectoriel, isomorphe au K-dual de H'(A4,O4). Toute extension de A
par un groupe vectoriel W est I'image directe de A par un unique homomorphisme de W4
vers W. On en déduit [Bu] que A admet une unique structure de groupe D-algébrique.
De plus, 'algébre de Lie LA est isomorphe au K-dual du groupe de cohomologie de de
Rham Hj,(A/K), et la connexion 9, ; est adjointe de la connexion de Gauss-Manin sur
H}»(A/K), voir [BP], App. H. En particulier, si A provient d’un schéma abélien A/S,
0; i admet des singularités réguliéres aux points a I'infini de S, et son espace de solutions

(LA)a admet une structure entiére naturelle, donnée par le systeme local des périodes
0B ._ 0 _ (7 i\B
(LA)” := Ker(expy) , avec (LA)® = (LA)” ®z C,

du schéma en groupes A/ S, On notera parfois encore (Lfl)B le Q-espace vectoriel
qu’elles engendrent.

Le plus grand sous-groupe vectoriel D-algébrique U4 de A, automatiquement contenu
dans W 4, jouera un role perturbateur dans ce qui suit. Il est nul si ’application de Kodaira-
Spencer k4 € Hom(Wa,LA/W,) ~ HY(A,04 ® LA) de A/K est de rang maximal, et
coincide avec W4 si et seulement si ce rang est nul, autrement dit si A est isoconstante.
Dans tous les cas, le D-quotient

A:=A/Uy

admet une unique structure de D-groupe. Bien entendu, les restrictions de dfn ; et 9, ; a

Ua coincident, mais on a plus généralement: 0¢n z|w, = 0, zlw. ([BP], Cor. G.4).

iv) Variétés semi-abéliennes : mémes propriétés quand on remplace A par une extension
B de A par un tore T' = GJ},. Tout comme A de A, Dextension universelle B = B x 4 A de
B est essentielle, en ce sens qu’elle n’admet aucun sous-groupe propre se projetant sur B.
De fagon équivalente, elle n’admet pas de groupe vectoriel comme quotient (ce qui revient
dans ce cas a dire qu’elle n’admet pas de groupe vectoriel comme facteur direct). On en
déduit que si z est un point de LB engendrant LB, tout relevé # € LB de  engendre LB;
de méme pour les points y de B engendrant B. Cette remarque permet de remonter de B
au groupe D-algébrique B les versions initiales du probleme de Schanuel sur B, et justifie

qu’on ne les étudie que sur les D-groupes.

v) D-groupes “semi-vectoriels” : dans la catégorie des groupes D-algébriques, il existe des
extensions non triviales de D-modules par des tores. Les travaux de Ph. Cassidy sur les
sous-groupes différentiels des tores en fournissent une classification, cf. [BC]|, 2.4.2. Pour un
exemple concret d'une extension de G, /¢ par Gy, voir [P2] , p. 350. Voici un autre fagon

d’en produire : étant donné une extension B de A par T comme en (iv), la restriction a Uy
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de I’extension B € Extp_groups (fl,T) fournit une extension £(B) € Extp_groups(Ua,T),

c’est-a-dire une structure de groupe D-algébrique sur le groupe algébrique T' x U4 :
0 — T — &¢EB) — Us — 0
I l l

O — T — B — A — 0.

Le théoréeme du noyau de Manin, dans la version raffinée donnée au §8, Proposition 2.6
ci-dessous, appliquée & la variété abélienne duale A, montre que si A est simple, Ux # 0,
et B n’est ni isoconstante ni isogene a T x A, I'extension de D-modules L(£(B)) de Ua
par LT n’est pas scindée. A fortiori, I'extension £(B) de Uy par T n’est pas triviale dans

la catégorie des groupes D-algébriques.

vi) D-groupes “purs” : on dira qu'un D-groupe G est pur si son algebre de Lie LG, munie
de sa connexion canonique Jrg, est un D-module semi-simple, c¢’est-a-dire isomorphe a
une somme directe de D-modules irréductibles. D’apres la théorie de Picard-Vessiot, cela
équivaut a demander que la composante neutre du groupe de Galois Jrg soit un groupe
réductif; toutes ses représentations complexes sont alors completement décomposables.
Les D-groupes constants sont évidemment purs, puisque LG est alors somme directe
de D-modules triviaux de rang 1. Mais les groupes de type A sont également purs : voir
la Proposition 1 ci-dessous. Les D-quotients d’'un D-groupe G pur sont encore purs, mais
ils ne sont pas nécessairement facteurs directs dans G : le scindage de LG ne se releve en

général pas & G (les quotients A de A en fournissent des exemples).

vii) D-groupes simples : ce sont ceux dont la composante neutre n’a pas de D-sous-groupe
propre. Les seuls D-groupes connexes simples sont les D-modules irréductibles sur K, les
groupes du type A = A/ Uya, ou A/K est une variété abélienne simple, et en particulier,
apres une extension finie éventuelle de K, les variétés abéliennes simples A, /C, ainsi, bien

sur, que le groupe constant G, /c-

Remarque 3 (Avantage des D-groupes sur les groupes algébro-différentiels) : la notion
de groupe D-algébrique a été introduite par Buium [Bu|, auquel on doit d’avoir ainsi su
remonter les groupes algébro-différentiels de dimension finie de 1’école de Kolchin en une
notion de pure géométrie algébrique. En exagérant un peu, on peut dire que ces groupes
algébro-différentiels ne “voient” que les solutions, de type G2, d’une équation différentielle,
alors que les D-groupes s’intéressent a toute la cohomologie du complexe G 2% 1.

Dans notre étude, ce sont, pour toute extension différentielle F' de K, les conoyaux
H'(0fng, F) := LG(F)/0tng(G(F)), H (0ra,F) := LG(F)/0rq(LG(F)),
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bien plus que les noyaux G?(F), (LG)?(F), qui compteront.

§3. Enoncé des résultats

Comme annoncé dans I'introduction, ce survol concerne principalement les D-groupes
G du type suivant. Soient A une variété abélienne définie sur K, et T' ~ G, /c un tore.

On considere le produit direct

G=Tx A,

muni de sa structure canonique de groupe D-algébrique. Si Ag/C désigne la K /C-trace
de A, une isogénie et un changement de base fini permettent, sans perte de généralité, de
supposer que A = Ay x Ay, ot Ay est de trace nulle. Alors, A = Ay x Ay, et les C-groupes
algébriques qui se plongent sur K dans A sont tous contenus dans Ay x W4, (notations
du §2, iii). Par conséquent, en introduisant le C-groupe algébrique Gy = T' x Ay, on peut
ici traduire les hypotheses d’engendrement de z et de y de la fagon suivante : z € LG(K)
engendre LG si pour tout K-sous-groupe algébrique propre H de G, x ¢ LH + LGy(C);
et y € G(K) engendre G si pour tout K-sous-groupe algébrique H (non nécessairement
connexe) propre de G, y ¢ H + Go(C).

Dans ces conditions, on déduit de [A1], Theorem 3, et de [BP], Theorem 1.4 :

Théoréme L ([Al]) : soient A/K une variété abélienne, G le D-groupe T x A, y un
élément de G(K) qui engendre G, et z une solution dans LG(K) de I’équation dpq(x) =
Olng(y). Alors, deg.tr.(K(x)/K) = dimG.

Théoréme E ([BP]) : soient A/K une variété abélienne, G le D-groupe T x A, x un
élément de LG(K) qui engendre LG, ety une solution dans G(K) de I’équation dlng(y) =
Orc(x). Alors, deg.tr.(K(y)/K) = dimG.

Bien que le résultat de [BP| couvre des D-groupes plus généraux, et que celui de
[A1] puisse souvent s’y étendre, on ne peut sans précaution remplacer dans ces énoncés le
produit direct T' X A par une variété semi-abélienne B : pour quelques contre-exemples,
voir le §9. Disons ici simplement que la pureté du D-groupe T X A fournit un dénominateur

commun aux preuves des théoremes E et L exposées ci-dessous. Plus précisément (voir
[D1], II, 4.2.9.a) :

Proposition 1 (Deligne) : Soit A/K une variété abélienne. Alors, le D-module LA est
semi-simple. Mieuz, la composante neutre du groupe de Galois différentiel J, ; est un

groupe linéaire semi-simple.



Autrement dit, Jg 4 est non seulement réductif, mais méme égal a son groupe dérivé
[Jg R Jg A] - et cette relation vaut tant au sens algébrique que pour les groupes abstraits
formé par leurs points complexes.

Parmi les extensions non isoconstantes B d’une variété abélienne simple A (isocon-
stante ou pas) par un tore 7', la propriété que le D-groupe G = B soit pur caractérise les
classes d’isogénie de produits directs B =T x A : si B n’est ni isoconstante ni isogene a
une extension scindée, on déduit en effet du théoréeme du noyau de Manin (comme au §2.v,
mais cette fois dans sa version initiale, décrite au §7.1, Formule (3)) que LB est également

une extension non scindée de LA par LT.

Les autres outils auxquels nous ferons appel sont les suivants:
e le théoreme de la partie fixe de Griffiths-Schmidt (voir [D1], 4.1.2), en vertu duquel, pour
toute variété abélienne A/K, de K/C-trace Ay, les solutions K-rationnelles de I’équation

9, ;(x) = 0 proviennent toutes de LAy, i.e.:

(LA)(K) = LA(C). (1)

Joint a la Proposition 1, cela entraine que si A/K est une variété abélienne simple non
isoconstante, le D-quotient A = A/U, vérifie : (LA)?(K) = 0.

e un énoncé de théorie des modeles, déduit par Marker et Pillay des travaux de Hrushovski
et Sokolovic, en vertu duquel pour toute variété abélienne A/ K, les solutions K-rationnelles

de I’équation 9¢n4(y) = 0 sont toutes algébriques sur K, i.e.

YRy =AE). ()

Voir le §7, Remarque 4.1, pour une discussion de cette propriété, et [MP], Lemma 2.2,
pour sa preuve.

e le théoréme du noyau de Manin : voir la Formule (3) du §7.1, et les diverses versions
qu’en donnent les Propositions 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 des §§6, 7, 8. On renvoie a [Ch] et [B3]
pour leurs preuves. En liaison avec le point précédent, notons des a présent le corollaire

suivant de la Proposition 2.5 :

—0 = = = .
A (K) = Aor (K) + Ap(C), (3bis)
ot Ag = Ay désigne la K /C-trace de A, et Ao, ~ Ay, le sous-groupe de torsion de A
(voir le §8.1.ii, et [BP], Cor. K.3).
e le théoréeme de normalité d’André, dont la Proposition 3 du §8.2 énonce une conséquence,

et dont on trouvera la preuve dans [Al], Theorem 1.
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§4. Principe des preuves

On présente dans les §§ qui suivent des preuves aussi paralleles que possible des deux
théoremes. On le fait sous diverses hypotheses (de moins en moins restrictives), mais la
démarche sera toujours la méme : une premiere étape, de nature galoisienne, ramene la
question & des points 7, £ définis sur K d'un D-quotient G de G et de son algebre de Lie

LG. La seconde étape est purement géométrique.
4.1.- L’étape galoisienne

i) L’étape galoisienne dans le cas (E) : dans cette premiere étape, (K,0) peut étre un
corps différentiel quelconque de corps de constantes C. On fixe un point f € LG(K), et

on étudie, de facon générale, I’équation “a second membre”:

y € G(K),dngy = 3 (Ea.p)

Le corps de définition K (y) de toute solution y ne dépend que de la classe de (5 dans le co-
noyau H!(d¢ng, K) = LG(K)/d¢ng(G(K)) de dfng. Par ailleurs, les solutions forment
un espace homogene principal sous le groupe G? = Ga(f( ) des solutions de I’équation sans

second membre d¢/ng(—) = 0, et 'application
P+ Autg(Ke(y)/K) — G : pg(o) = oly) —y

est un 1-cocycle, dont la restriction pg = pglauty (Ko (y)/Ko) : Auto(Ka(y)/Ka) — G2 est
un homomorphisme de groupes injectif.
Pour éviter I'introduction de “nouvelles constantes”, A. Pillay pose dans [P1], [P2], la

condition :
le D-groupe G est “K-large”: G?(K) = G2(K),

autrement dit : Kg = K. Cette condition est automatiquement satisfaite dans le cas,
considéré précédemment par Kolchin, o G = G est constant, ou on a bien : Gg(f( ) =
GY(C) = GY(K). La théorie de Galois de Pillay généralise alors celle de Kolchin (et
donc, quand on inclut les groupes non commutatifs, celle de Picard-Vessiot) : pour toute
solution y € G(K), lextension différentielle K (y)/K vérifie la propriété de normalité
K(y)Aute(EW/K) = K et I'image par pg du groupe Auts(K (y)/K) est de la forme HY,
pour un unique D-sous-groupe Hg de G, qu’on appelle le groupe de Galois de (£g.3) et
qui vérifie : deg.tr.(K(y)/K) = dim(Hg).

Dans ces conditions, supposons que GG est K-large et que contrairement a la conclusion
du théoreme E, on a : deg.tr.(K(y)/K) < dimG. Alors, Hg # G et si H désigne un D-

sous-groupe propre de dimension maximale de G contenant Hpg, la projection 7(y) de y
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sur le D-groupe simple G = G/ H vérifie, pour tout o € Auty(K(y)/K) :

a(r(y)) = m(a(y)) = (y) + 7(ps(0)) = 7(y),

puisque pg(o) € Hg C Kerm. Par normalité, on a donc : 7(y) € G(K). Par ailleurs,
comme 7 est un D-morphisme, sa différentielle L7, notée encore 7, vérifie: m(0lng(y)) =
dlng(m(y)). On a ainsi construit un D-quotient simple et non trivial G de G, ainsi qu'un
point n € G(K) (ici égal a la projection m(y) de y sur G), tel que le point 3 = dfng(y) de
LG(K) se projette dans LG(K) sur le point

m(8) = 0lnz(n) € Mng(G(K)).

En d’autres termes, la classe de 8 dans H'(0¢ne, K) se projette sur 0 dans H'(9¢ng, K),

ou encore : I'équation &z () est triviale sur K.

ii) L’ étape galoisienne dans le cas (L) : on fixe o € LG(K), et on étudie, de facon générale,

I’équation & second membre (?)
T € LG(K), OrLgr = « (,CG@).

La discussion précédente est alors bien connue de nos étudiants. De nouveau, on a un
lI-cocycle po : Autyg(Krg(z)/K) — (LG)? : po(c) = o(z) — z, et sa restriction p, 2
Autyg(Kra(x)/Kra). Le D-groupe vectoriel (LG,0rq) est rarement K-large, mais des
techniques de descente galoisienne, dues a la réductivité du groupe de Galois Jy,¢, rendent
ici cette hypothese inutile; on en trouvera l'illustration la plus parlante au §7.2. On conclut
ainsi a existence d'un sous D-module b, /K de LG tel que p, (Auts(Krc(2)/Kra)) = b2,
de sorte que
deg.tr(K(x)/K) > deg.tr.(Krg(x)/Krg) = dimb,,

et tel que quitte a remplacer x par ' = x+(, ou dr¢(¢) = 0, la projection de =’ € LG(K)
sur LG/, est définie sur K (et pas seulement sur Kg).

Mais une autre difficulté apparait dans le cas (L) : méme sous notre hypothese de semi-
simplicité de LG, les D-sous-modules §, de LG sont seulement des sous-algebres de Lie de
LG, pas forcément algébriques. C’est la forme o = 9¢ng(y),y € G(K), du second membre,

avec K = C(S), et la structure entiére, de type (LA)Z, que P’action de la monodromie

(3) On voit ici clairement la distinction entre le D-groupe GL,, /c et les D-groupes vecto-
riels. Le premier concerne les équations homogenes Y —AY = 0, les seconds les équations

inhomogenes 0Y —AY = B a partie homogene donnée.
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fournit alors aux groupes de Galois, qui nous permettra de vérifier cette algébricité dans le
cas général, d’out un D-sous-groupe algébrique H, de G tel que h, = LH,. Voir les §5.2 et
8.2. En résumé : tandis que les groupes de Galois du cas (E) sont par nature algébriques
(donc peu nombreux !), on récupere cette rigidité dans le cas (L) en considérant le motif

attaché a G et y; voir [A2], Corollaire 10.3.2.2 pour le cas des motifs purs.

Passant aux quotients G/H, on en déduit comme supra que si deg.tr.(K(z)/K) <
dim@, il existe un D-quotient simple et non trivial G de G, ainsi qu'un point ¢ € LG(K)
(ici égal & la projection m(2') de ' sur LG), tel que le point o = drg(z) = Ire(z’) de
LG(K) se projette dans LG(K) sur le point

En d’autres termes, la classe de o dans H'(dr¢, K) se projette sur 0 dans H'(9, 5, K),

ou encore : ’équation L= est triviale sur K.
G,m(a)

i11) Retour sur le cas (E) : nous verrons au §8.1 que pour les groupes du type G = T' X A,
ces techniques de descente galoisienne sont également possibles dans le cadre de la théorie
de Pillay, sans supposer que G est K-large. Par rapport a [Al] et [BP], c’est la seule
remarque nouvelle du présent article, et elle est bien entendu simplifiée par le caractere
rigide des groupes de Galois de Pillay. Ainsi, la négation de la conclusion du théoreme E
fournit dans tous les cas une équation quotient 557“ )’ triviale sur K (et pas seulement
sur Kg).

4.2. - L’étape géométrique

i) La deuziéeme étape est de nature géométrique : le fait que K est de type fini sur C
est maintenant fondamental, ainsi que la forme 8 = 9pg(z) € Orc(LG(K)) (resp. a =
0lng(y) € 0fng(G(K)) des seconds membres (en fait, comme on 'a dit en 4.1.ii, la nature
géométrique de « intervient parfois des la premiere étape). Dans les deux situations
(voir le début des alinéas (ii) et (iii) ci-dessous), on est ainsi ramené & étudier, sur un
D-groupe algébrique simple G, quotient de G, la relation dlng(n) = 9,5(€), out £ et
sont maintenant tous les deux définis sur K. Les D-quotients simples de ce type sont soit
constants (donc égaux a Gy, ou a une variété abélienne simple définie sur C), soit de la
forme A = A/Uy4, ott A/K est une variété abélienne simple non isoconstante, et Uy # Wy

est le D-sous-groupe vectoriel maximal de A. Qu’ils soient simples ou non, ils vérifient :

Proposition 2 : Soient G un D-quotient de G = T x A, et ¢ € LG(K),n € G(K) tels
que Olng(n) = 0;5(£).
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i) si G est défini sur C, alors n est défini sur C;
i) i G = A, ou A/K est une variété abélienne de K /C-trace nulle, alors ) se projette

sur A en un point de torsion.

Nous donnerons plusieurs variantes de cet énoncé, et parfois de sa preuve : voir les
Propositions 2.1, 2.2 dans le cas des tores, 2.3 a 2.6 pour les variétés abéliennes. Les

dernieres sont des raffinements, déja cités plus haut, du théoreme du noyau de Manin.

i) Conclusion dans le cas (L) : rappelons les notations G = T x A, A = Ay x Ay,
Go =T x Ay du §3, et notons H # G le noyau de la projection 7 de G sur G déduite de
la premiere étape. Dans la situation (L), y € G(K) est la donnée, on note n = 7(y) son
image dans G(K), le second membre est & = d¢ng(y), et on a montré que si le théoréme
L est mis en défaut, son image 7(a) = d¢nz(n) dans LG s'écrit aussi (o) = 9,5(€) pour
un élément ¢ de LG(K). On aboutit alors & une contradiction, puisque

- si le D-groupe simple G est constant, c’est nécessairement un quotient de Gy. La
proposition 2.i dit que € G(C), qui se releve en un point yg € Go(C). Alors, y —yo € H,
donc y € H 4+ Go(C) n’engendre pas G.

- sinon, G est un quotient non trivial de Ay, donc H + W4, est un K-sous-groupe
algébrique propre de G, tandis que 7, qui se projette sur un point de torsion de A; d’apres
la Proposition 2.ii, se releve, a torsion pres, en un point y; de Wi (K) et y —y; € H(K).
Ainsi, y € H + W4, + Gyor n’engendre pas G.

i11) Conclusion dans le cas (E) : c’est ici x € LG(K) qui est donné, on note £ = m(z) son
image dans LG(K), le second membre est 3 = Org(z), et on a montré que si le théoreme
E est mis en défaut, son image m(8) = 9, 5(€) dans LG s’écrit aussi m(8) = dlnz(n) pour
un élément n de G(K). Dans le cas ou G est constant, on déduit de la proposition 2.i
que dlng(n) s’annule, donc 9, 5(£) aussi, et £ € LG(C). Alors, £ se reléve en un point
xo € LGy(C), donc x —xg € LH, et x € LH + LG((C) n’engendre pas LG.

La conclusion est plus subtile dans le cas olt G est un quotient non trivial de A;. Sans
perte de généralité, on peut supposer que A; est simple, auquel cas G = A;, et on déduit
de la Proposition 2.ii qu'un multiple non nul " = N7 de 7 appartient au noyau Wa, /Ua,
de la projection de Aj sur A;. Mais dans lidentification de W4, avec LW 4, , la restriction
de Ofn z a Wy, coincide avec la restriction de 9, 5, & LW, (voir §2.iii). Posant §’ = N¢,
on obtient:

0=0lnz ()~ 0,7, &)=0,70 -¢).
Ainsi, ¢’ — 7' est un point K-rationnel de (LA;)?. Comme on I'a dit au §3, la Proposition
1, jointe au théoreme de la partie fixe (1), entraine que (LA;)?(K) = 0. Donc & = 7/
appartient & Wu, /Ua,, & = &' /N également, et © € LH + LW, n’engendre pas LG.
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Ainsi, on voit dans tous les cas que si le théoreme E, resp. L, est mis en défaut, le
groupe de Galois Hg, resp. LH,, remplit tout G, resp. LG. Les théorémes seront donc

bien démontrés, et méme sous les formes plus précises:
deg.tr. (Ka(y)/Kg) = dimG , deg.tr.(Kpc(x)/KLg) = dimG.

Il nous reste a réaliser concretement la premiere étape, et a justifier la Proposition 2.
Comme promis, nous le faisons par ordre de généralité croissant. Nous reprendrons sans

toujours le répeter les notations de la présente section.

§5. Variation 1 : le cas torique

On suppose ici que G est un tore. Apres une extension finie de K = C(S5), on se
ramene au cas déployé G = GJ,. Alors, G = Go et LG ~ GV /¢ sont des D-groupes
constants, et un point z = (x1,...,x,) de LG (resp. y = (y1,...,yn) de G) engendre LG
(resp. G) si et seulement si pour tout n-uplet d’entiers rationnels (my, ..., m,) non tous

nuls, myzy + ... + mpx, ¢ C (resp. yi"*..ym» ¢ C*.)
5.1. - Preuve du théoréme E.

Comme G, constant, est K-large, il n’y a ici rien a ajouter a la description de la
premicre étape au §4.i, si ce n’est rappeler qu’elle est due a Kolchin(®). Le D-quotient
simple G ne peut ici étre que G, et 7 : G — G est un caractere de G, envoyant la solution
Y= (Yy1,..yYn) de Eg o sur w(y) =y ..yl :=n € G, (K), pour des entiers rationnels

mq, ..., My, non tous nuls.

Supposons maintenant que le second membre ( soit de la forme Jpgx, ou =z =
(x1y..yxy) € LG(K) ~ K™ engendre LG. Alors, () = Jrg,,(§), ou § = w(x) =
miz1 + ... + mpx, € LGy, (K) mais £ ¢ LG,,,(C). La Proposition 2 de la deuxiéme étape

revient donc a montrer:
Proposition 2.1 (Liouville) : sin € K*, £ € K vérifient On/n = 0, alors n € C*.

Preuve : comme K est un corps de fonctions de degré de transcendance 1 sur C, la relation
entraine que dn/n = d¢ dans lespace des différentielles de Kéhler Q. /c- Le diviseur résidu

de la forme exacte d¢ étant nul, n est nécessairement constant.

(3) et signaler que dans ce cas particulier, I'équation dfngy = (3 revient & un systeéme
linéaire (*(y1,...,yn)) = diag(Bi, ..., Bn)-*(y1, -, Yn), qu'on peut tout aussi bien traiter

par la théorie de Picard-Vessiot usuelle.
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On en déduit que ¢ € C, et cette contradiction conclut la preuve du théoreme E dans
le cas des tores. Notons pour la suite le résultat plus précis suivant (voir [Ax], Prop. 2 ),

qui, malgré les apparences, porte sur des extensions de type fini.

Proposition 2.2 (Ax) : soit F/C une extension de corps de caractéristiques nulles.
Considérons le sous-espace dF de Q}?/C formé par les différentielles exactes, et le sous-
groupe dF'/F formé par les différentielles logarithmiques exactes. L’application canonique
C®zdF/F — Q}D/C/dF est injective.

5.2. - Preuve du théoréme L ; le groupe de monodromie.

Soient o € LG(K) et z € LG(K) tels que drg(z) = a. L’équation homogene
drc(—) = 0 étant ici triviale, le D-groupe algébrique (LG,0rq) ~ (Gq/c,0)" est K-large.
Ainsi, K(z)/K est une extension de Picard-Vessiot, dont le groupe de Galois différentiel
est de la forme h2 pour un D-sous-module b, de LG. Cette derniere condition n’apporte
aucune contrainte au C-sous-espace vectoriel h? de (LG)? ~ C", et on peut seulement
conclure que si b, # LG, il existe un hyperplan ), noyau d’une forme linéaire x sur G,
a priori seulement a coefficients (u1, ..., ttn) dans C, qui envoie la solution x = (x1, ..., ;)
de Lg,q sur x(z) = p1z1 + ... + ppxy, =& € (LG/H)(K) ~ K. C’est la conclusion usuelle
des théoremes de type Ostrowski (voir [Ko], [HS]).

Pour prouver I'algébricité de b, (et de h), permettant ainsi de choisir pour p, ..., fin
des entiers rationnels, on doit dées maintenant faire appel a la forme du second membre

a=0lng(y), ouy = (y1,....,yn) € GI(K) engendre GJ},. On obtient alors:

X(0ng(y)) = 10y1/y1 + ... + pnOyn/yn = x(Orgx) = 9€, avec & € K = C(S).

Ainsi, dyi/y1,...,dYyn/yn sont linéairement dépendants sur C modulo dK. D’apres la
Proposition 2.2, il le sont donc aussi sur Z, et il existe une relation du méme type, cette
fois a coefficients my, ..., m,, entiers. On peut donc prendre pour Yy la différentielle L7m d’un
caractere de G. Posant n = w(y) = y{"*..yn' € G,,,(K), on obtient dn/n = 9&, et on
conclut comme plus haut que n € C*, de sorte que y € Ker(m) + G(C) n’engendre pas G.

Voici une fagon essentiellement équivalente, mais plus galoisienne, de passer de C
a Z. Nous la détaillons car elle va servir de modele a la solution du cas général au
§8.2. Tout d’abord, le D-module (LG, 0pg) étant fuchsien, il en est de méme du D-
module V,, € Extp_mod.(1, LG), de rang n + 1, qu’'on associe a I’équation inhomogene

(LG.a) : OLgr = « en posant

o (2)- ()
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L’extension de Picard-Vessiot et le groupe de Galois de V,, coincident avec ceux de Lg q-
Appelons de nouveau S le complémentaire dans S de I’ensemble des poles de o := dng(y),
et soit ng(y) = (Un(y1), ..., ¢n(y,)) une détermination continue du logarithme de y sur un
voisinage Q d’un point sg de S. Alors, drg(¢ng(y)) = dng(y) = a,etona V2 = VE®C,
en désignant par V.2 le Z- (ou le Q)-module engendré par t(¢ng(y),1) et les !(w,0), ou
w parcourt le noyau (LG)E := 2inZ" ¢ C" = (LG)? de expg. Pour tout v € m1(S, s0),

I'image de ¢ng(y) par prolongement analytique le long de v vérifie

pa(v) = v.lng(y) — tna(y) € (LG)P,

de sorte que le résau VB est stable sous 'action de 71(S,s9). Pour a de la forme
0lng(y),y € G(K), on appelle groupe de monodromie (algébrique) I'y, de V, (relatif
A sg et & ce réseau) la Q-adhérence de Zariski de I'image de 71 (S) dans GL(V.P).

Par fuchsianité, le groupe de Galois différentiel .Jy;, ~ b2 est la C-adhérence de Zariski
du groupe de monodromie I'y;, . Par conséquent, le groupe vectoriel h2 C C™ est engendré
sur C par son intersection avec 2imZ™ (c’est la structure entiére promise au §4.1.ii). Il est
donc annulé par une forme linéaire non triviale y a coefficients my, ..., m,, entiers, et on

peut bien choisir pour h une algebre de Lie algébrique.

66 Interlude sur le cas constant.

En fait, dans le cas des tores, et plus généralement, des groupes algébriques définis sur
C, on connait depuis Ax la réponse au probleme de Schanuel lui-méme. Voici sa version

la plus générale (voir [Ax], Theorem 2, et [B2], Proposition 2.b).

Théoreme S : soit G un groupe algébrique commutatif défini sur C, muni de sa structure
canonique de groupe D-algébrique, et tel que G n’admet pas de quotient vectoriel non trivial.
Soient par ailleursy € G(K),z € LG(K) deuz points K -rationnels tels que dlngy = Opa.
Alors, deg.tr.(K(xz,y)/K) > dimG deés que x engendre LG.

Par conséquent, les théoremes E et L du §4 s’étendent a tout groupe constant sans
quotient vectoriel (noter que dans le cas constant, x engendre LG si et seulement si y
engendre (G). Puisque G et LG sont ici K-larges, on peut transcrire ces extensions en

termes de groupes de Galois (de Kolchin), de la fagon suivante:

Corollaire E : sous les mémes hypothéses sur G/C,x,y, on a : Auty(K(y)/K) ~ G? des
que x € LG(K) engendre LG.

Corollaire L : sous les mémes hypothéses sur G/C,x,y, on a Auty(K(z)/K) ~ (LG)?
des que y € G(K) engendre G.
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Je ne sais s’il existe une preuve galoisienne du théoreme S. On notera d’ailleurs que
le corps K (z,y) qu’il étudie n’est en général pas une extension différentielle de K, et le
théoreme d’Ax énonce en fait que deg.tr.C(z,y)/C > n + 1, d’ou la conclusion ci-dessus
découle aisément. Sa preuve initiale [Ax, 1971] porte sur la cas des tores et repose de facon

essentielle sur la Proposition 2.2.

n

n . il est tentant

Pour une approche galoisienne du théoreme S dans le cas ou G = G
de considérer la variété X = C?x) X C?y) x S, et le feuilletage de dimension n 4+ 1 sur X
défini par

F: dy; —yidx; =0 (i=1,...,n).

Soit Gal(F) le groupoide de Galois de F, au sens de [Ma] (voir aussi [Um]). C’est un
sous-groupoide de Aut(X), dont la restriction aux transversales de type xg X C?y) X S
(resp. C{,) X yo X So) est contenue dans G7, (resp. Gg). Voici deux remarques, inspirées
des dernieres lignes de [Ma], qui en donnent des minorations. Soient £ € (C[S])" C K™ ~
LG} (K) un point engendrant LG}, et S¢ le graphe du morphisme de S dans C" que
définit . La restriction F(§) de F a Sg x C?y) est un feuilletage linéaire de dimension
1. D’apres [Ma], pour tout so € S d’image £(sg) lisse, son groupoide de Galois Gal(F(€))
redonne, sur les transversales de type &(sg) X C?y) X Sg, le groupe de Galois du systeme
différentiel (ayi = (851)%),&:1’”.’”, basé en sg, c’est-a-dire G}, d’apres le théoreme E. De
méme, pour 7 € (C[S])™" € GJ,(K) engendrant G7,, de graphe S, C C/} xS, le groupoide
de Galois de la restriction F(n) de F a C’("Lw) x Sy, redonne sur les transversales de type
C’(ll,) x 1(sg) X so le groupe de Galois du systéeme (81’1 = ani/m)i:l’m’n, c’est-a-dire G/
d’apres le théoreme L. En parallele & I’étude des nombres z, €%, e, ..., que peut-on dire de

Gal(F) sur les transversales d’équation zo = y1,23 = Y2, ..., Tp, = Yp—1, L1 = &, S = Sg !

En revanche, il est facile de donner une preuve directe (et bien sur, galoisienne) du
Corollaire E. Comme (G, constant, est K-large, il n’y a de nouveau rien a ajouter a la
description de la premieére étape du §4.i (due ici encore a Kolchin [Ko]), ni a la conclusion
de la deuxieme. Puisque le cas ot G = G,, a déja été traité, il reste a démontrer la

Proposition 2.i quand G est une variété abélienne constante, i.e.:

Proposition 2.3 (Manin) : soient A une variété abelienne définie sur C, et { € LA(K),n €
A(K) tels que Olnan = OrA&. Alors, n (et donc ) sont définis sur C.

Preuve : cet énoncé découle du théoreme du noyau de Manin (voir §7.1, Formule (3)), mais
I’hypothese que A s’étend en un schéma abélien (constant) A sur une base S compacte
permet d’en donner une preuve rapide. Supposons que { € LA(K) ne soit pas défini sur

C. Alors, £ admet au moins un pédle s; sur S. Soient Q un voisinage épointé assez petit de
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s dans S, et F le corps des fonctions méromorphes sur €. La théorie des fonctions théta
montre que la section locale 1y := expy o€ de A(€Q2) admet une singularité essentielle en s;.
Mais 0¢nan1 = Opa&, doncn—mny € AB(FQ) = A(C). Ainsi, n a également une singularité
essentielle en s, et ne peut appartenir a A(K). Bref, c’est le caractere irrégulier des

singularités des équations £1.G,9, - (x), * € LG(K), qui permet ici de conclure.

Une preuve galoisienne du Corollaire L est également possible, bien que plus délicate.
Indiquons-en seulement le principe dans la premiere situation que ne couvre pas le théoreme
L, c’est-a-dire quand G = B est une variété semi-abélienne définie sur C, extension es-
sentielle d’une variété abélienne A/C par G,,. Comme B est constant, K (z)/K est une
extension de Picard-Vessiot, et 'application p,, identifie Auty(K (x)/K) a un C-sous-espace
h2 de LB(C). Comme y engendre B, son image p(y) sous la projection p : B — A engen-
dre A, et on déduit du théoreme L (tel qu’il sera prouvé au §8.2) que le groupe de Galois
de 'extension intermédiaire K (Lp(z))/K remplit tout LA(C). Ainsi, si h? ne remplit
pas tout LB(C), c’est I'image de LA(C) par une section C-linéaire o de la projection
Lp. Pour conclure, on fait de nouveau appel a la forme du second membre o = dfnp(y):
les déterminations du logarithme ¢np(y),fna(p(y)) sont solutions de Lp o, L4 p@). La
section o commute aux actions de la monodromie, et envoie donc un sous-groupe d’indice
fini du réseau des périodes (LA)P de A dans le réseau des périodes (LB)? de B. Ainsi, o
définit par passage au quotient une section analytique, donc aussi algébrique par GAGA,
de la projection p. Cela contredit I'hypothese faite sur 'extension B, et conclut la premiere

étape. La seconde se déduit alors de la Proposition 2.3.

Nous passons maintenant aux preuves des théoremes E et L pour des groupes algébri-
ques non nécessairement constants. Nous traitons d’abord le cas des variétés abéliennes
les plus génériques, puis les variétés abélienne quelconques. Le cas des produits G =T x A

ne nécessitant pas d’idée supplémentaire, nous ne le détaillerons pas ici.

§7. Variation 2 : quelques cas abéliens “génériques”.

Soient A une variété abélienne définie sur K = C(S) et G le D-groupe A. Relativement
a la cloture algébrique K de K, on dispose des extensions différentielles K¢, Ko de K
définies comme a la Remarque 1 du §1. On rappelle la notation A = /Nl/ U, du §2.ii, en
signalant que la formation du D-sous-groupe vectoriel maximal Uy C W4 de A commute

aux changements de base de K & K (et méme & K, cf. §8.1.1).
7.1. - Preuve du théoréme E lorsque Uy =0 (voir [BP], §6)
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Cette hypothese est satisfaite deés que le rang de Kodaira-Spencer k4 de A/K est max-
imal, et aussi (comme on le supposera au §7.2) dés que LA est un D-module irréductible.
Elle entraine que la K /C-trace de A est nulle. Mais surtout, d’apres la Remarque 4.1
ci-dessous, elle entraine que A est K -large. Plus généralement, les formules (2 ter) et (1)
montrent que pour A de K /C-trace nulle, U4 = 0 si et seulement si A est K-large (et c’est
sous cette seule hypothese que le théoreme E et ses généralisations sont prouvés, par des

arguments galoisiens, au §6 de [BP]).

Puisque G = A est ici K-large, la description de la preuve donnée au §4.1.i est
complete, & condition d’y remplacer K par K, ce qui est loisible. Revenant & (une ex-
tension finie de) K = C(S), il reste & démontrer la Proposition 2.ii, quand A = A. C’est
dans ce cas une simple réécriture de la version la plus faible du théoreme du noyau de
Manin. De facon générale, soit A/K une variété abélienne, de K/C-trace Ag. Considérons
I’application, introduite par Manin dans sa preuve de la conjecture de Mordell fonctionnelle

(voir par exemple [Ch]):
My : A(K) — LA(K) /9, s(LAK)) = H'(9,.1, K)

qui, & un point p de A(K), relevé de facon arbitraire en un point n de A(K), attache
I'image Mg (p) de 0¢n ;(n) dans le co-noyau de 9, ; sur K. Cette image est indépendante
du relevé n, car les restrictions de 0¢n ; et de 9, ; au groupe vectoriel W4 coincident. Le

théoreme du noyau énonce que
KGT‘(MK) = Ao(c> + A(K)tor- (3)
Par conséquent :

Proposition 2.4 (Manin) : Soit A/K une variété abélienne de K/C-trace nulle, et £ €
LA(K),n € A(K) tels que Oln zn = 0, ;£. Alors, n se projette sur A en un point de

torsion.

Remarque 4.1 (Noyau de Manin et théorie des modéles): le noyau de Manin qu’étudient
les théoriciens des modeles & la suite des travaux de Buium [Bu] est une notion bien
différente du noyau de 'application de Manin Mg supra : pour une variété abélienne
A définie sur K, c’est I'intersection A* des noyaux de tous les homomorphismes algébro-
différentiels (d’ordres arbitraires) de A dans G, (*). Ainsi, A* est un sous-groupe algébro-

différentiel de A, dont le groupe des points a valeurs dans une extension différentielle F' de

(*) Comme I'a remarqué A. Pillay, on peut interpéter A* comme le noyau de I’homomor-
phisme algébro-différentiel 1oy : A — G%™A qui, & tout point p de A, relevé de facon
arbitraire en un point 1 de A, associe la classe u(p) de dn ;(n) dans LA/d, z(Wa), puis

son image par un isomorphisme algébro-différentiel ¢ de ce quotient avec G4™mA,
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K ne remplit jamais tout A(F') (alors que l'application My devient triviale si on remplace
K par K ). Comme G, n’a pas de torsion, A¥ contient A, et c’en est en fait la cloture

de Kolchin. La relation suivante ([MP], Lemme 2.2) joue un role clef dans notre étude :
ANK) = AY(K). (2bis)

Elle est claire si A est définie sur C. Pour en indiquer la profondeur dans le cas général,
signalons seulement qu’elle résulte de la “forte minimalité” de A* quand A est simple
et de trace nulle; cette propriété, qui signifie que toute sous-variété algébro-différentielle
stricte de A* est finie ou co-finie, fournit immédiatement une preuve de la conjecture de
Manin-Mumford fonctionnelle pour une telle variété abélienne A.

Pour traduire (2bis) en termes de D-groupes comme au §3, Formule (2), on utilise
le fait que les groupes algébro-différentiels A% et At sont isomorphes sur K (voir [Bu], et
[BP], Prop. 3.9.ii). Ainsi, le D-groupe A est toujours K-large : FZ = K. Par ailleurs,
la suite 0 — U§(K) — A%(K) — Za(f() — 0 est exacte. En mettant bout a bout les
formules (2) et (3bis) du §3, on en déduit que A?(K) = Ay(C) + Ayop(K) +US(K). Ainsi:

FA = KUA (2t€7“)

pour toute variété abélienne A/K.

Remarque 4.2 (Lien avec Painlevé VI). On suppose ici que S = Py \ {0,1,00}, et que
A, s € S, est la courbe elliptique d’invariant de Legendre s. Soient {wi(s),w2(s)} une
base de ses périodes, vues comme des éléments du corps Fn des fonctions méromorphes
sur un ouvert {2 de S, ps la fonction elliptique de Weierstrass correspondante, et a1, as
des nombres complexes non tous deux rationnels. Alors, exp(ajwi + asws) est un point
Fg-rationnel du noyau de Manin A* de A. Puisque A? est K-large, ce point, qui n’est
pas algébrique sur K, n’est donc pas non plus K-rationnel. Ainsi, les fonctions s
9s(a1w1(8) + aswa(s)), (a1, a2) ¢ Q?, n'appartiennent pas & la cloture différentielle de
C(s) !

A une translation pres, ces fonctions pg(arwy(s) + aows(s)) sont des solutions de
Picard d’une équation de Painlevé VI. Il serait intéressant de relier I’énoncé précédent a
leur irréductibilité au sens de Nishioka-Umemura, et a ’approche galoisienne qu’a proposée
G. Casale [Ca] de ces fonctions au moyen de la théorie de Malgrange (voir [CL] pour le

calcul du groupoide de Galois des équations PVI).

7.2. - Preuve du théoréme L lorsque LA est un D-module irréductible
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D’aprés la théorie de Picard-Vessiot, cette condition revient & demander que (LA)?
soit une représentation irréductible du groupe de Galois .J; ;. Elle impose donc que Uyx
soit nul (mais pas inversement), et est satisfaite dans le cas générique ot J; 7 remplit tout
le groupe symplectique Sp((LA)?). La Proposition 2.4 permettant de vérifier la deuxiéme
étape de la preuve, c’est sa premiere étape qu’il nous reste a réaliser. Elle ne nécessitera

ici pas de recours a la structure entiere du groupe de monodromie.

Soit donc a un élément arbitraire de LA(K), et = une solution de ’équation (£ Aa)!
0, ;& = a. L’extension K(z)/K n’étant plus normale, nous étendons les scalaires a
K; ; et notons que le D-groupe vectoriel LA est par définition K 1 j-large. D’apres le
§4.1.i, lu sur le corps de base K, ; (et avec les notations du §4.1.ii), le groupe de Galois
Auty(K ;(x)/ K, ;) s'identifie par p, a K%, ot h,, est un D-sous-module de LA, mais a
priori seulement défini sur K, ;. Nous allons montrer que si h, ne remplit pas tout LA,
c’est-a-dire si l'extension de Picard-Vessiot K, ;(z)/K, ; a un degré de transcendance
< dz'mfl, alors la classe de o dans H 1(8L i, K) est nulle. Pour ce faire, on montre dans
un premier temps que h, provient par extension des scalaires de K a K; ; d'un D-sous-
module h, de LA défini sur K. De lirréductibilité du D-module LA (sur K), on déduit
dans ces conditions que b, = 0, donc = est défini sur K 3, et a« = 9, z0 € 9, ;(LA(K, 7))

Dans un deuxieme temps, on montre qu’alors, o € 9, A;(LA(K )), comme souhaité.

Comme au §5.2, considérons le D-module V,, € Extp_ 4. (1, Lfl), de rang 1+ dimA,

défini par Jy, <§) = <8LA(?Z_ ozz>. Son extension de Picard-Vessiot Ky, coincide

avec K| ;(x), et Ny := Auty(K; ;(x)/ K ;) ~ h% est un sous-groupe normal du groupe

de Picard-Vessiot Jy, = Auts(K; ;(x)/K) de V,. Le quotient J, ; = Auty(K; ;/K) agit

naturellement par conjugaison sur le sous-groupe N, puisque ce dernier est abélien.
L’application p, : Jy, — (LA)? : 0 — po(0) = o(z) — = est un 1-cocycle, dont la

restriction a N, redonne I’homomorphisme injectif p, : Ny — (Lfl)a. Ce dernier vérifie:
Vr € J. i ,Y0 € Ny, palror™h) = T.p0(0).

Cette compatibilité aux actions de J; ; se déduit d'un simple calcul. En terme de la suite
exacte d’inflation-restriction ([Se], 2.6.b) rappelée a la Remarque 5 ci-dessous, elle exprime
que I'image de Res est contenue dans (H* (N, (Lfl)a)) JLA, ici égal a Hom s . (Na, (LA)?),
puisque N, agit trivalement sur (LA)?. Ainsi, po(Ng) = hZ est un C-sous-espace vectoriel
de (LA)? stable sous J; ;; c’est donc ensemble (h,)? des solutions d’un D-sous-module
bo de LA défini sur K, et h, = b, @x K ;.

Supposons maintenant que dimb, = deg.tr(K, ;(z)/K, ;) soit < dimLA. Notre
hypotheése d’irréductibilité du D-module LA entraine alors que h, = 0, de sorte que
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(J, 4, (LA)?) = 0 puisque J, ; est un groupe réductif. Il existe donc un élément ¢
de (LJZI)(9 tel que ox — x = o( — ¢ pour tout o dans J; ;. Dans ces conditions, le point
§ = x— (¢ de LA(K, ;), invariant sous J; ;7, est K-rationnel, et o = 9, 7(x) = 9, 1(¢)

appartient bien a I'image de 0, ; sur K.
C’est ce raisonnement qu’on va maintenant imiter dans le cadre de la théorie de Pillay.

Remarque 5 : Voici une présentation plus intrinseque de la fin de 'argument (voir [B1]).

Considérons le diagramme
Ker(h') - Hl(aLA>K) - H1<8LA>KLA)

l K 8

HY(J, 1, (LAY 2L Higy, (LA)?) 2 gY(N,, (LA)?).

ou les fleches verticales p, p, sont les homomorphismes injectifs déduits des applications
a > Pa,@ — pa, et Ker(h') = (LA(K) N 0, 1(LA(K, 3)))/0; 1(LA(K)) désigne le
noyau de I'application naturelle h'. Comme ce noyau s’injecte dans le groupe trivial
H'(J, z,(LA)?), 'homomorphisme h' est bien injectif, et la classe de a dans H'(9, 3, K)
s'annule dés qu'elle s’annule dans H'(9, 5, K; ;). Ici comme dans toute cette section,
la cohomologie galoisienne est définie au moyen de cocyles continus pour la topologie de

Zariski sur les groupes algébriques sur C.

§8. Variation 3 : le cas abélien général

Soient A/K une variété abélienne quelconque, et G le D-groupe A. Nous ne faisons
plus d’hypothese sur le D-sous-groupe vectoriel maximal U,y de A, que nous notons
maintenant U pour alléger, et rappelons que c’est aussi un D-sous-module de LA. Par
conséquent, K est une extension de Picard-Vessiot de K contenue dans K 1. i, dont nous
désignons par

Juy = Autsg(Ky /K)

le groupe de Galois. Quotient de la composante neutre de J; ;, c’est encore un groupe

réductif, et méme semi-simple d’apres la Proposition 1.
8.1 Preuve du Théoreme E

i) L’étape galoisienne : soient d’abord 8 un point de LA(K), et y € A(K) une solution
de I'équation £ 4 0fn ;(y) = (. D’apres la Formule (2 ter) de la Remarque 4.1, le corps

K ; coincide avec l'extension de Picard-Vessiot Ky de K. Par conséquent, le D-groupe
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(sur Ky7) déduit de A par extension des scalaires de K & Ky est Kp-large, et la premiere

étape du 84.1.i fournit un D-sous-groupe H; de A défini sur Ky tel que l'injection
ps : Autg(Ky(y)/Ky) — A% 10— o(y) —y

identifie Auty(Ky(y)/Kv) a HY.

Montrons maintenant que s'il ne remplit pas tout A, le groupe Hg est contenu ®)
dans un D-sous-groupe propre Hg de A défini sur K. Comme I'extension K (y)/K n’est a
priori pas “normale”, on ne peut reprendre tel quel 'argument de Jy-équivariance du §7.2.
D’un autre coté, la projection A’ de Hg sur A est, comme tout sous-groupe algébrique de
A, définie sur K. Identifiant, a isogénie pres, A a un produit A’ x A”, et A a A’ x A”, on
déduit de la propriété universelle de A’ que A’ # AsiHg # A, et que Hg est isogene a
A’ x V" ou V" désigne un D-sous-groupe de A” défini sur K¢ et contenu dans Wy. Or
I'intersection des noyaux des formes K-linéaires sur LA” qui annulent V"2 est un D-sous-
module de LA” contenu dans W4, donc dans Ug». Ainsi, V’ C Ugn, et Hp = A" X Unn
répond a la question.

Supposons maintenant que deg.tr(Ky(y)/Ky) < dimA, ie. que Hgs, et donc aussi
Hg, soit un sous-groupe propre de A . Passant au quotient par un D-sous-groupe propre de
dimension maximale de A contenant H 3, on obtient un D-quotient simple 7 : A — G, défini
sur K, tel que la projection m(y) € G(Ky(y)) vérifie, pour tout o € Auty(Ky(y)/Ku):

o(n(y)) =y + pslo)) = n(y),

de sorte que 7(y) est défini sur Ky, et le point 7(3) = 0¢ng(r(y)) de LG(K) a une classe
nulle dans H' (0lng, Ky).

Reste & montrer que D'application naturelle h' de H'(dlng, K) dans H'(dlng, Ky)
est injective. Le D-quotient G de A étant lui-méme une extension vectorielle d’un quotient
de A, on peut supposer, quitte a rebaptiser les variétés abéliennes, que G = A. Puisque
m(y) € A(Ky), le groupe Jyr agit sur 7(y). Puisque Jy agit trivialement sur A° (K) et que
A est K-large, le cocycle

peis) : Aut(Ky JK) = Jy(C) = A (Ky) = A (K) : 0 — o(n(y)) — ()

(°) Cela suffit pour la preuve. Mais par souci de symétrie, nous montrons a la Remarque
6 infra que comme dans le cas (L), Hz provient par extension des scalaires d'un D-sous-
groupe Hp de A défini sur K. Les groupes de cohomologie contrainte de [P1], Def. 3.1,
[P2], Cor. 4.2, devraient fournir une approche plus directe de ce résultat, ou tout au moins

du roéle joué ici par les extensions de Picard-Vessiot.
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est un homomorphisme de groupes (abstraits). Comme Ji;(C) est égal a son groupe dérivé,
tandis que a° (K) est un groupe abélien, p (g est identiquement nul : Vo € Jy, o(m(y)) =
7(y). Ainsi, aprés un extension finie de K, n := m(y) € A(K) et la classe de 7(3) = 9¢n(n)
dans H'(d¢n , K) est bien nulle.

Remarque 6 (en supposant encore que A” = A, ce qui ne restreint pas la généralité) :
puisque 7(y) € A(K) , il se reléve en un point yo de A(K) tel que y — yo := v € U(K), et
la classe dans H'(0¢n ; , K) de 3 = d¢n ;(yo) + Oy (v) appartient & H'(dy, K). Ainsi, Eigp
équivaut a I'équation Ey g, : Oy (v) = Bo, ot By = B — n;(yo) € LU(K), et Ky(y) =
Ky (v). Le groupe de Galois ﬂg = Auty(Ky(y)/Ky) = Auty(Ky(v)/Ky) est maintenant
justifiable de la théorie de Picard-Vessiot : Jy y agit par conjugaison, et 'argument du
§7.2 sur Res montre que Hy est de la forme Hp ® Ky, ou Hg =bhg C LU = U est un
D-sous-groupe de A défini sur K.

Remarque 7 : comme me ’a indiqué A. Pillay, que je remercie ici, on peut prouver la
nullité de p () sans faire appel a la semi-simplicité du groupe Jy(C). En effet, ce dernier
est un groupe algébrique linéaire sur C, et son action sur A est définissable sur le corps
différentiellement clos K. Comme Za ~ A" est isogene & un produit de variétés abéliennes
sur C et de noyaux de Manin orthogonaux & K2 = C (voir la remarque 4.1 et [MP], 1.7.i),

cette action est nécessairement triviale.

i1) L’étape géométrique : il reste a justifier la Proposition 2.ii dans le cas ou, U = Uy

n’étant plus supposé nul, A peut étre un quotient strict de A.

Proposition 2.5 (Chai) : Soit A/K une variété abélienne de K/C-trace nulle, et & €
LA(K),n € A(K) tels que dlngn = 0,5&. Alors, n se projette sur A en un point de

torsion.

En prenant £ = 0, on en déduit en particulier que pour toute variété abélienne A/ K, le

noyau de 9¢n— vérifie:

A°(K) = Ao(C) + Ayor () (3bis).

En termes de l'application de Manin My : A(K) — H*(9, 45, K) décrite au §7.1, la
Proposition 2.5 exprime que si py : LA — LA = LA /U désigne la projection canonique et

celle qu’elle induit sur les conoyaux:

bu - Hl(aLﬁaK) - Hl(aLZ’K)7
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alors le noyau de 'application py o Mg n’est pas plus gros que celui de Mg, autrement
dit que py est injective sur 'image de Mg . C’est ce qu’a démontré C-L. Chai au moyen
de la structure de Hodge de (LA)® (voir [Ch], bas de la p. 389, et [BP], App. K). Mais

un énoncé plus général, suggéré par [Ch], est également valable :

Proposition 2.6 : Soient A/K une variété abélienne simple, et V un D-sous-module
propre quelconque de LA. L’application canonique py : HY (0, 4, K) — Hl(ﬁLA/V, K) est

injective sur limage de Mg .

Une preuve, fondée sur la Proposition 3 qui suit, est donnée dans [B3], §3.

8.2 Preuve du théoréme L (voir [Al], §§3 et 7)
Nous passons enfin a la preuve du théoreme L dans le cas général.

Soient donc A une variété abélienne sur K quelconque, et o € Lfl(K ). Comme
au §7.2, considérons le D-module V, € E:z:tD_mod,(l,Lfl), de rang 1 + dz’m[l, défini par

v, (i) = (8LA~(?Z_ az ) . Son extension de Picard-Vessiot Ky, coincide avec K; ;(x),

et No = Auty(K; 5(x)/ K, ;) ~ h? est un sous-groupe normal du groupe de Picard-Vessiot
Jy, = Autag(K, ;(x)/K) de V. La descente galoisienne effectuée au §7.2 monte que h,,
provient par extension des scalaires de K a K ; d'un D-sous-module b, de LA défini sur
K. Pour en prouver l'algébricité, nous faisons appel, comme au §5.2 :

- ala forme oo = 0fn zy, oy € A(K), du second membre de ’équation L3 ;81 In;(y)
désigne une détermination continue du logarithme de y sur un voisinage d’un point sy de
S, on a pa(0) = a(fn;(y)) — fnz(y) pour tout o € N,, puisque z — ¢n ;(y) € (LA)?. On
note (Lfl)B le Q-sous-espace vectoriel de (Lfl)a engendré par Ker(exp ;).

- a la structure entiere (ou plus simplement, rationnelle) du groupe de monodromie
[y, de Vo, en sq : le Q-sous-espace vectoriel V.5 de Va8 engendré par les solutions de la
forme *(¢n ;(y),1) et *(w,0), ot w parcourt (LA)P, est laissé stable par 71 (S, s9); comme
au §5.2, on note I'y, le Q-adhérence de Zariski de I'image de 1 (9, sg) dans GLg(V.P).

- au caractere fuchsien de V,, qui entraine que Jy, = Autyg(K; ;(x)/K) est la C-
adhérence de Zariski de Ty, dans GL(V,?). De méme, J; ; = Auty(K, ;/K) = JLBA(X)C, ol
Jf~ désigne la Q-adhérence de Zariski de I'image de 71 (S, sg) dans GLQ((LA)B). Le noyau

A
NB de la projection de T'y,, sur J f 5 est le radical unipotent de Iy, , et I'homomorphisme

PE = palnp i 0 o(a) —x = o(tnz(y)) — n ()
identifie NP & son image h% := h, N (LA)? de facon JLBA-équivariante.
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Contrairement au cas des tores, la relation b, = hZ ® C ne suffit pas a établir que
h, soit une sous-algebre de Lie algébrique de LA : la projection sur LA d’un sous-groupe
de (LA)P ne vérifie en général pas les conditions de Riemann. Soit alors MTa 4 C
GLq(VP) le groupe de Mumford-Tate de la structure de Hodge mixte attachée & la pro-
jection sur A, du point y(sg) de flso. Le quotient de MT}y , s, par son radical unipotent
Nay.s, est le groupe de Mumford-Tate MTa o, C GLq((LA)P) de la structure de Hodge
(pure) que porte (LA)B . Pour s suffisamment général, on déduit de [Al], Thm. 2 :

Proposition 3 (André) : le groupe de monodromie Iy, est un sous-groupe normal du

groupe de Mumford-Tate MT4 s, -

Par conséquent, MT}, ,, agit par conjugaison sur le radical unipotent N, B cN Ay.50
de I'y., et le morphisme pZ est équivariant non seulement sous P'action de J LB '§» Mais aussi
sous celle de MT) 4,. Son image hZ est donc une sous-structure de Hodge de (LA)Z. De
I’équivalence de catégorie entre variétés abéliennes a isogénie pres et structures de Hodge
polarisables de type (—1,0), (0, —1), on déduit qu’il existe une sous-variété abélienne A,
de A telle que h5 = (Lfla)B. Ainsi, b, = LH,, ot H, = A,, est bien une sous-algébre de

Lie algébrique de LA, et ceci conclut I'étape galoisienne de la preuve.

Cette description explicite du D-sous-groupe algébrique H, de A dont b, est Palgebre
de Lie permet de simplifier la deuxieme étape de la preuve. Comme d’habitude, on com-
mence par nier la conclusion du théoreme L, mais au lieu de prendre un D-sous-groupe
propre maximal H contenant H,, ce qui force & considérer des quotients de type A, il
suffit de considérer la plus grande sous-variété abélienne propre A’ de A telle que A, C A’.
Passant au quotient simple A” = A/A’, on en déduit I’existence de £ € LA”(K) tel que
Pimage 7 de y dans A”(K) vérifie 9n 3, (n) = 9, 7,(¢). Comme dans [A1], la forme initiale
du théoréme du noyau de Manin (Prop. 2.3 et 2.4 ci-dessus) suffit alors pour conclure: il

n’y a pas besoin de faire appel aux raffinements donnés par les Prop. 2.5 et 2.6.

89. D-groupes “mixtes”.

Comme on l'a vu, le fait que G = T x A soit un D-groupe pur a rendu possibles
diverses descentes galoisiennes, permettant de passer tant de Ko que de Kg au corps de
base K. Il n’en est plus de méme quand on remplace T X A par une variété semi-abélienne
B. Cela conduit, pour chacun des cas, a des contre-exemples aux extensions naturelles des

théoremes E et L.

Contre-exemple L ([Al], §3, Rem.) : soient A/K une variété abélienne simple, q un

point de A(K) engendrant A, B lextension de A par G,, paramétrée par q et G le D-
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groupe B. Soit par ailleurs f A — A une isogénie antisymétrique. Alors, il existe un
point y € G(K) se projetant sur p = f(q) dans A(K) et vérifiant la propriété suivante: y
engendre G, mais pour toute solution x € LG(K) de Iéquation dpc(x) = dlng(y), on a :
deg.tr.(K; ;(x)/ K ;) < dimG. En particulier, si A est définie sur C, deg.tr(K(z)/K) <
dimG.

Ce contre-exemple est la version fonctionnelle d’une construction arithmétique due a
K. Ribet. Disons seulement que le groupe de Galois Jyg de 'extension de Picard-Vessiot
Krc/K n’est ici pas réductif, de sorte que 'argument de la Remarque 5 sur Ker(h') ne
s’applique plus. Pour un choix de y rendant ’équation L¢ geny autoduale (voir [B1]), on
montre que Kp¢(z) = Krg = K, 5(z 3), ou = ; désigne la projection de = sur LA. D’aprés
le théoreme L, on a donc : deg.tr.(K, z(x)/K, ;) = dimA < dimG.

Quand la variété abélienne simple A est définie sur C, 'hypothese que q € fl(K )
engendre A signifie que ¢ ¢ A(C). On dit dans ce cas que B, extension non isoconstante
de deux groupes constants, est semi-constante. Le méme type de variétés semi-abéliennes

intervient ci-dessous.

Contre-exemple E ([BP], §5.3) : soit A une courbe elliptique définie sur C, q un point
de A(K) engendrant fl, B Ueztension de A par G, paramétrée par q et G le D-groupe B.
Soit par ailleurs x un point de LG(K) se projetant sur un point non nul de LA(C). Alors,
x engendre LG, mais pour toute solution y € G(K) de l’équation dng(y) = dpa(x) , on
a:deg.tr.K(y)/K =1 < dimG.

Comme il est montré dans [BP], les variétés semi-abéliennes semi-constantes sont
en fait les seules obstructions a la généralisation du théoreme E a tous les D-groupes
n’admettant pas de D-quotient vectoriel non nul. Nous renvoyons a [BP] pour ’énoncé
général. Pour quelques résultats positifs dans le cas (L), voir par exemple [B2], Théoreme 3;
la Proposition 2 de [A1], jointe aux calculs de groupes de Mumford-Tate de [Bn], en fournit
beaucoup d’autres. Il est d’ailleurs plus naturel, pour aborder ces questions, d’étudier a la
fois le 1-motif attaché a (G, y) et son dual de Cartier; pour G = A et y engendant G, le
D-groupe que sous-tend ce dernier n’est jamais pur, et n’est, dans le cas (E), méme pas

défini sur K. Le cadre choisi dans cet article s’avere donc trop restreint.

§10. Conclusion

Ce sont bien sur leurs versions arithmétiques originelles qui motivent 1’étude de la
conjecture de Schanuel fonctionnelle et de ses cas (E) et (L). On s’y donne un groupe

algébrique commutatif G défini sur un sous-corps k de C, de corps de périodes krg =
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k(w,w € (LG)B), ou (LG)? = Q ® Ker(expg) C LG(C); pour tout point z € LG(C),
d’exponentielle y = expg(x), on cherche & minorer deg.tr.(k(x,y)/k). Pour une conjecture
générale minorant deg.tr.(krc(z,y)/Q), voir [A2], fin du §23.4.1.

Supposons désormais que comme dans les pages précédentes, G = T X A, ot T est
un tore et A une variété abélienne, et que k soit un corps de nombres. Lorsque y est
k-rationnel, c’est-a-dire dans le cas (L), on peut, en s’inspirant de la théorie de Galois
des nombres transcendants proposée par Y. André dans [A2], interpréter le groupe de
Mumford-Tate MT¢ , du 1-motif attaché a la projection de y sur 7' x A comme le “groupe
de Galois” de I'extension krc(z)/k. Son radical unipotent N¢ , s’identifie & un sous-espace
vectoriel de (LG)®, et si y n’est contenu dans aucun sous-groupe algébrique propre de G,
I'orbite de x sous l'action de Ng , remplit tout 'espace affine x + (LGB, ce quon peut
traduire sous la forme

“Gal” (kpg(z)/krg) ~ (LG)B.

Les conjectures de [A2] prédisent qu’a l'instar du cas fonctionnel, deg.tr.(kpg(z)/kra),

donc aussi deg.tr.(k(z)/k), est égal a la dimension de ce groupe de Galois.

On aimerait étendre a la situation (E) ces analogies avec le cas fonctionnel. Si 'on
considere Gy,, comme le pendant de G?, toute variété abélienne sur k est automatiquement
“k-large”, et c’est, pour € LG(k), a I'extension k(y)/k qu’il s’agit d’attacher un “groupe
de Galois”. C’est donc un analogue arithmétique de la théorie de Galois de Pillay qu’on
souhaiterait ici construire.

Lorsque G =T, et que x € LT (k) n’appartient a l’algebre de Lie d’aucun sous-groupe
algébrique propre de T, I'égalité deg.tr.(k(y)/k) = dimT est le théoreme de Lindemann-
Weierstrass. Les coordonnées de y = expp(x) sont alors des périodes exponentielles au
sens de Kontsevich-Zagier. On dispose pour de telles périodes d’une théorie de Hodge
irréguliere [D2], qui fournira peut-étre un nouveau type de groupe de Galois, controlant
leur degré de transcendance, et comparable, dans les situations en famille, a un groupe de
Galois différentiel.

C’est bien ce que suggere la généralisation du théoreme de Lindemann-Weierstrass
donnée par la théorie des F-fonctions de Siegel : leurs valeurs en des points algébriques
sont souvent des périodes exponentielles (voir [HR]), et en vertu du théoreme de Siegel-
Shidlovsky, le degré de transcendance du corps qu’elles engendrent est controlé par le
groupe de Galois (de Picard-Vessiot) du systeme différentiel linéaire que ces fonctions
satisfont. S’il est peu probable que pour G' # T, les coordonnées de expg(x) soient encore
des périodes exponentielles, le caractere presque linéaire de la théorie de Pillay devrait

toutefois fournir de nouvelles pistes pour ’étude arithmétique de leurs valeurs.
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