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SUR LE CALCUL INTEGRAL
par Mr. DALEMBERT,.
PREMIERE PARTIE

De L'INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONELLES.

our rouvoIr reduire géneralement 2 la quadrature
de I'hyperbole ou i celle du cercle, une fraction
y rationnelle differentielle, fuivant Ja methode de
« Vovez les M. Bernoulli * il faur démontrer que tout multinome rationnel &
mem. del A= £05 divifeur compofe d’une variable » & de conftantes, peut tou-

cad, de Pa- o . P~ .
ris.an, ;701 jours fe partager, lorsqu'il eft d'un degré pair, en facteurs winomes

Sx—=-g, xx—hx——i. &c. dont tous les coefficiens £ p,
b, i, &ec. foient réels. 1l eft vifible que cette difficulte ne tombe que
fur Jes multinomes qui ne peuvent etre divifés par aucuns binomes
réels, x—a, x——& &c. car on pourra toujours faire evanouir par
Ja divifion tous les Binomes réels, lorsquil y en aura, & l'on voit
aifment que les produits de ces binomes donncront des fadteurs

reels 2 —=fr~g.
Mrs. CorTEs, Moivre, HErRMAN &c. & plufieurs autres

n'ont refolu la dithiculté dont 1l s’agic que pour les multinomes
im

» ~Ax + B compofes de trois termes feulement, M. Smizh,
dans

ou negative, pourra ctre exprimée fimplement par y == az *, en
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dans: le Commentaire qu'il: a' inferé 3 la fin de /’Harmonia menfura-
rum, la refolu aufli pour les mulinomes du 4¢ degré feulement, &
il tire fa démonftration de ce que la réduite de ce multinome confi-
déré comme une Equation du 4¢ degré, a fon dernier terme negatif,
Perfonire, que je fache n’a été plus loin, fi on-en excepte My, Euler,
qui dans le Tom.VIL des Mifeellanea Berolinenfia, fait mention d'un
ouvrage, ouil a demontré en general la propofition dont il eft que-
ftion. Mais il me femble que M. Euler n'a encore rien publi¢ de
fon travail fur ce fujer. Du moins je n'en ay trouvé aucune trace
dans les ouvrages de ce celebre auteur. J'ai donc cru pouvoir expo-
fer ici en peu de mots mes recherches fur cette matiére, dlautant
plus qu’elles me fourniront I'occafion de demontrer chemin faifne
plufieurs propofitions , affez. mal prouvées dans presque tous les li-

vres d'algebre.
1L, Propof. I. Soit T'M une courbe quelcongue dont les coordonntes

TP—=z, PM=y, & dans laquelle y—0 ou QO lorsque Zz— 0.
St on prend 7 pofirive ou negative, mais infimiment petite, la valeur
de y en Z pourra roujouys Etre exprimée par uite quantizé véelle, lors.
que 7. fera pofisive: &, lorsque Z [era negative, par une quantite reelle,
ou par une quantité p—=QV—1, dans laguelle p & q feront 'un

& [autve réels.

CAR LORSQUE 2 cft infiniment petite, on peut avoir lavaleur
L !

deyy en z par cette ferietrés convergente y——az " ~bz ¢ —-r2 #
&e. dans laquelle les expofans de 2 font imaginés aller en augmen-
tant, & dont on peut toujours fuppofer que tous les termes font
réels en faifance 2 pofitive ; car puisque la courbe paffe par le point T

ou qu'elle 2 une afymptote en ce point, (83p.), il senfuir qu'on peut

toujours

lig.1.2.3.
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toujours fuppofer que les = ‘pofitives tormbent di ebeé de P ou forit
les ordonnées réelles. 12 Orfi tous lestermes de cetre ferie demeurent

pofitifs en faifant z negative, la valeur de y, repondante 3 2 pofitive

ou negative, pourra ctre exprimée fimplement par y == 22 * , en
nealizeant tous les autres termes qui font nuls par rapport au ier, &

en ce cas il répondea une valeur réelle dey, tant & 2 negative, qu'd
m

z pofitive. 2°.S8i 2 ” devient imaginaire en faifant z negative, ce qui
arsivera fi # eft un nombre pair, & m un nombre impair, alors I'or-
donnse correfpondante i 2 negative ou poficive pourra encore etre

m .

exprimée par @z * qui fera réelle, quand 2 fera pofitive, & qui fe
2k m : 2k
changera pour 2 negative en ¢V—=2 = azt x V-1 =
”m ! :

a (2° V—1) k. Or les Geometres favent * que toute quanticé
b
BV~1 peut toujours fe réduire 3 Ia forme p—4-¢V -1, p& 4
etant réels. Donc Pordonnce imaginaire répondante a 2 negarive

pourra ctre exprimée dans ce cas par p—~¢ V—1 3°. Siquelques

uns des termes de la ferie demeurent reels en faifant 2 negative, &
» '

que les autres deviennent imaginaires,on prendray —az " 2 ¥

a2 " reprefentant tous les termes. qui demeurent réels en faifant ‘z
; ' ; N X '

negative, & ¢z “ ceux qui deviennent imaginaires, Or la valeur de
A o va

¢z * lorsque z eft negative peutiewe fuppofte —e—fV~1, (n.2.

= & preced.)
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preced.) ¢ & f etant réels. Donc lorsque 2z eft negacive,on ay —
m

az " ~e 4 f V-1, cadp—4-qg V-1 Ce Q._F. D.

(Pour ~k laifler aucun fcrupule fur cette demonftration,nous remar-
querons 1 ©. que la valeur de y en 2, lorsque z eft infiniment petire,
eft une fuite infiniment convergente, dont les termes commencent,
au moins 3 une cerraine diftance du 1 terme, 4 ne contenir que des
puiffances pofitives de z, & font par confequent infiniment petirs.
2 9, que fi on fubftitue a la place de y fa valeur en z dans ’Equation
de la courbe, plus la valeur fubftituée de y aura de termes, plus les
puiffances de z feront hautes dans les termes qui refteront apres
avoir effacé ceux qui fe detruifent, & quainfi le refultac de la fubfti-
tution approchera d’autant plus d'etre nul, qu'on prendra plus de
termes pour la valeurde y. 3°.qu'il en fera de méme fi en faifanc 2
negative dans I'Equation de la courbe, ony fubftitué,:' la valeur de y
repondante i z negative; car plus cette valeur fubftituee aura de ter-
mes, plus les puiffances de 2 ou de — 2 feront hautes dans les ter-
mes reftans apres la fubftitution. Or fi on cherche une quanticé

n

A—~4-BV—-1= (—2)", ontrouvera facilement, & on prouvera
cy aprés art. 1. que A & B font des quantités réelles de l'ordre de

n
22m , Donc fi on fubftitue dans ces termes reftans, a la place des

puiffances de — z, leurs valeurs A—+—BV'—1, & qu'on partage le
réfultat en deux quantités feparées, l'une toute rcelle, l'autre multi-
pliée par v —1, chacune de ces quantités fera d'autant plus petite,
& approchera d'autant plus de zero, que I'on prendra plus de ter-
mes pour la valeur de 5. Donc la feric infinie!qui reprefente lavvalcqr
de y repondante 3 — z, en la vraye valeur de y, quoiquimagi-

Memoires de I Academia Tom. 11, Aa NAire ;
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naire ; & il eft vifible que — z etant infiniment petite, non. feule-
ment on peut negliger tous les termes réels de la ferie excepte un

feul, mais qu'on peut aufli en negliger tous les termes imaginaires
n n~t=p

excepté un feul, Car foit (—z)°” —A—4-BV—1&(-2) ** =
a—bV —1, afera infiniment petit par rapport 3 A & b par rap-
port 3 B. donc &c.

Av restz il eft tres important d'obferver a 'occafion de cette
demonftration , que quand z eft infiniment petite, il n’cft pas tou-
jours permis de fuppofer y = 3 une feule puifflance de z, pour dé-
terminer la figure de la courbe a fon origine. Car foit par exemple la
courbe dont I'Equation eft y —=2* 4=V 37 ; cette courbe doit
avoir a fon origine la forme reprefentée par la fig.3, c’eft adire qu'elle
doit avoir deux branches convexes du méme cdté de fon axe, fans
aucunes autres branches réelles ; au lieu que fi on ne prenoit que

= 2% pour fon Equation 2 l'origine, on trouveroit qu'elle reflem-
bicroit 4 la parabole ordinaire. 1l eft méme quelquefois neceflaire
d'exprimer la valeur de' y par 3 termes: par exemple foit y —
bz ——2* 4~V 2%, la courbe aura 3 fon origine la forme qui eft
reprefentée dans la fig. 5, au licu que fi on negligeoit le terme 22,
on wouveroit qu'elle auroit 2 fon origine la forme reprefen-
tee fig. 6.)
III. Cor.L Sion rapporte la courbe aux coordonnées AC,
CT, je dis que l'ordonnée imaginaire, répondante 3 une abfciffe
A Q_, infiniment peu plus grande que AC, pourra etre fuppofce
= p'—}- g V—1. Car en transportant I'axe TP en AC, on ne
fait qu'augmenter de la quantité conftante & réelle CT, toutes les
ordonnées PM de la courbe, foit réelles, foit imaginaires, Or les
ordon-
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ordonnées imaginaires, qui réepondent 3 T'P negative & infin. petite,
peuvent etre fuppofées == p —+ ¢ V—1 (art. IL). Donc les or-
données imaginaires répondantes 3 A Q_font — CT—-p4-¢1 -1.
Donc &c.

IV. Cor. II. Donc fi on augmente I'abfcife AC d'une
quantite finie CQ_, au moins jusqu’a un certain terme, l'ordonnee
correfpondante pourra etre fuppofece —= p—-¢ V —1. Car 'l
n'y avoit aucune valeur finic de CQ, telle que p~4—p V=1 plic
exprimer 'ordonnée correfpondante, cette ordonnée ne pourroit
Pas non plus ctre exprimée par p~¢ V-1, CQ etant infiniment
petite. Ce qui cft contre le Cor. precedent, D'ailleurs il cft viiible
par les obfervations qui terminent l'art. 2, que la valeur de y en z
erant infiniment convergente lorsque z cft infiniment petite, on
peut fuppofer a 2 une valeur finie, telle que Ia valeur correfpon-
dante de y foit aufli exprimée par une ferie tres convergente ; & fi
on imagine que cette ferie entiére compofce d’une infinite de termes
foit fubftituce dans I'Equation de la courbe i la place de y, le réful-
tat de la fubfticution fera infiniment petit ou zero, foic dans le cas
de 2 pofitive, foit dans le cas de 2 negative. Or dans le cas de z ne-
gative, la ferie qui exprime la valeur de y eft compofée de termes
dont chacun et A—4B V-1, A & B marquant des quantités réel-
les. Par confequent Ja ferie entiére peut érre fuppofee = p—¢V—1.
Il y a donc une valeur finie de — z, i laquelle il répond une valeur
de y, egale d p—+¢ V-1

V. Cor. IIL Jedis maintenant que, quelle que foit la quan-
tité finie CQ_dont on augmente P'abfcifle AC , 'ordonnée imagi-
naire correfpondante pourra toujours étre fuppofee egale i p——gV —1.
Car fuppofons pour un moment qu'on ne puiffe pas donner une

Aa 2 telle
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telle valeur a 'ordonnée, & que CO ou « foit la plus grande valeur
de CQ_, quidonne I'ordonnée correfpondante = 3 p—-¢ V =1,
¢c. 3. d. que & ou CO foit la plus grande valeur de CQ_qui donne
p & g réels, il eft evident (art. 2.3.4.) qu'en augmentant « d'une
quantité infiniment petite, la valeur correfpondante de p pourra etre
fuppofce #~+i V —1, & cellede g—=¢—+¢ V-1, 2,4, 4,9,
etant rcels,  Car la valeur réelle de p & de g en «, & en general la
valeur de p& de ¢ en C(Q_, eft exprimée par deux Equations, qu'on

peut fuppofer etre celles de deux courbes, qui ont CQ_ pour abfciffe
commune , & pour ordonnces p & ¢, (on aura ces Equations en
fubftituant d'abord p—-¢ V' —1 aulieu de y dans I'Equation de la
courbe, & enfuite ¢galant feparement & zero , la partie toute réelle
de la transformeée, & la partie dont les termes contiennent v — 1.
Aprés avoir divife cette derniére par v—1, on aura deux Equa-
tions ou les quantites CQ_, p, ¢, fe trouveront melées, méme fi
on veut avec leurs differences, ce qui arrivera lorsque la courbe
TM ne fera pas Geometrique; & on pourra par les methodes conniies,
changer ces Equations en deux autres, donc I'une contienne CQ_,
& p, lautre CQ_, & ¢, & de plus leurs differences, fi cela eft ne-
ceflaire.) Donc en augmentant « d'une quantité infiniment petite, &

par confequent auffi (art.4.) d’une quantité finie, 'ordonnée corre-
fpondante pourra etre fuppofée #~—i V—1 (43 V—1). V-1
—=¢— 3 —4-(i=4-E€) V—1, c. & d. quelle pourra etre reprefentée
par une quantité ¢—~f V' —~1 dans laquelle ¢ & f£ foient réels.
Donc « n'eft pas la plus petite valeur de CQ_qui donne I'ordonnée

correfpondante = A p~=4 V —1; ce qui eft contre I'hypo-
thefe. Donc &c.

VI Fro-
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VL. Propof. II. Soit un multinome quelconque X —-ax ~=

bx ....—fx—g, re gu'il 'y ait aucune quanrité réclle
qui etans fubflituée d la place de X, y faffe evanouir tous les ter-
mes | je dis gu'il y aura toujours une quamtité p——q V—1d Jub-
flutuer @ la place de X, & gui vendra ce multinome egal d 2ero.

Car 19, on peut toujours changer le dernier terme g, fans
toucher aux autres, en un terme tel, qu'il y aura une quantit¢ réelle,
a fubfticuer a la place de & pour faire evanouir tous les termes; en

cffer fubfticuons dans le multinome , 4 la place de », une quantité
m—1 me—12

réclle b, & foit h ——-ah b ....4fh = A,
il eft ecvident que fubftituant & & la place de «» dans

*r 4 ax —Flbxr ...~ fx—A, tout fe detruira;
or ce multinome ne differe du propofe que par fon dernier terme.

2 ©, Soit tirée une droite BAD fur laquelle on prenne depuis
le point A des parties AB & AD qui reprefentent les termes— A
& z, & imaginons qu'au point B on cleve perpendiculairement la
ligne BO qui reprefente la quantité réelle 4, & qu'a tous les points
A, C, D, &c. on eleve des lignes, réelles ou imaginaires, qui re-
prefentent les quantites réelles ou imaginaires done la fubftitution 3
la place de » fait evanouir tous les termes du multinome, en don-
nant fucceflivement a fon dernier terme toutes les valeurs poffibles
depuis — AB ou — A jusqu'ds AC oug; il eft evident que les
extremités O, Q, T. &c. des ordonnées réelles feront 4 une courbe
OQ_TS, & que lordonnée imaginaire répondante 3 AD pourra
toujours etre fuppofee — p—+¢ V—1I. (a. 5.) Donc &e.

c¢ . R Do
2. Aa VII. Co-

Fig. V1.
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’ VII. Corotr L. Doncle multinome propofé pourra etre
divifé par ¥—p—g V=1. Car en faifant la divifion il eft toujours
poflible de parvenir & un refte » dans lequel il n'y ait plus de x; &
fi on nomme Q_le quotient, il eft evident que (v—p—g V—1)x Q-7
fera egal & identique au multinome propofe. Donc fubftituant dans
cette quantité p——¢ V—1 au lieu de x, le refulcac doit etre —o.
Donc r —o. Donc la divifion fe faic fans refte.

VIIl. Cororr.Il. Le méme multinome pourra aufli fe di-
vifer par x—p—-¢ V-1 La difficulté fe reduit a faire voir que fi
p—¢ V—1 fubftitué i la place de » faic evanouir tous les termes
du multinome, il en fera de méme de p—# V—1. Pour le démon-
trer je remarque qu'en fubftituant p——¢ V=1 au licu de », &
faifant le réfulcac == ¢, on a necefifairement deux Equations, dont
I'une eft formée des termes tout reels, & l'autre des termes imagi-
naires qui contennent ¥ —1; que dans la partie formée de termes
tout réels , il n'y a que des puiflances paires de ¢; que dans la partie
formée de termes imaginaires, il n'y a que des puiffances impaires
de ¢, & que cette partie ou Equation content ¢V —1 3 tous fes
termes. Donc en la divifant par ¢ v —1, elle ne contiendra plus
que des puiflances paires de ¢ ainfi que l'autre. Donc chacune de
ces Equations ne fouffrira aucun changement, fi on y fubfticué — ¢
pour . Donc fi 2 —~ ¢ V—1 fubfticué i la place de » faic eva-
nouir tous les termes du multinome, iU en fera de méme de
p—g V—L

IX. Propof. IlI. Les mémes chofes etant [uppofées que dans Pars.
6. je-dis que le multinome pourra toujours [e divifer en falleurs

XX e
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XX~ hx =i, xx 4= 1x~=m, &% dont les coefficiens foienr

réels.

Car puisque ce multinome peut fe divifer par ¥—p—7 V1
&x—p—+q V-1 (art.7. & 8.) il pourra auffi fe divifer par
xx—2px = pp~+ ¢ 7 quieftun fateur tour réel ; & faifant
fur le quotient qui en proviendra les mémes raifonnemens qu'on a
faits, art. 6. 7. 8, fur le multinome, on prouvera de méme qu'il peut
aufli fe divifer par un facteur trinome réel, & ainfi de fuite. Donc &c.

Ce Q. 1. D.
REMARQUE I

X. Ileft 2 remarquer que dans les demontftrations preceden-
tes, on n'a point fuppofe que la racine imaginaire de multinome,
elic ou pit avoir unc expreflion imaginaire, avant de la reduire a
=+ 7 V —1; & nos démonftrations n’en’font par li que plus ge-
nerales. Mais on pourra toujours avoir les quanticés réelles p & ¢
au moins par une conftruction geometrique , puisque 'on a deux
Equations qui renferment p & 4.

Drailleurs, fans s’embarafler fi le multinome a des racines
imaginaires, on peut fe contenter de le divifer par ¥ ¥~ hx -7/
& fuppofant Je refte de la divifion egal 3 zero, on aura deux Equa-
tions en 4 & en 7, qui auront roujours au moins plufiurs racines

reelles.
REMARQUE Ilé

XI. Sion a Pexpreflion imaginaire quelconque de la racine
du multinome, ou en general d'une quantité quelconque, on pourra
toujours trouver une quantité p —— ¢ V'—I i laquelle cette expres-

fion
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fion foit égale, & affigner les quantités p & ¢, ou par la feule divi-
fion des arcs de cercle en parties egales, ou par cette divifion & par
les logarithmes & la quadrature du cercle, lorsqu’il fe rencontrera
dans l'expreflion donnée des expofans imaginaires. J’ai démontré
cette propofition dans l'art. 79 de ma differtaon fur les vents, a
'occafion d’un Probleme pour la folution duquel elle m’etoit neces-

a— b V-1

faire; j'y ai fait voir 19, que gy 7 = A~+B V-1,
, : : oo @—=bV—1

en prenant A & B reels,ce qui eft evident puisque PRy T

() Vrox) % peh Vo) opeiedh . Bgeeub o,

(g+Fk V1) x (g—h V=1) = aa—hh aa—+hh
g+h V=1

o, que (a5 V —1) etoit — A4+ B V-1, en

prenant B & A pour les finus & cofinus d’un angle dont le rayon
—~hfadb—bda

et V (aa—-bb)g x ¢ = E(aa—-bb) & dont la valeur eft 4

adb—lbda

Log. V (aa—+0b)~~g f = i ol lon remarquera que

adb—bda
J aa—tbb
deux Propoﬁtions il eft facile de réduire toute quantité imagi-
naire 3 A=+ B V —1, en faifant evanouir fucceflivement toutes
les exprcmons 1magma1rcs qu'elle renfermera, excepté une feule;

qm doit méme s’evanouir fi I'expreflion propoﬁ:e, qui renferme des
imaginaires, marque cependant une quanute r¢elle, comme dans le

cas irreduétible du 3. degre.

eft I'angle dont la tangente eft -+ 3%. Par ces

Ainfi
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