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RECHERCHES
SUR LA COURBE QUE FORME UNE CORDE

TENDUE MISE EN VIBRATION,

Par Mz. DALEMBERT,

B ,, y a une mdnice dautres courbes que /@ Compagne

=N de la (‘_yc/ozde allongée, qui fatisfont au Probleme
FALIF PN done il s'agit.  Je fuppoferay touvjours 1me, que les
excurfions ou vibrations de la corde font fort petites, enforte que
les arcs A M de la courbe quelle forme, puiflent toujours etre fup-
pofts fenfiblement égaux aux abfcitles correfpondantes A . 20, que
la corde eft uniformement cpaific dans toute fa longueur: 32, que la
force I de la tenfion eft au poids de la corde, en raifon c.onﬁmtc,
c.a. d. comme = ar1; d’ou il senfuit que fi on nomme p la gravité,
& / lalongucur de la corde, on pourra iuppofcr F—pwml 40 que
fionnomme APouAM, s; PM, y; & qu'on fafie 4 r conftante,

l‘dr/y,ﬁh

L
N0,
Pf:: G € me propofe de fiire voir dans ce Memoire, qu’il

la force acceleratrice du point M fuivant M P, eft —

F(/rly

J

courbe eft concave vers A C, bu
Tuylor Meth. Incr.

fi elle eft convexe, Foyez

II. Cela
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IL Cela pofé, imaginons que M m, m n, foyent deux cdtés . 2.
sonfecutifs de la courbe dans un inftant quelconque, & que P p
—p =, c.a d. que & foit conftant. Soit ¢ le tems ¢coule depuis
que la cordz a commence a entrer en vibration; il eft certain que
Pordonnee P M ne peut etre exprimée que par une fonéion du tems
£, & de labfeife ou de Pare correfpondant s ou A P. Soit donc
PM — 9@ (s, s,) c i d egile a2 une fonétion mconnué de ¢, &
de s; onferad (@ (2, 5,] = pd t+gds, p, & ¢ etant pareille
ment des fonctions inconnués de # & de s; or il eft evident par le
Theor.de Mr. Euler, Tom. VII.des Mem. de Petersb. p. 177, que lecoéfs
ficient de 4 s dans la differenticlle de p doit etre egal au coéfhcient
de 4 ¢ dans la differentielle de ¢; foit doncdp —adz 4 vds, on
auradg—vde~+bds, «, v, g, ctant encore des fonctions incon=

nués de # & de s

I1I. De la il senfuit, que comme les cotés M m, m », appar-
ciennent i la méme. courbe, on aura p m — P M egale a la difference
de @ (¢, 5,) en ne faifant varier que s, ¢. & d.quepm - PM —
gds—ds.y; &que laquantité que nous avons nomme cy -deflus
ddy, c.a d.ladifference feconde de P M, prife en ne faifant varier

Fdd
que s, ferad 5 . b4z, on auradonc ——— — F €.

IV. Imaginons prefentement que les points M, 7, » viennent  py. 3.
en M/, m!, n'; il eft certain que Pexces de P M fur P M fera egal
3 la difference de @ (¢, s,) prife en ne faifant varier que 7, c. a. d.
quePM/—PM —pde—=de.p; & que la difference feconde
de P M prife en ne faifant varier que £, C. a. d. la difference de M M/,
ou ce qui eft ]a méme chole, PPespace parcouru par le point M en

vertu de la force acceleratrice qui 'anime, fera — & 4 #,

V. Cela pofé, foit @ 'espace qu'un corps pefant animé de la.
e dans un tems donné & conftant €: il eft

gravité p, parcourreroit i .
evident que Pon aura (par le Lem. XL Sect L Liv. I, Princ. M;tf;.)
ade?:
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. 2aFB __ aapmif __
adsr:2a—Fpds: pl2, donc e — P = e =

VI. Nous remarquerons d’abord, que Pon peut reprefenter Je
tems donn¢ 4 par une ligne conftante de telle grandeur que l'on
voudra : il faudra feuloment avoir foin de prendre, pour exprimer
les parties variables & indeterminées du tems, des lignes # qui foyent
3 la ligne qu'on aura prife pour marquer ¢, dans le rapport de ces
parties variables du tems au tems conftant & donne, pendant lequel
un corps pefant parcourt I'efpace 2. On pourra donc fuppofer 4
telle, que 32 — 2 am/: & en ce cas on auraw — £. Donc puis-
quedp—adt+vds, lfautquedgouvds 4 Bdsfoit — vd¢
+ & ds.

VII. Pour déterminer par ces conditions les quantités « & v,
on remarquera, quecomme dp——ades-+vds, &dg——vds+
«ds,onauradp+dg— (e +v) . (de+ds); &Kdp —dq
— (& —v).(dt—ds). dou il senfuit

10, que @ -+ veft egale a une fonctionde 2+ 5, & quc @ — veft
egal a unc fonction dez — s, .

Q(t—4s)- A (t—=12)

20, Que par confequent on aura p—

ou fimplement = @ (¢t 4+) + A (t—2); &g =0 (¢4
— O (¢ — s5),doulontie PMous(pdet 4 ¢gds) =
Y+ +T(—s),b(r 4 5) &T (¢ — )
exprimant des fonctions encore inconnués de # 4+ s & de
¢ — 1.

I'equation generale de la courbe eft donc

y=¥ (¢ +4s) 4+ T (£t — 1)

VIIL
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VIIL Or il it aifé de voir que cette equation renferme une
infinicé de courbes. Pour le faire voir, ne prenons xcy qu'un ca®
particulier, favoir celui, ou y — ¢, quand r — o; c. a. d. {uppo-
fons que la corde, lorsqu’elle commence @ entrer en vibration, foie
etendué en ligne droite, & qu'elle foic forcée i fortir de fon etat de
repos, par I'action de quelque caufe que ce puifle etre; il eft evident
que lonaura ¢ + =T s—=o,dncl  —s=—¥~n
De plus, comme la corde paffe touvjours par les points fixes A & By
il faur que r == 0, & r =/, rendent y — o, quelle que foit z;
donc . Yz +l‘t o,&Ft——¢t, donc (2 - 5)——
V(£ —rs), donconauray == (24 s) — Y (2— s); donc i| faut
que —\ — s =T s = — Y s; donc Y s doit etre une fonction de s
dans lagueHe il n'entre que des puiflances paires, lorsqu’on ['aura
reduite en feric. 20. De plus Ja condition de y == o lorsque £ —,
donne § (24-/) — Y (¢ — 1) — o. 1l faut donc trouver une
quantit¢ Y (24 s), telle, quey s =Yy —s—o & Yy (¢ + /)

—lb(t—l)__.-ﬂ.

IX. Pour y parvenir, imaginons la courbe 2 o T, dont les
coordonnees foyent T R — #, QR ==z, & qui foyent telles, que
u — Y z; cela pofe puisque ¥ s — J — s doit etre egale 2 zero,
il eft evident qu'en prenant Qr — QR, il faut que r#=——RT; &

u'ainfi la courbe #0 T aura, de part & d'autre du point e, des por-
jions femblables & egales, # 0, ¢ T. De plus, comme ¢ (2 + /)
doitetre —— ay (#—/) & que la difference de £+ /& de £ —/eft2/,
il eftevident que la courbe # o T doit etre telle, qu'etant fuppofce en-
tierement decrite, deux ordonnées quelconques diftantes Pune de
I'autre de la quantite 2 4 foyent egales entr'elles. Donc fi on fuppofe
R — /, on verra que la partie T K doit etre egale & femblable

3 7O; que la partie K X doit etre aufly egale & femblable 3 0 T &e.;
& comme les parties # O, ¢ T, font dc;a femblables & egales, il
senfuit que la courbe cherchée secend 3 Pinfini des deux
cOres du point ¢, & qu'elle eft compofee de parties toutes egales &
femblables a la partie ¢ T K, dont Pabfciffe QV —12/, & qui eft
Memaires de ' Academie Tomn, 111, Ee divifce

Fig. 4.
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divifee par fon point de milieu T en deux parties femblables & égales.,
Or les Geometres favent qu'une telle courbe peut toujours s'engen-.
drer par le moyen dPune autre courbe T V/ S R V', qui rentre en clle
méme, & dont les deux parties T R S, T V/ § foyent femblables’
& cgales: car fi par un point quelconque L de I'axe T S on tire
une droite L H, laquellc foit egale 3 un multiple de 'arc T R, plus a
une fonction quelconque de Pabfciffe T I. & de ardonnée 1. R;
ou bien fi Pon fait Ja ligne L H egale 3 une fonétion quelconque de
Pabfcifle T L & de 'ordonnée L R, plusa Pefpace T L R divife par
une conflante quelconque; il eft certain qu’ an aura par ce moyen une
courbe ¢ T K, dont les deux parties feront egales & qui s'etendra 3
Yinfini, ayant toutes fes parties femblables & egales & ¢ T K, camme
la cycloide ordinaire. '

X. Ayant donc déerit une telle courbe O T K, il fera facile de
déterminer pour un tems quelcenque #, la courbe que forme alors
la corde tendué: car cette courbe fe conftruira toujours en pienant
pour 'ordonnée qui répond a une abfcille quelconque 7, diffe-
rence de deux ordonnces de ka courbe O T K, rapportée a un axe
quelconque Z V, & desquelies I'une ¥ (2 + s foit diftante du point
Z de la quantizé # -+ s, & I'aatre Y (# — ) foit diftante Ge ¢z meme
point Z, de la quantité 2 — 5

XI. Nous avons deja remarqué que ¥ s doit etre urre fonclion:

ire de 5, done Y« (24 ) doit etre ausfi une fon&ion paire de 2+ s.

Donc la difference dey (¢+5) — ¢ (£— 1), pr?fe en ae faifane varier

que £, cett 3 divedz.[A (2+5) =D (72— 57) d_mt crre tcllc,“que

A (2 )& A (2 --7) foyent des fonctions impaires dcp:;i’; o_()ci::
2 — 5: oribctt facile de veir que A (2=-s5) — A (#—J)0u = 3:1 :

exprime cn genenal lavitefe du point M, & que A s — A — 1, ex-
prime 12 vite{Te initiale de ce méme point; donc l'cxprcsﬁon de la vi-

tifle initivle imprimeée 2 chaque point de la corde, lorsqu'clic cl!'{ en
' ligne
2
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ligne droite, & qu'elle commence 2 fe mouvoir, doit etre telle, qu'e-
tant reduite en ferie, elle ne renferme que des puiffinces impaires de
¥; autrement, fi 1a fonction de s, qui exprime cerre vitelle iniciale,
n'etoit pas une fonétion impaire de s, le probléme feroit imposfible,
¢. 4.d. on nc pourroit pas asfigner une fonétion de ¢ & de s, qui
reprefentdr en general fa valeur des ordonnées de la courbe pour une
abiciffe s, & pour un tems ¢ quelconque,

Il y a un grand nombre d’autres confequences 3 tirer de la
folution gencrale que nous venons de donner. Elles feront le fujee
d'un fecond Memoire.

Ee2 SUITE
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XXIII. Jusqu'ici nous avons {uppofé que y etoit — o lorsque

t —o, ceft adire que la corde etoit d'abord en ligne droite. Mais il
peut arriver par une infinit¢ de caufes que la corde forme une ligne
courbe au commencement de fon mouvement: par exemple, qu'elle
air éce forcee de fe courber, par des puiflances qui 'ayent tenu quel-
que tems en equilibre, & qui viennent a ceffer tout-a-~coup. 1l eft
evident qu'en ce cas la feule courbure de la corde fuffira pour qu'elle
fe mette en mouvement, fans qu'il foit néceflaire d'imprimer i fes
parties aucune vitelle primitive. Cependant pour rendre la folution
que nous allons donner, plus etendué & plus génerale, nous fuppo-
ferons que chaque partie de la corde, outre Je mouvement quelle
regoic de la courbure méme dc la corde, ait encore requ une vitefle
telle, que V'efpace qu'elie doit parcourir dans le premier inftant Z¢
{oit ¢ /¢, ¢ etant une fonction de 5. Nous fuppoferons de plus que Ia
premiere vaieur generale de Pordonnée y foit £, £ exprimant ausf;
une fonction de r.  Cela pofC, nous aurons en géneral comme dans
Pare. VI, y =¥ (¢ + 5) + A (¢ — 5); or lorsque s — o, il
frut que ¥ — o, quel quefoits, onauradonc V¥ 2 + Az — o &
Ar == —vvt,doncy =« (2 4+ ¢) — ¥ (¢ — 5). Ceree
cquation qui paroit la méme que celle de PPare. VIII en eft cependane
differente, en ce qulia ¥5 — ¥ — 5 ne doit pasetre = o, mais
— £. Llexpresfion génerale de Pefpace parcouru dans un inflant
ctde |1 (¢ + 4) — T (£ —5)], & lorsque # = o, il faut que
s —L0U —sZo; doncdsT's — dsl' — s — ods; donc +s
+t—s
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+ v — s 2= [ods + conft. d’ou 'on voit que fod s doit etre une
fonétion paire de s, & que par conféquent ¢ en eft une fonétion im-
paire; de meme 'equation v 5 — v — s — Z fait voir que £ dort
ctre une fonétion impaire de s. Donc le probleme eft imposfible,
fi les fonctions ¢ & £ ne lont pas I'une & Jautre des fonctions im-
paires de s, c. 3. d. des fonctions ou il n’entre que des puiflances im-
paires de s, c’eft i dire qu'on ne pourra trouver alors aucune fonétion

desz + s, tellequey =+ (¢ 4 5)— ¥ (¢ — 1).

XXIV. Lorsque e —= o0, onay s+ ¢ —sr=—0. Doncyr
doit etre une fonétion impaire, &E——z2¢sr—=—2y — s, donc
Jo. la courbe generatrice doit pafler par lorigine A de la corde vi-

brante ( fig. 9.) & etre compofeée de deux parties egales & femblables
'ume au deflous de Paxe, Pautre au deflus, lesquelles commencent

. > X
toutesdeuxen A, car =2V s, donne Y s — s Or Z eft
—— o0 quand ¢+ = ¢, & comme £ cft une fonétion impaire, elle
doit etre negative, quand s cft negatif.  De plus, comme y doit etre
— o lorsque 5y — /, il faur que les ordonnees de la courbe gene-
ratrice diftantes 'une de l'autre de 2 /, foyent egales (art. 1X.); enfin
comme £ — ¢ lorsques = /, il faur que +s = ¢ lorsque r —/,
& qulainfi la courbe generatrice coupe fon axe en un point cloigné

de A de la quantite 4

De 12 il s’enfuit que la courbe generatrice doit etre telle, que fi
on prend fur Paxe AO de part & d'autre du point A des portions
‘egales 3 2 /, les parties de la courbe répondantes i ces portions de
Paxe, fovent egales, femblables, & femblablement fituces pur rapport
alaxe. De plus, fi on fair AS == 2/& A K— 2/, ontrouvera
que la partie K QT G H doit par la méme raifon etre egale & fem-
blable i Ja patie AP OL S, & femblablement fituée par rapport
3 axe. Or les parties APLS, & AGT QK doivent etre ausfi
cuales & femblables, mais differemment fituces. Donc les parties

ADP 0O, 0LS, AGT, TQK, font egales, feinblables & alter-

nadivement fituées au deffus & au deffous de 'axe; donc la courbe
genera-
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generatrice coupe fon axe en une infinité de points diftans de part
& d’autre de A des quantités /, 2/, 3/, 4/ &c. & cette courbe eft
formce de parties egales & femblables, qui ferpentent autour de ces
axces, & qui fe trouvent alternativement au deflus & au deffous.

XXV. Pour que la courburede la corde foit telle, que tous fes

points puiffenc arriver 3 'axe dans le méme inftant, il faut qu'ily
ait une valeurde # telle que 4 (£ 4-5) — + (2—1) foit — o, quelle
que foit la valeur des, c'eft a dire qu'il y ait des points dans P'axe A
O, tels que les ordonnées egalement diftantes ide part & drautre de
ces points, foyene égales.  Or cela ne peut avoir lieu ici, que
quand les portions, ou arcades A P O de la courbe generatrice font
compofées chacune de deux moitics egales & femblables A P,
P O.
. XXVL 11 eft clair par les proprietés qui viennent d'lere de-
montrées de la courbe generatrice A P O, que les ordonnées M N
de cetre courbe (fig. 10.) peuvent etre reprefentées par les aires cor-
refpondantes P M § d’une courbe KSG BE I, dont les deux parties
feparces par l'axe P Q_peuvent ctre egales ou inegales, mais doivent
ctre compofees chacune de deux parties egales & femblables P KCH,
HCQG; &EPCI1, 1CQB; & lorsque A P fera cgale & fem-
blable 2 P O, alors ces 4 parties feront toutes ¢gales & fembla-
bles entr'elles. Voyés Part. XXXI. cy deflous.

XXVIL On a deja vl que dans le cas de ¢ — ¢ la fonétion

vseft = =, Dol senfuic que i AK O (fig.1.) eft I figure

de la corde au premier inftant de fon mouvement, on trouvera
facilement la courbe generatrice A P O, en coupant par le milieu en
G, P, routes les ordonnces NV, K C, dela courbe A K O.
De I, & de Part. preced. il s’enfuit que la courbe donnée
A KO doit ctre telle, que fes ordonnées paralleles 3 A O puiflent
etre reprefentées par les aires correfpondantes d’une courbe com-
pofée de deux parties, dont chacune puifle fe divifer par une ligne
parallele & A O en deux moitiés égales & femblables; & pour que
tous

[.]



