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COROJLL. I
§. 62. Ayant déja fait voir que le nombre de toutes les racines
imaginaires, qu'une équation quelconque contient, eft pair, chaque
racine imaginaire & — p —»1V -1 aura parmi les aucres fon com-
pagnon x— p—» V=1, qui lui appartient plus que toutes les au-
tres; vu que tane la fomme de ces deux racines 2 25 que leur produit
pp—t+r#, fontdes quanticés reelles.
COROLL. 1L
§.63. De laileft auffi clair que fi x=p—#»V—1 eft un falteur
imaginaire d'une équation quelconque, laformule » —p——»¥ —1
en fera aufli un fafteur. Er ces deux fafteurs joints enfemble donne-
ront un faftcur double réel de la méme équation , lequel fera
XX —2px = pp —-rr.
SCHOLIE
§. 64. On comprend de la réciproquement, que fi I'on pouvoit
d¢émontrer, que toutes les racines imaginaires d'une équation quel-
conque euflent néceffairement la forme M - N V—1, il feroit aifé
d'en démontrer, que toute équation fuc auffi réfoluble en fa&teursréels,
ou fimples, ou du fecond degré.  Car les racines réelles fourniroient
toujours autant de falteurs {imples recls, & chaque racing imaginaire
x—p—+ r ¥V —1,éanc jointe avec fa compagne x— p—rV—i
produiroit un faéteur double réel xx—2px ——p p —~ rr; deforte
que fi une équartion du degré » — « 4 23, avoit a racines réelles,
& 2.3 racines imaginaircs,dont chacune fut de laforme M—-N V-1,
il feroit démontré, que certe ¢quation eut @ fatteurs imples réels, & B
faftcurs doubles réels.  Or il paroit tres vraifemblable que toure ra-
cine imaginaire, quelque compliquie qu'clle foi, cft toujours rédufti-
ble a laforme M —4-N 17—1, & Mr. d'Alembert a prouvé cela dans
fon excellente piece fur le Calcul intégral, qui fe crouvedansle 11 Vo-
lume de nos Memoires, d'une telle maniere qu'il n'y refte plus le moin-
dredoute. Cependant comme il a emploi¢ dans ademontitration des
quantités infiniment pecites, quoique cette confidération n'en puil'll:
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pas diminuer la force, je tacherai dg tirer aufli de cette fource vne dé-
monftration rigourcufe du theoreme géneral , auquel cette piece eft
deftinde , fans avoir recours a des quancités infiniment petices, Or
pour cet effet j'aurai befoin de quelques Theoremes préliminaires.

Theoreme XII.

§. 65. Toute fonifion, quiefl formée, ou par addition, ou par
Souffrafion, ou par multiplicarion, ou pav divifion d'autans de formules
imaginaives de ceste forme M —=NV'—1 gue ce foir, fera roujours
comprife dans la méme forme M—-NV =1, les leztres M & N mar-
quant des quantités réelles.

DEMONSTRATION.

Qu’on s'imagine plufieurs formules imaginaires de la forme indi-

quée, lesquelles foient:
ed=LB V-1 y+8V—1; s4+V—1; 14 08V~-1; &

& eflt il d'abord clair, qu'enajoutant ces formules enfemble, ou en retran-
chant quelques unes, l'cxpreflionqui en réfulee fera toujours comprife
dans cetce forme M——N V/—1. 1l elt auffi clair que fi I'on multiplie
deux ou plufieurs de ces formules enfemble, le produit fera toujours
contenu dans la formule M —~4-N V'—=1: car le produit de deux
e—+BV-1 & y—40V-1 éant oy~ + (ad—4By) V-1,
ala forme M — N V-1, laquelle ¢rant outre ccla multiplide par
£ g'V—I donnera encore ceree forme, &ainfi de fuite. 1l ne s'agit
donc plus que de la divifion: or ileft clairque ce cas fe réduir covjours

a une telle fraftion E—t—gg-:—: , 0l tant le numerateur que le dene-
minateur eft déja compolt par les trois premidres opérations, 1'addi-
tion, la fouftrattion &lamultiplication, d’autant de formules imaginaires
de la forme M—N V=1 qu'on voudra. Or cette fration fc ré-
duira a une autre , dont le denominateur fera réel, en muliplianc,
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en haut & en bas par C—D ‘V;—I ; car alors on aura

AC—+BD —- (BC-AD) Vﬂ—:, de forte que pofant M pour

CC 4+ DD
ACH+BD BC — AD
CG—[—DD&NFDHIEE—i—DD'mmmccttﬂfmme M4+-NV -1

Par conféquent cette forme demeure inalterée , par quelques opéra-
tions qu'on joigne enfemble autant de formulesimaginaires de la forme

M—4=N V=1 quon voudra. C.Q.F.D.
COROLL. L
§. 66. De la ileftauflievident que toutesles puillances, dont
I'expofant eft un nombre entier pofitif, d'une formule imaginaire
A B V=1, auront toujours la méme forme M——NV —1; puisque
ces puiflances fe forment par la multiplication.
COROLL. IL
§. 67. Enluite,puisque la puiffance (A—-BV'—1)" eft conte-
nué dans la forme M—-N V-1, i »eft un nombre entier polfitif, la
méme forme aura licu fi # eft un nombre entier negacif. Car ayant

SO — £ . 1
(A+BV-0)" = RFBV-—r)» — M¥NV-:
e M=NV-1
cette forme fe réduit a MM NN
COROLL. IIL

§. 68. Laforme générale M—-N V'—1 comprend auffi toutes
tes quantités réelles, lorsqu'onpofe N—o. Doncjoignant enfemble
par les quartre opérations mentionnees, non feulement des formules
imaginaires de la forme M——N¥'—1, mais auffi des réclles, le pro-
duit fera toujours compris dans la forme M —~=N V' —1.

COROLL. 1IV. *
§. 69. U peut auffi arriver que ce produit, quoiqu'il foit formé

des formules imaginaires, devient reel, les imaginaires fe décruifant
Kk 2 mutuel-
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mutuellement, ou rendant N==o. Ainfi le produit de ¢ -8 V-1
par a—f V=1 eftreel; &onfaic que (~14-V-3)3 —g.
Theoreme XIII.

. —o. De quelque puiffance gu'on extraye la yacine, ou d’une
quantiré viclle, ou d'une imagmaire de la_forme M ~—N V-1, les
racines feront toujours, ou véelles, ou imaginaires de la méme forme

M-4-NV-1.
DEMONSTRATION.

Soit # I'expofant de la puiffance dont il faut excrairela racine, de

" "
forte qu'on dit a confidérer les valeurs, ou de Va, ou de V (a==b V' —1).

Or puisque cclle-cy fe change errcelle-la, i i —o, il fuffic de prouver
I

que V (a—0V=1) ou (a=b V—1)" eft contenu dans la forme
M~ N V-1, quelque grand que foit le nombre #. Pour prouver

cela, qu'on cherche un angle @ tel que fatangente foit ‘::—, ou pofant
Viaa=4=-0bb) —c,; quon prenne langle Q tel, que fon finus foit

— .E & le cofinus — f— : onaura donc a4 V-1 =
&

—¢lcol@ 4 V=1.1finQ), puisque cofl P ﬁ{-&ﬁnﬁ: %

Or il eft démontre qu'une puiffance quelconque d'une telle forme, com-

me (col @ 4+ V—-1.nQ)" et = coflm P-4 V—1.finmQ,
quelque nombre qu'on fignifie par la lettre m, foit qu'il foit affirmatif,
ou negatif, ou entier, ou rompu, ou méme irrationnel.  Cela pofé on

aura (a--l—-f'V—]:I]?: ';i"(ra---{-—aﬁ‘l*’«-l,‘;“_‘-f-i (col @4V —1fin {p)‘t_" =
(-:ﬂf % ¢+ V—-L'ﬁﬂ% ¢’>};f Donc puisque e =V (ea—44)

eft une quantité réelle & poficve, & l'angle @ & partant aufli {3 par-
tie
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- I. 4 -
tie — @ avec fon finus & cofinus aufli des quantités réelles ; il eft evi-
"

dent que ;’(a-+-ﬁ1/—:] ou (‘-’ﬂf%@-—{-V-r. ﬁn%ﬁ) 1;:

appartient a la forme M—=N7'—1. Donc toutes les racines d'une
quamntité réelle ou imaginaire de cette forme M—4-N V-1, font tou-
jours comprifes dans la formule générale M—-N V'—1. C.Q.F.D.

COROLL. L

. 71. Comme on fait que toute quantité a deux racines quar-
rées, trois racines cubiques, quatre racines quarré-quarrées & ainli de
fuitey on trouve par cette methode toutes les racines, dont le nombre

I e
elt = », puisque = @ a autant de valeurs differentes.
COROLL. IL.
§. 72. Car puisque @ eft I'angle donc le finus eft — g & le

cofinus — ; ; au lieu de @ on peur auffi prendre les angles 4 ¢ 4+ @;

8¢+@; 129+ &c. p marquanc I'angle droic, puisque tous ces an-
gles ont le méme finus & cofinus,  Mettant donc dans la racine

trouvée (Euf'}} ®+V —1.1in 5 Eﬁ);’ cpour @ ces angles @;

40+®@; 8p+®; 12p+@ &c. ontrouvera autant d'expreflions dif-
ferentes, qu'il y a d’'unités dans I'expofant ». :
COROLL, ML
§. 73. Puisque » peut marquer wn nombre quelconque, il

H
s'enfuit de notre démonftration, que non feulement V' (¢ +4 V' — 1)
ou # eft un nombre entier pofitif, mais en général que cette expreffion
(a-+4V —1)™, quelque nombre qui foit marqué par m ou pofitif, on
Kk 3 nega-
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negatif, ou entier,ou rompu, ou meme irrationel, eft toujours compri-
fe dans la forme générale M+NV —1.

COROLL. IV.

§. 74. Par conféquent non feulement les quatre opérations de
{"arithmetiqne, mais aufli I'extrattion des racines, de quelque degré
qu'elles foient, ne changent point la forme M+N V — 1 des quantités
imaginaires, auxquelles on les applique d’une maniére quelconque,

SCHOLIE

§. 75. Sila quantité, donr on cherche toutes les racines d'un
certain degré, elt réelleou b—o, ilfera c—V a4, d'oul'on aura pour
¢ un valeur pofitive, quand méme ¢ auroit une negative; & l'angle P

a
fera ou — o, ou —— 1807, felon quele mﬁnus—; fera ou =+ 1

ou—~ 1. Doncle premiercas ou a eft pofitif & ¢ — a: les valeurs
de @ feront donco, 4p¢, 8¢, 12p &c. & les racines du degré n du
nombre 4 fergnt, pofant ¢ pour la marque d'un angle droit:

n 4 4 » 8 Bp ™
Or fi 4 eft un nombre negatif, on aura les expreflions fuivantes, ouw

bien les valeurs de V' — a feront:
'IE ':'._El- ~ : 'ﬁ_! o ﬁe ”
(cal' ;—I—V—l. fin = ) Va; (t:nl‘ = +V—r6n %) Vo; e

mettant pour @ fuccesfivement 2p, 6p, 10p, 14¢&c.  Mais cette
matiere étant déja futhfamment developple, je me borne ici i certe
unique conféquence, que I'extraltion des racines, tant des quanticés
réelles qu'imaginaires de la forme M + N V' ~ | produit toujours ou
des quantitésréelles, ou desimaginaires delaforme M+ N} —1.

Theore-
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_ Theoreme. XIV.

§. 76. De quelgue degré que foit une tquation algébrigue, tou-
ses les racines imagiaives gu'elle peut avoir, fons toujours comprifes
dans cetre forme générale M4-NV —1 3 de foxte que M & N font des
quantieés récller.

DEMONSTRATION.
Soit en general I'équation propofée:

2 A" B - Cx" 3 Dax"* - &c.—o.

& quoique nous ne foyons pas en ¢rac d'sfligner la formule générale,
qui en contient les racines, commenousle fommes pourles équations
du fecond, rroifiéme & quatriéme degré, il eft pourtant cercain, que *
cette formule fera compofée de plufieurs fignes radicaux, donrt les
quantités connués A, B, C, D, E, &c, feronx compliquées. On peut
ausfi réfnarquer que cette expresfion analytique d'une racine quelcon-

ue renfermera plufieurs membres, dont chacun fera la racine d'un cer-
tain degré d'une quantité, qui renferme encore des fignes radicanx, &
que ceux-cy auront aprés eux encore d'autres, et ainfi de fuice, jusqu’a
ce qu'on parvienne en chaque membre au dernier figne radical, qui
naffecte plus que des quancites réelles.  Remontons de ces derniers
fignes fuccesfivement, & il eft évident que la quantité marquie par le
dernier figne fera, ou réelle, ou imaginairede la forme M+ NV — 1.
Enfuite devant cette quanticé, jointe avec quelque valeur, ouréelle, ou
imaginaire ausfi de la forme M 4+ NV - 1, fe trouvera un nouveau

figne radical, qui fe réduiradonca V' (M-+NV =1), dont la valeur
eft encore de la forme M+N7V —1; & fi nous remontons de cette
maniére jusqu’aux premiers fignes radicaux, qui diftingue les membres,
nous verrons, qu'aucune opération ne nous fauroit écarter de cette
forme, & que par conféquent chaque membre aura enfin la meme for-
me, quelque grand que foit le nambre des fignes radicaux, qui y font

font enveloppes. IDou il s'enfuit que l'expresfion génerale, qui ren-
ferme
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ferme toutes les racines de I'équation propofle, fe réduira néceffaire-
ment 2 la forme M+NV —1, de forte que toutes les racines imagi-
naires ne fauroient avoir d'autre forme que celle-cy. C.Q.F.D.
SCHOLIE L

§. 77. Voila donc une nouvelle démonftration du Theoreme
général, que je me fuis propofé de prouver ici, & contre laquelle on
ne fauroit rien objefter, fi ce n'eft, que nous ne favons pas, comment
les racines des ¢quartions des plus hauts degrés apres le 47 font com-
pliquézs. Orcette objeftionn'aura aucune force, pourvu qu'on m'ac-
corde, que les expresfions pour les racines ne contiennent point d'au-
tres opérations, que I'extraftion des racines, outre les quatre opéra-
tions vulgaires: &l'onne fauroic foutenir que des opcrations tranfcen-
dantes s'y mélaffent.  Mais fi la conjefture, que j'ai autrefois avancée
fur 1a forme des racines des-équations d'un ordre quelconque, eft fon-
dée, la demonftration que je viens de donner ici, aura toute 1#force,
qu'on peut fouhaiter. Car ayant une équation quelconque du degré
n, je dis qu'il y aura toujours une équation du degré #—1, dont les
racines ¢rant @, 8,7, d, €, &c. aunombse de #—1, une racine quelconque

] ] ] ]
del'autre équation dudegrépnfera —a+Va+V B+ Vy+V d+&e.
ot1 2 eft une quantite réelle.  Donc fi les racines de 'équation du de-
gré n—1 fonr, ouréelles, oude la forme M—+ N V' — 1, les racincs de
I'équation du degré » auront ausfi cecce forme.  Par conféquent puis-
que les racines des équations du fecond degré font, ou réclies, ou de la
forme M+-NV —1, lesracines des ¢quations du troiii¢me depr fe
réduiront ausfia la méme forme, & partant ausfi les racines des ¢qua-
tions du 4™, 57, 6= &c. a l'infini.

SCHOLIE 1L
§. 78. Delaon tirera encore cette importante conféquence,
que toute quantité imaginaire, quelque compliquée qu'elle foit, eft
tonjours réduétible a cette formule M4+~-NV —1; de forte quetoute
quanticé imaginaire cft toujours compolée de deux membres, dont I'un
eft



