Carl Friedrich Gauss, « Demonstratio nova theorematis omnem functionem
algebraicum rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel
secundi gradus resolvi posse », Helmstadt, 1799 (trad. fr.), extraits.

NOUVELLE DEMONSTRATION DU THEOREME
ENONCANT QUE TOUTE FONCTION ALGEBRIQUE RATIONNELLE
ENTIERE D'UNE SEULE VARIABLE PEUT £TRE DECOMPOSEE
EN FACTEURS REELS DU PREMIER ET DU SECOND DEGRE.

Toute équation algébrique définie peut &tre réduite sous
la forme :

X"+ Ax™ + Bx™ y etc. + M =0

0l m est un nombre entier positif.

Si nous désignons par X le premier membre de cette
€quation el si nous supposons que I'éguation X =0 est sa-
tisfaite pour plusieurs valeurs inégales de la variabie x, soit
en posant x =, x= 0, x=v, etc., alors la fonction X sera
divisible par le produit des facteurs x- «, x-f, x-7, efc.
Inversement, si la fonction X est divisible par le produit de
plusieurs facteurs simples x-a, x- 3, x-¥, etc., on satisfait
alI'équation X ~ 0, en égalant x & une quelconque des quan-
tités o, P, v, etc. Enfin, si X est égal au produit de m facteurs
simples semblables (que tous soient distincts ou que cer-
tains d’entre eux soient identiques), d'autres facteurs sim-
ples en dehors de ceux-ci ne pourront diviser X, C'est pour-
quoi une équation de degré m ne peut pas avoir plus de m
racines ; il est évident aussi qu'une équation de degré m
peut n'avoir que beaucoup rmeins de racines (distinctes)
méme si X est divisible en m facteurs simples : si, en effet,
parmi ces facteurs, queiques-uns sont identiques, la quan-
tité de modes distincts qui est nécessaire pour satisfaire 3
I'équation sera inférieure 2 m. Toutefois, par souci d'une
meilleure présentation, les géometres ont préféré dire que
I'équation a m racines dans tous ies cas, et que si certaines
d'entre elles s'averent égales entre elles: c'est quelles peu-
vent, en tout cas, se passer entre elles.

2.

Ces idées qui ont été exposées jusqu'ici sont suffisam-
ment démontrées dans les livres d'algébre et ne heurtent
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pas, en quelque maniére, la rigueur géométrique. Cepen-
dant, les analystes semblent avoir adopté trop précipitam-
ment et sans le précéder d'une solide démonstration, le
théoréme sur lequel est édifiée presque toute fa doctrine
des équations : qu'une telle fonction X quelconque puisse
toujours étre décompaosée en m facteurs simples ou, ce qui
est en accord direct avec ce fait, qu'une quelconque équa-
tion de degré m ait réellement m racines. Cependant,
comme on était déja parvenu le plus simplement, dans les
équations du second degré, 4 des cas qui contredisent ce
théoréme, les algébristes furent contraints d'inventer une
certaine quantité imaginaire dont le carré est -1, et alors
ils reconnurent que si des quantités de la forme a+ bV~1
sont admises de la méme maniére que les quantités reel-
les, le théoreme est vérifié non seulement pour les équa-
tions du second degré, mais encore pour les équations du
troisieme et du quatrieme degré. Cependant, il n'est pas
permis du tout d'en conclure qu'en admettant les quanti-
tés de la forme a+ bV-1, toute équation de degré supérieur
ou égal & cinq puisse étre satisfaite, ou qu'on énonce d'une
manigre générale (bien que je trouve la phrase moins dan-
gereuse) que les racines d'une équation quelconque puis-
sent étre réduites sous la forme a + bV-1. Ce théoréme ne
differe en rien de celui qui est énoncé dans le titre de cet
ouvrage, si on le considére dans le méme but de lui donner
une démonstration rigoureuse, ce que se propose la pré-
sente thése,

D'ailleurs, depuis I'époque oli les analystes ont décou-
vert qu'il existait des équations infiniment nombreuses
n'ayant nul autre type de racine, sinon que soient admises
les quantités de la forme a+ bV-1, ces quantités artificiel-
les, d'un genre particulier qu'ils appelérent imaginaires de
facon 2 les distinguer des réelles, furent prises en considé-
ration et introduites dans toute I'analyse. De quel droit ? Je
ne le discuterai pas ici. Je traiterai ma démonstration sans
m'aider de quantités imaginaires, bien qu'avec la méme
liberté dont tous les plus récents analystes ont fait usage, il
me soit permis de les employer.
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3.

Bien que les démonstrations de notre théoréme, qui sont
rapportées dans la plupart des livres élémentaires, soient
peu fiables et s'éloignent tellement de la rigueur géométri-
que qu'elles ne soient guere dignes d'étre indiquées, je les

“aborderai brievement afin qu'aucune ne semble omise.

« Pour démontrer qu'une équation guelconque

x™ 4 Ax™ 4+ Bx" v etc. + M =0,

soit X = 0, a réellement m racines, ils entreprennent de
prouver que X peut étre décomposé en m facteurs simples.
A cette fin, ils supposent qu'il existe m facteurs simples x - o,
x-PB, x-v, etc., ou @, B, y, etc., sont inconnus jusqu'ici, et
ils posent le produit d'entre eux égal a la fonction X. Ils dé-
duisent alors m équations de la comparaison des coefi-
cients, a partir desquelles ils affirment pouvoir déterminer
les inconnues ., B. v, etc., quel que soit m le nombre de ces
inconnues, C'est-a-dire que {m - 1) inconnues peuvent étre
éliminées d'ot l'on tire une équation qui, si elle est satis-
faite, ne contiendra qu'une seule inconnue. »

Je ne dirai rien quant aux autres auteurs qui avaient pu
étre opposés a une telle argumentation, je chercherai seu-
lement pourguoi nous pouvons étre certains d'avoir réel-
lement une quelconque racine a cette derniére équation ?
Pourquoi ne pourrait-il pas arriver qu'aucune grandeur,
dans tout le domaine des quantités réelies et imaginaires,
ne puisse satisfaire ni cette derniere équation, ni celle pro-
posée ? D'ailleurs, {es personnes compétentes reconnai-
tront facilement que cette derniére équation doit forcément
étre entiérement identique a celle proposée, si le calcul a
été entrepris sclon la régle.

En effet, les inconnues B, y, etc., étant éliminées, une
équation doit apparaitre sous la forme

o™+ Aa™ + Bo™? + etc. + M = €. Il n'est pas nécessaire
de s'étendre davantage sur ce calcul.

Certains auteurs, qui semblent avoir pergu la faiblesse
de cette méthode, posérent comme axiome : « quelie que
soit I'équation, elle a réellement des racines qui, si elles ne
sont pas possibles, sont impossibles. » [Is ne semblent pas
avoir exposé avec suffisamment de clarté ce qu'ils veulent

5
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concevoir par quantités possibles et impossibles. Si les
quantités « possibles » doivent désigner la méme chose que
les quantités « réelles », les quantités « impossibles », la
méme chose que les quantités imaginaires, cet « axiome »
ne peul pas du tout étre admis, mais a nécessairement be-
soin d'une démonstration. Toutefois, les expressions ne
paraissent pas devoir étre acceptées en ce sens, mais la si-
gnification de 'axiome parait étre plutét: « Bien que nous
ne soyons pas encore certains qu'il existe nécessairement
m quantités réelles ou imaginaires qui satisfassent & une
quelconque équation de degré m, cependant nous suppo-
sons cela momentanément ; car si, par hasard, on ne pou-
vait pas trouver autant de quantités réelles ct imaginaires,
il apparaitrait certainement un moyen de s'en sortir en
déclarant les autres impossibles. » Si quelqu’un préfere se
servir de cette phrase plutét que de dire simplement que
dans ce cas I'équation ne serait pas apte 2 posséder autant
de racines, il n'est en rien en opposition avec moi : mais
s'il se sert de ces racines impossibles comme si elles avaient
quelque chose de vrai. et si par exemple il dit que la somme
de toutes les racines de l'équation x™ + Ax™ + etc. = 0 est
-A, bien que parmi celles-ci il y en a des impossibles {ex-
pression qui signifie en particulier : hien que quelques-unes
manquent}, je ne peux approuver cela en aucune maniére,
Car les racines impaossibles, acceptées dans un tel sens, sont
‘cependant des racines, et alors cet axiome ne peut pas étre
admis sans démonstration sous aucune forme, de méme
qu’il serait maladroit de se demander s'il ne pourrait pas
exister d'équations n'ayant méme pas de racines impossi-
bles?*

* Par quantité imagim::}ye comprends icl toujours une quantité ré-
duite souslaformede a + V-1 o best different de 0. C'est ence sens que
cette expression est acceptée par les géometres de premier rang, et je ne
suis pasd'avis d'approuver ceux qui ont vouluappelerimaginaire, laquan-
tité a + b1 dansleseul cas oir a =0, et impossible lorsque arest pas nul,
puisque cette distinction n'est ni nécessaire ni d'ancune utilité Si les
quantités imaginaires doivent étre tout & fait conservées en analyse (ce
qui parait plus sage que de les détrulre. pour plusieurs raisons, mais seule-
ment 2 condition qu’elles soient assez solidement étayées), elles doivent
nécessairement éire considérées comme toul aussi passibles que les réel-

6
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4.

Avant de passer en revue les démonstrations de notre
théoréme données par d'autres géometres et d'exposer
celies d'entre elles qui m'ont paru blamables, j'observe qu'il
est suffisant de montrer seulement que toute équation de
degré quelconque,

x4 Ax™ + Bx™? ¢ etc. + M =0, .

soit X = 0 {oi1 les coefficients A, B, etc., sont supposés
etre réels), puisse étre satisfaite au moins une seule fois,
par une valeur de x exprimée sous la forme a + b¥-1. En
effet, X devra étre divisible par un facteur réel du second

les. Voila pourquoi je préférerais rassembier réels et imaginaires sous la
dénomination commune de quantités passibles ; par contre, je déclare-
rais quantités impaossibles, celles qui devralent sarisfaire & des conditions
ne pouvant étre satisfalles, ni méme concédées aux imaginaires. Toute-
fois, de cette fagon, cette expression signifie la méme chose que sil'on
disait gu'une telle quantité n'appartient pas a I'ensemble du domaine des
grandeurs. je ne peux permettre d'aucune fagon que se forme la un genre
particulier de grandeurs. Si quelqu'un disait gu'il est imposstble d"avoir
un triangle linéaire rectangle équilatéral, il n'y aurait personne pour le
nier. Mais si un tel triangle Impossible était considéré cormme un nouveau
genrede triangle, sil'on voulait appliquer a celui-ci les autres propriétés
des triangles, qui poumait s'empécher d enrire 7 fcl ce serait joueravec les
mots ou plutét en faire un mauvals usage. Il est vrai gue le plus souvent,
méme les plus Hlustres mathématiciens dont les vérités supposent clare-
ment la possibilité des quantités qu'ils considerent, appliquent aussi ces
vérités a des quantités dont la possibilité était mise en doute jusqu'ict ; et
engénéral, je ne nie pas que les déréglements de cette espéce permettent
souvent d’avoir une forme simple de calculs, comme un volle que pourva
bientdt pénétrerl'intelligence d'un vrai géomeétre. Cependant, aprés exa-
men, il parait beaucoup plus digne de la sublimité d'une sclence qui est
célébrée, & juste titre, comme l'exemple le plus parfait de clarté et de
certitude, soit de proscrire complétement de telles libertés soit du molns
de ne s'en servir que parcimonieusement ; et seulement 12 0t méme les
personnes les moins exercées sont en mesure de traiter la question sans le
secours de ces libertés, peut-étre moins britvement, mais tout 2 fait rigou-
reusement. D'aflleurs, je ne nierai pas que ce que J'ai diticl contre le mau-
vals usage des quantités impossibles pourrait méme, dans une certaine
mesure, étre 0pposé aux imaginaires ; mais je me réserve pour une auue
occasion la défense de ces imaginaires, en outre pour une explication
plus étenduce de tout ce sujet.
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degré xx- 2ax + aa + bb, si b n'est pas égal a 0, et par un
facteur réel simple x~ a si b=0. Dans I'un et I'autre cas, le
quotient sera réel et de degré inférieur a celui de X ; et lors-
que ici. pour la méme raison, on devra avoir un facteur réel
du premier ou du second degré, il est évident que par la
continuation de cette opération, la fonction X sera enfin
décomposée en facteurs réels simples ou doubies ou en m
facteurs simples, sil'on préfere employer a la place des fac-
teur individuels doubles, des facteurs simples imaginaires
binaires (conjugués).

5.

La premiére démonstration du théoreme est due a I'il-

.. lustre géometre d'Alembert, dans Recherches sur le calcul
£n . Histoire de I'Académie de Berlin, Année 1746, p. 182
#i etsuiv. La méme démonstration se trouve chez Bougain-
ville, Traité du caleyy intégral, a Paris, 1754 , p. 47 et suiv.
Principaux moments de cette méthode sont les suivants.
premier lieu, |3 méthode montre que si une fonction

: onque X de la quantité variable x est nulle pour x =0,
% OU pour x = o et s on peut lui obtenir une valeur réelle
.POSitlve infiniment Petite en attribuant 4 x une valeur

"ur co aleur infiniment petite de X, et w la
EPrimé ";:fOndame de x. il affirme que o peut étre
' Une série rapi t convergente
+ 5O, O, ete. o apidemen g

les exposants o, B, v, etc., sont des

lesquels Qui rendent infiniment petits les ter- -
on n'er? trouve S€ trouvent, Sj parmi tous ces expo-

aUCun . . N
pair, alors ¢ qui soit une fraction de déno

M 'S tous les tery ;
2ussi bien PoUr yne y ermes de la série deviennent

valeur aleur positive de Q, que pour
urs ‘gative, Mais s; Certaines fractions avec déno-
S€ trouven

" QUe pour yne t parmi ces exposants, il est évi-
valeyr Negative de Q, les termes corres-

B
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En effet, cette valeur sera celle d'une racine triple de I'équa-
tion U’ =0 et trois valeurs de M y correspondent, c'est-a-
dire (o + P}y +8). (a+y)B +8) et (c+8)(B+7), qui peuvent
étre toutes irrationnelles. Mais manifestement, une for-
mule rationnelle ne pourrait produire une valeur irration-
nelle de M', ni trois valeurs différentes. De cet exemple, on
peut juger suffisamment que la méthode du célébre de
Foncenex n'est jamais satisfaisante ; mais si on voulait Ia
rendre tout a fait compléte, il faudrait faire des recherches
plus approfondies dans la théorie de I'élimination.

12,

Enfin, lillustre Lagrange traite de notre théoréme dans
une communication intitulée Sur la forme des racines ima-
ginaires des équations, Nouv. Mém. de I'Acad. de Berlin,
1772, p. 222 et suiv, Ce grand Céomatre a donné cette ceuvre
aux imprimeurs pour compléter ce qui manquait dans la
premitre démonstration d'Euler, et en effet il a particulié-
rement examing ce qui constitue la seconde et quatrieme
objection (voir précédemment article 8). Il a scruté si pro-
fondément que rien de plus ne laisse & désirer, sinon peut-
étre que certains doutes sernblent renvoyer & une recher-
che antérieure sur la théorie de I'élimination (sur laquelle
s'appuie toute cette recherche). Cependant, il ne regarde
pas du tout la troisitme objection ; de plus toute cette re-
cherche est batie sur 'hypothése que toute équation de
degré m a en effet m racines.

Ayant ainsi examiné toutes ces preuves qui ont été pu-
bliées jusqu'a présent, j'espére qu'une nouvelle démons-
tration de ce théoréme trés important, tirée de principes
tout a fait différents, que je vais exposer maintenant, ne
déplaira pas aux spécialistes.

13.

LemMe. Si l'on désigne par m un nombre entier positif
quelconque, la fonction sin @ - x™ - sin mo - r™'x +
sin(m - 1) - 1™ est divisible par ¥ - 2c08 @ - rx + r*.

Démonstration. Pour m= 1, cette fonction devient nulle

26



LE THEOREME FoNDAMENTAL DE L' ALGEBRE

et done divisible par r'importe quelle fonction ; pour m =2,
le quotient devient sin @, et pour 'importe quelle valeur
supérieure, le quotient sera:

sing . x™? + sin 2¢ . rx™? + sin 3@ - r*x™* + etc. +
sin (m- 1) - ™2 .

On peut vérifier facilement que fe produit de cette fonc-
tion par x® - 2cos @ - rx + r* est égal a la fonction proposee.

14.
Lemme. Si la quantité r et 'angle @ sont déterminés de

fagon que les équations suivantes soient verifiées
" cos mg + Ar~'cos(m - 1)@ + Bro*cos(m-2)¢ + elc.

+Kircos 20+ Lrcoso+M=0 I}
r sin me + Ar™isin(m - 1) + Br™?sin(m - 2)¢ + etc.
+ Krr-sin 20 + Lr-sinp =0 2]

alors la fonction

"3 Ax™t + Bxm? petc. + Kxx + Lx+ M =X

séra divisible par le facteur du second degré x* -
2¢08 O - rx + 2 seulement si rsin @ m'est pas nul ; si rsin ¢
est nul {z méme fonction sera divisible par x - rcos .

Démeonstration.

I. Il découle du lemme précédent que toutes les quanti-
tés suivantes sont divisibles par x* - 2cos @ - X+

sin g . rx™ - sin mQ + 1"x + sin(m - 1jg - ™"

Asin ¢ - ry™ - Asin(m - 1)¢ - rorix+ Asin(m - 2} - 1

Bsin ¢ . rx™* - Bsin(m ~ 2)¢ - rm?x + Bsin(m - 3)g - /™!

eticC. elc.
Ksing - rxx -Ksin2¢ - rx +Ksing - P
Lsing.rx -Lsing-rx .
Msing - r * + Msin(-9) - r

C'est pourquoi la somme de toutes ces quantités sera
divisible par ¥ - 2cos p - rx + /. La somme des éléments de
la premigre colonne est égale au produit de X par rsing ; la
somme des éléments de la seconde colonne est égale au
produit par x de I'équation (2}, elle est donc nulle par hy-
pothése ; génfin, on peut remarguer qu'en multipliant I'équa-
tion (1) par sin @ et I'équation (2} par cos ¢ et en soustrayant
I'un de ces produits a 'autre, on obtient la somme des éle-
ments de la troisiéme colonne qui est par conséquent nulle.

27



‘AL
divisible P2 _gcos @ X+ I €
y y est ur ¥ gj rsin® +0. CQED
rsif me P° 1 goit Sif ast nul. Dans le
) et done X est

Ainsi ame
' g M u
dong if en est ¢ o, soit cest? !-équatiOﬂ (1
fLi s <02 s A
Pfeﬂﬂe{' a3 doﬂG pe

. X 3@ s
divisible pa! L20= +1, €08~ oi X sera égala 0. 3 cause de

' @, et donc la fonction

C’US"-}.]-- c'o(p)ﬂ' es le
05 s6 €82 " ‘CQED-

. d ontre en général avec le
récéd"'"t vf:iaf puler. Introduction @ I'Ana-
' 110) - jrai considére qu'il va-

. qome " - hent OF peut aussi facilement
Iyse infi?" " ge ontr®* = ges jnaginaires. Il est mainte-
fait Ja pei” ans 1€ seco” ion de notre théoreme Ne né-
a déﬁ‘o"'; e montfef . soit une fonction quel-

Bxmielc. * [x + M. on peut

e les équations (1) et (2}

cessite I 1. Ja forme " e
de’ ¢ g€ fe‘ii:ﬁ:: en effet, Que X aura un fac-
lbu dhu Second degré: |a division (par
sojent ¥ qu pre P ceSSair‘e ent un quotient réel de de-
duit "¢ care. pour |a méme raisomn. un fac-
ce {actell_eu g quj aurd © ecO nd degré. En continuant cette
gré infér g mier ou dum osé €n facteurs réels du premier
uf gcomP " émontrer ce theoreme

C es Sui,\"aﬂtes.

de la planche fi-
finie GC passant

- paf
[Amés Pta;a istance 2U centre C est 1, et tel Ue
sepgment de droite perpendi—

Eve . ‘
n & wngueur sgale 2 12 valeur de 1'éX-

l'aﬂﬁle {au pla 28



Le THEOREME FOMDAMENTAL DE L ALGERRE

pression

rsin mgp + Ar~'sin (m- 1) + etc. + Lrsin @, que, pour
simplifier, je désignerai toujours dans la suite par T. Je con-
sidere la distance r comme toujours positive et pour les
points qui se trouvent de ['autre c6té de 'axe, I'angle ¢ doit
étre regardé, ou comme supérieur & deux angles droits ou
comme négatif {ce qui revient au méme). Les extrémités
de ces segments perpendiculaires (qui, pour une valeur
positive de T doivent étre interprétées comme étant au-
dessus du plan, pour les valeurs négatives, en dessous du
plan, et pour les valeurs nulles dans le plan) se trouvent
sur une surface courbe continue, infinie dans toutes les di-
rections, que j appellerai, pour abréger premieére surface.

Une autre surface sera rapportée tout a fait de la méme

fagon au méme plan, au méme centre et au méme axe dont
la hauteur au-dessus d'un point quelconque du plan sera

I"cos mp + Ar*icos(m- 1)o + etc. + Lr- cosg + M,

expression que je désignerai toujours, pour simplifier,
par U. Cette surface qui sera également continue et infinie
dans toutes les directions, je la distinguerai de la premiére
par la désignation de seconde surface. Il est alors clair que
toute notre tiche consiste & démontrer qu'il existe au rni-
nimum un point se trouvant simultanément dans le plan,
sur la premiére surface et sur la seconde surface (surla fi-
gure 1, il faut que P. T. U soient confondus).

17.

On peut facilement voir que la premiére surface se
trouve en partie au-dessus du plan et en partie en dessous
du plan. Il apparait en effet qu'a une distance r suffisam-
ment grande du centre, tous les autres termes dans T dis-
paraissent devant le premier, rsin mg ; ainsi, suivant la
valeur de I'angle ¢, T peut devenir aussi bien positif que
négatif. C'est pourquoi le plan fixe sera nécessairement
coupé par la premiére surface ; jappellerai cette intersec-
tion du plan par la premiére surface premiére ligne, laquelle
est ainsi.déterminée par I'équation T = 0. Pour la méme
raison, le plan sera coupé par la seconde surface ; I'inter-
section constituera une courbe déterminée par I'équation
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