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Introduction

Toute coanzissance humaine commence par

I'intuition, passe de 1 dux concepts el abowmit
aux idées,

KanT, Critigue de ja raisor pure,
20 partie, section 2.

Comme Farithmétique, la géométrie n'exige pour son élaboration au’un petit
nombre de propositions fondamentales simples. Ces propesitions sont les
axiomes de la géométrie, Depuis Euclide, Iétablissement de ceg axiomes et
Pétude de leurs relations ont fait Tobjet de travanx nombreux et excellents.

Ce probléme est celyi de Yanalyse de notre intuition de I'espace.

Le présent travail est un nouvel essai de constituer, pour la géométrie, un
systéme compiet ¢'axiomes aussi simples que possible et dep déduire les
théorémes les plus importants, de fagon & mettre en évidence Js réle des divers
groupes d’axiomes et la portée de chacun d’eux,
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CHAPITRE |

Les cing Sroupes d’axiomes

1. Les notions Sfondamentales de |, géométrie
et les cing groupes d’axiomes.

Définition. Nous Pensons trois systémes différents de choses
les choses du premier systéme des Points 5 nous les désignons par des majus-
cules 4, B, C, ., > NOUS nommons draires |ag choses du deuxiéme systéme et
nous les désignons Par des minuscyles a4 b, e, ... : nous appelons plans les
choses du troigiéme systéme et nous les désignons ﬁar des caractéres srees o
Boy . L.BS Poinis constituent les éléments de la géométrie linéaire : lesbpoints’
etles droites sont les éléments de [a gdométrie planes ; enfin les points. les droites
2t les plans sont ceux de la géomérrie de I'espace ou de Pzspace Iu;-méme.

Eatre Jes p01_ms, les droites et Jes plans, nous Imaginons certaines relations
que nous exprimons par des &xpressions telles que «re sur», «entre »
. . . . = ’
;congruent‘» ; la description gXacte et appropride fau but des mathémartiques
e . . o
ces rejations est donnée Par les axiomes de ln géométrie,
On peut classer les axiomes de la séoméiria e

o : : g I Cing groupes ; chacun de
® Sroupes exprime quelques faits fondamentaus, lies les uns aux auires et

QU1 nous sont doonés par I'intuition, Nous désig
d’axiomes :

» DOUS nommons

(1,128 : axiomes d'apparfenance,
(I, 124): axiomes d’ordre,
(IIT, 1 2 3) : axiomes de congruence,
(v : axiome des paralléles,
{V, 1et2): axiomes de continuirg,
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2. Premier groupe d'aviomes : appartenarce,
group Juy

Les axiomes de ce groupe expriment un lien entre les potions de peint, de
droite et de plan.

(L 1 (%) 1T existe une droite lide g deux painis donnés 4 et B & lnquelle appar-
tennent ces deux points,

(L, 2) IwWexiste pas plus d’une droite @ laquelle appartiennent deux points A et B,

Icl, comme plus bas, par deux, trols, ... points, droites ou plans respecrive-
ment, nous entendons toujours des points, droites ou plans différents,

Au ligu de «appartiennent » on emplole aussi d’zutres expressions telles
que, par exemple, « @ passe par 4 et par B», « ajoint 4 et B» ou« 4 avec B »,
«Aestsur an» « A est un point de », «il existe un point 4 sur a », etc. Si A
est sur la droite a et aussi sur la droite b, on emploie les expressions : « les
droftes @ et b se coupent en A4 », « ont le point A en commun », ete,

(L. 3)  Sur une droite, il y a au moins dewx points ; il exisie au moins trois points
nown alignés,

(L 4 Hexiste un plan o lié & trois points non alignés A, B, C auguel appartiennent
ces rrois poinis 4, B, C.
A towt plan appartient au moins un point.

Nous employons aussi les expressions A4 est sur o, 4 est un point de o, etc.

(I, 5 I wexiste pas plus d'un plan auque! appartiennent trols points non
alignés A, B, C.

(1, 6) 5% deux points 4, B d'une droite a appariiennent & un plan o ious les points
de la droite appartiennent 3 ce plan o. On dit alors que la droite @ « est dans »
le plan & ou d’autres expressions analogues,

(I, 7y Si deux plans x et B onr un point A commum, ils en ont encore ai moing
w autre B,

(1. 8) I« existe au moins quatre points non coplanaires.

L'axiome (I, 7) exprime le fait gue I'espace n'a pas plus de trois dimensions
tandis que Paxiome (I, 8) lui impose d’en avoir an moins trois.

Les axiomes (I, 1 & 3) sont les axiomes Plans du groupe (), par opposition
aux axiomes (1, 4 & 8) que je qualifierai de spatianx.

Des théorémes qui résultent des axiomes (, 1 & 8), citons seulement les
deux suivants :

(1) Dans {I, 1) : I représente le groupe auquel appartient 'axiome et | ie pumeéro de Paxiome
dans ce groupe.



16

17

HILBERT, Fondements de la géométrie, 1899.

Chap. 1. — Les cing groupes daxiomes 13

Théoréme !. Deux droites coplanaires ont au plus un point commun ;
deux plans distincts n’ont aucun point cornmun ou ont en COIMITIUN uine droitf-: ;
ils n’ont aucun point commun extérieur A cette droite ; un plau et une droite
non incidents ont au plus ua seul point commun.

Théeréme 2. Par une droite et un point non incidents on par deux droites
distinctes qui se coupent, il passe ur plan et un seui.
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3. Deuxiéme groupe daxiomes : ovdre ®-

Les axiomes de ce groupe définissent le terme « entre » ; si Pon s'appuie sur

! établir ordre des points alignés,

la relztion 2insi déterminée, ils permettent @’
coplanaires ou situés dans Iespace.
Définition. Entre leg points d’une droite, il existe une rel
description de laquelle figure le mot « entre ».
UL 1) Siun point B est entre un point 4 ef un
fiennent & une droite ot B est qussi entre C et A

ation dans la

boint C, les points 4, B, C, appar-

. 4 B ¢

(L, 2y Devx points A et € étans donnés, il existe au moins un point B appartenant
& la droite AC e tel que C soit entre A el B,

A 4 ¥
-—_— . 5

(1L 3} De rrois poines d'vne droite

il Ay en a pas plus d'un qui est entre les
deux quires.

En plus de ces axiomes linéaires de |
plan de "ordre.

Définition.  Sur une droite 4, considérons deux poinis 4 et & i nous appelons
segmen? le systéme des deux points 4 et B et nous le désignons par AR ou BA.
Les points situds entre A ot B sont les points du segment A5 ou les points
intérieurs au segment AB. Les points 4 et B sont
ment 48 Tous les autres points de

‘ordre, nous aurons besoin d'un axiome

les exirémités du seg-
la droite @ sont extérieurs au segment 4.5,
(IL &) Soient A, B et C trois points non alignés et a une droite du plan ABC qui

[=~]
ne passe par aucun des points 4, B et C ; silg drofte g passe par 'undes points
du segment AR, elie passe ou par wn point du segment BC ou par un point du
segment AC.

J

(1) M. Pasch, le premier, a étudié ces axiomes de fagon détaillée dans son ouvrage Vorlesungen
#ber neuere Geomeirie. L'axiome {11, 4) lui est 0. Voir 1.
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g D’une fagon plus intuitive : si une droite entre dans un triangle elle en s0Tt.
11 est possibie de montrer que les deux segments 4C et BC ne sont pas tous
deux coupés par ia droite 4. (Cf. supplément au chapitre 1.)

4. Conséquences des axiomes d’appartenance et d’ordye.

1 Les axiomes I et 11 impliquent les théorémes suivants -
Théoréme 3, Deux points 4 et C étant donnés, il

: . ‘ exisie sur la droite A€
28U moins Un point D situé entre 4 et ¢,

F
£
A \B \C'
&
3 Démonstrarion. D’aprag 'axiome (1, 3), i existe un point E extérieur 4 |a

droits AC et, d’aprés "axiome (IL, 2}, sur AF,
501t un point de 4F. §
FC, il existe un point
droite £G doit couper

il existe un point F tel que K
elon ce méme axiome et d’aprés "axiome {II, 3), sur
G extérieur au segment FC, Draprés ['axiome (IL, 4, 1a
le segment 4C en un point D.
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5. Troisiéme groupe d’axiomes : congruence.

Les axiomes de ce groupe défnissent la notion d= congruence e, par la,
celle de déplacement.

Définition. Entre les segments, il existe certaines relations exprimeées par

#les mots congruent ou égal.

(UL 1) 87 A er B sont deux points d'une droite ¢ et 4’ un point de cetre droire
ou d'une auiie drofie &, sur &', d'un ¢1é donné de A°, on peut rrouter un poinr 8

tel que le segmen: 4B soit congruent (o égal) au segment 4'B', nous écrivons
ceite relation . 48 = AR,

Cet axiome introduit la possibiiité du report des segments dont l'univoecité
sera dérmontrée plus bas.

Le segment a ét¢ défini simplement comme ensemble de deux points 4. B :
i est désigné par 48 ou BA. Dans la définition, ordrs des deux points est
indifférent : les formules suivantes ont toutes la méme signification :

AB = AR, AB = B'A"; BA = A8, Bd = B'A" .

(I3, 2)  Si un segment A'B' or un segment A"B" sgnt congruenis & un méme
segment 4B, le segment A'B’ est congruent qu segment A"B" ; en bref, si deux
Segments sont congruents q un iroisiéme, ils sont congruents entre eux.

1a congruence ou égalité est introduite en géométrie par ces deux axiomes ;
de ce fait, il ne va pas de soi que tout segment est congruent 4 lui-méme ; cela
st une conséquence des deux premiers axiomes de congruence ; sile segment A8
est conpruent a A'B’, P'application de laxiome (III, 2) aux congruences :
AB = A'B', 4B = A'B’ conduit au résultat désiré A8 = 45

Par application de I'axiome {ITf, 2) on démontre la symétrie et la transitivité
de la congruence des segments, soit la validité des théordmes suivants :
SlAB = A'B',on a A'B = AB.
SiAB= AR et A'B' = A"B", on a ABE = A"B".
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La syméirie de la congruence permet Pemploi de |
ments sont congruents entre eux.

‘expression : deux seg-

10 (1L, 3y Soient AB er BC deux JEEMENLS SAns poinis communs poriés par la
drotie a d'une part, AR et B'C deux segiments de la droite @ eux qussi sans
points comptuns ; 5i AR = A'B' et BC = BC, alors AC = 4'C,

A B c a
A z o a’

il Cet axiome exprime la possibilits d'additionner les segments.

12 Le report des angles est traité exactement comme celui des segments. En
plus de la possibilité du report, son univocité doit &ire posée axiomatiquement ;
la transivité et 'additivité sont démontrahles.

13 Définition. Sojent / et & deux demi-droites différentes d'un plan «, issues
d'un point O et appartenant 3 des droites différentes, Lensemble des demi-

~ droites et k est appelé un angle ; nous le désignons par < (k) ou par x (&, 1),

14 Les demi-droites & et k sont les 6165 de Uangle et le point O en est le sommrer.

5 Cette définition exclut les angles plas et concaves.

16 Solent & et & les droites auxqueiles appartiennent les demi-droites 4 et f.
Avec le point O, les demi-droizes 4 et k partagent le plan « en deux régions :
les points qui sont du c8té de X ot est 4 et du c&té de /i ol est k constituent inté-
rieur de Yangle (7, k), les autres points sont & I'extérieur de cet angle.

17 Au moyen des axiomes (I) et .11}, on veit facilement que chacune de gzs

régions contient des points et que le segment déterminé par deux points de
Vintérienr de Pangle v est enriérement content. Tout aussi facilement on
démontre les propriétés suivantes : si & &st un point de /1 et K un péint de k,
le segment HK appartient 2 Iintérieur de I'angle (k. k). Une demi-droite jssue
de O appartient en entier  intérieur oy & Pextérieur de I'angle : si une de ces
demi-droites est contenue 2 Pintérieur de Fangle, elle coupe le segment HX.
51 A est un point d'une des régions et B un point de 'autre, toute ligne brisée
qui réunit 4 et B passe par O ou a au moins un point commun avec f ou k:
au contraire, si A et 4’ sont deux peints de 1z méme région, il existe toujours

une ligne brisée qui réunit 4 et 4’, ne passe pas par O et ne coupe ni I'un ni
Pautre des cbtés 4 et k.

[..]
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7. Quatriéme groupe d’axiomes : paralldles.

Scient un plan o, g une de ses droites et 4 un de ses points qui n’appartient
pas & a. Dans le plan o, menons une droite ¢ qui passe par 4 et qui coupe a,
o3, per 4, tragons une droite b t2lle que ¢ coupe a et b sous des angles corres-
pondants congruents. Le théoréme de ["angle extérieur du trian gle (théoréme 22)
montre que les droites « et b ne se coupent pas. Par conséquent, dans le plan «,
par un point 4 extérieur 4 une droite a, il est possible de mener une droite qui
ne coupe pas la droite a.

Détinition. Deux droites coplanaires gui ne se coupent pas sont dites
paraligles. '

L'axiome des paralléles a la teneur suivante :

(IV} : Axiome d'Euclide. Soiens wne droite a ef un point A extérieur & a

dans le plan déterminé par a et A, il existe au plus une droite qui passe par A
et qui ne coupe pas a.

Il résulte de ce qui précéde et de I"axiome des paralldles que, par un point
extérieur & une droite, il passe une unique paralléle & cette droite.

La portée de Paxiome {IV) est 1a méme que celle de ia Proposition suivante !

3i deux droites coplanaires a et b ne coupent pas une droite ¢ de lsur plan,
elles ne se coupent pas.

En effet, si g et b avaient un peint commun 4, dans le plan considérg, les
deux droites a et b passeraient par 4 et cela sans couper ¢ ; cela esl en conira-
dietion avec Paxiome (IV). Tout aussi simplement, on déduit Iaxiome (av;
de la proposition précédente.

L'axiome des paralléles est un axiome plan.

L'introduction de [axiome des paralldles simplifie les fondements de la
géoméirie et allége notablement Pélaboration de cette science.

Les axiomes de congruence et des paraliéles conduisent facilernent aux pro-
positions  suivantes :

Théoréme 30. Si deux paralitles sont coupées par une sécante, les angles
alternes-internes et alternes-externes sont congruents entre eux et reciproque-
ment, la congruence des angles alternes-internes ou alternes-externes implique
le parallélisme des droites données.

Théoréme 31. Les angles d’un triangle font ensemble deux angles droits (1).

(1) Sur la question de savoir si cette proposition implique laxiome des paralléles, voir les
remarques faites a la fin duo chapitre 14, 4.
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Définition. St M est un point quelconque d’un plan o, I'ensemble des points

A pour lesquels les segmsnts M4 sont congruents entre eux est un cercle ;
M est le centre du cercle,

Les axiomes de congruence et des parallgles conduisent aux propriétés ciassi-
ques du cercle, en particulier 4 la possibilité de construire un cercle qui passe
par trois points non alignds et au théoréme de la congruence des angles inscrits

dans un cercle dont les cdtés passent par les extrémités d'une corde doanée et
enfin aux propriétés des angles du quadrilatére inscrit.

8. Cinguiéme groupe d’uxiomes : continuité.

(V, 1) : Axiome de la mesure ou d’Archiméde. Si AB et CD sont deux
segments quelcongues, il existe un nombre entier 1 tel que le report du segment

CD répété n fois & partr de A sur la demi-droite déterminée par B conduit 4
un point situé au-deld de B.

1.

Chap. I. — Les cing groupes d’axiomes 41

(¥, 2) : Axiome de Pintégrité linéaire. Iensemble des p.oz'nts7 d’une a’ro;ze,
soum’r‘s aux relations d ordre et de congruence, n'est susceptible d aucune ex Z’”
sion dans laguelle sont valables les relations précédentes et les propr‘zefeslfmi j
mentales dordre linéaire et de congruence déduites des axiomes {I) & (1L} et de
Paxiome (V, 1)

Les propriétés fondamentales précédentes sont exprimées par:

_ les axiomes (1T, 1 & 3etle théoréme 3, en ce qui concerne | ordre ;
_- les axiomes (U, 13 3}, ,

__ Yunicité du report des segments ().



