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SUR

IA FORME DES RACINES IMAGINAIRES
DES EQUATIONS.

Par M. pE 1A Graxcgr.

- —

| femble que les Analyftes ayent toujours regardé comme vraie cetre pro-
pofition, que toures les racines imaginaires des ¢équations peuvent fe
réduire 2 la forme 4 4 BV — 1, A & B érant des quantités
réelles; mais ce n'eft que dans ces derniers tems qu'on eft parvenu 2 la dé-
meontrer d'une manicere rigourcufe & générale.

La premicre démonftration qu'on ait donnéz de ce beau théoreme cft
celle qui fe trouve dans les Mémoires de cetre Académic pour l'annce
1746, & quieft ducd Mr. d’Alembert; cette démontration eft trts ingé-
nicufe, & ne laiffe, ce me femble, rien 4 defirer du c6té de l'exactitude;
mais clle eft indireéte, ¢érant tirée de la confidération des courbes & des fui-
tes infinies; & elle porte naturellement 2 croire qu'oa peut arriver au
méme but par une analyfe plus fimple, fondée uniquement fur la théorie
des ¢quations.  En effec, comme le radical imaginaire /' — 1 peut
avoir indiffércmment le figne <~ ou —, il eft clair que §'il y a dans une
équation quelconque unc racine qui foit repréfentée par 4 - BV — 1,
il devra y en avoir en méme tems une autre qui le foit par 4 — B Vi1
ainfi chaque fa&eur imaginaire tel que x — A — BV — 1, fera
toujours accompagné du fa&eur correfpondant x — A + BV — 1;
en forte que le produit de ces facteurs fera x* — 2. 4x 4 A4' 4 B,
qui cft un fa&cur du fecond degré roue réel.

D’ot il fuit que toute équation pourra fe décompofer en des fa&eurs
réels du premier ou du fecond degré.  Or cette propofition paroic de na-
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ture 3 pouvoir étre démontrée par les feuls principes de la théorie des équa-
tions; & il eft clair quil fuffic pour cela de prouver que toute équation
d’un degré plus haut que le fecond peut toujours fe partager en deux autres
équations dont les cocfficiens foient des quantités réelles.  Cleft Tobjer
que Mr. Euler s’cft propofé dans les favantes recherches qu’il a données dans
les Mémoires de 1749, fur les racines imaginaires des équations. Il y
confidere {éparément le cas ol expofant de I'équarion eft une puiffance de
deux, & celui ol cer expofant eft une puiflance de deux muluplice par un
nombre quelconque impair; & dans ce dernier cas il trouve que toute équa-
tion du degré 2°.m (m étant un nombre impair) peuc éere divifée par
une équation du degré 2" dont le coéflicient du fecond terme foic déter-
miné par une ¢quation d'un degré impair, laquelle aura par conféquent tou-
jours une racine réelle; de 1d Mr. Euler conclut d’abord que les cocfhiciens
des autres termes auront aufli des valeurs réelles, parce qu'il fuppofe qu'en
¢liminant fucceflivement les puiffances de ces coéfliciens plus hautes que la
premiere, i l'aide des différentes ¢quations de condition qu'on aura entre
tous les coéfliciens, on puifle toujeurs parvenir & déterminer les cocfficiens
dont il sagit par des fon&ions ratonelles de celui du fecond rerme; cette
réduction paroit en effer toujours poflible en général; il fe trouve néan-
moins des cas particuliers ol elle ne fauroit avoir licu, & dans lesquels par
conféquent la démonftraton de Mr. Euler fera infuffifante; mais certe dé-
monftration cft furtout infuffifante 3 I'égard du premier cas ol le degré de
I'équation propolce eft fuppofé étre une puiffance de 2.

La réfolution de ce cas paroir d'abord beaucoup plus difficile; car lors-
qu'on cherche 2 divifer une équation ou degré 2" par une autre équation
d’'un degré inféricur quelconque, on parvient toujours 4 des équations de
degrés pairs pour la détermination de fes cocfficiens; de forte que pour
pouvoir saflurer que 'vn de ces cocfhciens fera réel il faur que Péquation
dont il dépend ait fon dernier terme négatf.  Quand on décompofe une
équation du quatrieme degré dont le fecond terme eft ¢vanous, ¢n deux au-
tres du fecond degré fuivant la méthode de Defcartes, on trouve que les
cocfthciens des feconds termes de ces divifeurs font donnés par une ¢qua-
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tion du fixieme degré, dont l¢ dernier terme eft effentiellement négatif,
érant égal A un carré affeété du figne —; cette obfervation a porté Mr.
Euler A penfer que la méme chofe pourroit avoir licu dans toute équation
dont l¢ degré fera une puiffance de 2, & ob le fecond terme fera pa-
reiliement évanout, lorfqu’on cherchera A la décompofer en deux autres
d’un degré moindre de la moitié.  Mr. Euler tiche de démontrer par la na-
ture méme des racines de I'équarion qui doit fervir & déterminer les coéfhi-
ciens des feconds termes de ces divileurs, que cette équation- aura toujours
pour dernier terme un carré avee le figne négatif; mais il faut avouer que
fon raifonnement eft peu concluant; ainfi que Mr. le Chevalier de Foncenex
I'a déji remarqué dans le premier Volume des Mélanges de Turin, & comme
nous le montrerons cncore avec plus de déiail dans ce Mémoire.

Cerre raifon a méme engagé Phabile Géometre dont nous venons de
parler & prendre un autre chemin pour parvenir 3 une démonftration exadte
du méme théoreme, & on ne fauroit difconvenir que celle qu'il a donnée
dans l¢ Volume cité n'aic 'avantage de I'élégance & de lafimplicieé ; mais d'un
autre coté elle cft auffi fujecte & quelques-unes des difficuliés qui ont licu
dans celle de Mr. Euler & qui viennent de ce qu'on y fuppofe fauflement
que dés que 'un des coéfficiens d'un divifeur d'une équation quelconque eft
récl, tous les autres doivent I'étre auffi.

Il paroit donc par tout ce que nous venons de dire que le théoreme dont
il S'agit n'a pas encore ¢té démontré d’une manicre aufli direfte & aufi rigou-
reufe qu'on pourroit le defirer. Comme je me fuis depuis quelque tems par-
ticulicrement appliqué A perfe&ionner la théorie des équarions, j'ai cru de-
voir auli m'accacher 2 la difcuffion d'un poinc {i important de cette théorie;
c'eft Tobjet que je me fuis propofé dans ce Mcmoire.  En fuppléant 3 ce
qui manque A la démonftration de Mr. Euler je vicherai de faire en forte
qu'il ne refte plus de difficuleé ni d'incertitude fur cette matiere.

1. On fait que route équation d’un degré impair a néceflairement une
racine réelle pofitive, fi fon dernier terme eft négadif, ou une racine réclle

négative, fi fon dernier terme eft poficif; & de plus que toute ¢quation
d'un



